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possivel conhecer o péso exacto em gramas de corpos
que ndo ultrapassem os 1.093. Apresente uma justi-
ficagio déste facto. R: Os wvalores dos pésos dados
8o poténcias sucessivas de 3 cuja soma € igual a 1093.
Ora qualquer nimero inteiro N pode escrever-se N=ag+
+8y13+a;32+...42a,3" onde os coeficientes sé podem
tomar, como se sabe, os valores 0, 1 ou 2. Notando
que 2=3—1, N poderda entdo escrever-se N=bg+by 3+
+ by 324 -oo 4 b,y 3" onde os coeficientes poderdo
agora tomar os valores —1, 0 e 1 o gue justifica o
Jfacto apontado.

2222 — Mostre que existe uma infinidade de niime-
ros fracciondrios entre 2/3 e 4/5. A propriedade serd
verdadeira para dois mimeros fracciondrios quaisquer?

R: Como 4/5—2/3=2/15 a infinidade de fracciond
rios da forma 2/3+4-2/(15 +k) onde k € positivo demons-
tram a propriedade. Em geral ter-se-d, para dois

umeros fraceiondrios a/b<c/d, ¢/Jd—a/b=(be—ad)/bd

a  be—ad
donde l_:-+ m ecomo no caso particular.
Observagoes :

1. E obrigatéria a resposta a 4 pontos, nomeada-
mente ao primeiro.

2. As respostas que nfio forem convenientemente
Jjustificadas ndo serfo consideradas na classificacfo.

Enunciados e solugdes dos nhmeros 2218 a 2222 de J. Remy
Teixeira Freire.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. €. — Avaesra Surerior — Exame final — 4945.
2223 — Indicar a natureza da série
1
z 2n (2n—1) (2n—2) --- (n+2) (n+1)
e caso seja convergente, um limite excedente para o

érro cometido tomando para soma da série a dos seus
nove primeiros termos.

1 = )
2n (20—1) -« (n+2) (n+1) (2n)!

H1E
ationido o oritério @ Alemparts 2= . T DIEEIRE
a, ~ @at3)Ial
n+1 1

T @n+2) @n+1) 4ns2
com 1/n. A série ¢, portanto, convergente. A expressdo

R: Tem-se a,=

» que tende para zero

de wm limite excedente de R, € e > sendo e, o limite

superior dos nimeros

3ﬂ
T para p=0,1,2,...
Butp
No nosso caso, éles formam a sucessio de termo geral
1
—————— constantemente decrescente com 1/p. Por
4 (n—p)+2 3

1880 0 seu limite superior € o primeiro termo que corres-
1 a, n! (4n+2)
ponde a p=0, ——=e,. Entio '
RO ara s (2n) 1 (4n+1)
e, para n=9, vem 9!/18!.38/37, quantidade certa-
mente inferior a 10-° pois suprimindo no denominador
os factores que figuram em 9! ainda ficam 9 factores,

l—e,

o menor dos quais € 10. Se ndo interessar maior pre-
cisdo, podemos tomar 10~° para limite pedido.

2224 — Mostrar que se pode aplicar com seguranga
o método de Newton ao cdlculo aproximado do zero
do polinémio 2x4+4x3+822—2x—2 compreendido em
(1/2,1) e caleular duas aproximagdes. R: Designando
por f(x) o polinémio dado serd
fl (x)= 8x34+12x2+6x—2
" (x) =24x24-24< +6 =06 (dx2+4x+41).
Como esta derivada ¢ sempre positiva no intervalo dado,
o método € sequr te aplicdvel ao extrémo em que for
também positiva t (x) isto ¢, a x=1. Aplicando a fér-
mula conhecida b, ,=b,—f (b,)/f'(b,) com by=1, vem
f (bo)=f (1)=5, f' (bo)=f" (1)=24 e by=1-5/24=0,791 ...
Tomando os dois primeiros algarismos e aproximando
por defeito, vem
f (by)=f (0,79)= 0,8433 ...
f! (by)=f (0,79)=16,1732 ...
e b;=0,79—0,8433/16,1732=0,73785 ---

2225 —Equacgio da superficie cilindrica de genera-
trizes paralelas a z=z, y=0 e directriz zz=1, x=y.
R: As rectas paralelas & direcgdo dada siio x=z+h,
y=k. Eliminando x, y e z entre estas equagies e as
da directriz, obtém-se sucessivamente

S ] =1 k=1/k+h
ey 3 { k =z+h r f
y =%

sendo esta dtima a relagio procurada enire h e k.
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Substituindo estes pardmetros pelos valores tirados da
equagdo das directrizes, vem

y=1/y+x—z ou y?—xy-+yz—1=0,
que ¢ a equagdo procurada.

2226 —Dados a=90°, C'=23°19'22' e 5=45°12'0",
calcular o elemento B do mesmo tridngulo esférico.
SolugBes dos n.% 2223 a 2226 de Renato Pereira Coelho.

F. C. C. — Acgerra Svrerior — Exame final — Outu-
bro de 1945

2227 — Para que valores de = é absolutamente
convergente a série de térmo geral e"z"/n? Estude a
natureza da série nos extremos do intervalo de con-
vergéneia. R: A série ¢ absolutamente convergente no
interior do intervalo (—1,1); para x=—1, ¢ sim-
plesmente convergente, e para x=1, divergente.

2228 — Determinar os mdximos ¢ minimos da fun-
¢do f(x)=(senxz)***. R: A fungdo ¢ minima para
x=arc sen 1fe e maxima para x=x/2.

2229 — Determine a natureza da quddrica a2+ 32+
+22—4ry—1=0. Qual é a equacio referida aos
eixos? R: E um hiperboloide de-uma folha de revolu-
¢do. A sua equagdio referida aos eixos € x24+y2—3z2=1.

2230 — A fun¢io f(x)=z—|z| tem derivada no
ponto 2=0? E derivadas laterais ? Indique o valor
de uma ou de outras, no caso de existirem. R: A fun-

( tem derivadas laterais com os valores f' (—0)=2 e
f' (+0)=0.

Solugles dos n.** 2227 a 2230 de L. G. Mendonga de Albu-
querque.

I. 8. A. — Maremdricas (Gerais — 5.° Exercicio de
revisao.

2231 — Sio dadas as rectas r=2x=3y—1=z—1
e s=x—1=y=2:—2, a) Verifique que r e s nio
sdo complanas. &) Determine a equagfo cartesiana
do plano = que passa por r e é paralelo a 5. ¢) De-
termine as equagdes cartesianas da recta p que passa
pela origem e é perpendicular a r e s. d) Calcule a

r—1/3 —1
distidncia de » a s. R: Como TEE“} '2'! =zﬁ

x—1

=

e s= =z—1, o0s vectores r=3i+2j+6k e

v =

5=2i+4+2j+k tém as direcgies das rectas r e s, res-
pectivamente ; o ponto R=(0,1/3,1) pertence a r e o
ponto S=(1,0,1) pertence a s. a) Em virtude de
ser r|s A(R—8)=—13%0, r e 8 ndo sdo complanas.
b) Designando por P= (x,y,2) o ponto correntede =

ter-se-t r|s A (P—R)=0 ou seja ==10x—9y —2z+

+5=0. ¢) A direccio de p € a do vector
o ] X

=10j—9j—2 tip p=E—=——=—_,
p i—2k e entdo p TR e

d) Tem-se d (r,s)=d (S, =)—18/}/185.

2232 — Dados os pontes 4(1,0,2), B(©0,—1,1)
e a recta r=x=y/2=z/m, determine as coordena-
das do ponto C da recta » tal que o tridngulo
[ABC] é rectingulo em (. Discuta o problema.
R: Se¢ja C=(2,B=2a,y=ma). Como o triangulo
[ABC] ¢ rectingulo em C, (C—A)|(C—B)=0, ou
(m2+5)a?2+(1—38m) a+2=0, ou a=(3m—1+
+{/mz—6m—39)/2 (n3+5). Para m>3+4y/3 ou
m<3—4y/3 o problema tem duas solugdes reais;
para m-=3+4;/3. ou m=3—4/3 o problema tem uma
solugdo real; para 3—4\/3 <m <3+4/3 o pro-
blema ndo tem solugbes reais.

2233 — Representagdo cartesiana do lugar geomé-
trico dos centros das superficies esféricas que passam
pelos pontos 0O=(0,0,0), P=(1,2,1) e sdo tan-
gentes ao plano w=2x+y—2:—3=0. R: Sendo
M=(x,y,z) o ponto corrente do lugar pedido, tem-se
d(M,0)=d (M, P)—d (M, x), isto ¢,

x+2y4+2z—38=0
{ 5x2+4 By2 + Hz2—4xy +8xz 4- 4yz +12x + 6y —122—9=0

Enunclades e solugles dos n.®® 2231 a 2233 de José Morgado.

I. 8. A. — Maremiricas Gerats — 2.° Exame de fre-
quéncia—Maio 1946.

T4y +z4+2=0
2z 4 (a?—6) y—z—at=0
4z 4 (a2—6)2 y + 2+ a?t=0
8x+ (a2—6)3 y+ 2 +adt=0,
determine os valores de a para os quais admite solu-
¢do ndo nula. R: Os valores de a pedidos sdo os que
satisfazem & condi¢do A =0, onde A éo determinante dos
coeficientes das incégnitas. Como A € um determinante
de Vandermonde, de base (2,a?—6,—1,—a), € nulo
se, e 86 se, € verificada uma das segquintes igualdades ;
2=a2—6,2=—a,a?2—6=—1,3%—6=—a,—1=—a.
Tem-se, portanto, a=+2)2,a=+2, a=+ \/5, =
=-3,a=1,

2234 — Dado o sistema

2235 — A4 e B jogam alternadamente um dado.
Cada um deles faz dois langamentos e A inicia o jégo.
A ganha se tirar o ponto 6 antes de B3 tirar o ponto 5;
B ganha se tirar o ponto 5 antes de A tirar o ponto 6.
Calcule as probabilidades de 4 e B ganharem o jogo-
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) 51 555 1 805
Probalidade de B ganhar : S 6+6 0 6 B e

2236 — Seja « uma raiz primitiva de indice n da
unidade. Mostre que «? é ainda uma raiz primitiva
de indice n da unidade se, e s6 se, n ¢é impar. R: Se
n € tmpar, o € uma raiz primitiva de indice n da uni-
dade, visto 2 ser primo com n; se n € par (n=2k) en-
tio: (a')=02*=1, o que mostra ndo ser n o grau de
primitividade de a2, pois k <n.

2237 — Dados uma cireunferéncia ¥ e um ponto P
exterior, do mesmo plano, prove qne a poténcia p de
P em relaglioa y é p=(4—P) | (B—P), designando
A e B as extremidades de um didmetro qualquer.
R: Designando por B! a projeccio de B sobre PA e
por T o ponto de contacto da tangente tirada por P &
(A—P) | (B—P)=PA -PB/=

circunferéncia, tem-se

=PT2, c.q.d.

2238 — Dado um triingulo [4, B, C], designando
por G' o ponto de encontro das medianas, prove que
(A—G)+(B—G)=G—C. R: Consideremos o ponto D

tal que AD=GB ;i D estd sébre a recta CG , o quadri-
latero [A,B,C,D] e um paralelogramo e CG=GD .
entiio (A—G)+B—-G)=D—G=G—-C, c.q.d.

Solugdes dos n.% 2234 a 2238, de José Morgado.

I. 8. C. E. F. —1.* Cadeira — 2.° exame de frequén-
cia, ordindrio — 16-6-945.

2239 —Dada a funcio y=log [a log bx] determinar
a e b de modo que ela admita uma inflex3o no ponto
de coordenadas (1,0). Estudd-la e representd-la
geométricamente nessa hipdétese. Caleular y (e'7?),
utilizando o desenvolvimento em série da fungio
log (1+«) com um &rro inferior a 1/102. R: Terd
que ser y'' (1)=0 e y (1) =0 sistema que resolvido dd
a=—1, b=e'; a funcio dada reduz-se a
y=log [1—-log x| que ¢ apenas definida para valores
de x tais que 1—log x>0 ou seja no intervalo aberto
(0, e) onde € continua, monoténica decrescente, com a
concavidade voltada no sentido positivo do eixo das or-
denadas no intervalo (0,1) e em sentido oposto no inter-
valo (1,e). O ponto (1,0) €de inflexioe 11 m y=+oo

x=»+

e slil:l;[ﬂy:—oo 3 Y=—1/x (1—logx) e y''=
=—logx/x2 (1-logx)?; y (e7"*)=log (1+1/2)=
=1/2—1/841/48 —1/384+ ... Basta tomar os trés pri-
meiros termos déste desenvolvimento para assegurar o
resultado, y (e7%) =040, com um érro inferior a 1/102.

2240 — Determinar o maior valor inteiro de a para
o qual a equagio wx*—a (x+1)=0 tem uma sé raiz

real no intervalo (1,2). Nessa hipdtese, resolvé-la
determinando as raizes irracionais com um érro infe-
rior a 1/10 e utilizando o método grifico para a sepa-
racdo. R; Representando por f (x) o primeiro membro
da equagio dada, tém que ser de sinais contrdrios f (1)
e f(2) ou o que € 0 mesmo

£(1)-£(2) <0—(1—2a) (8—3a) <0 ou 1)2<a<8/3.

O maior valor de a inteiro neste intervalo ¢ a=2.
A equagio x3—2 (x+1)=0 sem raizes racionais tem
uma irracional no intervalo (1,2) e duas raizes com-
plexas. Essa raiz real, a menos de uma décima ¢ x=1,7.

Solugbes dos n,% 2239 e 2240 de Orlando Morbey Rodrigues,

I. 8. T. — Maremiricas Gerats — Exame final —
Julho de 1945.

2241 — Resolver a equagio «8—2x% +2=0. Repre-
sentacio grifica das raizes. R: Fazendo xi=y , vem
y2—2y+2=0 e yy=1—1i,y,=1—i. Tem-se, pois, que
resolver a equagio xi=1+1 e xt=1—1 ou calcular os

S = kw4 =[4
valores de 4‘/1+i—=s;/2 (cos R—IJ— +
- - 2kn + Tw/4
+isen ?E'-r—:i&) e de'Y1—i=y/2 (coa —“-Z—"L+

2](1:-1"-717_,"4

+1i sen ) que sio complexos de mbdulo /2 e

de argumentos =16, 9=x/16, 17=/16, 251:/l’6 e Tx[16,
157/16 , 23516, 31x/16, respectivamente.

2242 — Calcular a drea do tridngulo formado pela
bissectriz do fAngulo XOY com as assintotas da
conica 22+ 2xy— 2 +2x—Ty+1=0. R: Tem-se
A=1, Bml, C=—1, D=1, E=—7/2, F=1; a ¢é-
nica € uma hipérbole nio degenerescente como se deduz

3 _ ABD
do cdleulo dos valores de B2—AC e de | B C E |[.
DEF
O centro ¢ um dos vértices e as suas coordenadas sido a
2x+2y +2=0
2x—2y—T7=0
assintotas tém por equagies y+9/4=(1+y/2) (x—5/4)
[as 2 direcgies assintiticas sdo as raizes da equagio Cm?+
+2Bm+A=0]. Os oulros 2 vértices do triangulo sio
08 pontos de inltersecgio das assintotas com y=x, e as
suas coordenadas x3—=yy=(7/2+10)/4 e x3=y3=
=(10—7y/2)/4. A drea do triangulo e

solugdo de { ou x;=B/4 , yy——9/d. As
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1| Tyl
S=3|xy:1 =49¢§,!s (L2) .

x3 y3 1
2243 — Um plano = ¢ definido pelos pontos
4(3,0,0), B(0,2,0) e C(0,0,1) e a recta » pelos
pontos P (1,2,3) e Q(—4,3,0). Determinar sd-
bre » um ponto M tal que o volume do tetraedro
MABC, seja igual a 20. R: Equagdes da recta r:
z—3
—5 s -3
do ponto M. Para as determinar necessito de 3 equa~
¢oes, duas das quais sio as equagdes de r. A 3.° equa-

Sejam (x,y,z) as coordenadas

xyzl
3001
0201
0010
2x + 3y 4+ 62—126=0
e e
IR
x—1 _2z—3 -3
-5 T S
M (21,-2,15).

Solugdes dos n.% 2241 a 2243, de Jorge Clndido da Silva.

1
¢do ¢ V=6 =90 ou 2x+3y +62—126=0-

0 sistema | admite a solugio :

CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

F. C. C. — Circoro InFrviresimar — Exame final —
Outubro de 1945
2244 — Quando ¢ minima a distineia da origem
das coordenadas ao hiperboloide de wuma félha
a?—yz=17 R: A distincia € minima para os pontos
do hiperboloide de coordenadas: (0,0,1) e (0,0,—1).
2245 — Determinar as trajectdrias ortogonais da
familia de curvas dada pela equagio C(z+y)=
=xy+1. R: A equagio da familia de trajectérias
ortogonais € y3—x3—3 (y—x)=3K .
Solugldes dos n.” 2244 e 2245 de L. G. M, de _a\lhu.quorque.
F. C. P. —Circvro InFrsrresimarn — Exame final —
Julho de 1945.
2246 — Integrar a equagio
dp  p _ cos?d
[y g el
e determinar a assintota da linha integral que passa
pelo ponto (w/2,1). R: Integrando a equagiio sem 2.°
membro vem p=C4/0 e, variando a constante, obtém-se

—sen 20,

1 !
Cy= fcos20do— f0sen 29ds=§ac0520+§e+03=

=0cos20+C,.
™

C 2
Logo p-Tz+cos?ﬂ. Portanto 1=;CZ,CZ=§:

Para 6=0 vem p=oco. A subtan-
do (=+26 cos? o)z =
te polar € Sympt—=————— 2 __ T,
P ar T 2(st20sen) 2
™

™
= —+ cos?0.
"7 2

Temos pois para equacdo polar da assintota p= e
sen

2247 — Considerar a linha representada pela equa-
¢do y=log (1+cos ) no intervalo —rs=ax==. De-
terminar os maximos e minimos de y e o comprimento
do arco situado no 1.° quadrante. R:

y =log (1 +cos x)

senx o (x)

=0 =0
1+4cosx ¢ (x) =y

y]‘—

[¢'©0) <0 7 G
'=—cos x { lo, < 0 maximo.
y b @>0 PP
Para x== ¢ x=—m= vem y'=co.

y' (=—h) <0, y' (z+h) >0, logo trata-se dum minimo.
Do mesmo modo y' (—w—h) <0, y'(—=+h)>0,
minimo. Temos

sen? x
dars \/1 Bt T A +cosx)? dx=

V2 dx dxs dx d
\/1+coa o sen (w/2—x/2)
™2

2 dx 2
_-afsen (r/2—x/2)

2248 — Dada a pardbola y2=2x exprimir y e x em
fungio do Angulo ¢ que a tangente em M (x,y) faz
com o eixo dos xx. Sobre a normal em M, marcar

cos x/2

2I0gtg§-

um segmento MP=a e calcular em fungfio de ¢ o
comprimento do arco descrito pelo ponto P, a partir
x=1/2.cotg?t
y=cotg t.
Sendo (X ,Y) as coordenadas de P «temos

do ponto de ordenada nula. R: Temos {

1
3E =5 cotg? t+asent asendt—1
as =
send ¢t
Y= cotg t—acost
- asend t—1
SJ Teendt dt=
e
A 2)+11 1+cost+ cos t
— =10 .
(R~ g1 cost 2sen?t

Solugles dos n.% 2246 e 2248 de Jayme Rios de Souza.

I. S. A. — Circuro INFINITESIMAL E DAs PROBABILIDADES

— 1.° exame de frequéncia — 22-3-1946.

2249 —Seja I o conjunto de todos os triingulos
possiveis. Definamos em I um operador fecho da
seguinte maneira: O=0; se X7 0, X & o conjunto
de todos os tridngulos semelhantes aos de X. a) Mos-
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tre que X+Y=X+4Y e X=X, quaisquer que sejam
os subconjuntos X e Y de 7. b) Prove que neste
espacgo, todo o conjunto fechado é também aberto e
todo o conjunto nio fechado ¢é também nio aberto.

2250 —Mostre que as transforn.mc;ﬁes o (x)=1/(1—=x),
63 (x) =0 (0 () , 05 (x)=0 (82 (x)) constituem um grupo
relativamente ao produto de transformagdes.

2251 —Se as raizes da equaciio f(x)=0, onde
f(x) & derivdavel, forem todas reais, que poderd
concluir acérca da realidade das raizes da equa-
¢lo fl(x)—2xf (x)=07? Justifique. R: Sdo tédas
reais, como se conclui aplicando um coroldrio do fteo-
rema de Rolle & equagdo e~ f (x)=0.

‘arc sen log @

— Caleule : —_—
2252 — Calcule Ja:\/l—log*::: 5
™ sen 2xd. ™ dx
3 (1 — 22173 d. E i
Yty Gan) 1+4sent J @ (14a)%4

1 3(1—x2)" (1—x2)
.R: E(arcsenlogx}3+c, él:( 7 LESK 42) :I-I'C

1 Vi1
arctgsen?x +C, log (C %11;3—17;?1) —aretg (1+x)"4

2253 — Considere a fungio
f(@)g@)—f(2)g@)—9@)f()

e suponha que f(x) e g (x) sio derivdveis no inter-
valo [a,b]. Mostre que para um valor conveniente
de x do referido intervalo se tem f' () [g () —g (b)]=
=g' (@) [f(a)—f(x)]. R: Como a funcio dada toma
valores iguais para x=a e x=Db, estd, em virtude das
hipdteses feitas, nas condigoes de aplicabilidade do teo-
rema de Rolle e, por consequéncia, existe um valor de x
do intervalo [a,h] para o qual se tem f'(x) g (x)+
+f (x) g' (x) —f(a) g' (x) —g (b) {' (x) =0, igualdade
equivalente a igualdade a demonstrar,

Solugdes dos n.% 2251 a 2253 de José Morgado.

I. 8. A. — Circuro INFINITESIMAL E DAS PROBABILIDADES —
2.° exame de frequéncia, 7-6-946.

2254 — Dada a curva C de equagdes paramétri-
cas x=e'"'cost, y=e'"'sent, seja M um ponto qual-
quer de C', T o ponto de encontro da tangente a C
em M com o eixo Oy e N o ponto de encontro da
normal a C em M com o eixo Ox. Mostre que T'N
é paralela i bissectriz dos quadrantes pares.

xT

22+

2255 — Mostre que a série senxz-+sen -:— + sen

ax s
+ .+« 4 sen ++++ & uniformemente convergente

Out

qualquer que seja . Déste facto que pode concluir
. x 2»—1
acérea da série cosx—2 cos§+--- +2 cos —+-:-?

R: A primeira parte ¢ evidente; quanto & segunda,
nada se pode concluir.

2256 — Calcule o volume, gerado pela revolugio,
em torno da recta x=4, da drea delimitada pelas
curvas y=x? y=0, =4 ¢ y4+x—6=0. R: 80x/3.

2257 —Mostre que o comprimento de arco da curva
x=acosf—1/3 . (a—b) cos?¢, y=bseni+1/3 . (a—b)sendt,
medido a partir do ponto ¢=0 é

1/2 . (a+b) t—1,2 . (a—b) cos¢sent.

Enunciados @ solugles dos n.%® 2255 a 2257 de F. Carvalho
Araiijo.

L 8. C. E. F. — Circvro — 2.* Cadeira— Exame final
— Outubro, 1945.
12
2258 — Calcular o laplaciano aAz=
0zt Jy?
fun¢do implicita z de = e y definida pela equacio
B4 3zt =axy .

2259 — Determinar os maximos e minimos da fun-
¢do z=>bx+3y condicionados pela equagio 4 sen x=
=3 cosy R: As condigies de estacionaridade sdo:

¢=4sen x—3 cos y=0

% =5seny—4 cos x=0,

donde x=aretg (+9/5/7), y=arctg (iV7/3) ;

2260 — Integrar a equacio

wde+4ydy | yde—axdy
Vizaty a4y

pode escrever-se d (V1+x2+y?)+ e d (;) =0

=0. R: A equagio proposta

xZ.I.y!
l 1 2y —m———
ou (V -+ x {-} ) { / )

donde t/1+x?-+y2+3rctg xfy=C.
Solugles dos n,% 2259 e 2260 de Orlando Morbey Rodrigues,

d {xf)’) =0,

F. C. P.— Ax{rise Surerior — 2.° exame de fre-
quéncia — Maio de 1946.

%
2261 — Calcular J pela teoria dos

i dx
(x24+1) (x2+4)

3 a 1
residuos. R: Integrando a fungdo (22+1) (z2+4) aa
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longo do contbrno constituido pelo segmento (—R ,+R)
do eizo OX e pela semi-circunferéncia de centro O e
raio R (situada, por ex., na parte superior do eizo 0X)
e, sequidamente, fazendo crescer R além de todo limite,
obtem-se, facilmente, para valor do integral =/6.

/3
o

2262 — Calcular J sen?z cos © dx empregando a

fungfo T (x) . R: Efectuando a mudanga de varidvel
sen? x=t, encontra-se o integral euleriano B (2,3).

MECANICA

ALGER — Faculté des Sciences — M#icanique Rario-
~xeLLe — Epreuve Théorique — Mai 1946

2264 — On considére un disque D circulaire homo-
géne de masse m de rayon a dont le plan est toujours
horizontal. Une bille creuse de rayon & réduite a sa
surface supposée infiniment mince et homogéne, de
méme masse m, roule sans glisser sur le disque,
qu'elle touche en un point /.

I— Le disque est assujetti &4 tourner avec une vi-
tesse angulaire constante a autour de son centre qui
est fixe. Introduisant les coordomnées du vecteur
rotation de la bille sur des axes de direction fixe,
éerire des équations définissant le mouvement de la
bille. En déduire le mouvement du point 1. Cas ol
la vitesse du centre de la bille est nulle & I'instant
initial.

II — Le centre du disque étant toujours fixe, celui-ci
tourne librement. Etablir un systéme d’équations défi-
nissant le mouvement du systéme. Démontrer que la
trajectoire de [ est situde en général sur une conique
dont un axe passe par 0. Cette trajectoire peut-elle
étre rectiligne ?

IIl — Mémes questions en supposant que le disque
glisse sans frottcment sur un plan horizontal P, et
que le centre de gravité du systime a une vitesse
nulle 4 linstant initial. Quelle est alors la courbe
base du mouvement du disque par rapport au plan P ?

Note. On ne se préocupera pas des cas ou I attein-
drait la circonférence du disque. R : Notation: Trié-
dre issu du centre 0 du disque. Centre de la bille

C (x,y,b), rotation H(p 1), composante horizon-

tale de la reaction du disque sur la bille By (X, Y ,0),
angle de rotation du disque 0.

rere 1,
r®) 6

2
(* dz
2263 — Consideremos o integral ’ Ty Caleu-
L

PR

O valor do integral € portanto

lar a diferenca dos seus valores correspondentes aos
dois caminhos seguintes : 1.° A espiral p=0/%, 22 O
eixo dos xx. R: Uma aplicagio imediata do teorema
dos residuos conduz ao resultado ix .

Solugdes dos n.”® 2261 a 2263 de Laureano Barros

RACIONAL

Les théorémes du centre de gravité et du moment ciné-
tique s'écrivent

. -
dz1l —- 2 dn — —
’ So=R,, “mbr==CIAR,.
Raas lgherie 1

3 3
0 déduit p=—y'+B ==——x'4C.
n en déduit p 2by+ 1%, 'q 2bx+’

I — La condition de non-glissement s'éerit (_l; vecteur
unitaire wvertical) o kA 61=Vc +H/\ 61, ou —b y=
=x'—bq, 6 x=y'+bp, doit les équations
(8))] xX'=—2/5:0y+C, y'=2/5-0x—B,
qui, pour b'=o. constant, définissent un mouvement cir-
culaire uniforme de vitesse angulaire 2 «f5. La vitesse

initiale €tant arbitrairve, le centre et le rayon le sont
AUSsL. :

II— Il faut adjoindre & (1) Uéquation du moment

ma?
cinétique du disque -2—0"=y?€—xY—m (yx'—xy'),

a2
ou 2 t'=yx'—xy'+D, ou en coordonnées polaires r ,¢

a?

— 0 e —E !

s ] r2y'+D .
(1) donne alors les deux équations du mouvement de 1,
en choisissant la direction des axes pour que l'on ait

Ha?
B=0, et en posant Kz=-Z=

(2) r'=Cecosg, r(K2+r’)¢'=Dr—CK2sing.
Posant sin g=u, on en deduit, si CF0,
du D
K24 12 - r—K?
r (K24-1?) Fars r u

D2
d'ole les coniques (y+E) =h? (r2+K2), h? dtant



30

GAZETA DE MATEMATICA

arbitraire. Si C=0, (2) donne r constant, cercle de
centre O. Pour h=0 on obtient une droite.

Le mouvement du disque (non demandé) est defini par
a? s —12 (Dr—CK2 sin o)

3) 0 +D=
2 r (K2+412)
_K2(D+Cy) _K2h2C?
r24 K2 Cy+D

On voit que B varie toujours dans le méme sens.
III. Prenons comme origine la projection fize y du
centre de gravité sur le plan du disque. Le non-glisse-

— —- ek = = = - =
ment s'éerit Vo+0'k AOI=V;+0ACI, ou 20 k A gl=
-2_“;, +H/\ CI , et les dquations (1) sont valables en rem-

plagant 2[5 par 4/7. L’équation du moment cinétique
du disque s'éerit
2 —>
’%o”=_01/\f€,=2 (yX—xY).
On obtient encore les équations (2) mais avee K2=Ta?[16,
a?
et U'dquation (3) avec 2 o' au premier membre.
Le centre instantané du disque est le point P (xq,vy4)
— - —
tel que Vo+0'k AOP =0 ou —x'—6'(yi+y)=0,
—y'+0 (xy+x)=0. D' aprés (1) et (3) modifice, on
obtient
y' 4 3

R e P e e

o' 7 (AT

D
il 7Y~y taots,
a et B etant deux constantes. La base est donc une
conique qui se déduit simplement du lieu de 1.

ALGER — Faculté des Sciences — M#icaxique Rarron-
seLLe — Epreuve Pratique — Mai 1946

2265 — Une plaque carrée de coté 2b située dans
un plan vertical fixe g’appuie sans frottement sur une
droite horizontale fixe D. Son centre de gravité G
est au centre du carré. La plaque est animée d'une
rotation o autour de son sommet A situé sur D au
moment ol il ¥ a choe entre le coté AB et la droite D.
Déterminer I'état des vitesses de la plaque apres le
choc. Le moment d'inertie de la plaque par raport &
son centre doit-il vérifier une condition pour que les
hypothéses suivantes n'entrainent pas contradiction ?
On admettra sucessivement :

1° que le contact subsiste entre le coté AB et la
droite. :

2° qu'il n'y a pas de perte d'energie cinétique au
cours du choe et que l'un des points A ou B quitte
la droite. On examinera les deux cas.

Ennoncéds et solutions des n.% 2264 ot 2265 de Rendé de Possel,

PROBLEMAS

As resolugbes de problemas propostos devem ser enviadas para a Redacgio da «Gazeta de Matemdtican.
Para facilitar a organizagio da secgdo, pedimos que cada resolugdo seja transcrita numa foltha de
papel, utilizada sé de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tratados), com a indicagio do nome
e da morada do autor.
Das resolugbes recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores
e mencionam-se 0s autores de todas as resolugdes correctas e s6 destas.

PROBLEMAS

2266 — Dividem-se os lados de um tridngulo equi-
litero 7" em n partes iguais e pelos pontos de divisio
tiram-se paralelas aos lados, cobrindo-se assim T' por
meio de tridngulos equildteros iguais, 7;. Mostre
que a drea do circulo inserito no triingulo 7" é igual
4 soma das dreas dos circulos inseritos nos tridn-
gulos Tj.

2267 — Dados um ponto 4, uma recta b, uma
circunferéncia y e um tridngulo [4' B' C'], construa
o tridngulo [4 B C] semelhante a [4', B', C'] e tal
que B pertengaa be Cay.

2268 — Mostre que é condigfo necessdria e sufi-

PROPOSTOS

ciente para que um anel seja idempotente que se tenha
ab+ba=0 para quaisquer a e b do anel.

2269 — Baseando-se no enunciado anterior prove
que todo o anel idempotente é comutativo.

[Consultar o livro Elementos da Teoria dos Aneis, do A. Costa
— C. E. M: P.],

2270 — Se um dominio D ¢ limitade por um con-
torno simples C e o=/f(z) é regular em D e sébre
C, mostre que, se f(z) nio toma valores iguais em
dois pontos distintos de C', o mesmo acontecerd em D .

[Proposto em «Functions of a complex variables, E. G. Phillips,
University Mathematleal Texts].



