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¢des analiticas, com base na idéia de Riemann, a tota-
lidade dos elementos de fungdo duma fung¢ie anali-
tica como uma superficie (veja [3]); dois teoremas,
importantes tratam de curvas sobre esta superficie :
O teorema do integral de Cauchy que diz que o inte-

(Fig. 4)

gral ao longo de cada curva fechada é =0, no acso
em que ela é fronteira, e o teorema da monodromia
que supde que a curva ¢ redutivel a um ponto. Em
geral, as idéias fundamentais da teoria das fungdes
de \Riemann, a teoria das fungdes algébricas e dos
integrais sobre superficies de Riemann sio, em alta
medida, de natureza topoldgica e por isso tio claros
e intuitivos.

6. O cardcter tio intuitivo de tais consideragdes, é
muitas vezes, e precisamente por isso, perigoso ; es-
quecemo-nos que qualquer coisa ficou para demons-
trar, e se a intnicdo é seguramente, uma fonte inex-
gotdvel de descoberta, é porém, muitas vezes s6 uma
ficgdo ou resultante do nosso hdbito. Isto teve, ini-
cialmente, como conseqiiéncia, o olhar-se e tratar-se
a topologia como uma disciplina um tanto imprecisa
¢, com efeito, a sua rigorosa formulacio apareceu pela
primeira vez muito tarde. Ainda Gauss dizia que se
nfio conhecia dela muito mais do que nada. Foi pre-
cisamente a teoria das fungdes (de Riemann) que pela
primeira vez, ndo s6 deu o impulso A investigacio
das superficies fechadas, mas também mostrou que
raciocinios topoldgicos intervinham em teorias intei-
ras. Os fundamentos rigorosos, mais recentes, tiveram
a sua origem com Cantor (A volta de 1880) e Poincaré
(pouco antes de 1900) e conduziram nos iltimos anos
a um prodigioso desenvolvimento déste capitulo da

geometria. Mostrou-se, cada vez melhor, que o que
oferecia maiores dificuldades nfio eram tanto as
demonstra¢des mas muito mais a escdélha acertada das
nogoes fundamentais — na nossa linguagem : a escé-
lha do esquema adequado.

A nogio que aqui se féz sobressair, tal como sucedeu
na dlgebra abstracta com as operagdes do cdlculo foi
a de proximidade ou vizinhanga ; ela liga cada ponto
com pontos vizinhos, e esta ¢ uma relacio que nio
se poderd permitir que seja destruida (isto chama-se
continuidade). Em rectas ou em curvas as vizinhangas
sio pequenos arcos. portanto limitadas por determi-
nados pontos ; nas superficies sdo porg¢des de superfi-
cie limitadas por curvas e no espaco porgdes de
espago limitadas por superficies. Nestas nogoes, por
mais claras e precisas que se deixem compreender,
reside, em comparacdo com as algébricas, qualquer
coisa de transcendente, impenetrdvel, que se liga as
possibilidades ilimitadas de refinamento e subdivisio
(e que mateméaticamente leva As nogdes de conver-
géncia, ponto de acumulagio, ete.).

Na edificagio do esquema passa-se agora, outra vez,
dum modo semelhante ao que permitiu na dlgebra
tomar um ponto de vista abstracto, & construgiio abs-
tracta do espago. Como figuras geométricas tém-se
entio nido somente as do espago ordindrio: podem
tomar-se como «pontos» objectos quaisquer, cuja
natureza individual nos é indiferente, desde que &les
estejam ligados por relagbes de proximidade, e por
consequéncia, constituam um continuo, uma varie-
deda continua, na qual haja passagens continuas e
diferengas tdo finas quanto se queira. Poderd dizer-se
ser a no¢do dum tal continuo uma das idéias mais
originais, nfio s6 da geometria mas também de tédas
as descrigdes da natureza. Em face dela encontra-se
a algébrica onde s6 hd objectos isolados e duns para
os outros s0 passagens discontinuas, as operagoes de
cdlculo. Na nogio de mimero real estdo as duas nocoes
ligadas e apresentam-se ambas como indispensdveis.

3 (Continua)
(Traduglio do Maria do Pilar Ribeiro)

A nocdo de integral baseada na medida a Jordan
por Ruy Luis Gomes

Conforme anunciado em nota ao artigo de A. Pereira
Gomes — «Integrabilidade-R das fungdes continuas»
— publicado no n.° 28 da Gazeta de Matemdtica,
vamos tratar agora da nocfio de integral a partir da
medida-J.

Comecemos, portanto, por fixar as hipdteses funda-
mentais com que devemos trabalhar, reportando-nos

principalmente ao artigo de A. Pereira Gomes. K mesmo
nossa preocupagio que estes dois artigos venham a
constitnir um todo de utilidade para quem deseje
abordar o problema da mensurabilidade e da inte-
grabilidade em termos de medida & Jordan, que
abrange, como caso particular, a integrabilidade-R
habitual.
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1. Hipdleses fundamentais :

Representamos por f (x) uma fun¢io numérica, limi-
tada e mensurdvel-J ) num conjunto 4 (mensurdvel-J)
de um espacgo euclideano I de qualquer numero de
dimensées. Como f(x) ¢ mensurdvel-J, o conjunto

M) =E[ced:f(z)>1],

dos pontos x € A nos quais f(x)>), é mensurdvel-J para
valores de 4 que formam um conjunto denso ® na recta
euclideana (—oco <A << + o). Em particular, se re-
presentarmos por (2',3'") um intervalo aberto que
contém o intervalo fechado [/, L] limitado pelo infimo
{ e o supremo L de f (x) em A, isto é, tal que [7, L |
c(@,a"), tem-se M (\)=4, M (3')=0.

E nfo hd dificuldade em intercalar entre i'=3; e
M'=2, novos pontos i <<y <<::+ <<A,_;, de modo
que os conjuntos M (3,),k=0,.--,n, sejam todos
mensurdveis-J e, além disso, o didmetro da partigio
[*] seja arbitririamente pequeno: —X_; <3¥.

Daqui por diante chamaremos admissivel a toda a par-
ticdo [%,] de extremos fixos e em que M(3,) sio men-
surdveis-J. »

Ora, se assentarmos em dizer que uma partigio
admissivel [1,] segue uma outra [2]] quando é um
refinamento desta iltima, quere dizer, quando entre
os pontos de divisfio 2!, se encontrem todos os pon-
tos 4] e porventura novos pontos, entfio, a familia das
partigdes admissiveis constitue um sistema pareial-
mente ordenado, em que a relacio de ordem parecial é
precisamente a relagio de refinamento ou de sub-divi-
sfo. K, no entanto, um sistema parcialmente ordenado
especial, pois, dadas duas partigdes distintas, [2!,]
e [»]], basta reunir os pontos ', e ;" e ordens-los
por ordem de grandeza crescente para obter uma nova
particdo [%] que segue cada wma das anteriores, quere
dizer, ¢ um refinamento de cada uma delas.

Um sistema parcialmente ordenado com esta proprie-
dade chama-se um sistema dirigido ™.

2. Definigdo de integral:

A cada partigio admissivel [3,] fagamos corres-
ponder o mimero

@ [3] =’§M sm [M (%) — M (3 ,)) =“2’ 2 -m(4,),

em que =2, ="', 4, =M (3)—M (3 4,) e m re-
presenta a medida-J.

M) Consultar artigo citado, de A. Pereira Gomes.

) Ver o mesmo artigo.

@) G. Birkhoff— Lattice Theory— Amer. Math. Soc. Col. Publ.
vol, XXV—§ 38 pag. 31.

Fica assim definida no sistema dirigido das parti-
¢bes admissiveis de extremos A',2'", uma fung¢io @,
que é monotonamente crescente.

Com efeito, se partirmos de duas partigées [A]] , ;]
tais que [1,] <[], no sentido da ordem parcial do
respectivo sistema dirigido, a aditividade de medida-J
permite-nos escrever ®[A,]<®[3], no sentido da
ordem de grandeza dos mimeros.

TroreMA : @ fungdo ® tem um limite sequndo o sistema
dirigido das partigies admissiveis, que € precisamente o
supremo dos seus valores.

Na verdade, como f(x) ¢ limitada e A tem medida
finita, resulta que

en]< lu—lkzn m(4)<L-m(4):

quere dizer, ® tem um supremo finito: S. Por outro
lado, dada uma vizinhanca qualquer de S—(8—z,S+:)—
podemos sempre determinar uma particio [1',] de tal
modo que @ [3,] e (S—s,S+:) ou mais precisamente
S—e<®[,]J<S. Mas, entlo, ¢ S—e<d[3]<§,
para toda particdo [3] que segue [, ]:[A]<[2"] .

Fica assim demonstrado que S ¢ o limite de @ se-
gundo o sistema dirigido das particoes admissiveis.

A éste mimero S dd-se o nome de integral de f (x),
em A, 4 base da medida & Jordan, e representa-se

pelo simbolo bem conhecido [ f (x) dm .
A

Teorema: O integral de f(x) em A € também o
infimo, 1, das somas 2 Myt - m (Ay), relativas a
todas as particies admissiveis.

Com efeito, estas somas definem uma fun¢fo moné-
tonamente decrescente,

Y= et m (A, ] <é W]

P < %] -
Yul=zl-m(4),

para

E como

o conjunto dos valores de ¢ admite um infimo 7.
Resta-nos, pois, demonstrar que I=S. Ora, dadas
duas partigdes admissiveis quaisquer [3] e [%/], o
seu supremo [A] (calculado segundo a ordem parcial
do respectivo sistema dirigido, coincide com a parti-
¢do definida pelos pontos 3; e 2/ conjuntamente, o
que nos permite escrever

e]<oHR]I=¢[MIS¢ ],
eMI=¢[N],

e, em consequéncia,

donde

S<I.
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Finalmente, escolhendo uma partigio admissivel
[%] de didmetro arbitririamente pequeno, §, tem-se
0<I—S< X (upa—2) m (4) <3 -m (4),

donde
I=S.

Podemos enunciar éste resultado da seguinte ma-
neira: a funcio W tende para [f () dm, no sentido
A

* do sistema dirigido das partigdes admissiveis.

Cororirio: O integral de f(x) ¢ o limite, em tér-
mos de vizinhanga, das somas
. Bewem (4,
nas quais p, estd condicionado por
M S = Mt
e se representa por [2,] uma parti¢io admissivel.

Na verdade, ¢ fdcil demonstrar. que a téda vizi-
nhanga, Vi (1), corresponde uma parti¢io admissivel

[3;] de modo que
2 i m (A) e Vi (1)
para toda parti¢io admissivel [%,] tal que
M1<[x]-

_Nora: Efn tudo que se disse até agora, considera-
ram-se sempre parti¢goes admissiveis de extremos fixos
M, W', O leitor pode, porém, demonstrar, como exer-
cicio, que nos podemos libertar dessa restri¢io desde
que [Z, L]lc (M, \").

3. Principais propriedades :
a) No corpo dos conjuntos mensurdveis-J, Bc 4,
a fungdo de conjunto

6 (B)= f S(z) dn

verifica a dupla desigualdade
L(B)-m (B) <0(B)<L (B)-m (B)
sendo [ (B) e L (B) respectivamente o infimo e o su-
premo de f(x) em B.
Pela propria defini¢do de integral é

ho-m (B) < [f (@) dm <)\, -m (B).
B
E como (Ag) tem como supremo [ (B) e L (B) é o
infimo de (k,), resulta.
{(Bym(B)< [f(x)dm<L (B)m(B).
B
b) Aditividade: se
B=0C+---+C,, Ci—mens—J e C;C,=0
tem-se

iff(z} dm:!f(z) dm+---+&ff(a:) dm .

Na verdade, o integral de f(x) em B & o limite
das somas 2 i -m (B,) e o integral em C; é o li-
mite das somas 3 h,-m (B, - C;) . Ora,

glk-m(B,‘)—kz).,‘ 2 m (By- C)
; =X Znm B0,
donde a aditividade de &f f(x) dm .
Teorema : As duas propriedades a) e b) caracteri-

zam completamente o integral de f (x) em A .

Com efeito, se designarmos por 6 (B) uma fungio
definida no corpo dos conjuntos mensurdveis-J, BCA,
que satisfaca a a) e b), sendo I(B) e L (B) o infimo
e supremo de f(x) em BB, teremos

Dheem (4) < B (A4) m(4)< T 0(4,)=0(4)
e
6(A)= X 6(4) < X L (4) -m(4) < hgs-m (4)
donde

6 (A)= ff (x) dm .

¢) Linearidade :
_f[zf(x)-i-ﬁg (@) dm=a [ f () dm+8 [ g (z) dm,

sendo f,g duas fun¢des limitadas e mensurdveis-J
em A e representando por «,B dois nimeros quaisquer.
Demonstragio: Comecemos por mostrar que

;f&‘f(m) dm=',u:ff‘(:z:} dm .

Como p’f(x) é limitada e mensurdvel-/ ao mesmo
tempo que f(x), existe fp.f(m) dm . Por outro lado,

n f J(x) dm tem as (lua;‘propriedades que sio carac-
tgristicas de [uf(x)dm. Logo,
j's&f(r) am=p. [ 1 @) dm.
Passemos agora 4 demonstragio de que
S U @+ @l am= [7 () dn+ [g () dm.
P;lra isso, vamos come;qar por deduzir dois lemas :

Lema I:® Téda fungio limitada e mensurdvel-J,
f(x), ¢ o limite de uma sucessdo uniformemente con-
vergente de fun¢des mensurdveis-J, limitadas, com
um nimero finito de valores distintos (fun¢des sim-
ples) /, (z) -

Na verdade, se tomarmos uma sucessdo [Af"] de

1) Ver artigo do O. Frink Jr., na Bibliografia.
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parti¢gdes admissiveis de difimetro d™—0 e se defi-
nirmos f, (x) de maneira que

S (@) =M MYSS (@) <Mh,

teremos em | f, (x) {| uma sucessio nas condigdes do
enunciado que converge uniformemente para f(z), pois

0=/ @) —f, (@) <d»—0.

Lema II: O limite, em 4, de uma sucessio unifor-
memente convergente de fun¢des mensurdveis-J, limi-
tadas em A, é ainda uma fun¢iio mensurdvel-J e li-
mitada em 4.

Com efeito, a circunstincia de | f, (z) | convergir
uniformemente para f () em A, permite-nos escrever

fu @)= = f(2) < S, (@) +e,
para n> N () e e A, donde
M, () C© M (—i)cM, —29),

a partir da ordem N .

Escolhamos agora para [L,] uma parti¢io admissi-
vel com relagio a todas ) as funcdes f, (z), de did-
metro inferior a & .

Fixando s por maneira que

Mt — 8= M —2e > 1y

para

podemos escrever sucessivamente
M, () CM (b1 —9) M, ()

m [M, (hip1)] S mo [M (hy1—0)] S0 [M (1 —2)] =
=m[M; ()]
e

0 < 3 (mO[M Qasa— )] —moM [ (hig1—)]) 8, <3 - m(4),
com hyyq—h,=35, .

Pondo ainda
o (M) =mq [M (1)]
® () =m9 3 ()],

temos
0< 2 [® (ur1—9) =9 (hipa—2) 1 3, < 3 - m (4) .

Ora, se L' for um ponto de continuidade das duas
fungdes @ e ®, é-o também da fungdo nio negativa
®—¢ e é ficil demonstrar que nesse ponto ®—g¢ tem
de se anular.

Na verdade, se assim n3o fosse, existiria um inter-
valo [\ —mng, M +m], de extremos A —mng,\ 4 ms
admissiveis para tédas as func¢des f, (x), tal que

P—9>a?3=0, xe[MN—n,\+n),
Mas, entdo, toda partigio admissivel que contenha
(1) Basta atender a que, para cada funclio mensvrivel-J, sb

hd, no miximo, uma infinidade numerivel de valores de 3 para
os quais E [xe4d; ful(z)=)] pode deixar de ser mensurdvel-J,
=

M —mn e M 4 como pontos de divisiio, satisfard i
desigualdade

z [® (App—2) =9 (hipa—e)] 8, > a® (ra—wy) ,
por menor que seja o seu didimetro, 0 que ¢ incompa-
tivel com uma limitagdo do tipo

2 [® (hipa—6)—2 (g —s] B < 3 -m (4) .

Logo, ® ())—# (hb)=0, em todos os pontos de con-
tinuidade de ¢ e de .

Ora, como 9 e © sfo duas fun¢des monotonamente
crescentes que, portanto, nio admitem mais do que
uma infinidade numerdvel de pontos de descontinui-

dade, temos
mo [M (\)]=mo [M ()],

quere dizer, M (.) é mensurdvel-J, com excep¢dio, no
mdximo, de uma infinidade numerdvel de valores de ),
q- e. d.

Demonstrados éstes dois lemas retomemos a igual-
dade em causa:

if[f(W)+9(==)]dm =Rff(='=) dm +f9 () dm .
Como f(x) e g (x) sio limitadas e‘ mensurdveis-J,
o lema I, diz-nos que
f(@=limf, (x), g(x)=limg, (),
donde resulta que
f @ +g @=lim [f, () +9, ()]

Mas pelo lema II, f(x)+g (x), como limite de uma
sucessio | f, (2)+g, (=) |, uniformemente conver-
gente de fungdes limitadas e mensurdveis-J, é uma
fungiio limitada e mensurdvel-.J.

Em segundo lugar, demonstremos "' que a soma

[f(w) dm+Af.-? (x) dm

tem as duas propriedades caracteristicas do integral
de f(x)+g (x). Para isso, consideremos o conjunto

B,=E [ze B; % <g (%) <]
-

e representemos por /4 (B,) e Ly (B,) o infimo e o

supremo de f(x) em B,. O infimo e o supremo

correspondentes de f(x)+g (x) serio I(B,) e L(B)).
Nestas condig¢bos, tem-se

LB <Uh(B)+mu<u(B)+n+3
L (By) Z Ly (B)) + M = Ly (BY) + Mn—3
sendo 5 o d.Ametro da partigdo admissivel [3;].
(1} Seguimos a demontragho de C. Carathéodory em Enfwurf

Sar eine Algebraisierung des Integralbegriffs, Munchen, 1938,
phg. 67-68.
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Multiplicando estas designaldades por m (B)) e
somando, vem

NiBImBY<I 4 (BY)m(B)+
+ 2 m (B))+3m (4)

2 L (Bym (B) 2 Z Ly (B) m (B)+
+ X M m (B)—3m(4),

donde

—38m (A)+1 (B) -m (B) gff(m) dm+

A

+fg(a:)dmgL (B)-m (B)+38 -m (A)
ou no limite para §— 0 a propriedade que preten-
diamos demonstrar.

Como a aditividade de [ f(z) dm+ [ g (x) dm &
A A

evidente, temos finalmente

S/ @+ @) dn=[] () dn+ [g @) dm, q.e.d

Nora 1: Aproximando a definigdo de integral num
conjunto mensurdvel-.JJ, que acabamos de desenvol-
ver, do teorema demonstrado por A. Pereira Gomes
no artigo Integrabilidade-R das fungdes continuas,
publicado no mimero anterior da «Gazeta de Mate-
mdtica», vé-se que as fun¢des continuas limitadas sio

integrdveis. E sfo-no também as fung¢des limitadas
cujos pontos de descontinuidade formam um conjunto
de medida Z~-nula.

Se o conjunto A se reduzir a um intervalo fechado

f f (z) dm coincide com o integral-Riemann ordindrio.
A .

Nora II: Era interessante estender a definigdo de
integral, das fun¢des numéricas de ponto de um espaco
enclideano a funcionais definidas em espacos mais
gerais, inclusivé em espagos sem pontos — s-dlge-
bras de Boole, para o que o leitor pode consultar a
Tese de A: Pereira Gomes — Introdugdo ao Estudo
duma Nogdo de Funcional em FEspagos sem Pontos
(vol. 18 da Col. do Centro de Estudos Matemdticos
do Porto).

Resumo da Bibliografia que utilizdmos :

C. Caratutopory — Entwurf fiir cine Algebraisie-
rung des Integralbegriffs [Sitz. Bay. Akad. Wiss. 1938].

0. Haver und G. Auvmasy — Differential und Inte-
gralrechnung — Band. III Integralrechnung (Berlin,
1938), pags. 36-49. 3

0. Frixg Jr. — Jordan Measure and Riemann Inte-
gration — Annals of Math. vol. 34 (1933), pag. 618.

Ruy Luis Goues — Sébre uma Construgio Algébrica
da Nogdo de Integral [Publ. n.° 12 da Col. do Centro
de Estudos Matemdticos do Péorto—1945].

Les principes mathématiques de la mécanique classique

(suite)
par René de Possel (Université d’Alger)

IV. Essai d'interprétation physique.

Interprélation directe de la force absolue et de la masse.
Chacune des forces absolues que nous avons introduites
correspond & une eause ou 2 un phénoméne physique, ou
plus généralement 4 une modification des conditions
physiques susceptible de modifier le mouvement du
corps. C'estlalinterprétation classique. Le corps étant
en mouvement sous I'action d’un certain nombre de for-
ces, i, 4 un instant donné, nous introduisons une nou-
velle cause physique de mouvement, 'accélération de

chaque point s’accroit d’'un certain vecteur AL, et,
si nous imaginons une masse répartie arbitraire pour
Iinstant, la quantité d’accélération du corps subit

—
un accroissement f Al'dm, qui, par définition, re-
e

présente la force répartie correspondante. Cette force
est indépendante du repére utilisé, puisque les forces
d’inertie d’entrainement et complémentaire qui corres-
pondent & un changement de reptre sont les mémes

immédiatement avant et aprés l'introduction de la
nouvelle cause physique.

On voit que la force correspondant & une cause phy-
sique isolable est un torseur pur. Nous supposerons
toujours & partir de mainténant qu'il en est ainsi, les
forces qui ne sont pas des torseurs purs donnant lieu
4 certaines difficultés d’interprétation .

La masse répartie dans le corps est définie par le

fait qu’ «une méme forcen, de vecteur principal A ()
appliquée & des corps différents, doit produire tou-

jours un accroissement d’aceélération AT tel que
- —_
A@=JSAaTdn.

La difficulté consiste &4 définir ce qu'on entend par
aune méme forces quand on I'applique & des corps dif-
férents, et que les conditions physiques sont par suite
différentes. Il est des cas ol I'expression a un sens

(1) Voir note (1), pg. 7, Gazeta de Matemdtica n,® 28.



