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SOLUCOES RECEBIDAS

2266 — Dividem-se os lados de um triingulo equi-
lidtero T em n partes iguais e pelos pontos de divisio
tiram-se paralelas aos lados, cobrindo-se assim 7' por
meio de tridngulos equildteros iguais. T;. Mostre
que a drea do circulo inserito no tridngulo 7' é igual
4 soma das dreas dos circulos inseritos nos triin-
gulos 7. R: Dividindo os laos do triangulo equild-
tero em 4 partes iguais e procedendo de acordo com o
enunciado, obter-se-do n? (riangulos iguais, designados

por T. Por consequinte basta demonstrar que a drea
S do cireulo inserito no triangulo T € igual a n? vezes
a darea S' de cada um dos circulos inseritos nos trian-
gulos Ty. Tem-se S==.h%9 e 8'==.h'/9, onde h ¢
a altura correspondente a T e h' a altura correspon-
dente a T;. E como h=nh' vem S=x.h"?.n?9=
=n?§'.
Solucfio de C. de Albuquerque Paixfio (aluno do 2.° ano d

1. 8. A.).
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55 — GOMES, A. Pereira — Introdug8o ao Estudo
duma Nogdo de Funcional em Espacos sem Pontos.
«Port. Math., Vol. 5, Fase. 1, 1946.

Quando se langa uma viséio de conjunto sébre o de-
senvolvimento da matemdtica nos 1iltimos quarenta
anos, 0 que ressalta como caracteristica mais saliente,
que se acentua e dia para dia, é a importincia do-
minante assumida pela Algebra, enquanto estutlo
sistemdtico dos espagos algébricos, quere dizer, dos
conjuntos cujos elementos podem ser associalos por
uma ou mais leis operatérias de cardcter geral e
abstrato.

Esta maneira de conceber a Algebra, cujo inicio
podemos filiar no estulo, em separado, das relagdes
légicas que condicionam as regras de cdleulo e de
orlenayio dos proprios nimeros reais, atingiu uma
tal relevineia e repercutiu por tal forma para além
do seu ambito primitivo, que é hoje um dos temas
preferidos dos investigadores, na Europa como na
América, precisamente o de levar as suas iltimas
conseqiiéneias, quere dizer, ao maximo de generalidade
das nogdes de base de cada dominio particular, a
algebrizagdo de toda a matemditica.

Quando René Baire alirmava, em 1904, com uma
visfo surpreendente: — «il est alors légitime de re-
chercher §'il n'est pas possible, en remontant aux
définitions premiéres, d'en tirer des conséquences
intéressantes tout en Jear conservant autant que
possible leur généralité. On peut aussi se proposer
de constituer, 4 ¢6té de I'analyse courante, une autre
branche de I'Analyse» — mal podia imaginar o ponto
em que hoje nos encontramos. Na verdade, a Algebra
Moderna ¢ a Andlise Geral, demonstram pelos resul-
tados que encerram a viabilidade do programa anun-
ciado por Baire e a fecundidade, o alcance do processo
de algebrizagio a que hd pouco aludimos.

E o trabalho do Dr. A. Pereira Gomes, de que
pretendemos dar uma noticia nesta revista, enquadra-
-se nessa linha geral e vem conlirmar que os investi-
gadores portugueses se encontram no bom caininho,
como de resto foi acentuado recentemente pelo mate-
mdtico francés A. Denjoy, a propésito do iiltimo fas-
ciculo da «Portugaliae Mathematica».

Por éste lado, hd pois que insistir na orientagdo j4
tragada e nada mais.

Vejamos agora o trabalho do Dr. A. Pereira Gomes.

O autor, situando-se na corrente a que acabamos
de fazer referéncia propés-se estudar em que medida
¢é possivel generalizar a espagos muito mais gerais
do que a recta euclideana, a no¢do de funcional.

Ora, uma vez que em capitulos importantes da teoria
das fun¢des da varidvel real, nomeadamente na men-
surabilidade & Lebesgue se utiliza como nogdo fun-
damental o conjunto M () — parte do espago —em
que uma fungdo f(x) ¢ maior ou igual a i, no¢io
em que o ponto = s0 aparece de umna maneira subsi-
didria, logo se compreende a idéia, que o autor teve,
de partir precisamente de M () para fazer o estudo
— algibrico e topoldgico — das funcionais em espagos
sem pontos ou, de um modo mais preciso, em estruturas.

Assim, completando uin resultado de Carathéodory (1)
conseguiu caracterizar as fungdes reais da varidvel
real em termos de M (.) — teorema 2, pdg. 5.

Depois, a circunstincia de esta caracterizagio se
fazer exclusivamente com as nogdes de conjunto, e de
intersecgiio e unido de uma infinidade numerdvel de
conjuntos, nogdes que conservam o seu signilicado em
qualquer s-estrutura, abre o caminho para o pro-
blema fundamental — nogio de funcional em estruturas.

H4d, porém, que fixar o tipo de estrutura e surge

(*) Nota bibliografica do autor, pig. 371.
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naturalmente esta pergunta: jonde ir buscar o cri-
tério da sua escélha ?

Em primeiro lugar, ao que ji estd condicionado
pelo priprio teorema 2, isto ¢, a que se deve tratar
de uma s-estrutura; em segundo lugar, zos objectivos
finais de todo o trabalho, isto é, aos de chegar a uma
no¢do de funeional que nio seja uma construgio arti-
ficial, sem quaaisquer ligacdes com o caso ordindrio
das fungdes f (x), definidas na recta euclideana, mas
gim um conjunto significativo de propriedades algé-
bricas e topolégicas, que the deem verdadeiro interésse
e utilidade.

-

Ora, foi exactamente com base nesse critério que o
autor se fixou numa o-Algebra de Boole topoldgica.

o-.ilgebra de Boole significa—consultar todo o § 2.°
—uma ¢-estrutura distributiva e complementada.
Como exemplos podemos citar®o priprio espaco de
pontos, a dlgebra dos conjuntos mensurdveis a Le-
besgue (ou a Borel), mddulo conjuntos de medida
nula (pags. 14).

Quanto as caracteristicas topoldgicas, sdo analisa-
das com um cuidado especial no § 3, 4 base da nogdo
geral de estrutura topoldgica.

O autor, que iniciou os seus estudos com o Prof. An-
tdnio Monteiro, actualmente na Universidade do Rio
de Janeiro, foi particularmente feliz na redacgo déste
pardgrafo. A originalidade dos resultados ou da ex-
posi¢io dos assuntos, aparece valorizada pela maneira
como estiio ordenados.

Assim, partindo da nocfo de estrutura topoldgiea,
tomada como estrutura em que estd definido um ope-

rador de fecizo-—IDA ,AuB=ZUE ,i-ﬁ—ou de
interior — ACA, AN B=A4AnA, é=ﬂ’ e estudando

as suas propriedades consegue dar (pags. 24 e 25) as
noc¢des de compacidade, propriedade de Cantor, ete.,
generalizando a estruturas déste tipo geral, algumas
das mais importantes proposi¢des do espa¢o ordindrio.

Entrando depois no caso particular das Algebras
de Boole topoligicas, as duas topologias — superior
4 base do fecho e inferior, 4 base do interior — fun-
dem-se numa &6 por intermédio do complemento e o
similé com o espago ordindrio é mais perfeito ainda.

Através do awxioma de semi-regularidade—para
cada elemento aberto G 5= 0 existe um elemento aberto
H=0 tal que HCG consegue dar nas estruturas o
equivalente a um axioma de separacio(l) dos espagos
de pontos e termina &ste capitulo com a demonstra¢io
do teorema de densidade de Baire: «numa Algebra de

() Consultar: Topelogie — Alexandroff und Hopf.

Boole topolégica, semi-regular e com a propriedade
de Cantor, todo o residual(l) é denso».

Confrontando @ste enunciado com o primitive, do
préprio Baire «Je dis que si K est un ensemble de
premitre catégorie par rapport 4 I'ensemble parfait H,
il y a, dans tout intervale contenant & son intérieur
des points de H, des points que n’appartiennent
pas 4 K», tem-se uma medida da fecundidade dos

"métodos da matemstica moderna e do seu desenvolvi-

mento nos tltimos 40 anos.

Caracterizada no capitulo I, como acabamos de ver,
aestrutura fundamental, é nos dois capitulos seguintes
que o autor desenvolve propriamente o estudo das
funcionais, tratando sucessivamente da definicdo, pro-
priedades algébricas e propriedades topoldgicas.

Definigio—é dada a partir da transposi¢io com-
pleta para uma o-Algebra de Boole do teorema 2, jd ci-
tado. Diz-se (2) que se define uma funcional f baseada
na estrutura E (ou, simplesmente, na estrutura E) quando
a calla nitmero ), se faz corresponder univocamente um
elemento M (3,) e E de tal forma que seja verificada a
condigdo M (A,)= N M (%), e ao nimero —co se faz

i ‘n i
corresponder o elemento M (—oc) =1.

Interpretando M (%,) como o conjunto dos pontes da
recta euclidiana em que uma dada func¢io f(x) e
maior ou igual a 1,, temos o teorema 2, vilido para
qualquer fungdio f(x). E sem ter presente éste facto
a defini¢do parece um tanto forgada.

De resto, o antor mais adiante —pags. 39-40—
acrescenta algumas consideragdes com o fiin de dizer
propriamente o que € uma funcional. Mas com os ele-
mentos ai fornecidos nio nos parece que se avance
efectivamente nesse esclarecimento. A esséncia do
que seja uma funcional deve encontrar-se muito mais
facilmente, como deduzo de uma sugestio do Dr. Hugo

- Ribeiro, na andlise da aplicagio da recta euclidiana,

onde varia A, sébre a estrutura E, por intermédio
de M (2) .

Mas deixamos para outro lugar, a «Portugaliae
Mathematica», o estudo désse problema e das suas
relagdes com alguns outros sugeridos pelo trabalho de
A. Pereira Gomes.

Muito curiosa ¢ depois-a defini¢io de valor de uma
funcional, e a distingio que é necessdrio fazer entre
funcional com um numero finito de valores e funcional
em que M (») é que tem um nimero finito de valores,
distingfo inoperante no espago ordindrio, o que torna

(') Um elemento duma Algebra de Boole topolégica [E,(—)]
diz-se um revidual se o seu complemeniar fir de 1.* categoria.
() —Pag. 33 § 4.
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de facto interessante investigar qual a categoria mais
geral de estrutura onde qualquer funcional toma pelo
menos um valor e relacionar esta questio com a reci-
proca da propriedade (2. 4) ().

No § 7, ainda do Cap. II, ocupa-se das operagdes
algébricas entre funcionais: adigiio, subtracgio, mul-
tiplicagfo, potenciagiio, dando o respectivo M (i) ou
HER) -

Vai mesmo mais longe do que Olensted(?), pois pro-
cura sujeitar is regras do edleulo, nfo s6 as funcio-
nais finitas, as unicas por aquéle consideradas, mas
também as funcionais infinitas.

E embora o problema nido fique completamente
resolvido, a verdade ¢ que o autor cunsegue esclarecer
diferentes pontos através de uma andlise muito cui-
dadosa de cada caso.

A dificuldade parece andar toda i volta da inclusdo
inversa de (1,13) (), que o autor nio conseguiu de-
monstrar, no caso geral, conforme esclarece na nota de
péginas 53.

No § 8 define supremo e infimo de uma funcional,
estuda as suas propriedades e, depois, por relativiza-
¢iio, obtem as nogdes homdlogas sébre um elemento
Ade E.

Demonstra, também, a equivaléncia entre a sua
nogiio de funcional e a de Ortsfunktion, Jada por
Carathéodory (4), em termos do supremo e infimo em
cada elemento 4 =0 de uma estrutura.

No § 9, finalmente, utiliza a no¢o de reduzida para
obter alguns novos resultados sébre sucessdes conver-
gentes de funcionais.

O capitulo III — o iiltimo — ¢ dedicado as proprie-
dades topolégicas das funcionais: nogio de limite
superior (3) e limite inferior, semi-continuidade, con-
tinuidade, descontinuidade, classes de Borel, classes
de Baire.

Ai encontramos os homédlogos dos mais importantes
teoremas das fung¢des da varidvel real, como por
exemplo o teorema de Weierstrass sébre as fungdes
continuas, que o autor enuncia nestes termos. «Se
a o-dlgebra de Boole topolégica [E, ()] possui a
propriedade de Cantor, tdda a funcional cantinua ba-

1) T'ma funcional simples toma um nimero finito de valores
distintos.
2} Lebesgue theory on a boolean algebra.

@ (S0 4 (U X ().

4) — [2] — Nota bibliogrifica do autor.
%) No espaco de pontos diriamos funcfio limite superior de uma

funglio dada f(x) em cada ponto x. Consultar quaiguer tratado
de fungdes da varidvel real, por ex., o de Carathéodory.

seada nessa estrutura atinge o sen supremo e o seu
infimo» — pdg. 99.

Se acrescentarmos a definigdo de funcional-osci-
lagdo w,, a classificacio das funcionais continuas e
descontinuas, quadro de pdginas 107, as classes de
Borel e de Baire, temos a prova real de que a estru-
tura fundamental e a definigio de funcional foram
bem escolhidas. Este capitulo, sé por si, honra o
autor e demonstra as largas possibilidades que se
abrem A nossa juventude, no campo da matemdtica
moderna, se nao lhe faltarem os meios de acesso aos
bons Centros de Estudo e o convivio com verdadeiros
Mestres. A «(Gazeta de Matemdtica» aproveita esta

_oportunidade para mais uma vez proclamar a neces-
‘sidade de subordinar inteiramente as nossas Escolas

Superiores a ésse alto objectivo !
Ruy Luis Gomes

56 — BELL, A. H. — A Pratical course of Mathe-
matics. Blachie & Son Limited — London and Glas-
gow, 1946 (oferta do British Council).

Este livro, escrito de acérdo com sugestdes emanadas
do Ministério da Educagio Inglés, contém matéria de
geometria, dlgebra, os fundamentos da trigonometria
plana e esférica, elementos de cidlculo infinitesimal
e uma pequena introdugdo ao estudo das cdnicas, e .
pretende servir uma vasta camada de téenicos tais
como engenheiros, navegadores, membros das forgas
armadas, etc. Os assuntos sdo tratados ordenadamente,
formando um todo em que, de um modo geral, cada
capitulo é uma introdugio, uma preparagio, dos
seguintes. Assim, por exemplo, o estudo das razdes e
propor¢oes antecede imediatamente o estudo da seme-
lhan¢a, na geometria, e o das razdes trigonométricas,
seguindo-se imediatamente a resolugio dos tridn-
gulos rectingulos. A trigonometria é retomada mais
tarde apés o estudo dos logaritmos. Muitos outros
exemplos desta natureza poderiam ser dados. As
demonstragdes nfo sfo esquecidas apesar da feigio
caracterizadamente prdtica que lhe imprimiu o autor,
servindo-se de exemplos e de esquemas geométricos,
onde os grificos abundam, esclarecendo os diversos
problemas estudados, para o que concorre também
uma bda recdlha de exercicios no final de cada capi-
tulo.

Trata-se de um excelente livro para aquéles que
necesgitam de rapidamente e sem desvios, estudando
simplesmente o essencial, se pér a par da técnica
de cdleulo hoje indispensavel a tantas profissGes.

Resumidamente poderemos dizer que é um bom com-
péndio de matemdticas gerais elementares.

J. da Silva Paulo



