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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
| —ESCOLAS PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

t. S.C.E.F. —1.2 Cadeira — Exame final — Outubro
de 1945.

2300 — Estudar e representar geométricamente a
funcdo y=e*V¥i=. R: Fungdo periddica de periodo
2x, definida apenas para valores de x tais que sen x=>0;
basta, portanto, estudd-la no intervalo (0,=). Por ser
y'=etVims. e a fungdo € crescente em (0, =/2)

2/sen x
e decrescente no intervalo (=/2,%). O ponto (n/2,e) e
de mdarimo. O estudo de y', no dominio considerado,
mostra que a curva tem a concavidade voltada no sen-
tido negutivo do eixo das ordenadas.

2301 — Determinar as raizes reais da equagdo
senfx—5senix—4=0. R: Fazendo senx=y tem-se
yi—by3—4=0, equagio algébrica de coeficientes intei-
ros, de que nos interessam apenas as raizes y=senx,
reais compreendidas no intervalo (=1, +1). A equa-
¢do néo. tem raizes racionais. A representagio geomé-
trica das fungies z=y4—4 e z=>5y3, por exemplo, mos-
tra a eristéncia duma raiz irracional da equagio no
intervalo (—1,0) e outra a direita do ponto y=1 que
portanto nio tém interésse. Kssa raiz €, a menos de
uma décima, y=—0,8 donde x=arcsen (—0,8).

Bolughes dos n.®® 2300 e 2301 de O. Morbey Rodrigues.

I. S. T. —Mareudiricas Gerais—Exame final — OQutu-

bro de 1945.

2302 — Quando o ponto z=x+ 7y descreve no plano
de Cauchy a recta ax+0by+1=0, que curva
F (X, Y)=0 descreve o ponto Z, tal que z=1/Z,

et e < R
no mesmo plano? R: z X1iY Xz + Y2
-— —X E —-——'Y -

Xe+v: ° VT Xaqve

Substituindo x e y na equagdo da recta ax+by+1=0,

X . aX L 0¥
vem a equagio da curva pedida i Ty 1=0
X2 + Y2 + aX — bY = 0 que representa uma eircun-
JSeréneia.

2303 —Sendo F e Q os pontos de intersecpio da
tangente a uma elipse com os eixos de simetria, mos-

=x+iy

X

trar que o comprimento PQ é minimo quando for
igual 4 soma dos comprimentos dos semi-eixos. R:

Dada a elipse x2[a+y"/b?=1 aequagdo xx'[a?+yy'/b=1
representa a tangente i elipse no ponto (x',y').
Pontos de encontro da tangente com os eixos: P (a'[x',0)
Q (0, b2iy). 2o A
Comprimento do segmento PQ : PQ?=at [x'24+bi[y'2 ,
Como PQ ¢ positivo consideraremos PQ2 em rez e PQ.
Da equagdo da elipse deduz-se y'?=Db?/a?. (a*—x"?),
s e i
e substituindo : PQ3=I—.Z iy Py
3 a? 2
Consideremos F (x) =i+ ;5 — 3+ Tem-se:
(b2— a?) x'!4-2a4 x'?*—af
1 - .
F (x) =2 x!¥ (az_xii)z
Das raizes de F'=0

86 convem ao problema

+a \/ ib , que correspondem de facto a um minimo
a+

da fungio. O wvalor correspondente de PQ ¢ a+b.

2304 —Sendo 4 (—2,0), B (0,6), C(6,0) os vérti-
ces de um tridngulo, mostrar que os pés das perpen-
diculares baixadas de um ponto qualquer da circun-
feréncia circunscrita sdbre os lados do tridngulo estdo
sempre em linha recta.

2305 — Dadas as semi-rectas 04, OB, OC de
parimetros directores respectivamente (1,2,3) (2,3,1)
e (3,1,2), escrever as equagdes dos planos que pas-
sam por cada uma delas e sio perpendiculares aos
planos formados pelas outras duas. Mostrar que #sses
planos passam por uma mesma recta e achar as equa~
¢oes dessa recta. R: Equagies normais das rectas:
OA=x/l=y/2=2z/3, 0B=x/2=y/3=2z/1, OC=x/3=
=y/1=2/2. Equagdo do plano OAB: Tx—5y +z=0.
Equagdo do plano OAC: x+Ty—5bz=0. Equagiodo plano

- OBC: bx —y —Tz=0. Equagdo do plano que passa por OA

e ¢ perpendiculur a OBC: x—2y+2z=0. Equagdo do
plano que passa por OB e € perpendicular a OAC:
2x—y—z=0. Equagio do plano que passa por OC e é
perpendicular a OAB: x+y—2z=0,

Tem-se: A= |1 —2 1[|=0
2 -1 -1
1 1 -2
e e 2 a caracteristica do sistema das 3 equagies. Equa-

2x —y— z=0

x+ y—2z=0
Bolugles dos n.°® 2302 a 2305 de Jorge Chndido da Silva.

¢oes da recta charneira : {l ou X=y=2%.
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CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

I.S.C.E.F. — 2.2 Cadeira—1.° exame de frequéncia
— 8-3-1946.

2306 — Dadas as trés fungdes: yy=a2+4ax +a,
Yo=a2—32x+1 e y3=x—a+2, serd possivel deter-

minar « de modo tal que elas sejam linearmente depen- °

dentes? R: Pelo teorema de Peano, o wronskiano do
sistema € W (y1,¥2,¥3) =0 e pelo menos um dos comple-
mentos algébricos dos elementas da 3.% linha de W , dife-
rente de zero. W (yi,Y¥2,¥3)=—8s2+14a42 W=
=0—a=(7T+/65)/8. Verifica-se, facilmente, que o
complemento algébrico do elemento da 3.% linka, 1. coluna
de W, € 5= 0 qualguer que sej . . .

2307 — Calcular as derivadas 2o e &2
o T
¢bes implicitas v e v de @ e y definidas pelo sistema
o+y+utv=0
{ TYyuv=e?

das fun-

(e base neperiana).

2308 — Determinar a, b e ¢ de maneira tal que o
a:r,?—i-b.z:+c
(x—1)2 (z+2)

R: Como se sabe e

integral I= dx seja aIgébrica

A
=:+B log (x—1)+Clog (x+2)+D.

Como se pretende que 1 seja algébrico, terd que ser B=C=0,

logo I= +D. Utilizando a regra de Fubini

(x—1)
obter-se-ia a=0,2b=c.

I. S. C. E.F.— 2. Cadeira—-1.° exame de frequéncia
extraordinario — 15-3-1946.
2309 — As equagdes ay+z2u=1 e — z—:;- 1 defi-

Calcular ()ﬁ. e ﬁf
dyr 02

nem x e u como funcgdes de ¥ e =.
2310 — Calcular o integral
I= [203 (1—cos ©)53 . (sen )3 da.
> a
R: Fazendo 1—cos x=t3 obem-se 1=3 ‘/_J {2_‘;3)2
que € um integral duma fungdo racional.

2311 — Calcular a derivada da fungio F (y) defi-

cus

nida pelo integral F (y)= f [x2 y+ cos (y?)] dz.

BolugBes dos n.* 2306 a 2311 de O. Morbey Rodrigues.

F. C.L.— A~x{vise Surerior —1.° exame de frequén-
cia—1945-1946.

2312 — Determine a constante & por forma tal que
as linhas trajectdrias ortogonais das curvas integrais
da equagio 2kr?y'?+kxdy'—1=0 tenham por envol-
vente (nfio lugar de pontos singulares) a curva 2y =x4.
Equacio finita dessas trajectérias. (Sugestio: na inte-
gragiio, tome x? para nova varidvel independente).
Curvas integrais contendo o ponto M (1,1/2). Rela-
¢io entre a e b para que nenhuma curva trajectoria
passe por P (a,b). R: Eq. dif. das trajectérias:
F(x,y,y)=kx3y'4+y'2-2kx2y=0. Ela deve ter por

F k
solugdo singular 2y =x4. 3—'=kx3+2y’-=0—>y’——-— Ex’.
14

Com esta expressdode y', a equagiio F =0 dd y = —kx4 8,
o que exige que segja k=—4. Para este valor de k, a
eq. dif. das trajectérias € y'2—4x3 y' + 8x2 y =0. Pondo

‘dy\2 . dy
x2=t: (dt) QtE-}-?v =0 ou y—t——— kdt)

(Clairant), donde o integral geral y=ct—¢?(2, ou y=
=cx2—¢?2. EmM (1,12) »cj=cy=1—-y=x2-1/2.
A igualdade dos dois valores de ¢ € sinal de que M per-
tence a curva singular. Sdo, pois, curvas trajectérias
passando em M: y=x2—1/2, y=x4/2. Em P (a,b):
c2—2a? ¢c+2b=0 e esta eq. deve ter raizes imagind-
rias: al—2b < 0. Tal ¢ a condigdo pedida.

2313 — Considere duas varidveis complexas, z=x+
+iy e 2'=x'+4dy', ligadas pela relacio z'=z+1/2;
e designe por 4 e B as imagens dos afixos de z e 2
respectivamente, num mesmo diagrama de Argand.
Como deve mover-se 4 para que se mantenha cons-
tante, e igual a 1/2, o comprimento AB? Equagfo
do lugar que, em tal hipdtese, é descrito por B. L
conforme a representagio, feita por ', da regido limi-
tada pelo lugar descrito por A? R: De z'=z+1/z

1 1
vem |z'—z|=-—> devendo, pois, ter-se |,—i— — ou
lz| s
|z|=2. O ponto A move-se, portanto, sobre a circun~
feréncia de centro na origem e raio 2.. Quanto ao
ponto B, feita a transformagio desta circunferéncea,

4 4
logo se acha’ % x| By'z—l . A fungdo transforma-

dora z'=f (z)=2z+1/z tem o polo z=0; a sua derirada
' (z)=1-1/22 anula-se para z=+11. Sdo os pontos
0, +1 e —1 que impedem a rep?‘esentw“ao de ser con-
forme

Bolugles dos n.®® 2812 e 2313 de H. de Menezes.
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F. C. P. — Axfuise Surerior — 1.° Exercicio de revi-
sdo — 1945-1946.

2314 —Determinar a solugio da equaciio log® - p=

=y?s/z que sereduza w=e, quando s=1. R: For-

dx dz
flogx  y?z/x’

mando o sist dy=0 encontram-se

imediatamente os integrais primeiros y=cy, y—* - logz—
—loglog x=e¢,. A solugio mais geral e portanto
y2logz—loglogx=0¢ (y). A solugio que se reduz a
x=e, quando z=1, € a superficie integral que passa
pela linha de equagies: x=e, z=1. Encontra-se
x " =logx.

2315 — Determinar a solugio da equagio xp+
+yg=x2+y2, que satisfaz a equacgdo yp—uwqg=0.
R : Integrando a 2.% equagdo, encontra-se para solugio
geral z=q (x?+y?) . Seguidamente, determina-se ¢ de
modo que a 1.° equagdo seja satisfeita. Encontra-se
z=(x2+y2)/2.

2316 — Integrar a equagio (z—1/x) de+2y dy+
+x dz=0 e determinar a superficie integral que passa
pelo ponte (1,1,1). R: Encontra-se facilmente (sendo
conveniente notar-se que a ecpressio dada € uma dife-
rencial exacta) xz—log x+yi=k. A superficie inte-
gral que passa pelo ponto (1,1,1) € xz—log x+y2=2.

2317 - Determinar a equacfio geral das superfi-
cies tais que a distincia de qualquer dos seus pontos
M ao eixo OZ é igual a distincia da origem O ao
ponto P em que a normal corta o plano =oy. R: 4
equagio de derivadas parciais que traduz o problema é
Pz+q?z+2xp+2yq=0. O metodo de Charpit con-
(xes +y)?

SFly

2

z

duz facilmente ao integral completo § + cy.

[Aeidentalmente, encontra-se a solugio p=0 e q=0,
a qual correspondem os planos z=c, onde a proprie-
dade anunciada € evidente].

Solugdes dos n.”* 2314 a 2517 de Laureano Barros.

MECANICA RACIONAL

I..8. T.— Mgcivica Racionar —1.° exame de fre-
giiéncia, 1945.

2318 — i dado um sistema qualquer de vectores
axiais. Determiner o lugar geométrico dos pontos do
espaco, em relagiio aos quais o momento resultante do
sistema existe sobre uma recta que passa pela origem
dos eixos coordenados.

2319 — Achar as curvas de estacionaridade do in-

1
tegral I=fyt/1+y"‘ dx que satisfazem 4 condigio
v

1
J';/_1+y-=dx=3, sendo y (0)=1, y (1)=1.

2320 — Num cone de revolugio, a densidade, em
. cada ponto P, é proporcional a e*, sendo x a distin-
cia do vértice ao plano da secgiio recta que passa
por P. Achar o centro de gravidade do cone.
2321 — Resolver a equaciio integral
)

m=?(z)-*lbf==y’q= (y) dy .

Il — ESCOLAS

Univ. Hanchﬁster—Onmmnr Deeree oF B. Sc. —
Exame final — 15 Dez. 1944.

Mateméticas Puras

d
2326 — Determine ;E sendo y=xz*tv,

L S. T.— Mecinica Raciovar —1.° exame de fre-
quéncia, 1945.

2322 — E dado um circulo de centro O, e um
ponto P no interior do circulo. Sdo dadas duas cor-

das AB e CD, perpendiculares entre si e passando
pelo ponto P. Mostrar que o vector inico, equiva-
lente ao sistema P—A, P—B, P—C, P—D , passa
pelo centro e é igual a 2 (P—O0).

2323 — Achar as curvas de estacionaridade do iln-
1

tegral I—B[y’z dr que satisfazem i condigfo

1
f (y—y'?) dz=1/6, sendo y (0)=0, y (1)=1/4.
[1]

~2324 - - Achar o centro de gravidade dum hemis-

fério, sendo a. densidade, em cada ponto, proporcional
ao quadrado da distincia désse ponto ao centro do
hemisfério.

2325 - Achar o desenvolvimento de x? em série
trigonométrica, no intervalo (0,2x).

ESTRANGEIRAS

s PRV
2327 —Dado y= %—*_% » prove que

Sdy S Sy
yde gyi—it

2328 — Estabelega por uma forma clara, mas sem
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demonstragio, um «test» suficiente para a convergin-
cia das séries alternas. Prove que a série seguinte é
Al 1,8 L
convergen —— = I A —
NI WA Vn
2329 — Determine os valores de = para os quais é
convergente a série:

(=1t o

x x? ad =1) "
et Ba—1) @ar)

1.3 3.5 3 Do

2330 — Em coordenadas cartesianas uma curva é
representada paramétricamente pelas equagdes z=x(t))
y=y(/) . Se («,B) ¢é o centro de curvatura prove que

22+ ylz x ?.+y'2
onde as derivadas sio tomadas em relagio ao pari-
metro ¢.

Mostre que o centro de curvatura no ponto 6 da
curva xr=acosdd, y=asen®d tem por coordena-
das: acosf.(l+2sen?0), asend.(1l+ 2cos?0),
Deduza daqui que a equagiio da evoluta é

(e+y 123+ (e—y)¥3=2a?3.

a=x—1y' y B=y+z

2331 —Sendo ¢ o dngulo do raio vector e da tan-

db
gente A curva, mostre que tgo=1r d— -
-

Seja P um ponto da pardbola 2a/r=1+cos6 e S

o foco. Seja @ um ponto sobre SP, entre S e P e
a uma distincia a de P. Se designarmos por ¢ o
dngulo de SQ com a tangente ao logar geométrico
de @, prove que tge=1/2.seno.

2332 —a) Defina coshz e mostre que nunca é
inferior a1; 5) Mostre que argcoshw—log(.c+t/.n?——1);

2 =

dx 5+9/6
iz —_—  =—og ———-
o) Froveigw f Vo+6:38 °3 a8

2333 — Calcule ‘f~(:::—1)—3 (x+1)1dx.
i :

Mostre que } secd o de = rY V2 + log (V2 + 1)]

o
2334 — Integre as equagdes diferenciais seguintes:
d2y dy
—2—5 2 + 6y =xe*
dx* ° dx S
2y

dy
2) ——4—=+4y=2 3 -
) 3 4 an dy=2senx+3cosx

1)

2335 — Integre as seguintes equacdes diferenciais:

dy 224y +y* dy 2e—3y+7

) I xy ) g Aoty

2336 —Represente grificamente a curva x=asen?f,
y=asen?0tgh. Mostre que a drea compreendida
entre a curva e a sua assintota ¢ 3w a2’4. Calcule as
coordenadas do centro de gravidade desta drea.

2337 — Mostre que é uma recta o logar dos cen-
tros da familia de circunferéncias que cortam orto-
gonalmente duas ecirecunferéncias dadas.

Sejam 4 e B dois pontos fixos. Mostre que o logar
dos pontos de interseegfio de duas circunferéncias de
centros A e B e cortando-se ortogonalmente ¢ a eir-

cunferéncia tendo AB por didmetro.

O exame incluia outra prova de matemiticas puras e duas de
matemiticas aplicadas. Duracgfio desta prova 3 h.

PROBLEMAS

As resolugies de problemas propostos devem ser enviadas para a Redaecgdo da «Gazeta de Matemetica».
Para facilitar a organizagio da secgdo, pedimos que cada resolugio seja transcrita numa folha de
papel, utilizada sé6 de um lado (onde outros assuntos nio sejam tratados), com a indicagdo do nome
e da morada do autor.
Das resolugies recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores
e mencionam-se 0§ aulores de todas as resolugies correclas e sé destas.

PROBLEMAS PROPOSTOS

2338—Se o0s comprimentos dos lados a, & e ¢ deum
tridngulo plano estio em progressio aritmética, os
angulos A e B (opostos respectivamente a a e b)
satisfazem & relagiio cos A+sen 4 cotg B/2=2.

2339 — Dados quatro pontos, construir um tetrae-
dro que admita &sses pontos para centros de gravi-
dade das faces. Discussio.

2340 — Dadas duas circunferéncias Cy e C; e
uma recta r, determinar o ponto P da recta r, tal

que as tangentes por éle tiradas a Cy e C; tenham
o mesmo comprimento. Discussio.

2341 — Circunscrever a uma circunferéncia dada
um triingulo rectingulo cujos comprimentos dos
lados estejam em progressio geométrica.

2342 — Determinar todos os pares de inteiros cujo
produto é igual ao quddruplo da sua soma.

Problemas n.* 2338 a 2342 propostos por José Morgado J.or,



