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M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQÜÊNCIA E FINAIS 

I — E S C O L A S P O R T U G U E S A S 

ÁLGEBRA SUPERIOR — M A T E M Á T I C A S GERA IS 

I .S .C.E. F. — 1.* Cadeira—Exame final —Outubro 
de 1945. 
2 3 0 0 — Estudar e representar geometricamente a 

função y => '. R : Função jierlódica de periodo 
2 - , definida apenas para valores de x tais que sen 0; 
basta, portanto, estudá-la no interpolo (0,TT). Por ser 

y1 — e+v'«™ ». C — i a função é crescente em (0, n/2) 
2 v sen x 

e decrescente no intercalo 6s/2,*) ' O ponto (T72,e) e 
de máximo. O estudo de y", no domínio considerado, 
mostra que a curva tem a concavidade coitada no sen-
tido negativo do eixo das ordenadas, 

2301 — Determinar as raízes reais da equação 
sen4 x — 5 sen' x — 4»=0 , R: Fazendo Ben x—y tem-se 
y4 —5y3 — 4 ^ 0 , equação algébrica de coeficientes intei-
rou, de que nos interessam apenas as raises y—sens , 
reais compreendidas no intercalo (—1 , -hl ) - ^ equa-
ção não tem raízes racionais. A representação geomé-
trica das funções z — y4 — 4 e z = 5y3 , por exemplo, mos-
tra u existência duma raiz irracional da equação no 
intercalo ( — 1,0) e outra à direita do ponto y — 1 que 
portanto não têm interesse. Essa rain e, a menos de 
uma décima, y = —0,8 donde x = arcs( n ( —0,8) , 

Soluções dos n.s+ 2300 o 2301 do O. Morboy Rodrigues. 

I. S. T. — MATEMÁTICAS ÜE&ÁIS — Exame final — Outu-
bro de 1945. 
2302 — Quando o ponto z ^ x + iy descreve no plano 

de Caucliy a recta oJc + t y + l — O, que curva 
F (X, 1 ) =. 0 descreve o ponto Z, tal que z — 1 jZ, 

no mesmo plano ? R : z - ——;— — — x + iy * V I . V V ? I V I * 

X 
X + i Y X * + Y * 

e y X J + Y 2 X * + Y * 
Substituindo x e v na equação da recta ax+by+l—0, 

- , , a X h Y ' -, n vem a equação da curva jiedtda ——— — ——— 

X 1 + Y* + aX — bY — 0 que representa uma circun-
ferência. 

2303 — Sendo P e Q os pontos de intersecção da 
tangente a uma elipse com os eixos de simetria, mos-
trar que o comprimento PQ é mínimo quando f3r 
igual à soma dos comprimentos dos semi-eixos. R : 

Dada aelipse x^/a'+y' b'—1 a equação xs'/a'+yy'/b'—1 
represenfa a tangente à elipse no ponto (x' , y') . 

Pontos deencuntro da tangente com os eixos: P (a'/*',0) 
Q (0 , b !/y'), _ 

Comprimento do segmento P Q : PQ-=- a1 /x ' ! + b*/y'J . 
Como PQ e' positiuo consideraremos PQ ! em rez de PQ. 
Da equação da elipse deduz-.«e y — b ' / a ' . (a- — x'') , 

a4 a'-. b-
e substituindo : PQ* = ~íi ' 

aí bí 
Consideremos F (x) = + • Tem-se : 

( b ' ~ a') \" + 2 a 4 a6 

raízes de F' -= 0 só convém ao problema 

F< ( x ) — 2 

Das 

± a v /a = + b 
, que correspondem de facto a um mínimo 

da função. U valor correspondente de PQ é a + b . 
2304—Sendo A ( - 2 , 0 ) , B (0,6) , C(6,0) os vérti-

ces de um triângulo, mostrar que os pés das perpen-
diculares baixadas de um ponto qualquer da circun-
ferência circunscrita sobre os lados do triângulo estão 
sempre em linha recta, 

2305 — Dadas as semi-rectas OA , OB , OC do 
parâmetros directores respectivamente ( 1 , 2 , 3 ) ( 2 , 3 , 1 ) 
e ( 3 , 1 , 2 ) , escrever as equações doa planos que pas-
sam por cada uma delas e são perpendiculares aos 
planos formados pelas outras duas. Mostrar que Osses 
planos passam por uma mesma recta e achar as equa-
ções dessa recta. R i Equações normais dai rectas: 
O A = x / l = y / 2 - z / 3 , 0 B = x 3 - y / S - a / l , O C ? a x , 3 — 
=y/l=Zí2. Equação do plano OAB; 7x —5y + z=-0. 
Equação do plano 0 A 0 : x - { - 7 y - 5 z = 0 . Equação do ptnno 
OBC: 5x—y — 7z = 0. Equação do plano que passa }>or Q A 
eèperpendicular a OBC: x—2y + z = 0. Equação do 
plano que passa por OB e é perpendicular a OAC: 
2x —y — 2 = 0 . Equação do plano que passa por OC e é 
perpendicular a OAB : x+y — 2z = 0 . 
Tem-se: 4= 1 —2 í =0 

2 - 1 - 1 

Í 1 - 2 . 
e e 2 o característica do sistema das 3 equações. Equa-

~ j . , f 2 x - y - z - 0 
coes da recta charneira : it ou x = 

l x + y — 2 z = 0 J 

SoluçBos doa n.o" 2301 a m i d« Jorge Câudido da Sllra. 
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CALCULO INFINITESIMAL — A N A L I S E SUPERIOR 
l S. C. E.F. —2.* 

—8-3-1946. 
Cadeira — exame de frequência 

2306 — Dadas as três funções: ytx2 + *x4-tt, 
3-xx + l e y3 = x—« + 2 , será possível deter-

minar ii de modo tal que elas sejam linearmente depen-
dentes? l i : Pelo teorema de Peano, o wronskiano do 
sistema é W (y ( , y, , y3) = 0 e pelo menos um dos comple-
mentos algébricos dos elementos da 3.' linha de W, dife-
rente de zero. W (yj , y2 , y3) — — + 14&+2 , W s 
= 0 a=(7 + ^6Õ)/8 . Verifica-se, facilmente, que o 
complemento algébrico do elemento da 3." linha, 1." coluna 
de W , é =f= 0 qualquer que sej a. 

à7 w cPv 2307 — Calcular as derivadas — e das fun-
rW <)y* 

ções implícitas w e v de x e y definidas pelo sistema 

xyuv=e? (e base neperiana). 

2308 —Determinar o , b e c de maneira tal que o 
axZ+bx+c integral / • •A dx seja algébrico. 

( » - 1 ) 2 (x + 2) 
R: Como se sabe e 

i ^ — — 7 + B log (x —l)-f-C log (x + 2) + D . x l t 

Como se pretende que I seja algébrico, terá que ser B=C=0, 
A 

logo I - + D. Utilizando a regra de Fubini 

obter-se-ia a = 0 , 2b = c . 

I. S. C. E. F. — 2.* Cadeira — 1 e x a m e de frequência 
extraordinário —15-3-1946. 

2309 — A s equações x y + z u = 1 e — 
x + y 
* + r 1 defí-

nem » e u como funções de y e a. calcular e —— 
dyz 

2310 —Calcular o integral 
/ = / 2 i ' 3 (1—cos a)5 '3. (sen dx. 

R : Fazendo 1—cosx=t 3 obem-se 1 — 33t /2 / — — — 
J (2-*>)í 

que é um integral duma função racional. 

2311 — Calcular a derivada da função F (y) defi-

nida pelo integral F (y) = J[jr* y + cos (^!)J dx. 

F, C. L. — A N Á L I S E S U P E R I O R — 1.® exame de frequên-
cia—1945-1946. 

2312 — Determine a constante k por forma tal que 
as linhas trajectórias ortogonais das curvas integrais 
da equação y'—l = 0 tenham por envol-
vente (não lugar de pontos singulares) a eurva 2i/ = as*. 
Eqüação finita dessas trajectórias. (Sugestão: nainte-
gração, tome x ! para nova variável independente). 
Curvas integrais contendo o ponto M ( 1 , 1 2 ) . fiela-
ção entre a e b para que nenhuma curva trajectória 
passe por P(a,b). R : Eq. dif. das trajectórias: 
F (x ,y , y ' ) = kx3y'-f-y'2 —2kxJy = 0 . Ela dere ter por 

()F 
solução singular 2y = x4. —r = kx í + 2y l i=s0- . 

Com esta expressão de y', a equação F = 0 dày = — kx^ S, 
o que exige que seja k = — 4 . Para este valor de k , a 
eq. dif. das trajectórias é y'2—4x3 y' + 8x2y = 0 . Pondo 

, , /dy\ 2 d 7 i n . dy 1 dy\* 
( i r ) - 2 t d t + 2-v ^ 0 y = * d í • [-Â) 

(Clairaut), donde o integral geral y—et—tf/2, ou y— 
- ex i -c* /2 . Em M ( 1 , 1 2) — d = C; - 1 — y = x̂  - 1/2. 
A igualdade dos dois valores de c é sinal de que M per-
tence à curva singular. São, pois, curvas trajectórias 
passando em M: y = xJ —1/2, y —x4/2. Em P {a , b) .* 
c2 — 2a- c + 2b — 0 e esta eq. deve ter raízes imaginá-
rias: a* —2b c 0. Tal é a condição pedida. 

\ 

2313 — Considere duas variáveis complexas, z = x+-
+ iy e z'**x' + iy', ligadas pela relação i ' a + í/z; 
e designe por A e B as imagens dos afixos de z e z1 

respectivamente, num mesmo diagrama de Argand. 
Como deve mover-se A para que se mantenha cons-
tante, e igual a 1 2 , o comprimento ABI Equação 
do lugar que, em tal hipótese, è descrito por B . É 
conforme a representação, feita por a1, da região limi-
tada pelo lugar descrito por A? R : De z* - a + 1 / * 

I z' —z I = - — , devendo, pois, ter-se I -I (z I ' 1 ' 12 
1 

• - ou 
2 

| z | = 2. 0 ponto A more-se, portanto, sobre a circun-
ferência de centro na origem e raio 2 . . Quanto ao 
ponto B, feita a transformação desta circunferènno, 

4 4 
logo se acha — + -ry'*-

2o 9 1. A função transforma-

dora z' = f (z) —z-j-1 fz tem o polo z = 0 ; a suo d eriçaria 
f ' (z) = l - l / z 2 anula-se para z —+1. São os pontos 
0, +1 e —1 que impedem a representação de ser con-
forme. 

SolttçSes dos JJ .0I a 2S11 de O. MorVy Rodrl̂ uaB. Bolui;I!et do; n."> £312 e 2313 de II. do Moiiezei. 
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F. C. P. — Analise SUPKBIOE — 1.® Exercício de revi-
são — 1945-1946. 

2314—Determinar a solução da equação Ioga; - p— 
= y- í/X que se reduza ® = quando B —1. R : For-

dx dz 
mando o sistema: ^ ^ z/x ' ^ ~ encontram-se 

imediatamente os integrais primeiros y = Cj, y - ' • log z — 
— log logx - « C;, A solução mais geral e portanto 

log z —log log x = ip (y) . A solução que se reduz a 
x — e , quando z = l , t a superfície integral que passa 
pela linha de equações: x = e , z-=*t. Encontra-se 
x"1* = logx , 

2315 — Determinar a solução da equação + 
+ yq — x*+y~, que satisfaz à equação yp— xq^O. 
R : Integrando a S.° equação, encontra-se para solução 
geral z=íp(x ! + y J ) . Seguidamente, determina-se de 
modo que a 1.' equação seja satisfeita. Encontra-se 
E - ( x * + y » ) / 2 . 

2316 — Integrar a equação (a — 1/xi dx+ 2y dy + 
+ a>rfz=-0 e determinai a superfície integral que passa 
pelo ponto (1,1,1). R: Encontra-se facilmente (sendo 
conveniente notar-se que a expressão dada è uma dife-
rencial exacta) xz — log x-t-y2==k. A sujierficie inte-
gral que passa pelo ponta (1,1,1) é xz—log x + y * = 2 . 

2317 Determinar a equação geral das superfí-
cies tais que a distância de qualquer dos seus pontos 
M ao eixo OZ é igual à distância da origem 0 ao 
ponto P em que a normal corta o plano xoy . R : A 
equação de derivadas parciais que traduz o problema é 
p2 z + q2 z + 2 xp-t-2yq= 0 . 0 método de Ckarpit con-

Z ? (XC) + V ) 2 

duz facilmente ao integral completo Tf + ' e< + j— Cj . 

[Acidentalmente, encontra-se a solução p = 0 e q — 0 , 
« qual. correspondem os planos z = c , onde a proprie-
dade anunciado, éeiridente], 

Sotuçüos dos n.AI 2311 a 2317 da Lauroarto Barros. 

M E C Â N I C A R A C I O N A L 
L S . T , — M K C Â N I Ç A R Á C I O S A L — i . 1 exame de fre-

qüência, 1945. 

2318 — É dado um sistema qualquer de vectores 
axiais. Déterminer o lugar geométrico dos pontos do 
espaço, em relação aos quais o momento resultante do 
sistema existe sôbre uma recta que passa pela origem 
dos eixos coordenados. 

2319 — Achar as curvas de e s tacion aridade do in-
t 

tegral / = Jy \J 1 +y'~ dx que satisfazem à condição 

i 
f VÏ+ÎF'd. Le=3 , sendo y ( 0 ) - l , y (1)=»1. 

2320 — Num cone de revolução, a densidade, em 
cada ponto P, é proporcional a e l, sendo x a distân-
cia do vértice ao plano da secção recta que passa 
por P. Achar o centro de gravidado do cono. 

2321 — Resolver a equação integral 
i 

aj = ç(a:)—X J <p (2/) dy . 

I. S . T, — MECÂNICA R A C I O S A L — 1.® exame de fre-
quência, 1945. 

2322 — É dado um círculo de centro O , e um 
ponto P no interior do círculo. São dadas duas cor-
das Ali e CD, perpendiculares entre si e passando 
pelo ponto P . Mostrar que o vector único, equiva-
lente ao sistema P—A, P—B, P~C, P—D, passa 
pelo centro e é igual a 2 (P—O) . 

2323 — Achar as curvas de estacionaridade do in-

tegral I 
i ' " 

dx que satisfazem à condição 

f (y-y!2)dx~ 1/6, sendo y ( 0 ) - 0 , y (1) - 1 / 4 . 
li 

2 3 2 4 - - A c h a r o centro de gravidade dum hemis-
fério, sendo a. densidade, em cada ponto, proporcional 
ao quadrado da distância dêsse ponto ao centro do 
hemisfério. 

2325 - Achar o desenvolvimento de x2 em séria 
trigonométrica, no intervalo (0, 2n) . 

E S C O L A S E S T R A N G E I R A S 

Univ. Manchester — O B D I N J R Y D E O R E E OP B . S C . — 

Exame final — 15 Des. 1944. 

Matemáticas Puras 
dy 

2326—Determine — sendo y — xf+v. 
dx 

2327 — Dado y = — , . > prove que + + v l — ®® 
1 dV . 2 

y <*» mV^-^ ' 

2328 — Estabeleça por uma forma clara, mas sem 
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demonstração, um o testo suficiente para a convergên-
cia tias séries alternas. Prove que a série seguinte é 

1 1 1 (1)'+* 
convergente — - - + ^ . . . + ^ + . . . . 

2 3 2 9 — Determine os valores de x para os quais é 
convergente a série : 

ao xi (— l)"*! E" 
ÍT3 ~ 3~6 + 0 1 + < 2 n - l ) ( 2 » + l ) + " • • 
2330 —Em coordenarias cartesianas uma curva é 

representada paramútricamen te pelas equações x = :r(í)t 
y = y(t) . Se ( i .3 ) é o centro de curvatura prove que 

xft+yt x t + y'l . Tl—' 1 

x y — x y 
onde as derivadas são tomadas em relação ao parâ-
metro / . 

Mostre que o centro de curvatura nò ponto 6 da 
curva « — o cos31), y ^ a sen3 6 tem por coordena-
das : a cos a . ( l r 2 sen! S), a sen 0 . ( 1 + 2 cos3 0) _ 
Deduza daqui que a equação da evoluta ú 

- 2 

2331 —Sendo o o ângulo do raio vector e da tan-
do 

gente a curva, mostre que tg <p — 1 * 
dr 

Seja P um ponto da parábola 2a,V^l-t-cos 8 e S 
a foco. Seja Q um ponto sobre SP, entre S e P e 
a uma distância a de P. Se designarmos por ç o 
ângulo de SQ com a tangente ao logar geométrico 
de Q, prove que tg 9 —1/2 .sen S. 

2 3 3 2 — a ) Defina cosh x e mostre que nunca é 
inferior a 1; b) Mostre que argcoshx —Iog(j; + ^ — 1 ) • 

! TJ i ' , 5 + V 6 *) Prove que J 

2333 — Calcule J (x—1)~3 (x + l ) - i dx. 

7T/1 
Mostre que I sec3 x dx — — + log (\/2 + l ) ] . 

i' 2 

2334 — Integre as equações diferenciais seguintes: 
d- y thj 

1) — - - 5 — + Gy = x f 
dx! dx 

2) ^ — 4 — + 4y = 2 sen x + 3 cosx . 
ax" dx 

2335 — Integre as seguintes equações diferenciais: 
dy^ x? + .ry + y-

1 dx 
2 dy m 2 x - % + 7 

2336 —Represente graficamente a curva as — nsen*) j 
y — a sen5 0 tgfl . Mostre que a área compreendida 
entre a curva e a sua assintota é 3 - a- 4 . Calcule as 
coordenadas do centro de gravidade desta área. 

2337 — Mostre que é uma recta o logar dos cen-
tros da família de circunferências que cortam orto-
gonalmente duas circunferências dadas. 

Sejam A e B dois pontos fixos. Mostre que o logar 
dos pontos de intersecção de duas circunferências de 
centros A e B e cortando-se ortogonalmente é a cir-
cunferência tendo AB por diâmetro. 

O examo Incluía Dutra prova íle matemáticas puras o duu d« 
matemáticas aplicadas. Ilurii-.ID dasta prova 3 

P R O B L E M A S 
A* resoluções de problemas propostos derem ser enviadas para a Redacção da «Gazeta de Matemeticav. 
Para facilitar o organização da secção, -pedimos que cada resolução seja transcrita numa folha de 
papel, utilizada sô de MÍÍI lado (onde outros assuntos não sejam tratados), com a indicação do nome 

e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores 

e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e í<J destas. 

PROBLEMAS PROPOSTOS 
2338—Se os comprimentos dos lados a, b e c de um 

triângulo plano estão em progressão aritmética, os 
ângulos A e D (opostos respectivamente a a e b) 
satisfazem à relação cos A 4-sen A cotg Bj2 = 2 , 

2339 — Dados quatro pontos, construir um tetrae-
dro que admita êsses pontos para centros de gravi-
dade das faces. Discussão. 

2340 — Dadas duas circunferências C\ e Cj e 
uma recta r , determinar o ponto P da recta r , tal 

que as tangentes por ele tiradas a C( e C3 tenham 
o mesmo comprimento. Discussão. 

2341—Circunscrever a uma circunferência dada 
um triângulo rectângulo cujos comprimentos dos 
lados estejam em progressão geométrica. 

2342 — Determinar todos os pares de inteiros cujo 
produto é igual ao quádruplo da sua soma. 

Problamaa n . » 3333 a S312 propos to « por losi Morgado 3.", 

< 


