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afim de que o ponto do préximo exame fdsse mais
acertamente compensado.

A ocasidio oportuna para serem colhidos todos &sses
dados estatisticos seria a época de ¢xames, e quando
da classiticagio das provas dos alunos. Mas, nessa

ocasiio o professor tem de classificar, em 8 dias, 236
provas, por exemplo, e a8 vezes bastantes mais, fisca-
lizar as provas da 2.* chamada e classificd-las também,
e tudo isso ¢ incomportdvel com a preocupagéo de
estatisticas de pontos exame.

MOVIMENTO CIENTIFICO
SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Em fins de Junho de 1946 tiveram logar no Licen
de Pedro Nunes de Lisboa, 3 conferéncias promovidas
pela S. P. M. e que versaram os temas «A nogio de
nimero real» e «A estrutura de divisibilidade dos in-
teiros». Os conferentes foram Luis Neves Real, inves-
tigador do Centro de Estudos Matematicos do Portd,
Andrade Guimardes, aluno do 2.° ano da Liceneiatura
em Ciéncias Matemdticas da Faculdade de Ciéncias

do Porto, e José D. da Silva Paulo, professor do Licen
de Gil Vicente de Lishoa. A «Gazeta de Matemdticas
atendendo 3 importincia dos assuntos e A maneira
por qne foram tratados e expostos, pediu aos confe-
rentes que redigissem as notas que se seguem. Assis~
tiram as conferincias o Reitor do Liceu e vérios pro-
fessores do ensino secunddrio e superior sendo porém
pouco numerosa a assisténcia.

A NOCAO DE NUMERO REAL
por Andrade Guimardes e L. Neves Real

O Centro de Estudos Matemiticos do Pédrto fixou-
nos, como tema das ligdes a realizar em Lisboa, a con-
vite da Sociedade Portuguesa de Matemitica, a teoria
aritmética do continuo tal qual a conceberam, no
dltimo quartel do séeulo passado, Cantor, Méray e
Dedekind, com téda a precisio que os métodos da
dlgebra moderna permitem imprimir-lhe.

Ao artigo de Bachman, na Enciclopédia alemi,
fomos buscar a orientagio do nosso trabalho.

Evitando a defini¢iio dos nimeros naturais

128..

introduzidos axiomiticamente, come¢amos por indicar
como dos postulades de Peano se pode derivar téda a
aritmética. Em seguida, considerando o conjunto de
todos o0s nimeros naturais, algebrizado em relagdo
4 opera¢io — soma — e definida néle uma relacio de
ordem, menor do que, <, 0 espago algébrico dos ni-
meros naturais }a,b,c...| apresenta-se como um
semi-grupo comutativo e ordenado. Nésse semi-grupo,
a operaglio a+=x==b nilo tem solugio se a>5b. A dl-
gebra moderna, através do processo de formagio de
classes de equivalentes, fornece o método para cons-
truir a partir désse semi-grupo um novo espago algé-
brico — agora grupo ordenado }z,f,y -} —que num
certo sentido se pode considerar como uma sua am-
pliagio: o novo espago contém um semi-grupo isé-
morto e semelhante ao de partida. No nosso caso o
semi-grupo dos numeros naturais amplia-se até ao
grupo ordenado dos inteiros (positives, zero e negati-

vos) ; para isso consideram-se todos os pares (4,a)
de mimeros naturais, chamam-se equivalentes dois
pares (b,a) e (b',a') se b+a'=b'+a:

b,a)=(@",a")——b+a'=b'+a,

e, por definigdo, toda a classe (ronjunto) de pares equi-
valentes é um nimero inteiro ; pode representar-se por
b—a aclasse « de todos os pares equivalentes a (b, a).
As conhecidas defini¢des de soma, produto e ordena-
¢do de inteiros, ddo ao espago algébrico déstes nimeros
o carzcter de dominio de integridade ordenado. Neste
dominio e em relagiio A& sua operagiio de soma e ao
critério de ordenagio nele adoptado, o sub-conjuuto
dos nimeros inteiros da forma (a+6)—a ¢ um semi-
~grupo ordenado e a correspondincia (a+6) —a «—-+b
com os nimeros naturais um isomorfismo algébrico e de
ordem. Sé neste sentido —a menos dum isomor fismn—
é que podemos dizer que os inteiros contém os ndime-
ros naturais. Por comodidade usam-se os simbolos
1,2,3,... para representar os nimeros inteiros isé-
morfos dos naturais: 1 para o inteiro (a+1)—a, 2
para (a+2)—a, ete. Mas Cles representam seres mate-
mdticos inteiramente diferentes: o nimero natural 1
é uma nogdo primitiva da axiomdtica de Peano, assim
como o nmimero natural 2 ¢é o asucessor» de 1, et: —
mas o ndmero inteiro 1 é o conjunto (ou classe) de
todos os pares de naturais da forma (a+1,a), isto é,
de todos aqueles cuja diferenga é o nimero natural 1:
o numero inteiro 2 o conjunto de todos os pares de
naturais cuja diferenga é o ndmero natural 2, ete.
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Os novos nimeros serdo simbolizados por 0,—1,
R =

Em relagdo 4 operagio produto, o espago algébrico
dos nimeros inteiros nio zero, em que nio é sempre
sohivel a equagio a.xz=fp, com a=£0, comporta-se
como um semi-grupo que pelo processo anterior é ana-
logamente susceptivel de ampliaydo. Formem-se todos
o8 pares de ndmeros inteiros (B,2),2+# 0, defina-se
entre éles a seguinte relagdo de equivaléncia:

B, =(p'12) «—B-o'=p-2
e agrupem-se numa mesma classe todos os pares entre
si equivalentes ; a cada uma destas classes chama-se
nimero racional; e representar-se-a por [/z, por
exemplo, o nimero racional que é a classe de todos os
pares equivalentes ao par (B,a).

Ag definigdes habituais de soma, produto e ordena-
¢do de mimeros racionais organizam o conjunto como
corpo comutativo arquimédicamente ordenado, con-
tende um dominio de integridade isomorfo e seme-
lhante ao dominio dos i.teiros: é o sub-conjunto dos
nimeros racionais da forma Ba/z e o isomorfismo é
definido pela correspondéncia Pz a+—f.

De novo se pode agora dizer que, a menos dum iso-
morfismo, os niimeros racionais compreendem os intei-
ros e adoptar os mesmos simbolos, ---—2,—1,0,1,2...,
para os racionais isomorfos desses inteiros — nio es-
quecendo que, por exemplo, o nimero racional 1 é
agora o conjunto de todos os pares (3, =) de inteiros
cujo cociente é o nimero inteiro 1. Niumeros racionais
como 2 3,—5,7, --- sio niimeros sem correspondéncia
nos inteiros.

Se quizermos caracterizar axiomaticamente os mi-
meros racionais fazémo-lo com base no teorema:
‘«todo o corpo ordenado que, a menos dum isomor-
fismo, contém os mimeros inteiros, contém —no mesmo
sentido — os nimeros racionais»; e podemos definir
o corpo dos mimeros racionais; a) ou como sendo o
‘menor corpo que contém o semi-grupo dos nimeros
' naturais; &) ou como sendo o menor dos corpos orde-
nados e arquimedeanos.

Introduzindo agora a nog3o de valor absoluto |~ |
dum racional r:

|r|=r, se- r=>0 e |r|=—r se —r>0

e definindo como distincia p (ry, ;) de dois nimeros
racionais r; e r;, precisamente o valor absoluto da
sua diferenca | r2—ry |, 0 espago algébrico dos mime-
ros racionais aparece-nos como espago métrico que
nio é completo, isto é, para o qual a condigdo de
Cauchy n3o é condi¢io suficiente de convergéncia
— ou, por outras palavras, as sucessdes de Cauchy
ndo sio necessariamente convergentes. A construgdo
dos nuimeros reais (Cautor) vai efectuar-se com vista

precisamente a que a condi¢do de Cauchy seja neces-
sdria e suficiente de convergincia: como espago mé-
trico o dos nimeros reais deve ser um espaco completo.
Para isso0, no conjunto de todas as sucessdes de Cauchy
tomam-se como equivalentes aquelas cuja diferenga
converge para o nimero racional 0 e chama-se ni-
mero real a téda a classe de sucessdes de Cauchy
entre si equivalentes, podendo representar-se o nimero
real £ por uma qualquer das suas sucessdes }Z,!.

A algebrizagio e a ordenagio fazem-se pela defi-
nigdo:

E+4n=classe das sucessdes equivalentes a |¢,+mn,}
E - n=classe das sucessies equivalentes a |E, - u,}
E <7 se apartir de certa ordem #,—E,>a, com a>0,

Como h4 rimeros reais cujas sucessdes convergem
para nimeros racionais ésses nimeros reais constituem
um sub-corpo isémorfo e semelhante ao corpa dos
mimeros racionais, de modo a poder dizer-se que os
nimeros reais contém, a menos dum isomorfismo, os
nimeros racionais. Assim, é justificdvel o uso dus mes-
mos simbolos de nimeros racionais, —3,4,—2,0,1,-..
para representar os niumeros reais seus isomorfos.
Simplesmente, ndo se esque¢a que, assim como, por
exemplo, o nimero racional 1, ndo é o mesmo que o
nimero inteiro 1, nem éste o mesmo que o mimero
natural 1, o nimero real 1 é agora a classe de tlas
as sucessdes de mimeros racionais que convergem
para o nimero racional 1.

Uma vez algebrizado e ordenado, o conjunto dos
nimeros reais, como espago algébrico apresenta o

‘cardeter de eorpo comutativo, arquimédicamente orde-

nado e como espago métrico o de espago completo.
Mas como inversamente se pode afirmar ser todo o
corpo arquimédicamente ordenado isomorfo e seme-
lhante a um sub-corpo do corpo dos nimeros reais, a
caracterizaglio dos nimeros reais pode fazer-se pelos
dois seguintes quadros, equivalentes :

A1—1 Corpo ordenado,

A1 —1I arquimedeano,

A1 — III completo («abgeschlossen»-Cantor)
e

A2 —1 Corpo ordenado,

A2 — 11 arquimedeano,

A.2 — 1l perteito («vollstindign-Hilbert).

Como da continuidade a4 Dedekind («Stetigkeit») se
deduzem as propriedades de ser arquimedeano e de
ser completo, é ainda equivalente as anteriores a
caracterizagio

A3 -1 Corpo ordenado,
A.3 — II continuo (astetign-Dedekind)



GAZETA DE MATEMATICA

17

Estas propriedades nfio sfo porém tdodas indispen-
sdveis — pode reduzir-se o seu mimero gragas a um
resultado de Reidemeister: todo o grupo aditivo, orde-
nado arquimédicamente, continuo 4 Dedekind e cujos
elementos sfo divisiveis ao meio (para cada seu ele-
mento «, existe um outro, representado por «/2,
tal que x/2+x/2=x) é isomorfo e semelhante ao
grupo dos nimeros reais. E é possivel definir uma
operacdo de produto de modo que em relagdo a ela e
a operagdo do grupo, o espago seja um corpo comuta-
tivo : produto b-a de b por a é o elemento do grupo
.que corresponde a b no automorfismo do grupo que
conservando a ordem se a >0, ou invertendo-a se
a <0, faz corresponder a um mesmo elemento uni-
dade 7, o elemento o. Assim nos aparece a conhe-
cida regra de multiplicagfio : o produto 4-.a obtém-se
do multiplicando b, como o multiplicador a se obteve
da unidade 7: pelo mesmo automorfismo.

Assim se podem tomar como quadros axiomdticos
dos nimeros reais ou

A4 —1 Grupo ordenado

A4 —1II com ordenacfio densa (entre dois dos seus
elementos existe sempre um terceiro)

A.4 — III arquimedeano

A4 — IV completo (Cantor)

oun
A5—1I Grupo ordenado

A5 —1II arquimedeano
A.5 — III perfeito (Hilbert)

ou, finalmente:

A6 —1  Grupo ordenado
A6 —I1 com ordenagio densa
A.6 — III continuo (Dedekind).

ESTRUTURA DA DIVISIBILIDADE DOS INTEIROS
por J. D. DA SILYA PAULO

Na dltima das palestras da série que a S. P. M.
promoveu e se realizaram no Liceu Pedro Nunes de
Lisboa, foi estudada a noglio de estrutura dando-se
como exemplo a estrutura da divisibilidade dos inteiros.

Apresentou-se a seguinte definigfo:

A — Chama-se estrutura todo o conjunto S de ele-
mentos a,b,c... para os quais se define:
1.° uma relagdo de ordem parcial (<) (que pode
ser uma ordem) que liga alguns pares de elementos
de S, gozando das propriedades :
01 —a<a '
02 —Se a<b e b<a - a=b
03 — Se a<b e b<€e —a<e
2.°) Uma opera¢io ~ que a cada par de elementos
a e b de § faz corresponder um terceiro elemento
anb também de S e tal que

Dl —anb<aeanb<b
D2 —Se c<4a e c<4b +c<and
8.°) Uma operagiio v que a cada par de elementos
a e b de S faz corresponder um terceiro elemento
awv b também de S e tal que
Ml —a<davbe b<€avd
M2 —Se a<c e b4c—~avb<ec
Em geguida estudou-se como exemplo duma estru-
tura a da divisibilidade dos inteiros onde a relagiio <
é a relagdo «divide» e as operagdes m e w sio res-
pectivamente o mdximo divisor comum e o menor
miiltiplo comum, mostrando-se ai a existéncia e uni-
cidade das operacdes, e a partir das propriedades O,
D e M demonstrou-se que as operagdes ~ e v go-

zam das seguintes propriedades

B — anb=bna avb=bua
an(bnc)=(anb)rne|av (buec)=(avb)vwe
ana=a ava=a

Aqui fez-se notar o principio da dualidade e poz-se
em evidéncia que o conjunto das propriedades B defi-
nindo as operagdes ~ e w e a propriedade

C — a igualdade a~b=a implica awb=b, (to-
mando como defini¢iio da relagio < a seguinte: «Diz-
se que a<{b se se verificar C») pode ser tomado como
defini¢do de estrutura, dada a sua equivaléncia com
a definigio 4.

Como noutras estruturas a da divisibilidade contém
um primeiro e um iiltimo elemento, porque se verifica
a dupla relagio

1<4a<0
qualquer que seja o inteiro a, e daqui se tiraram as
propriedades duais

1l1va=a

Ova=0

Ona=a
lna=1

demonstrou-se finalmente que a estrutura da divisibi-
lidade é distributiva pois se verificam as propriedades:
an(bue)=(anb)vw(anc)

au(bhc)—(a.ub)n(auf';)

e para isso jd houve que fazer apélo a propriedades
particulares do méximo divisor comum, do menor
miiltiplo comum e da divisibilidade, ndo dedutiveis ex~
clusivamente das propriedades O, D e M.

e
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DOUTORAMENTOS

Em 29 e 31 de Julho de 1946 realizaram-se na Fa-
culdade de Ciéncias da Universidade do Porto as pro-
vas de doutoramento em Ciéncias Matemdticas de
Alfredo Pereira Gomes. A tese Introdugio ao estudo
duma nogdo de funcional em espagos sem pontos foi dis-
cutida pelos Profs. A. H. Peixoto de Queiroz e Ruy
L. Gomes. «Equagdes de Clairaut; generalizagdes e
Secantes comuns a duas cdnicas; condigdes de tan-
géncia. Problemas correlativoss» foram os temas sdbre
que foi feito interrogatdrio pelos Profs. A. Seipido
G. de Carvalho e A. Madureira e Sousa.

A tese foi publicada no Vol. 5, fasc. 1 de «Portuga-
liae Mathematica» e pode ler-se no presente mimero
de «Gazeta de Matemdtica» wuma apreciagio do
Prof. Ruy L. Gomes, incluida no Boletim Bibliogra-
fico.

Em 7 de Outubro de 1946 o bolseiro do Instituto
para a Alta Cultura em Zirich, Hugo Baptista Ri-
beiro, doutorou-se em Ciéncias Matemdticas na Escola
Politécnica Federal. Da tese «Lattices» des groupes
abéliens finis foram referentes os Professores P. Ber-
nays e H. Hopf. Este trabalho serd publicado breve-
mente em «Commentarici Mathematii Helvetici» e um
resumo em «Portugaliae Mathematica» Vol. 5.

Na mesma escola sni¢a Armando Carlos Gibert de-
fenden em 20 de Maio de 1946 a tese Effect de la
température sur la diffusion neutron-proton, obtendo o
grau de doutor em Ciéncias Naturais.

Foram referentes os I’rofs. P. Scherrer e F. Tank e
presidente do juri o Prof. H. Hopf. A tese foi publi-
cada em «Helvetica Physica Actan.

A. F. A. S. — CONGRESSO DE NICE — SETEMBRO DE 1946

Communications faites au 65° Congrés, tenu a Nice
du 9 au 14 septembre 1946.

Section 1: Mathématiques :

‘ Président: Mr. E. Gau, Recteur de I’ Académie
d’Aix-Marseille.

Vice-Présidents : MM. E. Blanc, Professeur & la
Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand ; C. Lurquin,
Professeur & I'Université libre de Bruxelles; F. Roger,
Professeur 4 la Faculté des Sciences de Bordeaux.

Seerétaire: P. Belgodére, Attaché de Recherches
au C. N. R. S.

Liste des communications (L'astérisque % indique
une communication écrite) :

Lundi 9 septembre (14 h. &4 16 h.): Prise de contact
des membres de la section.

Mardi 10 septembre (9h. & 12h. et 14h. 4 16h.):

(1) P. Belgodére: Quelques enquétes publiques
intéressant les mathématiciens. Informations.

(2) A. Gloden: Un nouveau théoréme sur les mul-
tigrades.

(3) A. Gloden: Un probléme d’analyse diophan-
tienne multigrade.

(4) A. Gloden: Quelques égalités multigrades.

(5) #A. Gérardin: Solution d’une équation multi-
grade.

(6) #»G. Palama: Multigradi a catena parametriche
con infiniti elementi.

(7) M. Krasner: Fonetions analytiques dans les
corps valués complets.

(8) E. Blane: Activité du Seminaire mathématique
de Marseille (fonctions abstraites multiformes).

(9) #M. Brelot: Etude générale des fonctions har-

moniques ou surharmoniques positives au voisinage
d'un point irregulier.

(10) #P. Lelong : Probldmes relatifs aux fonctions
pluriharmoniques et aux fonctions plurisous-harmo-
niques.

(11) *N. Saltykov: Note sur la méthode de D'Alem-
bert pour intégrer les équations différentielles linéai~"
res 4 coefficients constants par rapport aux variables
paramétriques.

(13) =A. Bloch: Sur une classe de fonctions entié-
res engendrées par un corps quadratique réel.

Merecredi 11 septembre (9h. 3 12h. et 14h. 4 16h.):

(14) E. Blanc: Conférence sur le parallélisme entre
courbes et ses applications & la convexité.

(15) P. Montel : Sur certaines équations fonction-
nelles liées au théoréme de Jacobi.

(16) P. Belgodére: Calcul des variations des inté-
grales de surface ; interprétation géométrique.

(17) #T. Lemoyne: Sur le lieu des foyers d'une
famille de coniques.

(18) »T. Lemoyne: Construction, par la régle seule,
d'une infinité de points et de tangentes de la cubique
plane la plus générale.

(19) #V. Thébault: Transmutations d'un tetratdre.

Vendredi 13 septembre (9h. 4 12h.) :

(20) R. Wavre : L’itération des opérateurs hermi-
tiens.

(21) P. Humbert: Formules trigonométriques dans
le plan et dans l'espace attachées 4 l'opérateur A.

(22) #B. Combes: Le principe de Bayes et le pro-
bléme de 1'ajustement.

(23) *D. Wolkovitch : Ajustement des formules aux
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résultats d’expériences selon la loi des moindres carrés.

(24) #R. Lacape: Les problémes mathématiques de
I'influx nerveux.

(25) Mariani: Les espaces généralisés et I'électro-
magnétisme.

Samedi 14 septembre (10h.30 & 12h.) :

(26) E. Merwart: Chronologie mathématique: Deux
numérotations inverses : période julienne et millésimes
préchrétiens.

(27) E. Kraft: Critériuns de divisibité, eritérium
des nombres premiers.

(28) J. Malburet: Une démonstration du théoréme
de Saccheri (5° postulat).

(29) J. Malburet: Le sixidme postulat d'Euclide.

(30) =E. Barbette : Le dernier théorétme de Fermat
et sa généralisation.

Le 66° Congrés auralieu A Biarritz en Septembre 1947,

Le 67° Congrés aura lieu 4 Gendve en 1948.

MATEMATICAS ELEMENTARES
PONTOS DE EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

F. C. L. — Exame pe Aprinio — Julho de 1946.

1

2273 — Determine o pardmetro m de modo que as
raizes da equagiio » (1—x)=m/(m+1) difiram de duas
unidades. R: A equacio proposta pode escrever-se sob
a forma equivalente x2—x+m: (n+1)=0 e se forem
Xy € Xp as suas raizes teremos o sistema: x3+Xp=—1,
Xj—X3=2 & xy Xxp=m: (m+1), cuja resolugdo condusz i
solugio procurada m=—3|T.

2274 — Diga o que se lhe oferecer sobre a possivel
existéncia de solugdes inteiras e positivas da equagiio
10x—6y=8. Justifique a resposta. R: A equagdo
10x—6y=8 ¢ equivalente a dx—3y=4, equagio que
tem uma infinidade de solugbes inteiras e positivas pois
estas sio dadas pelas expressfes x=2+43m e y=2+5m,
onde m representa um inteiro positivo ou nulo qualquer,
em vista de o par xy;=2,yy=2 constituir uma solugiio
inteira da equagio proposta.

2275 — Diga qual dos nimeros °y/3 e /2 ¢ maior.
Justifique a resposta. R: Como /B e Y2 se podem
escrever sob as formas /3% e /B resulta imediata-
mente da comparagio destes radicais que € 31/5 >2.

II

2276 — Dado um cateto dum tridngulo rectingulo,
e a diferencga entre a sua hipotenusa e o outro cateto,
deduza em fun¢fo dos dados as férmulas que exprimem
o0s comprimentos dos lados desconhecidos do tridngulo,
os seus Angulos agudos e a sua drea. R: Seja b o
cateto dado e a—c=d a diferenga entre a hipotenusa e
o outro cateto. Como o tridngulo € rectingulo serd
b24c2=a? ou a?—c?=Dh? ou ainda (a+4c)(a—c)=b2,
donde se deduz a+c=Db%:d e portanto a=(b2+4d2):2d
e c=(b?—d?):2d. Daqui se deduz que tg B =2db:(b2—d?)
e tg C=(b2—d?):2db.

2277 — Verifique a identidade

™ 2
HECH == g ) =
(4 “) 1—sen (22)
R : O primeiro membro da igualdade pode escrever-se
sucessivamente sob as formas:

sec? (v/4 +a)=1:co8? (5/4+a)=1:[cos =/4 cos a —
—sena senw/42=1:[(1/2/2)2. (cos a.—sena)z] =
=1:[1/2><(cos? 2+ sen? o —2senacos a)]=
=2:[1—sen (24)],

o que prova a identidade.

2278 — Deduza a expressio geral dos fngulos que
tém a mesma cosecante que o Angulo que mede 6 ra-
dianos. R: Como se sabe os dngulos 6 e =—0 tém a
mesma cosecante, e como 0 e 6+2kr (k inteiro), e ©w—0
e n—0+42k'n (k' inteiro) tém a mesma cosecante, pode-
remos escrever as expressies 2kn+0 e (2k'+4+1) n—8,
que se podem condensar sob a forma nm4(—1)".g
(n inteiro), como sendo as expressées gerais dos arcos
que tém a mesma cosecante que o dngulo 6.

I
2279 — Deduza o valor da razfio entre o volume de
uma esfera e o de um cubo néle inserito. R : O volume
da esfera € dado pela expressio 4=R3:3, e a aresta do
cubo inscritona esfera de raio R € dada por 1=2R V3:3,
donde o volume 13=8R3 |/8:82. A raado dos volumes
éentio =/3:2.

2280 — Considere duas circunferéncias de raios di-
ferentes, tangentes exteriormente num ponto 7.

Demonstre que tendo P e P' os pontos de contacto
duma tangente comum &s duas circunferéneias, o n-
gulo PTP' é um angulo recto. R: Tracemos a tan-
gente comum as duas circunferéncias no ponto T a qual
encontrard a tangente PP num ponto Q. Em vista da
propriedade bem conhecida de os segmentos das tangen-



