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ASSOCIACAO ESPANHOLA PARA O PROGRESSO DAS CIENCIAS
19.> CONGRESSO — SAN SEBASTIAN

De 7 a 13 de Abril do corrente ano realizar-se-d
em San Scbastian um congresso da Associagio Espa-
nhola para o Progresso das Ciéncias.

Anuncia-se entre outros discursos inaugurais o do
Prof. Tomds R. Bachiller, da Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Madrid, intitulado «Estado actual

de la teoria de la dimensidn en los espdcios topold-
gicosn.

Pela Sociedade Portuguesa de Matemdtica serio
apresentadas quatro comunicagdes dos seus associados
Profs. Dr. Ruy Luis Gomes, Dr. Almeida Costa,
Dr. Hugo B. Ribeiro, e Dr. A. Pereira Gomes.

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Em Janeiro de 1947 reuniu a Assembleia Geral da
S. P. M. que aprovou o relatério da Direcgio. Foram
eleitos na mesma sessfo para o biénio 1947-1948 :

Assembleia Geral: Presidente, Dr. Manuel Peres;
Secretarios, Dr.* D. Maria Henriqueta Trigo de Sousa
Zanatti e Dr. Augusto Macedo S4 da Costa.

Direcgdo: Presidente, Prof. Manuel Zaluar Nunes;
Viece-Presidente, Dr. Jaime Xavier de Brito; Secrefd-

rio-Geral, Dr. Hugo Baptista Ribeiro; Tesoureiro,
Dr. Orlando Morbey Rodrigues; 1.° Seeretirio, Dr. D.
Maria do Pilar Ribeiro; 2.° Secretdrio, Dr. José Car-
doso Morgado Jr.; Vegal: Dr. Alfredo Pereira
Gomes.

Delegados & Associagdo Portuguesa para o pro-
gresso das Ciéncias: Profs. Drs. Ruy Lufs Gomes e
Bento J. Caraca.

MATEMATICAS ELEMENTARES

METODOS GEOMETRICOS — SOBRE A INVERSAO
por Raul Rato

Do programa actual de Matemdtica, 7.° ano dos
liceus, faz parte o estudo dos métodos geométricos
para a resolugio de problemas, fazendo-se referéncia
especial aos métodos de transformagfo. Mas, nem nos
livros aprovados ou nfo oficialmente, nem nos pontos
propostos em exame, se faz qualquer referéncia a
transformagdo por inversdo. Ora é este um dos méto-
dos geométricos mais fecundos e que fornece, por
vezes, solugbes muito elegantes para problemas apa-
rentemente complicados.

Propémo-nos, neste estudo, dar uma breve noticia
deste método, quanto baste para o aplicar i resolugio
do seguinte problema :

«Achar a intersecgiio de uma recta com uma cdnica,
sem tragar a curvan.

A transformag8do por inversdo

«Duas figuras dizem-se inversas, quando entre os
seus pontos existe uma correspondéncia biunivoca, de
modo tal que as rectas que unem dois pontos homdlogos
concorrem num ponto, o polo da inversdo, e os pro-
dutos das distincias de dois pontos homologos ao polo
é constante, a poténcia da inversdo.

H4 uma certa analogia entre a homotetia e a inver-

sio; qualquer ponto tem um e sé um ponto inverso,
num dado sistema, e, porque hd reciprocidade, os
pontos dizem-se conjugados inversos; mas onde na
homotetia se diz razdo de homotetia, um quociente,
diz-se na inversdo poténcia da inversdo, um produto.
Outra diferenga se impde desde logo, a homotetia é
transitiva, a inversfo ndo o ¢; duas figuras homoté-
ticas de uma terceira sio homotéticas entre si, duas
figuras inversas de uma terceira nio sfo inversas
entre st, sio homotéticas.

Na homotetia, qualquer figura é homotética de si
mesma, coincidindo todos os pontos homologos, isto é,
sendo cada ponto homotético de si mesmo. Na inver-
sio hd figuras que sio inversas de si mesmas, sem
que todos os pontos sejam inversos de si mesmos. Por
exemplo, numa recta que passa pelo polo os pontos
conjugados inversos existem na recta, mas sio, em
regra, distintos.

Numa circunferéncia tragada eom centro no polo e
raio igual & raiz quadrada da poténeia, todos os pon-
tos sdo inversos de si mesmos e por isso se lhe chama
@® de auto-inversdo.

A figura inversa de uma circunferéncia é, em regra,
outra circunferéncia; mas se a @ directa passa pelo
polo, a transformada é uma recta que nio passa por
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ele, e reciprocamente. Se a @ directa é ortogoval com
a @ de auto-inversiio, isto é, se as tangentes nos
pontos comuns sfo perpendiculares, a ® transformada
coincide com a (@ directa, mas sémenfe os pontos
comuns & (@ de auto-inversdo, sfo inversos de si
mesmos ; os outros conjugados inversos sio distintos:

Fig. 1

a circunferéncia diz-se fnversa de si mesma. Esta pro-
priedade notdvel verifica-se claramente na fig. 1.

Sendo G o polo e GK? a poténcia, serd a @ [G ,GK]
a © de auto-inversdo ; sendo a @[O0, OK] ortogounal
com [G], serd ORG=90° e serfio M e N, Pe Q
conjugados inversos por ser GK?=GM.GN=GP.GQ.

Com estes elementos ji podemos resolver o nosso
problema.

Uma definicdo geral das cénicas

Define-se habitualmente a pardbola como «lugar
geométrico dos pontos do plano equidistantes de um
ponto, o foco e de uma recta, a directriz».

Esta definigio pode generalizar-se 4 hiperbole e &
elipse. Chama-se director, nestas cdnicas, o circulo
descrito de um foco, como centro, e de raio igual
ao eixo transverso, na hiperbole, ao eixo maior
na elipse. A recta directriz da pardbola pode asseme-
lhar-se-lhes, considerando-a como pertencendo a uma
circunferéncia descrita do foco impréprio como centro,
Toma-se, nesta definigdo, o circulo pela circunferén-
cia; esta incorrecgdo é habitual, para se nfio estabe-
lecer confusfo com as directrizes da elipse e da hi-
pérbole, que sdo linhas rectas.

Consideremos um dos focos e 0 @ director descrito do
outro ; qualquer ponto da curva fica a igual distincia
do foco e do @ director e é indiferente, dada a simetria
das curvas em relagio aos eixos, tomar um ou outro
foco, contanto que se tome o @ director descrito do
outro.

Com efeito, na elipse de focos I e F, e eixo maior
AB , temos para qualquer ponto M : MF+MFy= 4B,
ou MF'=AB—MF;, e na hiperbole do eixo trans-

verso AB, semelhantemente MF;—MF —AB, ou
MF=MF,—AB.

Contando AB—MFy no sentido de Fy para M e
MF;—4B no sentido de M para F, aquelas diferen-
¢as representam a distincia de M ao ® director [F}]
da elipse, no 1.° caso, da hiperbole, no 2.° caso, distin-
cia que é em ambos 0s casos igual a MF, distincia
do ponto ao foco.

Podemos, pois, definir qualquer das trés cdnicas
como «lugar geométrico dos pontos do plano equidis-
tantes do foco e do ® director».

Serd a partir desta definigio que resolvemos o pro-
blema proposta.

Resolugdo do problema

Segundo a difini¢do dada, a interseegfio de uma reeta
com uma conica serd o ponto da recta que fique equi-
distante de um foco e do @ director com centro no outro
foco, ou seja centro de uma circunferéncia que passe
polo foco e seja tangente ao © director.

Pardabola

/I

Fig. 2

Sejam, fig. 2, a pardbola definida pelo vértice 4 e
pelo foco F, fig. 8, a hipérbole definida pelos vértices
A e B e pelos focos F e Iy e, fig. 4, a elipse defi-
nida também pelos vértices 4 e B e pelos focos F
e F\y; e seja em qualquer das figuras a recta r (PP'),
cuja intersecgfio com a curva se pretende determi-
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nar. Tomemos, nas trés figuras, o foco F e a directriz
TT, fig. 2, ou © director [F}], fig.3 ou fig. 4. Para
aplicarmos a transformagio por inversfio, procuremos
o polo e a poténcia de modo que a figura formada
pela recta dada, pela directriz ou ® director e ainda
pela circunferéncia solugio [P] seja inversa de si
mesma; nesta figura os pontos inversos de si
mesmos serdo os pontos de tangéncia, a partir dos
quais se encontram com toda a facilidade os pontos
de encontro da recta com a curva, que s8o os centros
das circunferéncias-solugfio. Para que a figura refe-
rida seja inversa de si mesma, é necessdrio que o sejam
separadamente as rectas e circunferéncias que a for-
mam.

Como P _._ PP!, a ©[P] deve passar por F', simé-
trico de F, em relagiio a PP/, tomando o polo G sobre
FF" ¢ adoptando a poténcia GF<GF', a © [P) serd
inversa de si mesma, o que d4 uma primeira condi¢io
para a determinagio de G.

Na pardbola, fig. 2, a directriz, como é uma linha
recta, tem que passar pelo polo e assim teremos
G=FF;.TT'. Para a hipérbole ou para a elipse,
fig. 3 ou fig. 4, uma © [Q] de raio gnalquer que passe
por F e F' serd inversa de si mesma, no mesmo sis-
tema; esta @ auxiliar corta o director ®[F,] nos

Hiperbole

Fig. 8

pontos M e N que sdo conjugados inversos e tere-
mos G=FF'. MN. A raiz quadrada da poténcia,
VGF. GF', obtem-se tirando a tangente GE & O[Q],
que na fig. 2 se traga especialmente para esse fim.

Obtivemos assim todos os elementos para a cons-
trugfio. Com G' e GK, traga-se o @ de auto-inversfo,

que determina sobre a directriz ou @ director os pontos
de tangéncia 7' e 7"; levantando em T e 1" perpen-
diculares a T7", fig. 2, ou unindo 7T e 7' com F},
fig. 3 e fig. 4, 0 que equivale ao mesmo, obtém-se so-
bre a recta dada os pontos P e P/, solugdes do pro-
blema proposto.

Elipse

Fig. 4

Nas fig. 2, 3 e 4 estio tracadas as curvas e as cir-
cunferéneias [P] e | P'], que nfo sfo necessdrias para
a construgfiio, mas servem para melhor inteligéncia do
que fica exposto.

Discussdo

Na posicdo relativa dos dados, de que resultam as
fig. 2, 3 e 4, ha duas solugdes ; assim sucederd sem-
pre que F'! ficar dentro do circulo director, consi-
derando no caso da fig. 2 o centro imprdéprio do lade
do foco.

Se F'! cair sobre a directriz, ou @ director, teremos
F'=G, e a @ de auto-inverso reduzida a um
ponto: a recta dada é tangente i curva; tire-se a
perpendicular 4 recta directriz ou use-se o ponto
G=F' com F; e teremos sobre a recta o ponto de
contacto da tangente 4 curva. Se F' cair fora do
circulo director, o problema niio tem solugfio, a recta
¢ exterior 4 curva.

Conclusao

O problema que resolvemos mostra-nos algumas das
possibilidades do método de transformagéo porinversio.
Outros problemas do mesmo género e de outros
diferentes poderiamos estudar, porque a inversio pode
aplicar-se nas mais variadas questdes da Geometria.
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PONTOS DE EXAME DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

F. C. L. — Exame pe Arrinio — Outubro de 1946

2343 — Determine as condigdes a que deve satis-
fazer o pardmetro m para que a inequagiio m+1—
—3m?—2mx—a? << 0 seja verificada por todo e qual-
quer valor real atribuido a =. R: A inequagdo pro-
postaéequivalente & sequinte x242mx+ 3m2—m—1>0,
e terd por isso que ser 2m*—m—1>0, quer dizer,
m<—1/2 ou m>1, visto serem —1/2 e 1 os zeros
do primeiro membro desta Gitima desigualdade.

2344 — Indique as condigdes a que devem satisfa-
zer os coeficientes da equagio ax?+br+c=0 para
que ela tenha: 1) uma raiz nula; 2) duas raizes nu-
las; 3) uma raiz infinita; 4) duas raizes infinitas.
R: 1) ¢=0, a+0; 2) ¢=0, b=0, a%0; 3) a=0,
b#0, ¢£0; 4) a=0, b=0, ¢+0.

2345 — Determine os” valores de & para os quais
sio iguais os radicais a3 e /a¥. R: Terd que
ser 3/k=Lk/27 ou s¢gja k?=:81, donde k=+9.

2346 — Dados um cateto e a drea dum tridngulo
rectingulo, deduza, em fun¢io dos dados, as férmulas
que exprimem os comprimentos dos lados desconheci-
dos do tridngulo e os seus dngulos. R: Seja A a
drea e b o cateto dados. O outro cateto ¢ € dado pela
expressio c=2A:b e a hipotenura a por
a={/(@AZ1DbA) : b2. A tangente do angulo B oposto ao
cateto b ¢ dado por tgB=b%2A ¢ C=90°—B.

2347 —Verifique aidentidade sec (a+8).sec (a—b)=
=1: (cos2a—cos?b). R: A ddentidade proposta €
equivalente a cos (a+b).cos (a—b)=cos?a—cos?b.
Como cos (a+b).cos (a—b)=cos? a cos?b—sen?asen?b=

=cos? a (1—sen?b) —sen?a (1—cos?b) =cos?a—cos?b,
fica verificada a identidade proposta.

2348 — Calcule sem recorrer as tdboas cosec 16 =/3.
R: Como é 16x/3=0n+=[3 e sen (br+w/3)=
—=sen (r+7/3) = —sen x/3=—/3/2, serd

cosec 16 =/3—=—21/3/3

2349 — Deduza o valor da razio entre a drea duma
esfera e a area total dum cilindro equilatero nela
inserito. R: O ecilindro equildtero inscrito na esfera
tem por medida da geratriz, que € igual ao diametro da
base, RyY2, se for R a medida de raio da esfera ;
entio a drea total do ecilindro € dada por

=R Y2 (RV2+R /2:2)=3xR2:
A razio pedida serd por isso 4= R?: (3= Ry:2)=8:3.

2350 — Considere uma circunferéncia e nela um
didmetro MN, e uma corda MP; e seja Q a extre-
midade da corda que se dirige segundo a bissectriz do
dngulo NMPFP. Prove que a tangente a circunferén-

.

cia no ponto Q é perpendicular & recta a que per-
tence a corda MP. R: O angulo NPM ¢ recto pois
estty inscrito num arco de 180°. Sendo Q o ponto médio
do arco NP a tangente em Q ¢ paralela & corda NP,
pois ambas sdo perpendiculares ao raio 0Q , se for O
o centro da circunferéncia. Assim a tangente € perpen-
dicular & recta a que pertence a corda MP .

2351 — Indique quais os mimeros inteiros que pode
somar simultineamente aos dois termos da fracgio
15/35 sem lhe alterar o valor. R: Os inteiros da
Jorma 3m e Tm onde m € um inteiro qualquer.

Sola Ses dos n.* 2343 a 2351 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA
ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. C.— Avcenra Surerior —1.° exame de frequén-

cia — 1945-46.
2 2 n+1
}'ngiu \/( E )Iogn.

2352 — Calcular
R: O teorema de Cauchy lim "/ ¢ (n)=lim¢ (n+1) /s (n)
(n — o0), conduz ao valor Li=1.

2353 — Determinar o intervalo de convergéncia da

série de termo geral u,= (zil) * R: Trata-se duma

série geométrica. I convergente para |x/(x—1)| <1,
ou sgja x <1/2.
2354 — Determine os limites laterais de
y=arctg 1/1 (x) para =z=1.

Rt vy(14+0)==/4 e y (1-0)==/2.
2355 — Calcular as derivadas das fungdes
a) ywarctg.i&i:ﬁ)_ . b) y=log 1_+aenf »
k (k2—3.e2) ? 1—sen®

R: a) y'=3k/(k2+x2); &) y'=secx/2.
Solugdes des n.% 2350 a 2351 deo L. Mendonga de Albuguergue.



