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nombre de lacunes entre les carrés qui interviennent 
dans l'équation ponctuelle et ceux qui interviennent 
dans l'équation tan gentielle. 

Dans tous les cas led, et en particulier si <i—1 
(variétés à un seul point double), 2 = 0 . 

Un hyperplan tangent touche uno hyperquadrique 
tangentioile à d—l carrés de , Or, ces hyper-
quadriques, l fois spécialisées par rapport à S, 
dépendent de (d—l) ( t f - l + 3 ) / 2 - l (Z + l ) /2 para-
mètres. 

Du même, les hyperquadriques ponctuelles, d t'ois 
spécialisées, ayant pour espace double S ^ , , dépen-
dent de n (n + 3)/2 — d (rf+l) /2 paramètres. 

Donc, les hyperquadriques de spécialisations rf, d' 
de S„, dépendent de n (n + 3 ) / 2 — d (d +1)/2 + 
+ ( d - l ) ( r f + 2 ) / 2 - i ( i + l ) / 2 = i » { n + 3 ) / 2 - l - / ( i + l ) / 2 
paramètres, et leur groupe automorphe esta: n(n + 2) — 
_ [ M < » + 3 ) / a * 4 - i ( i + l ) / 8 f ] — n ( « - J - l ) / 2 + l + ï ( / + l ) / 2 
paramètres. 

Il est remarquable que seules interviennent dans 
ces formules finales les valeurs do n et do l, mais 
non la place des l lacunes parmi l'ensemble des carrés 
figurant dans les équations ponctuelle et tangenticlle. 
En particulier, la géométrie pseudo elliptique (K=3 , 
d — d ' ^ 2 , 2=>0), dépend d'un groupe à 1 paramètres 
aussi bien que la géométrie euclidienne (il — 3, cï — 3, 
(î' — l , l , avec évidemment une structure diffé-
rente. 

Ce groupe contient des sous groupes invariants, en 
particulier celui qui correspond à l'invariance simul-
tanée du noyau tangenticl et des espaces linéaires 
générateurs du support ponctuel, et qui dépend de 
n (n + l ) /2 -)- 1 + 1 (l + l)/2 - (n - d) (n - d + l)/2-

- (n-cP) (n-d' + l)J2^1+dd' 
paramètres. 

D'autres sous-groupes invariants correspondent à 
l'invariance respective du noyau tangentiel ou des 
espaces générateurs ponctuels, ou du Sé_i double, etc. 

H 0 0 

X - A B 0 

C D H> 

La matrice de la transformation, présentée ci-dessus, 
conserve les points de Sd_t , et la variété quadratique 
ponctuelle. Donc II est une matrice orthogonale à 
n +1—d lignes et colonnes, et les deux tableaux supé-
rieurs indiqués par 0 sont composés de termes tous 
nuls. De même, la matrice transposée indiquant, 
sur les coordonnées tangentiel le s, la transformation 
inverse, IV est une matrice orthogonale à jï-f-1 — d' 
lignes et colonnes, et le troisième tableau indiqué 
par 0 est aussi composé de termes tous nuls. Quant 
aux tableaux A , B , C , D , ils sont composés d'élé-
ments arbitraires, en nombre total d(F. 

Remarquons que l'on ne peut pas on général normer 
en mémo temps toutes les coordonnées en sorte que 
les déterminants de II et If prennent en mime temps 
la valeur 1 . 

Le nombre de paramètres du groupe automorphe 
est donc : 
(n—d) (n+l-d)l2 + (n-d') (n+l-d1)/2+dd'+ 1 = 
—» (ji—1)/2 + 1 (l + l)j2, et le sous groupe invariant 

, IP~\E' dépend de 1 + iW' paramètres. 

II. Sobre o Cá/cu/o Simbólico 
Icontinuação do n." 311 

por José Sebastião e Silva 

Produto de operadores. Consideremos três con-
juntos A,B,C quaisquer, e sejam: <t>, uma transfor-
mado unívoca de A em B ; W, uma transformação 
unívoca do B em C. Chama-so produto de <t> por V, 
e representa-se por •[•. T (ou simplesmente por «Jílr), 
aquela transformação unívoca de A om C que equivale 
a aplicar sucessivamente (primeiro V e depois #); 
isto é, em símbolos: 

(<t>, 1') (x) = ® (v (x)) , para cada x e A . 

il) A oxpreg*&O xqA IÍI V,. UT-SO nqul iz pertencente a Aí. 

Ê claro que, em particular, os conjuntos A, B, C 
podem coincidir entre si. 

Exemplo: Se representarmos por H a classe dos 
seres humanos e escrevermos «y—padxv como abre-
viatura de «y é pai de asa e «y—mad m como abrevia-
tura de «y émãe de as» (designando por x,y elementos 
indeterminados do H, som distinção de sexo), é claro 
que os símbolos pad, mad representarão operadores 
definidos pelo menos numa parte H* de II—opera-
dores que fazem corresponder a cada elemento x 
de H* um e um só elemento (padx ou » « r ix ) de H. 
Ora é fácil ver que o produto pad . mad não é mais do 
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que o operador correspondente à expressão «avô 
materno de», pois que, por definição : 

( pad, mad) x pad (mad x) ; 
enquanto o produto mad. pad è o operador correspon-
dento à expressão «avó paterna des. E vê-se ime-
diatamente que 

mad . pad ^ pad . mad , 
o que basta para pôr em evidência este facto de 
notável interesse em Matemática: que a multipli-
cação entre operadores não é, no caso geral, uma opera-
ção comutativa. 

Dir-se-á que dois operadores <i>, 1' são permutáveis, 
quando se tiver, excepcionalmente, <t> V—Vflp. 

Exemplos: 1) As funções numéricas tp (a) = x—1, 
(J (a;) B y i , que constituem, manifestamente, trans-
formações unívocas do conjunto dos números reais 
em si mesmo, não são p e r m u t á v e i s p o i s que 
se tem ç ^ ( x ) ) ÍES3^® — 1, (cp (aí)) = 3v/as—í, e por-
tanto g>. ^ =j= tJ, . tp (isto ó, as operações de «subtrair 
uma unidade» e de «extrair a raiz cubica» não são 
permutáveis). Mas se pusermos 9 (a) = V ; B , ^ (x) s 
SB a;*, será f . í^ ' ) ' - <?, pois que se tem V ^ 1 = 
(isto é, as operações de «extrair a Taiz ciíbiea» e de 
«elevar ao quadrado» são permutáveis). 

2) Seja A um conjunto formado por 4 elementos, 
que designaremos por a , b, c , d. Uma transformação 
unívoca do conjunto A em si mesmo'" será, por exem-
plo, o operador o assim definido: 3 (a) = (>, o (&)—c, 
a (e) — b , o (cí) = 0 ; ou, mais condensadamente, con-
forme a notação usual da teoria de G A I . O I S : (6 c b a\ . 

(por cima de cada letra a sua trans-
a b e dj 

formada por meio de o). Uma outra transformação 
unívoca do conjunto A em si mesmo será, por exem-

/d b a c\ pio, o operador 8 ~ ( ). Ter-se-á então 
b e dj 

[a, e b b\ [b a b d\ 
= U 6 c; d)' 6 c d) e>P°rtant°' 

Mas já, por exemplo , os operadores 

( c d b a\ /b a d c\ , 

1, são permutáveis, como 
a b e d] \a b e d) á fácil verificar. 

fi • Cotivóm notar uuo. 00 caso das funç&os numí ricas, se 
apresentam dois conceitos nfto equivalentes de produto de duat 
funçãeM t : 1) o produto do 9 per 'i o a rUuçfto X tal que 
X (x) (x) . y f j ) [conceito usual] ; 2} o produto do 9 por V 
• 11 ruuçAo 6 tal que fl I - ; T (V (x)) [conceito aqui considerado], 

ParADB dlstlugalr, elivqar^inot ao primeiro produto r-li''.T C ao 
segundo produto operatório. 

1, fácil ver quo eutro o conjunto A o elo mesmo se podem 
deHuir ao toda 4* transformações unívocas. 

Todavia, a multiplicação entre operadores é sempre 
uma operação associativa; isto é, ter-se-á O ^ © ) » -
— ($1*) 8 , quaisquer que sejam os operadores <í>, 9 
e os conjuntos entre os quais êles operam; podendo es-
crever-se então mais simplesmente <!> 'I' O em vez de 
<P (W 8) ou de (<Mr) 6 . 

Observação: Quando, em vez da notação <t> (x), se 
usa a notação é cómodo dizer que '!•« representa 
o produto do operador í> pelo elemento as. Não resultará 
dal qualquer inconveniente, mas apenas vantagem, 
desde que se evite confusão entro o símbolo de ope-
rador e o símbolo de elemento. 

Potências de operadores. Do anterior conceito do 
produto de operadores resulta imediatamente uma natu-
ral definição de potência <t>" dum operador <t (com n 
inteiro ~> 1). Será, por definição: 

, <t>... (n vezes). 
Assim, por exemplo, se representarmos por D o 

operador de derivação, será D" a operação que con-
sisto cm derivar n vezes sucessivas (derivação de 
ordem JI) . Analogamente, o símbolo pad" designará, 
segundo as convenções precedentes, o operador corres-
pondente à expressão «o n-ésimo antepassado em linha 
masculina den. Outro exemplo: se for cp (x) EE t / l — x , 
será 

?í(x) = t / l - • í ^ í . ^ s s V l - t / l - v T ^ , e t c . ( l ) . 
Por outro lado, é natural pSr ainda, por definição : 

4 1 — « , qualquer que seja o operador tf . 
Finalmente, 6 natural convencionar que a potência 

de expoente 0 dum operador d) qualquer seja o opera-
dor idêntico (ou identidade), isto 6, aquele operador 
que faz corresponder a cada elemento x o mesmo 
elemento se; operador que representaremos por I . 
De acSrdo com tal convenção está o facto de se dizer 
que a derivada de ordem 0 de qualquer função é a 
própria função cp, o que, simbolicamente, se exprime 
d Sete modo: D°tf—<f (isto é D"—l) . 

Todas as anteriores definições de potência podem 
manifestamente resumir-se no seguinte esquema de 
recorrência: <tp = I ; ii»"+1 = <t>". <l>. E é fácil ainda 
demonstrar as propriedades: <S" V W •= ' 

, as quais resultam de assoei atividade da 
multiplicação. 

Soma de operadores. O conceito de soma •ti-hW de 
dois operadores í>, T (com ura mesmo domínio A e 

Mi K precise i.óo perder de vista q J n o caso das fun-
çOes uumâiicas, teremos dois coocoitos de , correspon-
dentes aos deis conceitos de prodttU> atrás citados. Assim, 
por ojeompio, a ejcj>rossAo h.-n*-t é susceptível de dois sEffiilfEca-
dos diversos: 1) s e u * x = seu jc . sen % , sou ar [significado usual]; 
S) x Hoii (sen (seu í ) ) [conceito aqui considerado]. 
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um mesmo contradomínio B) só costuma apresen-
tar-ae de modo natural, quando o conceito de adição 
se encontre já definido a respeito dos elementos de B . 
Em tal hipótese, chama-se soma de ® com e re-
presenta-se por 4> , aquele operador que faz corres-
ponder a cada elemento x de A o elemento 4>x+,i'a; 
de B ; isto é, em símbolos 

($+i r ) x — «JC+TÜ, para cada xeA. 

No caso das funções numéricas tal conceito coincido 
manifestamente com aquele usual. Assim, por exem-
plo, a soma das funções <p, 4< dadas pelas expressões 

= , = sen x é a função + $ dada pela 
expressão (? + <}) 3s = sen ®. 

Por outro lado, visto que entre as funções numéri-
cas se encontra assim definida uma adição, é claro 
que também, pelo mesmo processo, ficará definida uma 
adição entre os operadores que operam sobre funções 
numéricas (operadores de tipo 2) ; o assim sucessiva-
mente. Ter-se-à, por exemplo, segundo a definição 
geral (representando por rp uma qualquer função de-
rivável): 

(Z^ + D-M) <f = D3<f + D<f+<(. 

Não fará porém sentido falar, por exemplo, da soma 
dos operadores pad, mad atrás considerados, por isso 
mesmo que não está definida nenhuma adição entre 
seres humanos (isto é, nenhuma operarão que faça 
corresponder a cada par de pessoas te, y uma deter-
minada pessoa x+y chamada soma das duas pri-
meiras). 

Mas já faz sentido falar da soma das funções número 
de irmãos de x , número de irmãs de x , definidas 
em H, mas de contradomínio numérico (dados: seres 
humanos; resultados: números). 

Ê fácil agora verificar o seguinte facto importante: 
Se a adição definida em B e oaeoeiaii™, comutativa e 
invertiveln], o mesmo acontecerá a respeito da adição 
por ela induzida entre os operadores de contradomínio B. 

Ocorre ainda preguntar se a multiplicação atrás de-
finida entre operadores é distributiva respeito da adição 
agora introduzida entre os mesmos ; isto é, se as igual-
dades n ( i r + e ) — â m b i t o , ( f + v ) e ^ e + v © têm 
lugar quaisquer que sejam as transformações unívocas 
O, T , 0 de A em si mesmo (supondo definida em A urna 
adição). Ora, como o leitor pode facilmente consta-
tar, tal propriedade não 9t verifica no caso geral '5:, 
mas ela verifica-se, com certeza, se nos limitarmos à 

ÍIJ Chamamos naturalmente \n\vriil<l:dudt da adiç&o A possi-
bilidade de subtracção em qualquer easo-

I*) É todavia fácil ver que a segunda Igualdade, | 4') H 
™ ^B r ^'B (dãtributirídíuíe à direita) se verifica um qualquer 
caso. 

família daqueles operadores <D que satisfazem à con-
dição 

^ (as + y) ™ d> a; + í> y , 
quaisquer que sejam os elementos x, y de A ; opera-
dores que diremos distributivo» a respeito da adição. 

Exemplo notável dum operador (do tipo 2) distribu-
tivo a respeito da adição é, precisamente, o operador 
de derivação, pois que se tem: Z)^ + í>) « D ? + Dty 
quaisquer que sejam as funções deriváveis o , Mas 
já não é distributivo a respeito da adição, por exem-
plo, o operador 6 assim definido.* eTcp(x)=[í),<p (x) ] 
Distributivos a respeito da adição são ainda os ope-
radores M da forma Mx <? (x) = -y (x) . ç (x) , em que 
7(1) representa uma função fixada arbitrariamente. 
É interessante observar que os operadores desta forma 
não são permutáveis com D , 

Operadores numéricos. Entre os operadores defi-
nidos em campos numéricos ou funcionais figuram, 
em primeiro lugar, os midtiplicadores numéricos. Seja, 
por exemplo, ff o conjunto das funções reais definidas 
num mesmo intervalo : todo o número real a fará cor-
responder a cada função / pertencente a ff a função 
a.f pertencente ainda a ff">. Dêste modo, cada 
número real a definirá uma transformação unívoca 
de ff em si mesmo, de tal maneira que : 

1) A soma dos operadores definidos por dois núme-
ros a , b coincide com o operador definido pelo número 
tt + è ; pois que se tem af+ bf^-(a-J-i)f, qualquer 
que seja / e ff. 

2) O produto dos operadores definidos pelos núme-
ros a .b coincide com o operador definido pelo número 
a. b - pois que so tem a (bf) — (ab)f, qualquer que 
seja fe ff. 

3) O operador definido pelo número 1 coincido com 
a operação idêntica, 7 . 

Nestas condições, não haverá qualquer inconve-
niente em confundir os números cora os operadores 
por cies definidos (como multiplicadores). Assim, 
por exemplo, o símbolo 2/3 representará indiferente-
mente o número 2/3 ou aquele operador que faz cor-
responder a cada função f a função 2 / 3 f , etc. 
Analogamente, o operador idêntico I poderá confun-
dir-se com o número 1 e o operador nulo com o 
número 0 . Por outro lado, ficará automaticamente 
estabelecido o que deva entender-se poT soma a-f-4> 
dum número a com um operador tt>, por produto a . d> 

MJ y claro que consideramos aqui como produto dtm número a 
por Nrfia função f & funçllo a uslm definida : ( o * / ) ( x ) = a .f(x) . 
Também 6 manifesto que as eonslderaçBes aqui desenvolvidas 
se aplicam, mutatis Til ufa 7!'';'. aoü conjuntos do funções complexas 
do variável complexa definidas n•m mosmo domínio: u t i o os 
multiplicadores numéricos sorSo números complexos. 
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dum número a por um operador tj> e por produto "S , a 
dum operador <t por um número a —uma vez estabele-
cido que os números se podem conceber como opera-
dores. 

[Para concretizar ideaa, tomemos para exemplo um 
circuito eléctrico simples, com uma resistência r , 
uma indutância l e uma fôrça eleetromotriz & {<), 
função do tempo. A intensidade 3(t) da corrente 
deste circuito deve, como se sabe, verificar a equação 

d 
diferencial r 3(l) +1 3 (í) = £ (í) , ou seja, mais 

condensadamente : (r + l D) 3=* S • Se então puzermos 
r + IZ)=Éi, virá fe> , e podemos dizer, por analo-
gia com a lei de Ohm, que o operador © — soma do 
operador numérico r com o operador diferencial 1D — 
representa a resistência funcional do circuito conside-
rado. Mas é preciso não esquecer que nem S , 3 são 
números (mas sim funções), nem 8 é um coeficiente 
numérico, tal como r] . 

Posto isto, poderemos já definir função racional 
inteira dum operador <I> , Daremos Ssse nome a toda 
a função de <t> que se exprima por meio dum número 
finito de sucessivas adições e multiplicações a partir 
do 4> Ü de constantes numéricas. 

O que desde logo ocorre preguntar é se é licito 
tratar as funções racionais inteiras de operadores com 
as mesmas regras que se usam para as funções racio-
nais inteiras de variáveis numéricas"', e se, em par-
ticular, toda a função racional inteira do 't> é redutí-
vel à forma dum polinómio inteiro em <l>: 

a0<t>"-j-a, . . + 4> + a„ 

(em que a0, a,,.. . , a„ designam constantes numéricas 
arbitrárias e n um número natural qualquer). 

Ora, como se pode ver fácilmente, a resposta énega~ 
tiva no caso geral, mas afirmativa se nos limitarmos à 
classe daqueles operadores <E< que verificam as condições 
seguintes: 1) 4> (f+g)-^f-r<S>g ; 2) <t (af) = o (<t>/) , 
quaisquer que sejam o número a e as funções f,g 
pertencentes ao domínio de <t>. A primeira destas 
propriedades já sabemos que se exprime dizendo que 
<t> é distributivo a respeito da adição ; quanto à segunda 
ela exprime-se, naturalmente, dizendo que <t> é per-
mutável com os multiplicadores numéricos [podíamos 
escrever mais simplesmente >t>a — em vez de (o/)™ 
— o ('í>/)] ; finalmente, as propriedades 1), 2), verifi-
cadas conjuntamente, exprimem-se dizendo que o 
operador * é linear. 

Exemplo notável dum operador linear é, precisa-

' : ' Dotcr-nos-emos oportunamente s"I-r•• o sentido preciso desta 
quostáo. Trata-se aflora apenas de sugerir o problema. 

mente, o operador de derivação, D , pois que, além 
de ser, como já vimos, distributivo a respeito de 
adição, 3le é ainda permutável com os factores numé-
ricos [D ( i / ) — a ( D f ) , qualquor que sejam o número 
a e a função derivável / ] . Dêste modo, todas as 
regras aplicáveis ás funções i acionais inteiras duma 
variável numérica, serão ainda aplicáveis às funções 
racionais inteiras do símbolo D . Assim, por exem-
plo, ter-se-à: 

( í ) ! + 2 D - 3 ) ( D í - 2 D - 3 ) - . D * - 1 0 D í + 9; D*-
- 5 D - 3 6 - (D - 3) ( D + 3 ) ( D - 2 1 ) (D+2 í), etc., etc. 

Exemplos de operadores lineares são os próprios 
operadores numéricos. Tem-se, com efeito: 1) a (f+g) — 
— af+ag; 2) o (ô / )— b (af) , quaisquer que se|am as 
funções f,g e os números a, b . 

Outro exemplo de linearidade é-nos dado pelos 
operadores M atrás citados. 

Todavia, nós aqui lirnitárno-nos a definir o conceito 
de linearidade para operadores cujos domínio e con-
tradomfnio são constituídos por funções(1). Ora a ver-
dade é que tal conceito se estende fecundamente a f . 
muitos outros campos, e se quizermos, por uma racio-
nal medida de economia do pensamento, abraçar 
numa mesma teoria o maior número possível de domí-
nios, devemos manter-nos fiéis ao método da Análise 
Geral: oi«irair completamente da natureza dos entes 
que constituem os dados e os resultados dos operadores, 
retendo apenas as propriedades formais de certas rela-
ções definidas entre esses entes (por exemplo, as pro-
priedades formais da adição). 

É-se dês te modo levado, naturalmente, ao conceito 
abstracto de sistema vectorial. 

Observe bem o leitor coma o conceito que Tamos deflolr 
(para o qual se adoptou A designação «sistema vectorial«) correi-
ponde exactamente ao fim que tios propomos atingir. Ele permi-
tirá definir com a máxima amplitude possível o conceito de 
linearidade, conservando o que ii&ste existe de essencial. Em 
particular, toniar-se-à licito falar de /unções racionai* (inteira* 
ou fraccionarias) de IÍTR OU mais operadores lineares permutáveis 
entre si, e aplicar a tais funçOes as regras do cálculo algébrico 
ordinário. 

Quando depois se tratar de definir func&cs irracionais o» 
transcendentes de operadores lineares, será necessário restringir o 
conceito de «sistema vectorial*, inserindo nele D i u conveniente 
nnç&o de «limite*. Poderemos entUo Instituir em bases rigoro-
sas uru cálculo dos operadores tintares, do que será apenas um 
caso particular o cálculo simbólico dos electrotécnicos (pelo menos 
numa parte em que este admissível). 

Ill O conceito estende-se Imedlatamonte ao coso dos operado-
res do domínio e contradominlo numéricos ; mas & fácil ver que 
as únicas funções lineares duma variável numérica sfto aquelas 
da forma yx = ax, em que a designa uma constante numérica 
arbitrária. Oa operadores tefff , y/ V ~> » cos , etc. sRo noto-
riamente nAo lineares. 
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r. li5o harerá nisto tmda do arbitrário ou do ortlllrjusu. 
Tudo t ri dorft aturai mo uto para um fim, como o leitor vai tor 
ocasiAo do constatar» 

Sistemas vectoriais,1,1 Por sistema vectorial ou sis-
tema de vectores relativo ao corpo real, R , entende-se 
toda a classe S de entidades u , v , . . . de natureza 
qualquer, a respeito das quais sejam definidas duas 
operações —adição o multiplicação escalai—de acordo 
com os preceitos seguintes : 

Vi) Para todo o par de elementos de S existe 
um e um só elemento de S chamado soma de u com v 
o representávcl por U + Y; 

KJ) U + V = V + Uquaisquer que sejam U . v <I S 
(comulatividade) ; 

F3) ( U - | - V ) + W ^ U + ( Y 4 - W ) , quaisquer que sejam 
ti, v , w e S (associatividade); 

V^) Dados dois quaisquer elementos u , Y de S, 
existe sempre um e um só elemento z de S , tal que 
u-f-x—v; podendo escrever-se então i = y—u (inver-
tibilidade) ; 

Fj) Para cada par o , u formado por um mi mero 
real a e por um elemento u do S , existe um e um 
só elemento de S chamado produto de a por u e repro-
sentável por a 11; 

F () a ( m - Y j - o n + o v ; 
Vi) ( A + È) U — A U + 4 Y ; 

F „ ) a ( i D ) - ( a b) tt 
F,) 1 .u = n ; 

quaisquer que sejam U , Y e S j a,be B. 
As propriedades Fj a Pi , quando verificadas con-

juntamente, costumam também exprimir-ee, dizendo 
que a classe S constitue um grupo comutativo ou abe-
liano a respeito da adição. De tais propriedades 
resulta, em particular, que existirá necessária mente 
em S um e um só elemento x tal que: u + i ^ u , qual-
quer que seja u 0 S . Representaremos por O este ele-
mento e cb amar-lhe-em os o zero do sistema S . 

Os elementos U, Y , . . . do sistema vectorial S serão 
chamados vectores, e os elementos a , b,... do corpo 
li serão chamados escalares rJ'. 

Na anterior definição, o corpo real B pode ser 
substituído por um outro corpo qualquer, por exem-

"•' Muitos autores usam a doitgnaç&o «ospaçe vectorial* eu 
ainda «espaço linear«, com o significado que atribuímos aqui a 

»tem a vectorial». 
W A oxpreg&Ao « u , v ti S* doro Jor-flo aqui *u , v ptrlencen* 

ta a Sn. 
'r. A razão do tal terminologia oatá om quo ala sugere ana-

logias fecundas com av uoç&ea do cálculo rectorJal ordinário. 

pio, o corpo complexo, K, o corpo racional, Ba, etc., 
e assim teremos: sistemas vectoriais relativos ao eorpo 
complexo, sistemas vectoriais relativos ao corpo racio-
nal, etc. 

Exemplos: a) Um primeiro exemplo dum sistema 
vectorial relativo ao corpo real é-nos fornecido pelos 
vectores do cálculo vectorial elementar. Como se sabe, 
cada vector é, neste caso, definido por um segmento 
orientado AB, isto é, um segmento ao qual se atribui 
um determinado sentido de percurso, dizendo-so que 
dois segmentos orientados definem o mesmo vector, se, e 
só se, têm a mesma direcção, o mesmo sentido e o 
mesmo comprimento. Por outro lado, sabe-se o que se 
entende então por soma de dois vectores (obtida segundo 
a regra do parai cl ogramo) e por produto dum número 
real por um vector; e é bem fácil constatar que as 
operações assim introduzidas verificam as condições 
V, a V,. 

b) Convencionemos agora chamar vector n-dimen-
sional a toda a sucessão (as,, , . . . , xj) de n números 
reais, chamando soma de dois vectores (as, , x , , . . . , x , ) , 
(x*, x',..x" ) à sucessão (x, -f- x*, x , + x j , . . . , x.-l-x*) 
e produto dum número real a. por um vector (x, ,ac5,.a;„) 
à sucessão (ox,, a x t , . . . , ax„) , É fácil ver então que 
o conjunto Il„ de todas estas sucessões (chamadas 
agora vectores n-dimensionais) constitue, com as duas 
operações que nele introduzimos, um sistema de vecto-
res relativo ao corpo real, A tal sistema R„ dá-se o 
nome de espaço vectorial cartesiano a n dimensões reais. 

Se, em vez de sucessões de n números reais, conside-
rarmos as sucessões de n números complexos, seremos 
conduzidos ao conceito de espaço vectorial carte-
siano K1L, a TI dimensões complexas, o qual constitue, 
manifestamente, um sistema vectorial relativo ao 
corpo complexo. 

c) Um outro exemplo dum sistema de vectores rela-
tivo ao corpo real é o conjunto SF, já atrás conside-
rado, das funções reais de variável real definidas num 
mesmo intervalo, dando às expressões o soma f + g de 
duas funções f , gi> e «produto a f dum número real a 
pela função f» o significado que usualmente lhes ó 
atribuído. Os vectores são portanto, neste caso, as 
funções f , g , . . . 

Se, em vez das funções reais da variável real, con-
siderarmos funções complexas da variável complexa 
(definidas num mesmo domínio), teremos af um novo 
exemplo dum listema vectorial relativo ao corpo 
complexo. 

Muitos outros exemplos de sistemas vectoriais 
podiam ser citados ainda. 

O p e r a d o r e s lineares. A n é i s . Sejam S , S * dois 
quaisquer sistemas vectoriais (relativos ao mesmo 
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corpo) e seja <t> uma transformação unívoca de S em 
S*. Diz-se que o operador it> è linear, quando veri-
fica as condições: <t> (a + v) = • a + * v , <t> {a u) 
a (<t> u) , quaisquer que sejam os vectores u , v e S e o 
escalar a, É fácil ver desde logo que o produto ou 
a soma de dois operadores lineares é ainda um operador 
linear. 

Representemos por A (S) o conjunto de todas as 
transformações lineares do sistema vectorial S em si 
mesmo. Facilmente se reconhece que a adição e a 
multiplicação definidas em A (SJ conforme as conven-
ções precedentes gozam das seguintes propriedades : 

]) Propriedades da adição: univocidade, associati-
vidade, eomutatividade e reversibilidade (Isto é, 
A (S) forma um grupo eomutatipo a respeito da adição). 

II) Propriedades da multiplicação: univocidade, 
assoei atividade e existência de unidade (o operador 
idêntico). 

III) Propriedade mista : distributividade da multi-
plicação a respeito da adição. 

Todas estas propriedades, assim verificadas con-
juntamente — excluída a da existência de unidade — 
exprimem-se dizendo que o conjunto A (S) constituo 
um anel a respeito das duas operações consideradas. 

Nota: Observemos que também o conjunto dos 
números inteiros (positivos e negativos), o conjunto 
dos números pares, o conjunto dos polinómios intei-
ros em x, etc., etc. constituem anéis a respeito da 
adição e da multiplicação ordinárias, mas com estas 
diferenças capitais: 1) nestes últimos conjuntos a 
multiplicação é comutativa ( 2) o produto a. b de 
dois elementos nesses conjuntos não pode ser nulo, 
sem que um pelo menos dos factores o seja; ao passo 
que, na família A (S), excluído o caso de S ser uni-
dimensional ">, a multiplicação não é comutativa e 
existem pares de elementos (chamados divisores de 
sero) cujo produto é nulo sem que nenhum dos facto-
res o seja. Pois bem: dá-se o nome de domínios de 
integridade àqueles anéis, como o anel dos inteiros, 
em que a multiplicação é comutativa e o anulamento 
do produto implica o anulamento de um, pelo menos, 
dos factores. 

Observemos por outro lado que também o conjunto 
dos números racionais, o conjunto dos números reais 
o conjunto das funções racionais, etc., são domínios 
de integridade — mas com esta diferença ainda: que, 
nêstes últimos conjuntos, ao contrário do que sucede 

nos primeiros, a equação a x = b é resolúvel para 
todos os pares de elementos a,b tais que . 
Dá-se o nome de corpos ou domínios de racionalidade 
a tais domínios de integridade. 

É ainda de notar que o anel A (S) contém «ernpre 
um corpo : o corpo dos operadores escalares. 

Transformações lineares entre espaços carte-
sianos — Supondo fixado, no espaço ordinário, um 
ponto O como origem, cada ponto A do cBpaço defi-
nirá um vector: o vector lepresentado por ÜA. Trans-
formações lineares deste sistema vectorial em si 
mesmo são, por exemplo, as homotetias em relação à 
origem (correspondentes aos operadores escalares), as 
rotações em torno da origem, as projecções cilíndricas 
sobre planos que passam pela origem, etc,, etc. 

Consideremos, para fixar ideas, o espaço vecto-
rial Rz, cujos elementos são, como sabemos, os pares 
ordenados de números reais (vectores do plano); 
e representemos por 'i> o operador que faz correspon-
der a cada elemento (x^ , xj) de o elemento (xj, x2) 
de dado pelo sistema 

(1) í f 1 " " 1 1 "H + ^ t f ^ ) 
l xi + oj; xj 

em que OJI , a^, a j j , a^ representam números reais 
quaisquer. Pois bem: ó fácil ver que não sò a trans-
formação <1> assim definida ê linear, como toda a trans-
formação linear de li; em Rj se pode reduzir à forma( 1) 
mediante uma fixação oportuna dos coeficientes a,|, aa, 
«zi, aiz - Dêste modo, cada transformação linear de 
Jfj em Rz será univocamente representada pelo qua-

Í
ílji ) 

1 — de tal maneira que matrizes 
ai\ "vt. J 

distintas representarão operadores distintos. O opera-
dor idêntico, 1 , será então representado pela matriz 
f 1 0 l , . f ° ° l , 
l 0 1 í ' S ° °Per ^ Pe a i n a t r l a 1 o Q I ' c ' u m 

modo geral, cada operador escalar a terá a represen-

Í
B C l í í l j i 042 1 

j . A soma de dois operadores i } , 
0 o 1 t ou aa J 

{" 12 1 será, como é fácil ver, o operador 
1 

{dji + 0,2 + ba ) 

M e o produto dos mesmos ope-
ati + bt 1 an + fia J 

li) Dlz-so que um sistema vectorial 8 •> unidimentionat quando 
todoa ÜB elementos de S se pedem obter de um deles (^T O), 
multiplicando-o por escalares. 

(ü A referida propriedade do anulamento do produto está já 
Implícita na resolubilidade do a x = b para a^fzO (admitidas aa 
restantes propriedades). Dftste modo, podamos definir corpo como 
todo o anti '!"r< com a evcliuio do stro, forma um grupo comuta-
tivo a respeito da multiplicação. 
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radores, na ordem em que estão escritos, será o operador 

{«li iii + oj? bil t j] b n + a n b n | 

ati + íij! i u + o ^ ò j j J 
0 leitor pode agora constatar que, por exemplo, as 

_ f 1 0 ) ( 4 11 , . 
transformações J 1 J 11 0 1 J n a o E a o P e r [ n l l ' a v e J S ' 

[ l O l [ 0 0 1 , , 
e que o produto j n n [ ' 1 n i í nulo sem que ne-
nhum dos factores o seja — o que mostra que o anel 
A (Jii) não é um domínio de integridade. 

Todas estas considerações se ex tendem imediata-
mente ao caso dos espaços vectoriais cartesianos com 

um número n qualquer de dimensões, reais ou com-
plexas ; então, os operadores lineares serão represen-
tados por matrizes de ordem n, isto é, matrizes com n 
linhas e n colunas. 

(Continua) 

Nofe j Não tendo sido possível terminar no presente 
número esta série do artigos, fica transferida para o 
número seguinte a bibliografia já prometida. 

Errata: No artigo do número precedente, pág. 2. 
linhas 13, 15, 30, onde está escrito x—D, deve ler-se 
D — « . 

P E D A G O G I A 
ALGUMAS DEFICIÊNCIAS EM MATEMÁTICA DE A L U N O S DOS LICEUS 

por Maria Teodora Alves 

Quando as deficiências em Matemática, acumuladas 
num dado aluno, atingem certo nível, esse aluno, por 
maiores esforços que faça não poderá prosseguir os 
seus estudos. O desânimo do aluno o . . . o medo à 
Matemática são as consequências mais imediatas do 
facto. 

A escola tem, por isso, de procurar, a respeito de 
cada aluno, as suas deficiências, as quais podem ser 
de muito variada natureza, afim de as corrigir pron-
tamente, evitando a formação de um complexo de 
inferioridade capaz de produzir graves perturbações. 

Os Professores de Matemática do Liccu de Passos 
Manuel acordaram em que se começasse, por averiguar 
as deficiências de técnica de Cálculo Aritmético e 
Algébrico que, em cada ano do curso dos Liceus, os 
alunos trazem do ano anterior. 

Por amabilidade para comigo incumbiram-me da 
organização dos respectivos testes c do estudo esta-
tístico do resultado dos ensaios. 

A técnica do Cálculo Aritmético e Algébrico é um 
objectivo subsidiário do ensino da Matemática na 
escola secundária. 

Daí porque sem o conhecimento da técnica do Cál-
culo Aritmético e Algébrico não é possível prosseguir 
no estudo da Matemática e extrair portanto, as van-
tagens que esse estudo proporciona .1 formação men-
tal da criança e do adolescente, a importância da 
técnica do Cálculo Aritmético e Algébrico e a neces-
sidade do seu domínio pelos alunos. 

Embora um dos mais altos espíritos da humanidade, 
Goethe, tenha afirmado que »A cultura mental propor-
cionada pelas matemáticas é particular e reduzida em 

sumo grau» em todos os tempos, e actualmente tam-
bém, a Matemática tem sido considerada um agente 
insubstituível na formação mental da criança e do 
adolescente. 

Os modernos psicólogos e pedagogos, rejeitando a 
velha teoria das disciplinas formais, retiraram à Mate-
mática e aos estudos clássicos o monopólio que exer-
ciam na educação, mas, como não negam a transferen-
cia do adestramento, isto é, na influência que uma 
melhoria ou transformação numa função mental tem 
sobre as outras funções mentais» (Thorndike), a Mate-
mática não fica, por isso, deminuida na sua acção 
educativa. 

Eles discutem quanto e como se transfere ou o que 
se transfere, mas pode dizer-se que unanimemente 
aceitam que se realiza a transferência. 

A esso respeito Inglis, quanto i Matemática diz 
«é igualada por poucas outras matérias do curso 
secundário, mas por nenhuma excedida». 

Na transferência do adestramento de uma forma 
mental para outras, o método de ensino e os assuntos 
de incidência do ensino são elementos essenciais, isto 
é, o professor e o programa são peças basilares. Se 
o ensino da Matemática fôr concentrado em si próprio 
e desligado das suas conexões com a vida, poderá 
formar peritos neste ramo do saber—-não é o objec-
tivo da escola secundária—mas terá pouco valor 
educativo. 

Além disso, o muito, o complicado e o difícil e 

111 Cimçlo de Adolf Rude. 


