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nombre de lacunes entre les carrés qui interviennent
dans 1'équation ponctuelle et ceux qui interviennent
dans 'équation tangentielle.

Dans tous les cas I <d, et en particulier si d=1
(variétés A un seul point double), I=0.

Un hyperplan tangent touche une hyperquadrique
tangentielle & d— carrés de S,,. Or, ces hyper-
quadriques, [ fois spécialisées par rapport a §,,,
dépendent de (d—1) (d—1+3)/2—1({+1)/2 para-
métres.

De méme, les hyperquadriques ponctuelles, d fois
spécialisées, ayant pour espace double S, , dépen-
dent de n (n+3)/2 —d (d+1)/2 paramétres.

Done, les hyperquadriques de spécialisations d, d'
de S,, dépendent de n(n+3)/2—d(d+1)/2+
+(@—1) (@+2)[2—1(+1)/2=n(n+3)/2—1—1(I+1)/2
paramétres, et leur groupe automorphe esta: n(n+2)—
—[n (n+3)/2—1—-1(+1)/2]=n (n+1)/2+1+1 ({+1),2
paramétres.

Il est remarquable que seules interviennent dans
ces formules finales les valeurs de n et de I, mais
non la place des ! lacunes parmi 'ensemble des carrés
figurant dans les équations ponctuelle et tangentielle.
En particulier, la géométrie pseudo elliptique (n=3,
d=d'=2, 1=0), dépend d'un groupe a 7 paramétres
aunssi bien que la géométrie euclidienne (n=3, d=3,
d'=1,1=0), avec évidemment une structure diffé-
rente.

Ce groupe contient des sous groupes invariants, en
particulier celui qui correspond & l'invariance simul-
tanée du noyau tangentiel et des espaces linéaires
générateurs du support ponctuel, et qui dépend de
an+1)2+1+I(0+1)2—n—d)(n—d+1)/2—

— (n—d") (n—d'+1)/2=1+dd'
paramétres.

D’auntres sous-groupes invariants correspondent &
I'invariance respective du noyau tangentiel ou des
espaces générateurs ponctuels, ou du §,_; double, ete.

H 0 0

X=|| 4 B 0 @

La matrice de la transformation, présentée ci-dessus,
conserve les points de S, ;, et la variété quadratique
ponctuelle. Done H est une matrice orthogonale &
n+1—d lignes et colonnes, et les deux tableaux supé-
rieurs indiqués par O sont composés de termes tous
nuls. De méme, la matrice transposée indiquant,
sur les coordonnées tangentielles, la transformation
inverse, H' est une matrice orthogonale &4 n+1—d'
lignes et colonnes, et le troisidme tableau indiqué
par O est aussi composé de termes tous nuls. Quant
aux tableaux 4,8, C, D, ils sont composés d'élé-
ments arbitraires, en nombre total dd'.

Remarquons que l'on ne peut pas en général normer
en méme temps toutes les coordonnées en sorte que
les déterminants de H et H' prennent en méme temps
la valeur 1.

Le nombre de paramétres du groupe automorphe
est donec:

(n—d) (n+1—d)[2 + (n—d') (n+1—d') [2+dd'+1 =
=n (n—1) [2+1 (I+1) /2, et le sous groupe invariant
H=E , H=)E' dépend de 14dd' paramétres.

Il. Sobre o Célculo Simbélico

(continuagdo do n.° 3])
por José Sebastizo e Silva

Produto de operadores. Consideremos trés con-
juntos 4, B, C quaisquer, e sejam: ®, uma transfor-
magio univoca de 4 em B; ¥, uma transformagio
univoca de B em €. Chama-se produio de @ por W,
e representa-se por @.W¥ (ou simplesmente por ®W),
aquela transformagiio univoca de 4 em C que equivale
a aplicar sucessivamente W,® (primeiro W e depois ®);
isto é, em simbolos:

(@.7) (z) =@ (¥ (2)),

para cada e d."

1) A expressio xzgd deve ler-se aqui w«x perfencente a Anr.

E claro que, em particular, os conjuntos A4, B,C
podem coincidir entre si.

Exemplo: Se representarmos por H a classe dos
seres humanos e escrevermos «y=pad x» como abre-
viatura de «y € pai de x» e ay=mad x» como abrevia-
tura de «y émde de x» (designando por w,y elementos
indeterminados de H, sem distingdo de sexo), é claro
que os simbolos pad,mad representario operadores
definidos pelo menos numa parte H* de H—opera-
dores que fazem corresponder a cala elemento «
de H* um e um s6 elemento (pad = ou madx) de H.
Ora é fdeil ver que o produto pad .mad nfio é mais do
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que o operador correspondente & expressio «avd
materno de», pois que, por definigéo :

(pad . mad) = = pad (mad x) ;
enquanto o produto mad . pad é o operador correspon-
dente a4 expressio «avdé paterna dew. E vé-se ime-
diatamente que
mad . pad & pad . mad ,

o que basta para pdr em evidéncia este facto de
notdvel interesse em Matemdtica: que a multipli-
cagdo entre operadores ndo €, no caso geral, uma opera-
gdo comutativa.

Dir-se-4 que dois operadores ®,W sio permufdveis,
quando se tiver, excepcionalmente, ®¥W="®.

Exemplos: 1) As fungdes numéricas ¢ (z)=z—1,
Y (x) = “ﬁ, que constituem, manifestamente, trans-
formagbes univocas do conjunto dos nimeros reais
em si mesmo, ndo sdo permufdveis ™, pois que
se tem g (§ (<)) =%z —1, ¢ (¢ (2)) =*/=—1, e por-
tanto 9.9 5=4¢.o (isto é, as operagdes de «subtrair
uma unidade» e de wsextrair a raiz cibica» nfo sfo
permutdveis). Mas se pusermos ¢ () =%z, $ (@)=
=a2a? serd ¢.¢=1{.9, pois que se tem ay/a:_‘s(ay/;:),
(isto é, as operagdes de «extrair a raiz cibica» e de
«elevar ao quadrado» sfo permutdveis).

2) Seja A um conjunto formado por 4 elementos,
que designaremos por a,b,c,d. Uma transformagio
univoca do conjunto 4 em si mesmo ® serd, por exem-
plo, o operador s assim definido: o (a)=b, o (b)=¢c,
o(¢)=b,s(d)=a; ou, mais condensadamente, con-
forme a notacio usual da teoria de Gavois:

g b e d
formada por meio de o). Uma outra transformagio
univoca do conjunto 4 em si mesmo serd, por exem-

b ¢ b a
o= ( ) (por cima de cada letra a sua trans-

d b a c
plo, o operador an(a b s d)' Ter-se-4 entdo
a ¢ b b b a b d
(a Bow d) (a b ¢ d) S PeTmnO,

ais=06s. Mas jd4, por exemplo, os operadores
a d

e d b a b e % tdvei
o permutdveis, como
abcd)’abcd)sp &
é fdeil verificar.

1) Convém notar que, no caso das fun¢des numéricas, se
apresentam dois conceitos nfio equivalentes de produfo de duas

fungles 9, 'il: 1) o produto de ¢ por ‘P & a funglo ) tal que
% (2)=9 (z) . ¥ (x) [conceito usual]; 2) o produto de @ por ¢
é afunclio 0 tal que 0(2)=9 (¥ (=) [ ito aqui ado].

Para os distinguir, chamaremos ao primelro produlo elementar e ao
segundo produfo operatirio.

2) E ficil ver que entre o conjunto 4 o ele se pod
definir ao todo 4'=256 transformagdes univocas.

Todavia, a multiplicagio entre operadores € sempre
uma operagio associativa; isto é, ter-se-4 & (v0)=
=(P¥) 8, quaisquer que sejam os operadores P, ¥, 6
e 0s conjuntos entre 0s quais &les operam; podendo es-
crever-se entio mais simplesmente ®¥ 6 em vez de
®(v0) oude (Pw)O .,

Observagiio : Quando, em vez da notagfo @ (x), se
usa a notagdo ®x, é cdmodo dizer que dx representa
o produto do operador ® pelo elemento = . Nao resultard
dai qualquer inconveniente, mas apenas vantagem,
desde que se evite confusfo entre o simbolo de ope-
rador e o simbolo de elemento.

Poténcias de operadores. Do anterior conceito de
produto de operadores resulta imediatamente uma natu-
ral definigdo de poténcia ®" dum operador ® (com n
inteiro > 1). Serd, por defini¢fo:

P'=d.0...d (n vezes) .

Assim, por exemplo, se representarmos por D o
operador de derivagio, serd )" a operagdo que con-
siste em derivar n vezes sucessivas (derivagdo de
ordem n). Analogamente, o simbolo pad" designard,
segundo as convengdes precedentes, o operador corres-
pondente 4 expressio «o n-ésimo ante do em linha
masculina de». Outro exemplo: se for o(@x)=y1—=,
serd

(@) =Vi- Vi, ¢ @=V1-Vi- Vis, ete..

Por outro lado, é natural pér ainda, por definigfo :
dl=d, qualquer que seja o operador @ .

Finalmente, é natural convencionar que a poténcia
de expoente 0 dum operador © qualquer seja o opera-
dor idéntico (ou identidade), isto ¢, aquele operador
que faz corresponder a cada elemento ® o mesmo
elemento x; operador que representaremos por I.
De acdrdo com tal convengio estd o facto de se dizer
que a derivada de ordem O de qualquer fungiio ¢ é a
prépria fungdo ¢, o que, simbdlicamente, se exprime
déste modo: Dog=¢ (isto é D°=1I).

Todas as anteriores definigdes de poténeia podem
manifestamente resumir-se no seguinte esquema de
recorréncia: d'=J;o"*!' =" &. E é ficil ainda
demonstrar as propriedades: ©"@" = " Q" = pmHI
(o™)"=adm", as quais resultam de associatividade da
multiplicacg3o. ~

Soma de operadores. O conceito de soma ©+¥ de
dois operadores ®,¥ (com um mesmo dominio 4 e

() ¥ preciso nfio perder de vista que, no caso das fun-
¢bes numéricas, teremos dois de pofénei P
dentes aos dois conceitos de produlo atrds citados. Assim,
por exemplo, a expressiio sen*x & susceptivel de dois significa-
dos diversos: 1) sen’*x=senz.senz.senx [significado usual];

2) sen® x =sen (sen (sen x)) [conceito aqui considerado] .




10

GAZETA DE MATEMATICA

um mesmo contradominio B) sd costuma apresen-
tar-se de modo natural, quando o conceito de adigdo
se encontre ji definido a respeito dos elementos de B .
Em tal hipétese, chama-se soma de ® com ¥, e re-
presenta-se por @+ ¥, aquele operador que faz corres-
ponder a cada elemento = de 4 o elemento ¢x+Va
de B; isto é, em simbolos

(*+Y¥) x = dw+W¥x, para cada xed.

No caso das fun¢des numéricas tal conceito coincide
manifestamente com aquele usual. Assim, por exem-
plo, a soma das fungBes ¢,¢ dadas pelas expressdes
ez =\ 2?—1,{x=e"sen = é a funclo ¢+ ¢ dada pela
expressiio (p+4¢) s=yx?—1+e"senw®.

Por outro lado, visto que entre as fun¢des numéri-
cas se encontra assim definida uma adig8o, é claro
que tambem, pelo mesmo processo, ficard definida uma
adi¢fio entre os operadores que operam sébre fungdes
numéricas (operadores de tipo 2) ; e assim sucessiva-
mente. Ter-gse-a, por exemplo, segundo a definigHo
geral (representando por ¢ uma qualquer fungio de-
rivdvel) :

(D*+D+1) e =D¢+De+e.

Néo fard porém sentido falar, por exemplo, da soma
dos operadores pad ,mad atrds considerados, por isso
mesmo que ndo estd definida nenhuma adigdo entre
seres humanos (isto é, nenhuma operagiio que faga
corresponder a cada par de pessoas x,y uma deter-
minada pessoa x+y chamada soma das duas pri-
meiras).

Mas j4 faz sentido falar da soma das fungdes nimero
de irmdos de x, ntmero de irmds de x, definidas
em H, mas de contradominio numérico (dados: seres
humanos ; resultados: ndmeros).

E fécil agora verificar o seguinte facto importante:
Se a adigdo definida em B ¢ associativa, comutativa e
invertivel V', o mesmo acontecerd a respeito da adigio
por ela induzida entre os operadores de contradominio B.

Ocorre ainda preguntar se a multiplicagio atrds de-
finida entre operadores é distributiva respeito da adi¢io
agoraintroduzida entre os mesmos ; isto &, se as igual-
dades @ (¥+0)=0¥+00, (0+¥) O=004+v0 tém
lugar quaisquer que sejam as transformagides univocas
P, 7,0 de A em si mesmo (supondo definida em 4 uma
adi¢do). Ora, como o leitor pode facilmente consta-
tar, tal propriedade nio se verifica no caso geral ',
mas ela verifica-se, com certeza, se nos limitarmos &

- ) Ch natural te invertibilidade da adigdo & possi-
bilidade de subtracglio em qualguer caso.

@ B todavia ficil ver que a segunda igualdade, (p+v) O=
= 3B+ 0 (distributividade & direita) so verifica em qualquer
CAS0.

Samilia daqueles operadores ® que satisfazem & con-
digdo
@ (2+y) = 0x+ 0y,

quaisquer que sejam os elementos =,y de A; opera-
dores que diremos distributivos a respeito da adigfo.

Exemplo notdvel dum operador (de tipo 2) distribu-
tivo a respeito da adigdo ¢, precisamente, o operador
de derivagfio, pois que se tem: D(p+¢)=Deo+ D¢
quaisquer que sejam as fungdes derivdveis ¢, ¢. Mas
j4 ndo é distributivo a respeito da adi¢fo, por exem-
plo, o operador ® assim definido: @, ¢(z)=[D, ¢(z)]%
Distributivos a respeito da adigio sio ainda os ope-
radores M da forma M,q (z)=7y(z).¢ (x), em que
},(E} representa uma fun¢fo fixada arbitrariamente.

interessante observar que os operadores desta forma
nfio sfo permutdveis com D.

Operadores numéricos. Entre os operadores defi-
nidos em campos numéricos ou funcionais figuram,
em primeiro lugar, os multiplicadores numéricos. Seja,
por exemplo, & o conjunto das fungdes reais definidas
num mesmo intervalo: todo o mimero real a fard cor-
responder a cada fun¢fo f pertencente a & a funcio
a. f pertencente ainda a . Diéste modo, cada
mimero real a definird uma transformagfo univoca
de & em si mesmo, de tal maneira que :

1) A soma dos operadores definidos por dois mime-
ros a,b coincide com o operador definido pelo niimero
a+b; pois que se tem af+bf=(a+b)f, qualquer
que seja fe &.

2) O produto dos operadores definidos pelos mime-
ros a.b coincide com o operador definido pelo mimero
a.b; pois que se tem a (bf)=(ab)f, qualquer que
seja fe &F.

3) O operador definido pelo nimero 1 coineide com
a operacdo idéntica, 1.

Nestas condigbes, nfo haverd qualquer inconve-
niente em confundir os mimeros com os operadores
por @les definidos (como multiplicadores). Assim,
por exemplo, o simbolo 2/3 representard indiferente-
mente o némero 2/3 ou aquele operador que faz cor-
responder a cada fun¢io f a funclo 2/3f, etec.
Analogamente, o operador idéntico 1 poderd confun-
dir-se com o numero 1 e o operador nulo com o
ntimero 0. Por outro lado, ficard automdticamente
estabelecido o que deva entender-se por soma a+®
dum nitmero a com um operador @, por produto a.®

) E claro que consideramos aqui como produto dum ndmerc a
por uma funglo fa fungho a.f assim definida: (a.f)(z)=a.f(z).
Também & manifesto gue as consideragBes aqul desenvolvidas
s0 aplicam, mutatis mutandis,nos conjuntos de fungdes complexas
de variivel complexa definidas num mesmo dominio: entio os
muitiplicadores serfio mi 1
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dum niimero a por um operador & e por produio ®.a
dum operador ® por um nitmero a—uma vez estabele-
cido que os nimeros se podem conceber como opera-
dores.

[Para concretizar ideas, tomemos para exemplo um
circuito eléetrico simples, com uma resisténcia r,
uma indutincia ! e uma fér¢a electromotriz & (i),
fungfio do tempo. A intensidade & (f) da corrente
deste circuito deve, como se sabe, verificar a equagio

d
diferencial r 9 () +1Z; 9 () =& (¢), ou seja, mais

condensadamente : (r+4! D)d=§. Se entio puzermos
r+l D=0, vird © g=§, e podemos dizer, por analo-
gia com a lei de Ohm, que o operador ®—soma do
operador numérico r com o operador diferencial 1D—
representa a resisténcia funcional do circuito conside-
rado. Mas é preciso ndo esquecer que nem §,J sio
nimeros (mas sim fungdes), nem © é um coeficiente
numérico, tal como r].

Posto isto, poderemos jd definir fungdo racional
inteira dum operador ®. Daremos @sse nome a toda
a fungdo de @ que se exprima por meio dum nimero
finito de sucessivas adigies e multiplicagbes a partir
de @ ¢ de constantes numéricas.

O que desde logo ocorre preguntar é se é licito
tratar as fung¢des racionais inteiras de operadores com
as mesmas regras que se usam para as fungdes racio-
nais inteiras de varidveis numéricas ", e se, em par-
ticular, toda a fun¢fo racional inteira de @ é reduti-
vel 4 forma dum polinémio inteiro em @:

a, V' +a, ¥+, .. +a,, O+a,

(em que a,,a,,..., a, designam constantes numéricas
arbitrdrias e n um nimero natural qualquer).

Ora, como se pode ver facilmente, a resposta € nega-
tiva no caso geral, mas afirmativa se nos limitarmos a
classe daqueles operadores ® que verificam as condigies
sequintes : 1) ® (f+g)=0f+2g; 2) & (af)=a (0f),
quaisquer que sejam o mimero a e as fungdes f,g
pertencentes ao dominio de ®. A primeira desias
propriedades j4 sabemos que se exprime dizendo que
@ & distributivo a respeito da adigdo ; quanto 4 segunda
ela exprime-se, naturalmente, dizendo que @ é per-
mutdvel com os multiplicadores numéricos [podiamos
escrever mais simplesmente ®a=a® em vezde ® (af)=
=a (¢ f)]; finalmente, as propriedades 1), 2), verifi-
cadas conjuntamente, exprimem-se dizendo que o
operador @ é linear.

Exemplo notdvel dum operador linear é, precisa-

1) Det emos opor te sfbre o sentido preciso desta
gquestio. Trata-se agora apenas de sugerir o problema.

- arbitrdria. Os operadores log, v,

mente, o operador de derivagfio, D, pois que, além
de ser, como j4 vimos, distributivo a respeito de
adigdo, éle é ainda permutdvel com os factores numé-
ricos [D (af)=a (Df), qualquer que sejam o mimero
a e a fungfio derivdvel f]. Déste modo, todas as
regras aplicdveis 4s fungbes 1acionais inteiras duma
varidvel numérica, serdo ainda aplicdveis as fungdes
racionais inteiras do simbolo D). Assim, por exem-
plo, ter-se-a:

(D*4+2D—38) (D*—2D — 8) = DA—10 D24+9; DA—
—5 D —36=(D—3) (D +8) (D—21) (D+27), etc., etc.

Exemplos de operadores lineares sdo os priprios
operadores numericos. Tem-se, com efeito: 1) a (f+g) =
=af+ag; 2) a(bf)=b(af), quaisquer que sejam as
fungdes f, g e os nimeros a,b.

Outro exemplo de linearidade é-nos dado pelos
operadores M atrds citados.

Todavia, nés aqui limitdmo-nos a definir o conceito
de linearidade para operadores cujos dominio e con-
tradominio sdo constituidos por fungdes . Ora a ver-
dade é que tal conceito se estende fecundamente a
muitos outros campos, e se quizermos, por uma racio-
nal medida de economia de pensamento, abragar
numa mesma teoria o maior nimero possivel de domi-
nios, devemos manter-nos fidis ao método da Andlise
Geral : abstrair completamente da natureza dos entes
que constituem os dados e os resultudos dos operadores,
retendo apenas as propriedades formais de certas rela-
gbes definidas entre esses entes (por exemplo, as pro-
priedades formais da adigfo).

E-se déste modo levado, naturalmente, ao conceito
abstracto de sistema vectorial.

Observe bem o leitor como o conceito gque vamos definir
(para o qual se adoptou a designagho ssistema Yectorlah) COTrTes-
ponde exactamente ao fim que nos propomos atingir. Ele permi-
tirdi definir com a mixima amplitade possivel o conceito de
linearidade, conservando o que nlste existe de essencial. Em
particular, tornar-se-a licito falar de fungd cionail
ou fracciondrias) de wum ou mais operadores lineares pernmlémic
enire si, o aplicar a tals fungdes as regras do cileulo algébrico
ordindrio.

Quando depois se tratar de definir funcles irrs ais on
transcendentes de operadores lineares, sord necessirio restringir o

ito de «sist vecterials, Inserindo nele uma conveniente
nog¢llo de «limites. Poderemos entfio institulr em bases rigoro-
sas um ecdlenlo dos operadores lineares, de que serhk apenas um
caso particular o calculo simbilico dos elect icos (pelo
numa parte em que este & admissivel).

) O /| tend imedi ente ao caso dos operado-
res de dominio & domini éricos ; mas & fieil ver que

“as fOnleas fungles lineares duma varidvel numérica sfio aquelas

da forma $x=azx, em que ¢ designa uma constante numérica
W=, sen , cos, ete. sho notd-
riamente nfio lineares.
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E nfio haverd nisto nada de arbitririo ou de artificioso.
Tudo tenderd naturalmente para um fim, como o leitor vai ter
ocasiio de constatar.

Sistemas vectoriais. " Por sistema vectorial ou sis-
tema de vectores relative ao corpo real, R, entende-se
toda a classe 8 de entidades u,v,... de natureza
qualquer, a respeito das quais sejam definidas duas
operacdes —adi¢io e multiplicagio escalar—de acdrdo
com o8 preceitos seguintes :

V) Para todo o par u, v de elementos de S existe
um e um sé elemento de S chamado soma de u com v
e representdvel por u+4v;

V2) u+v=v+u; quaisquer que sejam u,veS®
(comutatividade) ;

Vi) (u+v)+w=u+(v+w), quaisquer que sejam
u,v,we B (associatividade) ;

V) Dados dois quaisquer elementos u,v de S,
existe sempre um ¢ um 86 elemento x de 8, tal que
u+x=v; podendo escrever-se entfio x=v—u (inver-
tibilidade) ;

Vs) Para cada par a,u formado por um nimero
real @ e por um elemento u de S, existe um e um
86 elemento de S chamado produto de a por u e repre-
sentdvel por a u;

V) a (u+v)=au+av;
V2) (a+d) u=au+bv;
Vi) a(dbu)=(abd)u

Vo) 1.u=nu;

quaisquer que sejam u,veS; a,be R.

As propriedades ¥y a ¥y, quando verificadas con-
juntamente, costumam também exprimir-se, dizendo
que a classe S constitue um grupo comutativo ou abe-
liano a respeito da adigdo. De tais propriedades
resulta, em particular, que existird necessdriamente
em S um e um s6 elemento x tal que: u+x=u, qual-
quer que seja u € S. Representaremos por O &ste ele-
mento e chamar-lhe-emos o zero do sistema S.

Os elementos u,v,... do sistema vectorial S serfio
chamados vectores, e os elementos a,b,... do corpo
R serfio chamados escalares ®.

Na anterior defini¢dio, o corpo real R pode ser
substituido por um outro corpo qualquer, por exem-

(1) Muitos autores usam a deslgnaglio wespago vectorials ou
alnda sespago linears, com o significado que atr i aqui a
wsistema vectorials.

@) A expresshio su,v @ B» deve ler-se aqul wu, v perfencen-
fex a Bn.

@ A razflo de tal terminologia estd em que ela sugere ana-
loglas f das com as nog¢bes do chlenlo vectorial ordindrie.

plo, o corpo complexo, K, o corpo racional, Ra, ete.,
e assim teremos: sistemas vectoriais relativos ao eorpo
complexo, sistemas vectoriais relativos ao corpo racio-
nal, ete.

Exemplos: a) Um primeiro exemplo dum sistema
vectorial relativo ao corpo real é-nos fornecido pelos
vectores do cdlculo vectorial elementar. Como se sabe,
cada vector é, neste caso, definido por um segmento
orientado AB , isto é, um segmento ao qual se atribui
um determinado sentido de percurso, dizendo-se que
dois segmentos orientados definem o mesmo vector, se, e
86 se, tdém a mesma direcgdo, 0 mesmo sentido e o
mesmo comprimento. Por outro lado, sabe-se o que se
entende entfo por soma de dois vectores (obtida segundo
a regra do paralelogramo) e por produto dum nimero
real por um vector; e é bem fdcil constatar que as
operagdes assim introduzidas verificam as condigdes
V‘ a Vgo

b) Convencionemos agora chamar veclor n-dimen-
sional a toda a sucessfo (x,,w,...,»,) de n mimeros
reais, chamando soma de dois vectores (my,%q,...,2,),
(xf,23,...,2,) dsucessdo (z,+,Ty+a3,...,%,+x;)
e produto dum nimero real a por um vector (ry,xq,. .,@,)
A sucessfio (azy,axy,...,ax,). B facil ver entfo que
o conjunto R, de todas estas sucessdes (chamadas
agora vectores n-dimensionais) constitue, com as duas
operagdes que nele introduzimos, um sistema de vecto-
res relativo ao corpo real. A tal sistema R, dd-se o
nome de espago vectorial cartesiano a n dimensies reais.

Se, em vez de sucessdes de n nimeros reais, conside-
rarmos as sucessdes de » mimeros complexos, seremos
conduzidos ao conceito de espago wvectorial carte-
siano K, a n di o plexas, o qual constitue,
manifestamente, um sistema vectorial relativo ao
corpo complexo.

¢) Um outro exemplo dum sistema de vectores rela-
tivo ao corpo real é o conjunto &, jd atrds conside-
rado, das fungdes reais de varidvel real definidas num
mesmo intervalo, dando 4s expressdes wsoma f+ g de
duas fungbes f, gv e aproduto af dum niimero real a
pela fungio f» o significado que usualmente lhes é
atribuido. Os vectores sSo portanto, neste caso, as
fungles £,g,. ..

Se, em vez das funcdes reais da varidvel real, con-
siderarmos fun¢Ges complexas da varidvel complexa
(definidas num mesmo dominio), teremos af um novo
exemplo dum sistema vectorial relativo ao corpo
complexo.

Muitos outros exemplos de sistemas vectoriais
podiam ser citados ainda.

Operadores lineares. Anéis. Sejam 8,S* dois
quaisquer sistemas vectoriais (relativos ao mesmo
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corpo) e seja ® uma transformagfio univoca de 8 em
S*, Diz-se que o operador ® & linear, quando veri-
fica as condigdes: ¢ (u + V) =du+ov,o(an) =
a (¢ u), quaisquer que sejam os vectoresu,veSeo
escalar a. fdeil ver desde logo que o produto ou
a soma de dois operadores lineares € ainda um operador
linear.

Representemos por A (S8) o conjunto de tédas as
transformagdes lineares do sistema vectorial S em si
mesmo. Ficilmente se reconhece que a adigdo e a
multiplicagdo definidas em A (S) conforme as conven-
¢oes precedentes gozam das seguintes propriedades :

1) Propriedades da adigio: univocidade, associati-
vidade, comutatividade e reversibilidade (isto é,
A (8) forma um grupo comutativo a respeito da adigio).

IT) Propriedades da multiplicagdo: univocidade,
associatividade e existéncia de unidade (o operador
idéntico).

II) Propriedade mista: distributividade da multi-
plicagio a respeito da adigdo.

Todas estas propriedades, assim verificadas con-
juntamente — excluida a da existéncia de unidade —
exprimem-ge dizendo que o conjunto A (S) constitue
um anel a respeito das duas operagdes consideradas.

Nota: Observemos que também o conjunto dos
nimeros inteiros (positivos e negativos), o conjunto
dos nuimeros pares, o conjunto dos polinémios intei-
ros em x, etc., etc. constituem anéis a respeito da
adi¢gdo e da multiplicagdo ordindrias, mas com estas
diferen¢as capitais: 1) néstes iltimos conjuntos a
multiplicagio é comutativa; 2) o produto a.b de
dois elementos nésses conjuntos nfio pode ser nulo,
sem que um pelo menos dos factores o seja; ao passo
que, na familia A (8), excluido o caso de S ser uni-
dimensional ', a multiplicagio nfo ¢ comutativa e
existem pares de elementos (chamados divisores de
zero) cujo produto é nulo sem que nenhum dos facto-
res o seja. Pois bem: déd-se o nome de dominios de
integridade Aquéles anéis, como o anel dos inteiros,
em que a multiplicagfio é comutativa e o anulamento
de produto implica o anulamento de um, pelo menos,
dos factores.

Obgervemos por outro lado que também o conjunto
dos nimeros racionais, o conjunto dos nimeros reais
o conjunto das fun¢des racionais, ete., sdo dominios
de integridade —mas com esta diferenga ainda: que,
néstes iltimos eonjuntos, ao contrdrio de que sucede

1) Diz-se que um sistema vectorial 8 & unidimensional quando
todos os elementos de B se podem obter de um deles (3=0),
multiplicando-o por escalares.

nos primeiros, a equagio awx=»>b & resohivel para
todos os pares de elementos a,b tais que a==0".
D4-se o nome de corpos ou dominios de racionalidade
a tais dominios de integridade.

E ainda de notar que o anel A (S) contém sempre
um corpo: o corpo dos operadores escalares.

Transformagdes lineares enire espacos carte-
sianos — Supondo fixado, no espago ordindrio, um
ponto O como origem, cada ponto A do espago defi-
nird um vector: o veetor 1epresentado por OA. Trans-
formagdes lineares deste sistema vectorial em si
mesmo sdo, por exemplo, as homotetias em relagio a
origem (correspondentes aos operadores escalares), as
rotagdes em torno da origem, as projecgdes cilindricas
sobre planos que passam pela origem, ete., ete.

Consideremos, para fixar ideas, o espago vecto-
rial R,, cujos elementos sdo, como sabemos, os pares
ordenados de nimeros reais (vectores do plano);
e representemos por @ o operador que faz correspon-
der a cada elemento (&y,x,;) de R, o elemento (zy, 25)
de R, dado pelo sistema

) { Ty=ay T +0p T
Tp=0a1 X1+ 0z T2
em que ay, @y, dy ,dy representam ndimeros reais
quaisquer. Pois bem: é fdcil ver que ndo 36 a trans-
Jormagdo © assim definida € linear, como tida a trans-
Sformagdo linear de Ry em R, se pode reduzir & forma (1)
mediante uma fixagdo oportuna dos coeficientes ay ,ays,
@z ,a; . Déste modo, cada transformagio linear de
R, em R, serd univocamente representada pelo qua-

ayy Gz
az Gz

distintas representario operadores distintos. O opera-
dor idéntico, 1, serd entdo representado pela matriz

dro ou matriz { } — de tal maneira que matrizes

10 N L
{01}, e o operador 0 pela matriz {0 0},dum

modo geral, cada operador escalar a terd a represen-

0
tagdo {a } A soma de dois operadores {aﬂ au}
0a apy Gz

{ byy bya
by baz
{ ay + by

az + bz

}serzi, como é fdcil ver, o operador

ay3 + bz

. 'wto d -
= +bzz}, € 0 prodi 08 Mesmos ope.

(1) A referida propriedade do anulamento do produto estd ji
implicita na resolubilidade de az==> para az=0 (admitidas as
restantes propriedades). Déste modo, podemos definir corpe como
todo o anel gue, com a exclusio do sero, forma um grupo comula-
tivo a r to da i,
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radores, na ordem em que estdo escritos, serd o operador
{ ay byt agp by ayy byt ag by }
Aoy by + 022 b2y a2y byy+aza by
O leitor pode agora constatar que, por exemplo, as

& 10 =1 A o A o
transformagoes {_1 1},{ 0 1} ndosido permutdveis,

e qui rduto{10 -{Oo}énul sem que ne-
que o pro 00} 01 ] q

nhum dos factores o seja — o que mostra que o anel
A (R,) ndo é um dominio de integridade.

Todas estas consideragbes se extendem imediata-
mente ao caso dos espagos vectoriais cartesianos com

um nimero n qualquer de dimensdes, reais ou com-
plexas; entlio, os operadores lineares serfio represen-
tados por matrizes de ordem n, isto é, matrizes com n
linhas e n colunas.

(Continua)

Nota : Nio tendo sido possivel terminar no presente
nimero esta série de artigos, fica transferida para o
mimero seguinte a bibliografia j4 prometida.

Errata: No artigo do mimero precedente, pdg. 2.
linhas 13, 15, 30, onde estd escrito a— D, deve ler-se
D—a.

PEDAGOGIA
ALGUMAS DEFICIENCIAS EM MATEMATICA DE ALUNOS DOS LICEUS

por Maria Teodora Alves

Quendo as deficiéncias em Matemdtica, acumuladas
num dado aluno, atingem certo nivel, esse aluno, por
maiores esforgos que faga nfo poderd prosseguir os
seus estudos. O desdnimo do aluno e ... o medo &
Matemdtica sdo as consequéncias mais imediatas do
facto.

A escola tem, por isso, de procurar, a respeito de
cada aluno, as suas deficiéncias, as quais podem ser
de muito variada natureza, afim de as corrigir pron-
tamente, evitando a formag¢io de um complexo de
inferioridade capaz de produzir graves perturbagoes.

Os Professores de Matemdtica do Liceu de Passos
Manuel acordaram em que se comegasse, por averiguar
as deficiéncias de téenica de Cdleulo Aritmético e
Algébrico que, em cada ano do curso dos Liceus, os
alunos trazem do ano anterior.

Por amabilidade para comigo incumbiram-me da
organizagio dos respectivos testes e do estudo esta-
tistico do resultado dos ensaios.

A téenica do Cdleulo Aritmético e Algébrico é um
objectivo subsididrio do ensino da Matemdtica na
escola secunddria.

Dai porque sem o conhecimento da técnica do Cdl-
culo Aritmético e Algébrizo ndo é possivel prosseguir
no estudo da Matemstica e extrair portanto, as van-
tagens que esse estudo proporciona i formagio men-
tal da crianga e do adolescente, a importincia da
téenica do Cdleulo Aritmético e Algébrico e a neces-
sidade do seu dominio pelos alunos.

Embora um dos mais altos espiritos da humanidade,
Goethe, tenha afirmado que «A cultura mental propor-
cionada pelas matemadticas é particular e reduzida em

sumo grau» ) em todos os tempos, e actualmente tam-
bém, a Matemdtica tem sido considerada um agente
insubstituivel na formagio mental da crianga e do
adolescente.

Os modernos psicélogos e pedagogos, rejeitando a
velha teoria das disciplinas formais, retiraram & Mate-
mdtica e aos estudos cldssicos 0o monopdlio que exer-
ciam na educagiio, mas, como nfio negam a transferén-
cia do adestramento, isto é, «a influéneia que uma
melhoria ou transformagfio numa fun¢fio mental tem
sobre as outras fun¢des mentais» (Thorndike), a Mate-
mdtica ndo fica, por isso, deminuida na sua acgio
educativa.

Eles discutem quanto e como se transfere ou o que
se transfere, mas pode dizer-se que unanimemente
aceitam que se realiza a transferéncia.

A esse respeito Inglis, quanto & Matemdtica diz
«é igumalada por poucas outras matérias do ecurso
secunddrio, mas por nenhuma excedidas.

Na transferéncia do adestramento de uma forma
mental para outras, o método de ensino e os assuntos
de incidéncia do ensino sio elementos essenciais, isto
é, o professor e o programa sfio pegas basilares. Se
o ensino da Matemdtica for concentrado em si préprio
e desligado das suas conexdes com a vida, poderd
formar peritos neste ramo do saber — nfio é o objec-
tivo da escola secunddria — mas terd pouco valor
educativo.

Além disso, o muito, o complicado e o dificil e

1) Citaglo de Adolf Rude.



