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GAZETA DE MATEMATICA

V1 — TricoNoMETRIA

2458 — Verifique que a soma dos quadradoes da
secante e da cossecante de um arco é igual ao produto
dos seus quadrados.

1 1 1
+ =

= gec? - cosec® k.
cos?x - sen?x

" eos?z  sen’zm

Nota. B obrigatéria a resolugio de 4 pontos. A parte pri-
melra dos pontos I @ V vem esclarecida em qualguer bom com-
pbadio, respectivamoente, de Aritmdética Racional do 3.° ciclo e
de Geometria do 2.° ciclo. A

Bolugles dos n.”™ 2451 a 2458 de Mirio Madureira.

I. 8. T. e preparatérios para a Faculdade de Enge-
nharia do Porto —Ponto N.° 1 —Julho de 1947.
2459 — Dé a forma de um polinémio ordenado, de

coeficientes inteiros, igualado a zero, & equagiio:

—1/2 (1—22) (20+1) = (1/22 ~1)4—2/3 (2 +1).
R: 3xf—24x3 —24x?—128x + 40 =0.

X v 2224+ x—4
2460 — Resolva a inequaciio: ———— > 0.

z—1
R: x>1,1861; —1,6861<x-<<1.

2461 — Diga o que é uma superficie de revolugfo.
Enumere, sem definir, os sélidos que conhece limitados
total ou parcialmente por tais superficies.

2462 — Dispondo de umas tibuas que lhe déem os
logaritmos com o minimo de 5 decimais, dos niimeros
e das fungdes goniomdtricas, determine, com a apro-
ximag¢fio que aqueles lhe permitem, os valores de a
que satisfazem a equacio:

sen a = "1/0,032745 > cos? 100° 12/ 307
R: 0=n180° + (—1)" 5047 36",

2463 — Escreva o 5.° termo do desenvolvimento
Shos 60a3
de (2a°y/z—2")" e simplifique-o. R: ——=.
e(at/:; z~")" e simplifique-o A

2464 — Sendo dadas uma circunferéncia e uma
recta sobre o plano, determine, apenas com o auxilio
da régua e do compasso os pontos da recta dos quais
se vé a circunferéncia segundo um dngulo de 30°.
Discuta as solugdes possiveis.

SolugBes dos n.% 2459 a 2464 do Eng. Manuel Amaral.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
E ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. G. C.—Avorona Surenior — 2.* exame de frequén-

cia, — 1945-46.

2465 — Primitivar as fungdes

a) e*/(4+¢€*) b) (x 4 sen x cos x)/cos? =

R: a) 1/2arctg e*/;+K 2) xtg x4+ K.

2466 — Achar os extremos da fungio

J(x) = sen 2x sen?x

R: Ummaaimo nos pontos K=+ /3, como valor 3/3/8;
um minimo nos pontos Kx—x/3, com o valor —3/3/8.

2467 — Conduzir pelo ponto (1,4) as rectas tangen-
tes A circunferéncia de centro na origem e raio 2.
R:y=4 e 4y—x+1=0.

2468 — Determinar o plano conduzido por ox para-
lelamente ao plano z—y—z=1 R: y+z=0

F. C. C. — Arcesra Surerior — Exame final, Junho

de 1947.

2469 — Sendo 0,1,2,4,6,8,10,... os quocien-
tes incompletos do desenvolvimento de certo nimero
em fracgio continua, calcular uma fracgfio racional
que represente o nimero com um erro inferior a 10-°.

2470 — Primitivar a fungio f(z)=log (1 —"/x).

2471 — Calcular pelo método de iteragdo trés apro-
ximagdes da raiz de z+loggae—2=0 compreendida
em (1,2).

2472 — Que pontos da recta 32—3y+2=0 dis-
tam /5 do ponto (2,3)?

2473 — Dados, dum tridngulo esférico, 0s elemen-
tos A=90°, a=T2°31'32", 5=120°20'21"; calecu-
lar B e discutir.

F. €. L. — Maremiricas Gerats — Exame Final —

Julho de 1946.

2474 — Determine a equagio da hipérbole de focos
(—1,0) (1,0) e de assintotas y=+/Bz. R: A equagio

x2 y2 k2
:_v2_k2 e S o ) 2
serd Sxt—y?=k? ou s e 1 com 3 +k
4_1‘! 1 . k @ . P des x’ — yz 1
ks 2’ VD AT

2475 — Ache os mdximos e minimos da fungfo:
S @, y)=(y+a2)?—(x—2y)2. R: As condigdes de es-
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tacionariedade sio: é'*z—* =2x342xy —x+2y=0,
X
é_ = x?42x—38y=0. Substituindo y tirado da 2.
¥
equagiio na 1.# vem: 8x346x24x=0 ou x(8x’+6x41)=0
de raizes xy=0, x,=—1/2, x3=—1/4; correspondemn

102f
)’1—=0, y:=—]l4, y;——7f48,§()—xz“="r=6x2+
(S 1 2f 1 92f
_|_2y_1; ( -t=_3; __L.—.—m—_g—-—=
2()! 2 20xdy 2dydx
1 82 —rt
-§B=2K+2; = 22x2 4+ Bx + b6y +1=a.
Para x =0, y=0 a=1>0;
-1 -1
s = —— =1>0
Para x 2’7 2 A >
= = e -_— 0
Para x n 3 ¥ 8 A 3 < b0
—1 -7
A fungdio tem um maximo para Sl Aeter i

Nota: Como t<<0 (para = e y quaisquer) estd
excluida a hipétese de minimo.

F. C. L — Mareuiricas Gerais — Exame Final —
Outubro de 1946.

2476 —a) Ache a equaglo geral da familia de
curvas que satisfazem & equacfio diferencial ay' —y—
—a?=0. &) Caracterize geomditricamente a familia
e determine a equagiio da curva particular que admite
tangente coincidente com o eixo dos zxz. R: a) y'—
—v[/x—x=0. E equagio linear; admite factor infe-
grante u=1/x; o integral geral ¢: —y/x+x+4+C=0
ou y=x2+Cx. b) As curvas da familia sdo pardbolas
de eixo paralelo ao eixo dos yy; todas tém por vértice
a origem dos eixos coordenados. Como y'=2x+C as
curvas da familia tém tangente paralela ao eixo dos xx
para x=—C[2,y=—C2/4. Obtém-se a curva parti-
cular pedida para C=0.

2477 — a) Determine as coordenadas do ponto P
do plano para o qual é minima a soma s dos qua-
drados das distiincias aos vértices do quadrado limi-
tado pelas rectas de equagdes =0, y=1, z=1, y=0.
b) Fixando s num valor constante qual ¢é a equacgio
do lugar dos correspondentes pontos P? Caracterize
geométricamente o lugar e diga que valor deve esco-
lher para a constante, para que o lugar passe pela
origem dos eixos ¢oordenados ? Que disposigio par-
ticular toma entfo o lugar relativamente ao quadrado
dado? R: a) Os vertices do quadrado sdo os pontos
de coordenadas respectivamente (0,0); (0,1); (1,1);
(1,0). Portanto: s=x*+y*+ x>+ (y—1)*+ (x—1)*4
+(y—1)*+ (x—1)* 4 y2=dx? dy?—dx—dy +4; s/d=

=x*+y?—x—y+1=8. As condigies de estacionarie-

d8 o8 . m
dade sdo: 0=—=9x—1; 0=— =2y —

e sdo ox =l oy 2y —1 ou
seja: x=1/2, y=1/2. Corresponde um minimo poi®
2B 28 928

=2 —=9. 2 — _0 e ;
oz oyt L= ou s?—rt 4 (r,t>0).

O ponto P € pois o ponto de coordenadas 1/2,1/2
ou s¢ja o centro do quadrado.

b) Se¢ja a constante s=4k e vem: x*+4y?—x—y=
=k—1 ou (x—1/2)?+(y—1/2)*=k—1/2. O lugar é
uma circunferéncia cujo centro estd situado no centro
do quadrado e cujo raio é Yk—1/2. Para que o lugar :
passe pela origem dos eixos coordenados deve ser k=1
e entdo o raio serd r={/12 = /2/2 a cireunféréncia
correspondente serd circunserita ao quadrado.

Solugles dos n.” 2474 a 2477 de Peter A. Braumann.

I. 8 A.--Maremiricas Gerais — 2.° Exame de fre-
quéncia, 1946-47.

2478 —Dado o ponto P (1,0,—1) e a recta
r=x+y=z=2, determine a equacio da superficie
coénica de revolugfio que passa por P, tem por eixo
a recta r e por vértice ¥ o ponto de » de abeissa 2.

- = =

R: Tem-se V (2,0,2) ¢ VP=—i—3k,r=i—] logo
cosa=—1//20=(x—y -2V =2y + @—2*.V/2,
donde 9x2+9y2— 22— 36x + 40y +4z—20xy +64=0.
2479 — Mostre que o sistema
ar+by+ez+di=0
—br+ay—dz4ct=0
—cx+dy+az—bi=0
—dz—cy+bz4at=0
niio admite solugdes diferentes da solugfio nula, quais-
quer que sejam a,b,c,d reais nfo conjuntamente
nulos. R: Nas condigbes do problema trata-se dum

sistema de Cramer, visto o determinante formado pelos
coeficientes das incdgnitas ser igual a (a?+b2+ c2+d?)2.

2480 — Considere o sistema %aux‘.-—o, i=1,2,...m,
a;=(i.7)?. Mostre que este sistema admite solugdes
diferentes da solugfio nula qualquer que seja n>1.
R: Com efeito, o determinante formado pelos coeficien-
tes das incégnitas tem sempre, para u)l duas filas
paralelas proporcionais

2481 — Estude o comportamento das. seguintes

1 2 3

fun¢des quando n— + co: - +sennm, (—1)* n2+ ¥
n n

n?+41 ]{0 1.n) 1(0,9.n)

2n n? L B, [

mente, 2.* oscilante infinitamente, 3.2~ +4co,4.2—0.

R: 1.* oscilante finita-
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2482 — Desenhe um quadrado [A'B'€'D'] de lado
igual a 4 cm.. Considere os pontos 4, B, C e D que
se projectam em A, B', ¢' e D' e teem de cotas
1, 2, 4 e O respectivamente. Gradue o plano que
passa por D ¢é paralelo a BC e perpendicular ao
plano que admite AC como recta de maior declive
(tome para unidade de medida de cotas o duplo cen-
timetro).

Sclugles dos n.** 2478 a 2482 de F. A. Carvalho Araujo.

I. 8. T. — Matemaricas Gerais — Exame final -—-Julho
de 1946 .

2483 — Verificar a igualdade

VTR LN T TR T T |
2 4 8 2 2 4 8 1
5 9 21 64 3 9 211
14 16 64 125 4 16 64 1

sem calenlar os determinantes. R: O teorema da

adigdo permite-nos escrever

g 125270 R T =0

22 '8 B
89 27 63
‘4 16 64 124

Este determinante pode ser comsiderado como caracte-
ristico do sistema :

X+y+z=T

2x 44y +8z=26
3x+ 9y +27z=68
4x+16y + 64z =124

Se houver apenas um caracteristico c=0, a caracteris-
tica serd p=3 e o sistema ¢ entio determinado. Com
efeito tomando 3 quaisquer das equagies, teremos x=3,
y=38 e z=1, solugdo que verifica a outra equagio.

2484 — Na equacfio 23— 622+ 182 — 2 =0 uma
das raizes é a média aritmética das outras duas.
Determinar X e resolver a equacgfio. R: Sejam a,b,c
as raizes da equagio e 2a=b+ec. Pelas formulas de
Viéte e da relagio anterior temos: 3a =0 ou a=2,
a(b+c)+be=13 donde be=5 e 1=10. Sendo a=2
as 2 restantes raizes delerminam-se pela regra de
Ruffini: b=2+ie ec=2—i.

2485 — As curvas y=z' e 3y—4x*=3 intersec-
tam-se em dois pontos P e @ reais. Desenhar os
graficos (aproximados) destas curvas e provar pelo

cileulo que as tangentes & primeira nos pontos P e Q
sfo concorrentes no ponto I(l, —3). R:

(1) y=xt dominio (— co,+ o0); contradominio
0, +c0)
y'=4x3 crescente para x > 0; decrescente para x <0

Minimo em x=0,y=0; lim y=+4oco
x=tw

(2) y=4/3.x3+1 dominio (—oo,+ c0); contra-
dominio (— co,+ o)
Sempre crescente
Ponto de inflexiio (x=0 y=1)
lim y=+400; lim y=—oo
X=+w X=—00

Seja P(a,b) e Q(c,d). Fquagio da tangente
curva y=x4 no ponto P:

3) y—b=4ad. (x—a)

y'=4x?

Equacio da tangente & curva y=:x4 no ponto Q :
(4) y—d=4c? (x—c)
Pretende-se provar que a solugio do sistema. formado

pelas equagbes (3) e (4) € 1 (1,—3). Tendo em conta
que P e Q sdo pontos de ambas as curvas, teremos :
(5) b=at%; 8b=4a3+3; d=ct; 3d=4c?+3.
Eliminando y entre (3) e (4) , vem:
d—b +4 (at—ct)

= m ; ede (5), at—el=b—d e
al—c3=3/4.(b—d), donde x=1.

De (3), vem: y=b+4a3—4al=b+3b—3-4b=-3,
c.q.p. ©

2486 — Dados os pontos A(1,0,0); B(©0,0,1) e
C (1/2,y/6/2,1/2), verificar que podem ser vértices
de um tetraedro regular e calcular as coordenadas do
quarto vértice désse tetraedro. R: Deverd ser o

triangulo [ABC] equilatero: AB =AC=BC. Com
efeito: E—t/ﬁ-ﬂﬁ AC =y/1/4+32+1/4 =2
BC=yIA+42+1/A=V2.
Quarto vértice D (x,y,z); como AD=BD=CD=

= /2, vem:

1) [ (x—1)24y2+22=2

2){ x2+y2 4+ (2—1)2=2 ,

3) | (x—1/2)2+ (y—V/6/2) + (z—1/2)2=2.

De 1),2) e 3), deduz-se y=\/6/6 ¢ x=2z~=(3+2y/6)/6.
Tem-se pois: V((B+2y/8)[6,1/8/6,(3+2/6/6)) e
V' (38—2v6)/6,V/6/6, (3—21/6/6)).

Solugdoes dos n.* 2483 a 2480 de Jorge Chndido da Silva.
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GEOMETRIA DESCRITIVA

F. C. G. — Geomerria Descririva — 2.° Exame de fre-

quéncia, 1945-46.

2487 — E dade um plano vertical que forma um
dngulo de 45° com o plano vertical de projecgio.
Conduzir por um ponto uma recta que defina um
aAngulo de 60° com um plano vertical dado, e um
ingulo de 40° com o plano vertical de projecgdo.
R : Conduzam-se pelo ponto as rectas r e s perpendi-
culares ao plano vertical dado e ao plano vertical de
projecgdio. A recta pedida € a terceira aresta do triedro
em que as oulras arestas sio r e s e as faces teem 30°
e 50°.

2488 — i dada uma pirimide quadrangular, recta
e regular, de base assente no plano horizontal de
projecgio. Determinar a sec¢do feita pelo primeiro
bissector, ¢ suprimir a parte do sdlide acima deste
plano.

2489 — Por uma recta do primeiro bissector, cujas
projecgdes formam dngulos de 45° com a L. 'T., con-

duzir os planos que formam com csta mesma linha
ingulos de 20°. R: Seja V o ponto de intersecodo da
recta dada, r, com a L.'T.. Os planos pedidos sdo os
planos tangentes conduzidos por r & superficie conica
de revolugiio que tem V por vértice, a L.'T. por eiwo,
e uma abertura de 20° .

F. C. C.—Gromernra Descritiva —Exame final, 1945-46

2490 — Determinar a distincia entre dwas rectas
enviezadas, uma horizontal e outra frontal.

2491 — Dado um plano pelos tragos, considerc-se
um dos seus pontos. Conduzir por este ponto as rectas
que definem dngulos de 65° com o plano horizontal de
projec¢io e pertencem ao plano. R: Considere-se a
superficie conica de revolugdo que tem o vértice no ponto
considerado, 25° de abertura. e por eixo uma recta ver-
tical. As rectas pedidas sdo as geratrizes da secgio
feita pelo plano dado neste cone.

Solugdes dos n.*® 2487 a 2491 de L. G. Mend, de Alt

¢ q que.

CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

F. C. G. — Circuro — Exame final, 1945-46

2492 — Determinar por integragiio a drea gerada
pela rotagio em torno de ox do segmento definido
pelos pontos (1,1,0) e (2,2,1). R: (1-2y/2)y/3x/2.

2493 — Integrar a equagio y''+y=x3—1.
R: y=c¢jcos x+czsenx+x346x—1

F. C. C. — Circvro InFinrresimar. — 2.° Exame de fre-
quencia, 1946-47.

2494 — Determinar os méximos e minimos da
fungio 22y2—a?—y® no conjunto fechado, definido
pelo losango de vértices (0,1), (0, -1), (1/2,0) ¢
(—1/2,0).

2495 — Achar o integral geral da equagio

y'-3y' ty=ade.

2496 — Calcular o volume de revolugio quando a

drea limitada pelo arco de pardbola y’=z e pelo
segmento de recta x=2 roda em torno da recta x=—1.

F. C. C. — Carcuro IxFinrresimar — Exame final,
Junho de 1946-47.
1.2 Ponto

2497 — Desenvolver a fungio em série de

w2—1
(=+2)?

poténcias de x+1 e escrever o termo geral desse
desenvolvimento.

Y + 2= a3

2498 — Resolver o sistema { ’
- Y+ 3=

2499 — Calcular por integracio o volume do sdlido
definido pelos planos x=k,y=h, ¢ 2=z e pelos
planos coordenados xOy e x0z. R: hk?2.

2.9 Ponto

2500 — Em que direcgdes emergentes: do pento,
(1,—1) se anula a 2.* derivada direccional da fangdo

fle,y)=2*—227
3 y'=y—z-x-2
2501 — Resolver o sistema { -
z -—‘—-3——3.5

R_{z:e'cl—(x+1] ' e Mipastis ; A
" ly=c;er—eyxer+1. ' '

2502 — Determinar o volume do s;ilido gerado pela
revolugiio, em torno de Oz, da regido limitada pela
pardbola 22=2 (x—1) e pela recta x—z=2.

Solugdes dos n." 24922 2502 de L. G. M

¢a de Albug

-



22

GAZETA DE MATEMATICA

F. C. L. — Circuro InFrmiTestmar — 2.° Exame de fre-
quéncia — Maio de 1946.

2503 — a) Defina envolvente duma familia de su-
perficies caracteristicas e aresta de reversio. Enun-
cie as propriedades da envolvente e aplique os con-
ceitos definidos & determinag¢fio da equagfo geral das
superficies conicas. &) Escreva a equaglo vectorial
duma superficie regrada, indique o significado das
* grandezas que nela figuram, escreva a equagio do
plano tangente num ponto de tal superficie e deduza a
partir dela a condigio para que a superficie seja pla-
nificivel. ¢) Defina curvatura média num arco de
curva plana, curvatura num ponto de tal curva, centro
de curvatura relativo a esse ponto e evoluta da curva.
Indique como se determina a representagio analitica
da evoluta da curva e suas propriedades.

dx '
/1 +ad
2505 — Determine os pontos singulares, as assin-
totas e a curvatura no ponto (—1, 1) da curva
P—ad—a2—y2=0.

2504 —Calcule f

I. 8. A. — Cavouro InFoviresimar — Alguns pontos do
2.° Exame de frequéncia, 1946-47.

2506 — Calcule a drea definida pelas relagdes
B
ay<8,y=>a*, y<8. R: A-fv/}dy +

Ve
+f Vy dy +f8fydy=1e;3[1+;/8] + 8log 3/8.

2507 — Calcule a drea definida pelas relagbes
W+t —4s<0e 2 +2—2<0.

R: A—2f;/x—-2dx+2f;/4x-—x¥dx-=
=4/3 [(x — 2)¥b + 32 [arc tang V_;*"x;"’
_VJEG—_’E] , onde =2, b=(3 + y/17)/2 ¢ c=4.
b

2508 — Mostre que a sucessfio de fungdes da varid-
vel @, de termo geral f, (x)=1/(1+|2|"), é conver-
gente qualquer que seja = e uniformemente con-
vergente, em qualquer intervalo fechado a que nfio
pertengam os pontos +1 e —1. R: Para x=0¢
Ix| <1 tem-se f, (x)—=+1; para |x|>1, f, (x)=0 e para
|x|=1, f,(x)—+1/2. Em qualquer intervalo, a que
pertengam os pontos 1 ou —1 ou ambos, a sucessdo nio
converge unifor te visto ne pontos a fungio
limite ser discontinua; em qualquer outro intervalo

fechado nas condigies do probl, € faeil de ver que o

conjunto N (s, x) ¢ limitado superiormente.

2509 — Mostre que a sucessfo de fungdes, da varid-
vel real =, de termo geral f, (&)=1/[1+|=|]" &
convergente qualquer que seja = e uniformemente
convergente em qualquer intervalo fechado que nio
contenha a origem.

2510 — Considere a fun¢fio assim definida:
__ (=+yp?

Sz, y)= 20—y + (x+9)?
res (x,y) diferentes de (0,0); £(0,0)=0. Estude a
continuidade da fungfo dada ao longo das rectas que -
passam pela origem. Pode concluir alguma coisa
acerca da continuidade da fun¢io dada na origem ?
R: Fazendo ax+by=0, ou x=pcosd e y=psen,
substituindo em f (x,v) e tomando limites, conclui-se
que a fungdo € discontinua na origem visto ser discon-
tinua no referido ponto segundo a direcgdo y=2x e €
discontinua em todos os ponlos das rectas y=mx que
satisfazem a x=(m—2)/(1+4m)2.

para todos os pares de valo-

o+ (z+y)?
2y—(z—y)?
2512 — Supondo que o sistema

2511 — Idem f (z,y) = » £(0,0)=0.

= ¥

Wt y=1
definem u e v como fun¢des de = e y, calcule as
derivadas de primeira ordem de u e v em ordem a y.

T COS U+ U COoS Y =u
—Id
2513 — Ldom { °7 " 7

Solugles dos n.*® 2506 a 2513 de F. A. Carvalho Araljo.

F. C. L. — Ax{vise Surerror — 2.° Exame de frequén-
cia — 1945-46.

2514 —a) Mostre que entre as superficies integrais
da equagfo px+3qyxr?—4y?=0 existe uma familia
simplesmente infinita de superficies cuja.s caracteris-
ticas verificam a igualdade r{ +2Y 20 ¢ deter-

dg d;c
mine essa familia (S). b) Ao longo de que outras
linhas das superficies (S) tem lugar a mesma igual-
dade? ¢) Determine a dupla infinidade de curvas
que cortam sob Angulos rectos as superficies (S).
Projecgdes ortogonais dessas curvas no plano XOY.
R: a) O sistema de Charpit:
ds - dya s dEgs dp o dq
x3  3yxz 4y? —(3px24+6qxy) — (3q x*—8y)
da, em correspondéncia com dp dx+4-dq dy=0:
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—3px3—6q yx2—9y qx2+ 24 y2=0
ou, atendendo & equagio dada: 2q yx2—4y?=0; donde
q=2y/x2.
Com este valor de q, a equagdo proposta dd, para p,
o valor p=—2y2[x3 e a equagio diferencial lotal das
superficies (S) € a equagio de Pfaff:

S x4 2ydy

x
ou ) ¥
s x2dy —2y
dz__?_\xdy 2y de_d(L).
x4 x2
Integrando: z=y2?[x2+4C.

b) Substituindo as expressies de p e ( na {gualdade
dp dx+dq dy=0 logo se deduz que € x2dy?+3y? dx2—
—4xy dx dy =0 o queda: dy/dx=y/x e dy/dx=3y x.

A 2.2 corresponde as corvacteristicas; a 1.2 define a
outra familia de linhas de (8) ao longo das quais e
ainda verdadeira a equagdo dp dx+dqdy=0 e dd:
y=c|X. :

¢) A ortogonalidade referida no enunciado equivale

ao sist. dif.
dx dy dz

—2y2[x3  2y[x2 -1
Uma primeira combinagdo integravel ¢ xdx{ydx=0
edi x24yi=a.

A sequnda deduz-se agora por substituigdo:

— 2 2
“yy dy=—2dz, log|y*|— % =—22+8.

E as linhas irajectérias sdo as da congruéncia:
x2tyt=a, log|y* | —y?[2=—22+48.

A circunstancia particular de nio figurar z na 1=

destas equagies faz com que seja essa a equagdo das

projecgies ortogonais pedidas.

e !
2515 — Considere o integral f g dz onde (e)

—&

{e)
se supde definido por |z— (1+7¢) | =R, condicionado
o valor de R ao facto de se encontrar o contorno (c)
inteiramente tragado na regifio do plano (z) em que
1<|z—(1+7) | < 4.

Para que valores de A se pode afirmar que (c)
inclui, no seu interior, um sé ponto singular da fungiio
integrando? E dois pontos singulares? Faga, em

cada uma destas hipdteses, o cdlculo do integral.

R: Pontos singulares: z=0, z=+1, z=—1.

Se R<\/2, (c) contém wm s6 ponto singular: z=+1

e o correspondente valor do integral é —mei.

e V2<R<\/3, sio interiores a (c) os 2 pontos
singulares z=0 e z=+1; eowvalor do integral, € entio:
2% i (1—e/2).

I. C. L.— Ax{vise Surerior — Exame final, 21 de
Junho de 1947. .
2516 — Considere o duplo lacete (¢) envolvendo

os pontos z=0 e z=1, percorrido no sentido nega-

tivo, e mostre que Iy=/f(2) dz=2ri [R(2) + B(—2) +

i€l 1
+ 8 (o)) sende £ () ST e

Faga z=pe”, s—1=¢ ™. Caleule R (2), R(-2)
dz
e I (co0). Mostre que Ij= {. m

calcule [‘ m

2517 — As superficies de certa familia (S) verifi-
cam a seguinte propriedade: «A soma dos quadrados
dos parimetros directores da normal é igual a 22+1
(—cota de um ponto genérico). a) Escreva a equagio
as derivadas parciais, a que se subordinam essas
superficies. &) Determine um integral completo (tome
tge; como primeira constante). ¢) Mostre que as
caracteristicas constituem nm sistema de linhas de
curvatura e determine o outro. Interprete geométri-
camente as superficies do integral completo determi-
nado, mostrando que, ao longo delas, tem lugar uma
relagio da forma Ap+Bg+C=0, com 4,B e C
constantes. Exprima estas constantes na do integral
completo, d) Estabelega a relagio entre as constan-
tes do integral completo, 4 qual corresponde a super-
ficie de Cauchy relativa 4 curva z2—1=1-—ay=0.
e) Estabeleca a equagio diferencial a que se sujeitam
as superficies (§) — familia simplesmente infinita —
que sdo de revolugiio em torno de Oy . Prove a exis-
téncia de essas superficies.

Ennnciades o solugles dos n.® 2514 a 2517 de Humberto de
Menozes.
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Depois dos trabalhos de Davio Hiuserr sobre os
fundamentos da geometria ¢ impossivel escrever
qualquer obra sobre o assunto que os ignore. A anilise
profunda feita naquela época, princ¢ipalmente, por



