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VI TfllQONOÜKTRlA 

2458 — Verifique que a soma dos quadrados da 
secante e da cossecante do um arco é igual ao produto 
doa seus quadrados. 

l t : -- * • • + -—-— ——r— = sec5 x • cosec* x . 
cos ' x sen" a; cos" x • sen" x 

Sota. É obrigatória a resolução do 1 pontos. A parto pri-
meira doa pontos I o V Yvm esclarecida em qualquer bem com-
p&udiOj respectivamente, de Aritmética Itaclenal dn 8." ciclo e 
de Geometria do £.* ciclo. 

Soluções <loa n . " 245t a SIMS de Màclo Madureira. 

I. S. T. e preparatórios para a Faculdade de Enge-
nharia do Porto —Ponto 1—Julho do 1947. 

2 4 5 9 — Di" a forma do um polinómio ordenado, de 
coeficientes inteiros, igualado a zero, à equação: 

- 1 / 2 (1 —2j;) (2j;-(-1) — (l/ac2 —l)"1 —2/3 (.c + 1 ) . 
R ; 3x* — 24x3 — 2 í x ! — 128x + 40 — ü . 

2xI+x — 4 l 
2460 — Resolva a inequação: r — > 0 . 

2461 — Diga o que é uma superfície de revolução. 
Enumere, sem definir, os sólidos que conhece limitados 
total ou parcialmente por tais superfícies. 

2462 — Dispondo de umas tábuas que lhe dêem os 
logaritmos com o mínimo de 5 decimais, dos niímeros 
c das funções goniométricas, determine, com a apro-
ximação que aqueles lhe permitem, os valores de a 
que satisfazem a equação: 

s e n « = V Õ ; 0 3 2 7 4 5 X COS* 1 0 0 » 1 2 ' 3 0 ' ' 

R : S - n l 8 0 ° + ( - l ) " 5 M 7 ' 3 6 " . 

2 4 6 3 — Escreva o 5.° termo do desenvolvimento 

de e simplifique-o. R : 
60 aj 

x3 V x ' 

R : x > 1,1861 j —1,6861 < x < l . 
c - 1 

2 4 6 4 — Sendo dadas uma circunferência e uma 
recta sobre o plano, determine, apenas com o auxílio 
da régua e do compasso os pontos da recta dos quais 
se vê a circunferência segundo um ângulo de 30°. 
Discuta as soluções possíveis. 

SoluçãoH dos n.4t a 2101 do Enff. Mnuuol Amaral. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

ÁLGEBRA SUPERIOR — MATEMÁTICAS GERAIS 

F, C. C.—ÁI.OF.NNI SoFERIOU 2.* exame de frequên-
cia, —1945-46. 

2 4 6 5 — Primitivar as funções 
a) e37(4 + e , r ) 6) (x -}- sen x cos ,r)/cosJ x 

R : a) 1 /2are tgo* / í + K 6) x t g x + I í . 
2 4 6 6 — Achar os extremos da função 

f(x) = sen 2as sen* á 
R : Um máximo nos pontos KJT + TT/3, como valor 31 /3 /8 ; 
um mínimo nos pontos Kir —jt/3, com o valor — 3 ^ 3 / 8 . 

2467 — Conduzir pelo ponto (1,4) as rectas tangen-
tes à circunferência de centro na origem e raio 2. 
R ; y e * 4 e 4y — x -i-1 — 0 . 

2 4 6 8 — Determinar o plano conduzido por ox para-
lelamente ao plano x—y—z — 1 B : y + z = 0 

F. C. C. — ALOBBRA SCPIUIIOR — Exame final, Junho 
do 1947. 

2469 — Sendo 0 , 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 1 0 , . . . os quocien-
tes incompletos do desenvolvimento de certo número 
em fracção continua, calcular uma fracção racional 
que represente o número com um erro inferior a IO - 0 . 

2 4 7 0 — Primitivar a função / ( a t ) = l o g ( l - V ® ) • 

2471 — Calcular pelo método de iteração três apro-
ximações da raiz do a: + lograi — 2 = 0 compreendida 
em ( 1 , 2 ) . 

2 4 7 2 — Q u e pontos da recta 3 j : — 3 ^ f 2 = 0 dis-
tam y/5 do ponto ( 2 , 3 ) ? 

2473 — Dados, dum triângulo esférico, oa elemen-
tos A = 90% a—72* 81' 3 2 " , 6 = 120° 20 '21" ; calcu-
lar li e discutir. 

F. C. L. — MATEHJCTICAS GESAIS — Exame Final — 
Julho de 1946. 

2474 — Determine a equação da hipérbole de focos 
(—1,0) (1,0) edo assíntotas y — + R : A equação 

x« y 2 k* 
será 3x J —y 2 =k J ou — 'jjT = 1 com ~ + k* t", 

4 k* x* y 1 
— - 1 ; k - ^ ; donrle: — - - 1 . 

2475 — Acho os máximos e mínimos da função: 
f { x , y)*=> (y + x1)*— ( »—2y) ! . R : As condições de es-
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tariovariedade são: • = 2x3 -f- 2xy — x + 2 y = O, 
2 dx 

1 í ) f 
= x2 + 2x — 3y = 0 . S i i i s í í t eWo y íirarfo tio 2." 

2 í)y 
equação na 1." vem: 8 x a + 6 x ! + x = 0 ou x(8xT-f-6x-t-í)=0 
de raízes X| = 0 , x j = —1/2, x 3 = — 1 / 4 ; eorresjiondem 

y i - O , y , — 1 / 4 , y , 7 /48; + 

Í £ í „ * t _ 8 . 1 t^ f 1 <>if _ 
+ y ' 2 ( J y = = 2 = ' 2 ( )x f j y 2 r f y d x ' 

1 s ! —rt 
• r 6 = 2x +• 2 ; — 22x ! -+- 8x + 6y - f 1 — 4 . 2 
Para x = 0 , 

- 1 

4 
y = 0 A - 1 > 0 ; 

- 1 
Para x — — i y — — A «= 1 > 0 , 

2 4 

Para X i 
4 

- 1 - 7 
4̂ função fero «m máximo para x = —— i y —1 -—- * 

4 48 
Nota: Como í < ; 0 (para x e y quaisquer) está 

cxcluida a hipótese de mínimo. 

F . C . L . — MATEMÁTICAS GERAIS — E x a m e F i n a l — 

Outubro de 1946. 

2 4 7 6 — a) Ache a equação geral da família de 
curvas que satisfazem à equação diferencial xy' — y— 
— a £ = 0 , b) Caracterize geometricamente a família 
e determine a equação da eurva particular que admite 
tangente coincidente com o eixo dos xx. R : a) y'— 
— v / x — x = 0 . E equação linear; admite factor inte-
grante u — l / x ; o integral geral e': — y / s + x + C = 0 
ou y x ' + Cx . b) As curvas da família são parábolas 
de eixo paralelo ao eixo dos yy; todas têm por vértice 
a origem dos eixos coordenados. Como y ' = 2x + C as 
curvas da família têm tangente paralela ao eixo dos xx 
•para x — — C/2 , y = — C ! / 4 , Obtém-se a curva parti-
cular pedida para C = 0 . 

2 4 7 7 — o) Determine as coordenadas do ponto P 
do plano para o qual é mínima a soma s dos qua-
drados das distâncias aos vértices do quadrado l imi-
tado pelas rectas de equações y — l , x — 1 , 
b) Fixando s num valor constante qual ó a equação 
do lugar dos correspondentes pontos P ? Caracterize 
geometricamente o lugar e diga que valor deve esco-
lher para a constante, para que o lugar passe pela 
origem dos eixos coordenados? Que disposição par-
ticular toma então o lugar relativamente ao quadrado 
dado ? R : a) Os vértices do quadrado são os pontos 
de coordenadas respectivamente (0,0); (0,1); (1,1); 
( 1 , 0 ) . Portanto: s = x I + y s + x1 + (y —1)®+ (x —1)5 + 
+ ( y - 1 ) » + ( i — l ^ + y * — 1 - 4 y + 4 } s/4=» 

= x2 + y*—x—y+ . As condições de estacionarie-

dade são: 0 ~ —— «*= 2x — 1 ; 0 = 2y — 1 ou 
t>x í?y 

seja: x « » l / 2 , y = . l / 2 . Corresponde um mínimo poi* 
à * B ^ 8 „ & B ' 

O ponto P e* pois o ponto de coordenadas 1/2 , 1 / 2 
ou seja o centro do quadrado. 

b) Seja a constante s = 4k e cem i x s + y ( — x — y = 
= k - l ou (x —l /2 ) s + (y—l /2 )*= .k —1/2 . O lugar é 
uma circunferência cujo centro está situado no centro 
do quadrado e cujo raio é \/k — l/2 . Para que o lugar 
passe pela origem dos eixos coordenados deve ser k = l 
e então o raio será r — j / Í / 2 = \/2j2 

a circunferência 
correspondente será circunscrita ao quadrado. Soluções doa n."' 2-174 a 2177 do rotor A . Braumaim. 

I . S A . - - MATKUJÍTICAS GERAIS — 2 . ° E x a m e d e f r e -
quência, 1946-47. 

2 4 7 8 — D a d o o ponto P ( 1 , 0 , - 1 ) e a recta 
r=x + y = z = 2 , detormine a equação da superfície 
cónica de revolução que passa por P, tem por eixo 
a recta r e por vértice V o ponto do r de abeissa 2 . 

R : Tem-se V ( 2 , 0 , 2 ) e V P = - 7 - 3k , r = í —j* logo 

C O S « = - l / / 2 Õ = ( x - y - 2 ) / l / ( x - 2 ) ' + y2 + ( z - 2 ) í . V / ^ 
donde 9x í - ( -9y i—z I -3Gx + 40y-|-4z—20xy -f G4 = 0 . 

2 4 7 9 — Mostre que o sistema 
ímc+ày+cz + dt 0 
— d y — d z + c t ^ Q 
— cx + dy + as—bt^O 
—dx—cy+bz + at=0 

não admite soluções diferentes da solução nula, quais-
quer que sejam a , 6 , c , d reais não conjuntainonte 
nulos. R : Nas condições do problema trata-se dum 
sistema de Cramer, visto o determinante formado jte/os 
coeficientes das incógnitas ser igual a (a ! + b i + c ! + d í ) í . 

« 
2480—Considere o sistema ta^Xj—0, t' = l , 2 , . . . « , 

{ »• / ) ' . Mostre que esto sistema admite soluções 
diferentes da solução nula qualquer que seja « 5» 1 . 
R : Com efeito, o determinante formado 2>elos coeficien-
tes das incógnitas tem sempre, para n > l , duas filas 
paralelas proporcionais 

2481 — Estude o comportamento das seguintes 
1 2»* + 3 

funções quando n—* + oo: - + s e n n n , (—1)* 
n 2n 

1(0, l.n) f (0,9.n) 
2n + n* í « » + 1 

R : 1.« oscilante finita-

mente, 2.» oscilante infinitamente, 3 . - - * + c o , 4 .*-» 0 . 
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2 4 8 2 — D e s e n h e um quadrado [ A < d e lado 
igual a 4 c m . . Considere os pontos A, 11, C e D que 
se projectam era A', D1, C' e / > c teem de cotas 
l j 2, 4 e 0 respectivamente. Gradue o plano que 
passa por D é paralelo a BC e perpendicular ao 
plano que admite AC c omo recta de maior declive 
(tome para unidade de medida de cotas o duplo cen-
tímetro) . 

SuluçSus d l » II,«* S4ÍS • t4gi d* F . A. Carrnlha Araujo. 

I. S. T. — MATEMATIÇAS GERAIS — Exame final Julho 
de 1946. 

2 4 8 3 — Verif icar a igualdade 

t 1 1 1 8 — 1 1 1 1 
2 4 8 27 2 4 8 1 
3 9 27 64 3 9 27 1 

• 1 
1 1G 64 125 4 16 G4 1 

sem calcular os determinantes. R : O teorema da 
adição permite-nos escrever 

1 

4 
9 
16 

1 

8 
27 
64 

7 
26 
6 3 

124 

Èste determinante pode ser ccmsiderailo como caracte-
rístico do sistema: 

x + y + z - 7 
2x + 4y + 8 z - 2 G 
3x + 9y + 27z~G3 
4x + 16y + 64z = 124 

St houver apenas um característico c — 0 , a caracterís-
tica será p —3 e o sistema e' então determinado. Com 
efeito tomando 3 quaisquer das equações, teremos x — 3 , 
y —3 e z — 1 , solução que verifica, a outra equação. 

2 4 8 4 — Na equação x 1 — 6»® + 13x — X — 0 uma 
das raízes é a média aritmética das outras duas. 
Determinar X e resolver a equação, R : Sejam a , b , c 
as raízes da equação e 2a = b + c . Feias fórmulas de 
Víète e da relação anterior temos: 3a — 6 ou a — 2 , 
a (b + c ) + b c —13 donde b c — 5 e X —10. Sendo a = 2 
as 2 restantes raízes determinam-se pela regra de 
Ruffini: b - 2 + i e c - 2 - i . 

2 4 8 5 — As curvas y — x* o 4x 3 = 3 intersec-
tam-se em dois pontos P o Q reais. Desenhar os 
gráficos (aproximados) destas curvas e provar pelo 

cálculo que as tangentes à primeira nos pontos P e Q 
são concorrentes no ponto / ( l , —3) . R : 

(1) y = x4 domínio (— o o , -f oo ) ; contrailominio 
( 0 , + o o ) 

y ' = 4x3 crescente jiara x > 0 ; decrescente j>ara x < U 
Mínimo cw x ™ 0 , y ™ 0 ; l i m y — + o o 

(2) y = = 4 / 3 . x s + l domínio (— oo , + oo) ; contra-
domínio (— oo , + oo) 

y ' —4x ! Sempre crescente 
Ftrnlo de inflexão (x —0 y — l ) 
l i m y — + oo ; l i m y«= — oo 
X- r ao x—tt 

Seja P ( a , b ) e Q (c , d) . Fquação da tangente ã 
curva y — x* no jionto P : 

(3) y - b = 4 a * . ( x - a ) 

Equação da tangente A curva y — x* no ponto Q : 

(4) y —d=-4eJ ( x — c ) 

Pretende-se provar que a solução do sistema formado 
)>elas equações (3) e (4) é I (1, —3) . Tendo em conta 
que P e Q são pontos de ambas as curvas, teremos: 

(íí) b —a 1 ; 3b = 4a3 + 3 ; d = c* ; 3 d - 4 c 3 + 3 . 

Eliminando y entre (3) e (4) , vem ! 

4 . ( a ' — c 3 ) ' 6 d e ( 5 ) ' « 
3 J _ e ' — 3 /4 . (b —d) , donde x — l i 

De (3 ) , vem: y - b + 4 a ' - 4 a í = b + 3 b - 3 - 4 b = - 3 t 

c . q . p . \ 

2 4 8 6 — Dados os pontos A ( 1 , 0 , 0 ) ; B ( 0 , 0 , 1 ) e 
C (1 /2 , V ^ / 2 j 1 /2) , verificar que podem ser vértices 
de um tetraedro regular e calcular as coordenadas do 
quarto vértice desse tetraedro. R : De<«rá ser o 
triângulo [ A B C ] equilátero: X B - A C - B C . Com 
efeito: Ã T í A C - v / l /4 + 3,2 + 1/4 - ^ 2 
B C - ^ 1 / 4 + 4 / 2 + 1/4 = 1 / 2 . 

Quarto vértice D ( x , y , z ) ; como A D — B D = C D — 
— t / 2 , vem: 

1 ) f ( x - l ) i + y í + z í « 2 
2) x» + y í + ( z - l ) i - 2 
3) (x —1/2) J + (y —t/Õ/2) + ( i —1 /2 ) ! — 2 . 

De l ) , 2 ) e 3 ) , deduz-se y-fâ/Ge x - . z - ( 3 + 2 t / 6 ) / 6 . 
Tem-se pois: V ( (3 + 2 t / 6 ) / 6 , t /S /6 , (3 + 2 ^ 6 / 6 ) ) e 

V ' ( ( 3 - 2 \/6)/G , / é / G , ( 3 - 2 / 6 / 6 ) ) . 

Soluç&os dos n.** 2183 a 24B6 do Jorgo Cftndldo da Silva. 

0 
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G E O M E T R I A 
F. C. C. — GPOXKTHIA DESCRITIVA — 2 . ° E x a m e d e f r e -

quência, 1945-46. 
2 4 8 7 — É dado um plano vertical que forma um 

ângulo de 45" com o plano vertical de projecção. 
Conduzir por um ponto uma recta que defina um 
ângulo dc 60° com um plano vertical dado, c um 
ângulo dc 40" com o plano vertical dc projecção. 
11: Cotu/uzam-sc pelo -ponto as rectas r e s perpendi-
culares ao ]>lano vertical dado c ao plano vertical de 
projecção. A recta jtedida é a terceira aresta do triedro 
cm que as outras arestas são r e s e as faces teem 30° 
e 50° . 

2 4 8 8 — E dada uma pirâmide quadrangular, recta 
e regular, de base assento no plano horizontal de 
projecção. Determinar a secção feita pelo primeiro 
bissector, e suprimir a parte do sólido acima deste 
plano. 

2 4 8 9 - Por uma recta do primeiro bissector, cujas 
projecções formam ângulos dc 45° com a 1J. T . , con-

D E S C R I T I V A 

duzir os planos que formam com esta mesma linha 
ângulos dc 20° . R : Seja V o jionta de intersecção da 
recta dada, r , com a L>, T , , Os i>lanos pedido* são os 
planos tangentes conduzidos jx>r r <i sujterficie cónica 
de raaolução que tem V }>or vértice, a L, T, por eixo, 
e uma abertura de 20° . 

F. C. C.—GHOMKTRIA DKSCMTIVA — Exame final, 1945-46 

2 4 9 0 — Determinar a distância entre duas rectas 
enviezadas, uma horizontal e outra frontal. 

2491 — Dado um plano pelos traços, considere-se 
um dos seus pontos. Conduzir por esto ponto as rectas 
que definem ângulos de 65" com o plano horizontal de 
projecção c pertencem ao plano. R : Considere-se a 
Superfície cónica de rewlução que tem o vértice no ponto 
considerado, 25° de abertura, e por eixo uniu recta ver-
tical. As rectas pedidas são as geratrizes da secção 
feita pelo plano dtufo neste cone. 

Soluções J1.*' IMHÍ 2431 do L . O . Mureluriç« do Albuquerque. 

CÁLCULO INFINITESIMAL —ANÁLISE SUPERIOR 
F. C. C. — CÁI.CUM> — Exame final, 1945-46 

2 4 9 2 — Determinar por integração a área gerada 
pela rotação em torno de ox do segmento definido 
pelos pontos ( 1 , 1 , 0 ) e ( 2 , 2 , 1 ) . R : 

2 4 9 3 — Integrar a equação y" + y = -c1 —1 . 
R : y = c i c o s x + c jsen x + - x > + 6 x — 1 

F . C. C . — CITEULO JHFIMITUSIMAI. — 2 . ° E x a m e do f r e -
quência, 1946-47. 

2 4 9 4 — Determinar os máximos e mínimos da 
função as® jf*—3?—y- no conjunto fechado, definido 
pelo losango de vértices ( 0 , 1 ) , ( 0 , - 1 ) , (1/2 , 0) e 
( -1 /2 ,0) . 

2 4 9 5 — Achar o integral geral da equação 
y"~3y< + !/=xSe>. 

2 4 9 6 - Calcular o volume de revolução quando a 
área limitada pelo arco de parábola y7 = x e pelo 
segmento de recta x—2 roda em torno da recta x= — 1. 

F. C. C. — CALCULO IKKIHITESIHAL - Exame final, 
Junho de 1946-47. 

1.° Ponto 
x 1 — ! 

2 4 9 7 —Desenvolver a fumão — em série de 
<x + 2 ) i 

potências dc aH-1 e escrever o termo geral desse 
desenvolvimento. 

2 4 9 8 — Resolver o sistema f y' + 
U ' + e'. 

2499 — Calcular por integração o volume do sólido 
definido pelos planos x=k7y=h, o s — x o petos 
planos coordenados xOy e xOz . R : hk'/2 , 

2." Ponto 

2 5 0 0 — Em que direcções emergentes do ponto. 
( 1 , - 1 ) se anula a 2.* derivada direccional da função 

{ y'=y—a —x — U 

R . [ i - e 1 4 ) 

l y = c 2 C1 — Oj x e ' + 1 . 

2502 — Determinar o volume do sólido gerado pela 
revolução, cm torno de Oz, da região limitada pela 
parábola is'.= 2 (x —1) e pela recta x—3 = 2 . 

Soluçftos dos a . " 2101' a3£»03 do L . O. Mendonça de Albuquerque. 

S = X 
; 
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F . C. L . — GÍLCOW) INFIWITESIMAL — 2 . " E x a m e de f r e -
quência — Maio de 1946. 

2503 — a ) Defina envolvente duma família de su-
perfícies características e aresta de reversão. Enun-
cie as propriedades da envolvente o aplique os con-
ceitos definidos à determinação da equação geral das 
superfícies cónicas, b) Escreva a equação vectorial 
duma superfície regrada, indique o significado das 
grandezas que nela figuram, escreva a equação do 
plano tangente num ponto de tal superfície e deduza a 
partir dela a condição para que a superfície seja pla-
nificável, e) Defina curvatura média num arco do 
curva plana, curvatura num ponto de tal curva, ccntro 
do curvatura relativo a esse ponto e evotuta da curva. 
Indique como se determina a representação analítica 
da evoluta da curva e suas propriedades. 

2 5 0 4 — Calcule f 
dx 

x Y i + s 3 

2 5 0 5 — Determino os pontos singulares, as assín-
totas e a curvatura no ponto (—1, 1) da curva 

yi _ x3 — 3? — y1 — 0 . 

I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL — Alguns pontos do 
2.° Exame de frequência, 1946-47. 

2 5 0 6 — Calcule a área definida pelas relações 
s 

y>x*, y < 8 . R : A = / ^ dy + 
o 

Vs* « 
+ / vV dy + / 8 / y dy _ 16/3 [1 + l / ê ] + 8 log V » • 

o V«i 

2 5 0 7 — Calcule a área definida pelas relações 
x1 + yt — 4lc < 0 e y* + 3 - a t< ff. 

R : A - 2 / t / x - 2 dx + 2 / / 4 x - x* dx -
a b 

- 4/3 [(x - 2)3/!]5 + 32 |^arc tang -

„ V ^ H Ü T , onde a = 2 , b - ( 3 + v ^ ) / 2 e c = 4 . 
4x jü 

2 5 0 8 — Mostre qua a sucossão de funções da variá-
vel ie, de termo geral / „ (x) = 1/(1 + | x |") , é conver-
gente qualquer que seja x e uniformemente con-
vergente, em qualquer intervalo fechado a que não 
pertençam os pontos + 1 e —1. R : Para x — O e 
I x| < 1 tem-se f„ (x)—»-1; poro | x | >• 1, fn (x ) - »0 e para 
| x | — 1 , f „ ( x ) - + l / 2 . Em qualquer intervalo, a que 
pertençam os giontos 1 ou —1 ok ambos, a sucessão não 
converge uniformemente visto nesses pontos a função 
limite ser discontinua; em qualquer outro intervalo 

fechado MOÍ condições do problema e' fácil de ver que o 
conjunto N ( i , x) è limitado superiormente. 

2 5 0 9 — Mostre que a sucessão do funções, da variá-
vel real x, de termo geral / „ (a) — 1 / [ 1 + | as | ]" ó 
convergente qualquer que seja x e uniformemente 
convergente em qualquer intervalo fechado que não 
contenha a origem. 

2510 — Considere a função assim definida: 
(as + y)» 

/ > y) = 7 — para todos os pares de valo-
2jc—y + íx+jr ) 1 

res (x ,y ) diferentes de (0 , 0 ) ; / ( O , 0) = 0 . Estude a 
continuidade da função dada ao longo das rectas que 
passam pela origem. Pode concluir alguma coisa 
acerca da continuidade da função dada na or igem? 
R : Fasendo ax + b y — 0 , ou x = peosfl e y — p sen 6 , 
substituindo em f (x , y) e tomando limites, conclui-se 
que a função é discontinua na origem visto ser discon-
tinua no referido ponto segundo a direcção y = 2x e è 
discontinua em todos os pontos das rectas y —mx que 
satisfazem a x—(m—2)/(l+m)*. 

2 5 1 1 - I d e m f ( x , y ) - \ ™ . / ( 0 , 0 ) = 0 . 

2512 — Supondo que o sistema 

; «• + jr - 1 
definem « e v como funções do x o y, calcule as 
derivadas de primeira ordem de u e v cm ordem a y . 

Í x cos ti + v cos y — u 
x +- v — y' . 

S o l p ç S o « d o s n . " 2 5 0 6 n 2 6 1 3 d o F . A . C a r v a l h a A r a ú j o . 

F. C. L. — ANÍMSB SDFBRIOR — 2." Exame de frequên-
cia — 1945-46. 

2514 — o ) Mostre que entre as superfícies integrais 
da equação p x + Z q y i ? — i y i = 0 existe uma família 
simplesmente infinita de superfícies cujas caracterís-

. dp dy ticas verificam a igualdade + — 0 e deter-
aq dx 

mine essa família ( S ) . b) Ao longo de que outras 
linhas das superfícies (S) tem lugar a mesma igual-
dade? <•) Determine a dupla infinidade de curvas 
que cortam sob ângulos rectos as superfícies (S) , 
Projecções ortogonais dessas curvas no plano XOY. 
11: a) O sistema de Charpit: 
dx dy dz dp dq 
x> ~ 3 y x * = 4y» = — (3px* + 6qxy) - ( 3 q x ! - 8 y ) 

dá, em corresjwndência com dp dx-f-dq dy =-0: 
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—3p x s—6q yx*—9y qxi + 2 4 y ! = 0 
ou, a/endendo à equação dada: 2q y x 1 — 4 y ! = 0 ; donde 
<1 = 2 y / x ! . 

Com este valor da q, a equação proposta dá, para p, 
o valor p = — 2y í /x } e a equação diferencial total das 
suiterfieies (S) è a equação de Pfaff: 

dz = — dx + — dy 
x 3 x® 

dz . 2 y x ! dy —2y*xdx = f, / y * 

( t 
Integrando í z = y i / x í + C . 

l>) Substituindo a« expressões de. p e q na igualdade 
d p d x + d q d y —0 logo se dedus que 4 x 2 d y J + 3y3 dxJ — 
— 4 x y d x d y — 0 o que dá: dy /dx«=y/x e dy/dx = 3y x . 

A 2." corresponde às características; a 1." define a 
Outra família de linhas de (S) ao longo das quais e 
ainda verdadeira a eqttação d p d x + d q d y = 0 c dá .* 
y = Cj x . 

r) A orlogonalidade referida no enunciado equivale 
ao sist. dif. 

d x dy dz 
- 2 y í / x ' = 2y/x» ~ 

Uma primeira combinação integrável e' xdx-|-ydx = 0 
e dá x 1 + y1 = a . 

A segunda deduz-se agora j>or substituição: 

^ d y = - 2 d z , I 0 g | y « | - i - = - 2 z - } - f i . 

E as linhas trajectórias são as da congruência: 
x * + y i = a , l o g l y a | - y 2 / 2 = - 2 z + p. 

A circunstância particular de não figurar z na 1.' 
destas equações faz com que seja essa a equação das 
projecções ortogonais pedidas. 

2 5 1 5 — Considere o integral m * onde (e) 

se supSe definido por [ z — (1 + Í) [ = R , condicionado 
o valor de R ao facto de se encontrar o contorne (c) 
inteiramente traçado na região do plano (z) em que 

Para que valores de A se pode afirmar que (e) 
inclui, no seu interior, uin só ponto singular da função 
integrando? E dois pontos s ingulares? Faça, em 

cada uma destas hipóteses, o cálculo do integral. 
R i Pontos singulares: 2 — 0, z = + 1 , z — 1 . 

Se R < y 2 , (c) contêm um só ponto singular: z + 1 
e o correspondente valor do integral d —TTei. 

Sc v / 2 < I í c v / 3 , são interiores a (c) os 2 pontos 
singulares z = O e z = + l ; eo valor do integral, e' então: 
2rt i (1 — e/2) . 

I". C. L. — AsÁLISK SUPERION — Exame final, 21 de 
Junho de 1947. 
2516 — Considero o duplo lacete {.:•) envolvendo 

os pontos 3 = 0 e i — 1 , percorrido no sentido nega-
tivo, e mostre que / , = / " f ( z ) d z ^ 2 n i [/í( '2) + R(—%) + 

+ * ( - , ] sendo 

Faça s = pe iJ, s - l = Pl e10' . Calcule R(2), i i ( - 2 ) 
r dx 

e R (co) , Mostre que / i — 2 I , — : e 

r dx 
calcule I , • 

J (xz — 4) yJ5 (1 — x) 
U 

2517 — A s superfícies de certa família (S) verifi -
cam a seguinte propriedade: « A soma dos quadrados 
dos parâmetros directores da normal d igual a & + 1 
(a —cota de um ponto genérico), a) Escreva a equação 
às derivadas parciais, a que se subordinam essas 
superfícies, b) Determine um integral completo (tomo 
tgc i como primeira constante), c) Mostre que as 
características constituem nm sistema de linhas de 
curvatura e determine o outro. Interprete geometri-
camente as superfícies do integral completo determi-
nado, mostrando que, ao longo delas, tem lugar uma 
relação da forma Ap+liq -f- C — 0 , com A,li e C* 
constantes. Exprima estas constantes na do integrai 
completo, d) Estabeleça a relação entre as constan-
tes do integral completo, à qual correspondo a super-
fície de Cauchy relativa ii curva z —1 = 1 — = 0 . 
e) Estabeleça a equação diferencial a que se sujeitam 
as superfícies (S) — família simplesmente infinita — 
que são de revolução era torno de 0 y . Provo a exis-
tência de essas superfícies. 

Eimtictados o soluçües (los n.04 ^j 11 a 7 lio Humberto do 
Mouozos. 
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Depois dos trabalhos de DAVID HU.HKKT sobre OB 
fundamentos da geometria é impossível escrever 
qualquer obra sobre o assunto que os ignore. A análise 
profunda feita naquela época, principalmente, por 


