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de professor (considero-me ainda aprendiza) nfo nos
deixa arriscar . juizos definitives sobre este assunto,
mas estamos em erer que, se 0 aluno em vez de resol-
ver problemas teoricos de mudan¢a de unidade, os
resolvesse prdticamente, isto ¢, depois de medir e de
pesar, adquiriria perfeito sentido do problema. «Nada
estd no intelecto que nio tenha estado nos sentidos»
(Locke). :

MATEMATICAS
PONTOS DE EXAME DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéncias matemadticas, fisico-qui-
micas e geofisicas, preparatdrios para as escolas
militares, e curso de engenheiros gedgrafos —
Ponto n.° 1 — Julho de 1947,

. 2441 — Indique uma condi¢Bo que assegure a exis=
téncia’de solugdes inteiras para a equagio’ax+by=c*

R: Que a, b e ¢ sejam inteiros e que om.d.c. deaeb
sejalum divisor de c.

2442 — Determine a base do sistema de logaritmos
em que 6 log878=4. R: ‘Y873, pois ¢ ('}/873)'=873.

2443 — A que condigio devem satisfazer os coefi-
cientes da equagfio ax?+bx+c=0 para que as raizes
sejam reciprocas? Justifique a resposta. R: Deve ser
a=£0 e c:a=1 pois que se forem xy e x; as raizes da
equagdo e se estas sdo reciprocas € x;=1:x, e entio
X3 Xp=(1:%;) s x3=1=c:a.

2444 — Resolva a equagio:
(a—2z)(z—b)=(x—a)(x—c).
R: Como a equagdo proposta ¢ equivalenie a
(x—a)(2x—b—r¢c)=0,

as raizes desta xy=a ¢ xz=(b+c):2 sdo as raizes da
proposta.

2445 — Mostre que para valores reais de x o tri-
némio x?—4x-+45 toma sempre valores positivos.

R: O diseriminante do trinémio é 16 —20=—4; o tri-.

nomio tem, por isso, zeros que sdo niuneros complexos e
entdo para valores reais de x ele toma sempre o sinal
do coeficiente de x2, logo, no caso posto, o trindmio é
sempre positivo. '

2446 — Calcule a drca da superficie lateral dum
recipiente cilindrico com a capacidade de 5 litros,
sabendo que a altura e o didmetro da base sfio iguais.
R: Se for d o didmetro da base e a altura do cilindro

O obice das turmas grandes e da falta de tempo
para cumprir os programas levam-nos a abreviar o
ensino desta e doutras questdes e, portanto, a actuar-
mos na percepgio dos alunos pelo «ear and eyes» que
deu optimos resultados nas observagdes dos antigos
astrénomos, mas d4 muito fraco rendimento no ensino
de criangas e de adolescentes.
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(supomos tratar-se de um cilindro recto de base cir-
cular) serd o sex volume =d3:4=>5dm3, donde

d="/20:7dm ¢ a drea da superficie lateral wd?=
="/20% % dm?.

2447 — Verifique a identidade:
(tg a + cotg a) sen 2a =2,

R: Como tg a+cotga=(sen?a+cos?a):senacosa=
=2:sen 2 a entdo ¢ (tg a+cotga)sen2a=2.

2448 — Calcule a drea dum losango em que cada
lado tem 28,345 m de comprimento e um dos dngulos
mede 67°28'10'". R: Como se sabe, se forem d; e d,
as diagonais do losango, a drea deste € dada por d; d,:2
e se for a um dos angulos internos do losango el o lado
€ 1j=2lcos 2/2 e dy=2lsen /2, logo a drea serd
dada pela expressio A =12sen 2=282,345 sen 67°28'10";
pela aplicagiio de logaritmos tem-se log A=2log 28,345 +
+ log sen 67° 28' 10" = 2>< 1,45248 + 1,96552—2,87047
e, portanto, A="T42,1 m2.

2449 — Mostre que o produto de trés nimeros na-
turais consecutivos ¢ sempre divisivel por 6. R: Seja
n - (n+1) « (n+2) o produto de trés inteiros positivos con-
secutivos. Destes trés niumeros um deles € divisivel por 2
pots se n ondo ¢, entdo n+1 € divisivel por 2; e tambem
um deles € divisivel por 3, pois que se n ndo € divisivel
por 3 serd n=3r+1 ou n=3r+2; no primeiro caso
n+2=3r+8 € miltiplo de 3 e no sequndo n+1=3r+3
¢ tambeém midtiplo de 3. Entdo como 2 ¢ 3 sdo primos
entre si e o produto € divisivel por qualquer deles, ele €
também divisivel por 6,

2450 — Em quantos pontos se intersectam seis
rectas dum plano, quando trés quaisquer delas ndo
passam por um mesmo ponto ? R : Como ndo se trata
de geometria projectiva e portanto as rectas paralelas
néio se encontram, temos que considerar o0s seguinles casos:
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0) Ndio ha, entre as 6 rectas consideradas, duas
que sejam paralelas, entdo o niumero de ponlos de inter-
secgiio € 8C;=15.

2.°) Hd um sé par de rectas paralelas. Entdo o ni-
mero de pontos € 8C,—2C,=15—-1=14.

8.9) HG trés, e s6 trés, rectas paralelas entre si.
O nimero de pontos é 8C,—3C?=15—3=12.

4.°) Ha quatro, e 36 quatro, rectas paralelas entre si.
O nimero de pontos € ¥Cy—4C;=15—-6=9.

5.°) Ha cinco e 86 cinco rectas paralelas entre si.
O nimero de pontos € 8Cy—5C3=15—10=5.

6.°) As seis rcctas sdo paralelas entre §i. O nitmero
de pontos € 6C,—8C,=0,

7.°) H& dois pares, e 86 dois, de rectas paralelas,
mas ndo quatro rectas paralelas entre si. O nimero de
pontos € $Cy—2 .2C,=13

8.° Ha trés pares de reetas paralelas, mas ndo quatro
paralelus entre si. O nimero de pontos é 8C;—3 .2C,=
=15-3=12.

.°) Hd trés reetas paralelas entre i e mais um par
que ndo pertence aquele triplo de rectas, ndo havendo
cinco rectas paralelas entre si. O nimero de ponlos €
$C,—3C,—2C; =11 .

10.°) H4 dois triplos de rectas paralelas entre si
(dentro de cada triplo) mas ndo ha seis rectas paralelds
entre si. O ntmero de pontos € 8Cy3—23Cy=15—6=9

11.°) Hé quatro rectas paralelas enire si e um outro
par de rectas paralelas distintas dagquelas quatro, mas
ndo ha seis rectas paralelas. Entio o nimero de pon-
tos € 8C,—4Cy —20,=15—6—1=8,

SBolugdes dos n.* 2441 a 2450 de José D. da Silva Paunlo.

I. S. C. E. F. —Ponto n.° 4 —5 de Agosto de 1947

I — ArrruéTica

2451 — Divisibilidade; teorema fundamental da
divigibilidade e sua aplicagfio & dedugfio de critérios
de divisibilidade.

2452 — A soma de dois nimeros inteiros & 589, e

o cociente entre o seu menor miiltiplo comum e o seu
mdximo divisor comum ¢é 84. Calcular os mimeros.
R: Sejam a e b os nimeros e d e m respectivamente
o md.c. e 0 m.m.¢c. Segundo o enunciado serd:
a+4+b=>58% m/d=84. Na relagio 1) ab/m=d fazendo
2) a=dp e 8) b=dq e substituindo m pelo seu valor
84d vem pq=84 em que p e q sdo primos entre si.
Facilmente se verifica por decomposi¢io em factores
primos que os nimeros que verificam esta relagdo sdo:

2:2:: 23, 13 que substituidos em 2) ¢ 3) ddo
d=589/25, 19, 81. A primeira solugio ¢ de rejeitar

por nio ser inteira. A sequnda e terceira por substi-

tuigdo em 1) ddo as solugbes do problema :
a=28><19=7532 a=12>31 =317
{b—, 8x19= 57 ¢ {b— T5<31=217.

1T — Circuro Numérico

2453 — Calcule a drea lateral de um cone equild-
tero (didmetro de base igual & geratriz) inserito numa
esfera cuja superficie tem de drea 222,62 m2. (Utilize
logaritmos). R: Segundo o enunciado 4= R?=22262,
sendo R o raio da esfera. A superficie lateral do
cone de raio R'=R {/3/2 e de geratriz R{/3 e
S=nxRy3/2><Ry3=38rR2/2 ~ 3 > 22262/8
logS=log 8+10g222,62 + colg8=0477 (1242, 34757 +
+1,09691)=1,92160, donde S=B3,483 m?,

I — Avcesua
i
2454 — Dada a fungfio y=277. Calcule o0s valo-

res da varidvel = que tomam a fungiio y inferior a 1/4.

R: Segundo o enunciado 2‘"{1,-’4 2"'-:2"‘
2x—1

x—1

<—2 —

1
<D » —<x<1
=—1 g

1V — Grourrria Prana
2455 — Num circulo de raio » inscreve-se um
rectingulo cuja diagonal forma com o lado maior um
dngulo de 30°. Caleule, expressa em r, a drea do
referido rectingulo. R: O rectingulo fica divivido
pela diagonal 2r em duas metades dum tridngulo equi-
latero de lado 2r. Entio a drea pedida serd . -

A =33 (2r)2/B/8 =r2y/3

V — Geomerria xo Esraco

2456 — Triedros: definigio; elementos de um trie-
dro; triedro polar; relagdo entre os diedros dum
triedro.

2457 — Dado um tetraedro de aresta a, deduza o
seu volume expresso na referida aresta. R: O volume
pedido € o duma piramide regular de base triangular,
cuja altura cai no centro do tridngulo equiltero da base.
Seja ABCD o tetraedro e H o pé da altura DH
tirada de D: para a base ABC. Como o triangulo AHD:
¢ rectangulo em H serd ﬁl--l/;'-—-ﬁﬁ" Como H e
simultdneamente 0 pouw de encontro daa nwdmtnm
¢ das medianas, visto ser [ ABC)| eqm!&tero, vem
AH = 20/3 (h alwra’ da base) ou AH = 4 ./Sfa‘

e DH= fa\/s v SEails ipsimbekis)

O volume serd V = a3/3/12.
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V1 — TricoNoMETRIA

2458 — Verifique que a soma dos quadradoes da
secante e da cossecante de um arco é igual ao produto
dos seus quadrados.

1 1 1
+ =

= gec? - cosec® k.
cos?x - sen?x

" eos?z  sen’zm

Nota. B obrigatéria a resolugio de 4 pontos. A parte pri-
melra dos pontos I @ V vem esclarecida em qualguer bom com-
pbadio, respectivamoente, de Aritmdética Racional do 3.° ciclo e
de Geometria do 2.° ciclo. A

Bolugles dos n.”™ 2451 a 2458 de Mirio Madureira.

I. 8. T. e preparatérios para a Faculdade de Enge-
nharia do Porto —Ponto N.° 1 —Julho de 1947.
2459 — Dé a forma de um polinémio ordenado, de

coeficientes inteiros, igualado a zero, & equagiio:

—1/2 (1—22) (20+1) = (1/22 ~1)4—2/3 (2 +1).
R: 3xf—24x3 —24x?—128x + 40 =0.

X v 2224+ x—4
2460 — Resolva a inequaciio: ———— > 0.

z—1
R: x>1,1861; —1,6861<x-<<1.

2461 — Diga o que é uma superficie de revolugfo.
Enumere, sem definir, os sélidos que conhece limitados
total ou parcialmente por tais superficies.

2462 — Dispondo de umas tibuas que lhe déem os
logaritmos com o minimo de 5 decimais, dos niimeros
e das fungdes goniomdtricas, determine, com a apro-
ximag¢fio que aqueles lhe permitem, os valores de a
que satisfazem a equacio:

sen a = "1/0,032745 > cos? 100° 12/ 307
R: 0=n180° + (—1)" 5047 36",

2463 — Escreva o 5.° termo do desenvolvimento
Shos 60a3
de (2a°y/z—2")" e simplifique-o. R: ——=.
e(at/:; z~")" e simplifique-o A

2464 — Sendo dadas uma circunferéncia e uma
recta sobre o plano, determine, apenas com o auxilio
da régua e do compasso os pontos da recta dos quais
se vé a circunferéncia segundo um dngulo de 30°.
Discuta as solugdes possiveis.

SolugBes dos n.% 2459 a 2464 do Eng. Manuel Amaral.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
E ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. G. C.—Avorona Surenior — 2.* exame de frequén-

cia, — 1945-46.

2465 — Primitivar as fungdes

a) e*/(4+¢€*) b) (x 4 sen x cos x)/cos? =

R: a) 1/2arctg e*/;+K 2) xtg x4+ K.

2466 — Achar os extremos da fungio

J(x) = sen 2x sen?x

R: Ummaaimo nos pontos K=+ /3, como valor 3/3/8;
um minimo nos pontos Kx—x/3, com o valor —3/3/8.

2467 — Conduzir pelo ponto (1,4) as rectas tangen-
tes A circunferéncia de centro na origem e raio 2.
R:y=4 e 4y—x+1=0.

2468 — Determinar o plano conduzido por ox para-
lelamente ao plano z—y—z=1 R: y+z=0

F. C. C. — Arcesra Surerior — Exame final, Junho

de 1947.

2469 — Sendo 0,1,2,4,6,8,10,... os quocien-
tes incompletos do desenvolvimento de certo nimero
em fracgio continua, calcular uma fracgfio racional
que represente o nimero com um erro inferior a 10-°.

2470 — Primitivar a fungio f(z)=log (1 —"/x).

2471 — Calcular pelo método de iteragdo trés apro-
ximagdes da raiz de z+loggae—2=0 compreendida
em (1,2).

2472 — Que pontos da recta 32—3y+2=0 dis-
tam /5 do ponto (2,3)?

2473 — Dados, dum tridngulo esférico, 0s elemen-
tos A=90°, a=T2°31'32", 5=120°20'21"; calecu-
lar B e discutir.

F. €. L. — Maremiricas Gerats — Exame Final —

Julho de 1946.

2474 — Determine a equagio da hipérbole de focos
(—1,0) (1,0) e de assintotas y=+/Bz. R: A equagio

x2 y2 k2
:_v2_k2 e S o ) 2
serd Sxt—y?=k? ou s e 1 com 3 +k
4_1‘! 1 . k @ . P des x’ — yz 1
ks 2’ VD AT

2475 — Ache os mdximos e minimos da fungfo:
S @, y)=(y+a2)?—(x—2y)2. R: As condigdes de es-



