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reciprocamente, sem o trabalho do cientista puro,
mesmo guiado por ideais platonicos, os progressos da
téenica teriam sido impossiveis.

Entre duas tendéncias opostas oscila o pensamento
através dos séculos — tendéncias que na idade média
se chamaram realismo e nominalismo, e noutras épocas
se chamam racionalismo e empirismo. No decurso
da histéria, ora é uma, ora ¢é a outra destas atitudes
que predomina. Aquela fase da matemdtica a que eu
entio me referia, corresponde, de certo modo, ao
periodo dureo do racionalismo cientifico, que encontroun
a sua melhor definigio nas eélebres palavras de Lia-
rLACE sobre a possibilidade de prever o futuro e de
reconstituir o passado, a partir do conhecimento do
aestado actual do universo». Hoje, porém, nds atra-
vessamos, na historia da ciéncia, uma zona de viragem,
que se prolonga jd desde o fim do século passado:
0s esquemas cldssicos tiveram de ser abandonados,
novos modelos estdio a ser propostas para interpretar
os dados da experiéncia . No inicio do seu famoso
livro sobre as fungdes de linha, Vito Vorrerra cita
uma curiosa interrogagfo feita por Porxcani: ao abor-
dar o estudo da questio dos quanta: «Les lois phy-
siques ne seront-elles plus susceptibles d'étre expri-
mdées par des équations différentielles ?». No mesmo
livro, Vouremra refere-se aos fenémenos em que a
memdria do passado se conserva e em que portanto o
presente dependerd de toda a histéria, de modo que,
sendo o tempo continuo, o presente depeaderd duma infi-

1} Vem a propdsito cltar que, ainda hi poueo tempo, se tratou
nos Estados Unidos da constitui¢fio de um grupo de insignes mato-
miticos com o objective de estudar os problemas postos pelas
novas descobertas sibre a energia atomica.

nidade de elementos ou de varidveis que sio as que indi-
vidualizam os factos passados; e introduz, para o
estudo desses fendmenos, as equagdes por ele chamadas
integro-diferenciais, hs quais por sua vez aplica o
conceito de fungdo de linha.

A fundagfo da andlise funcional, depois ampliada
em andlise geral, marca o inicio duma nova era em
matemdtica. O que hd de particularmente curioso em
em tudo isto é que, para resolver questdes concretas,
seja necessdrio subir cada vez mais em abstracgfo,
E é precisamente este elevado grau de abstracgfio que
Jesorienta o leigo, fazendo-o crer que se trata dum
afastamento da realidade. De resto, a andlise geral
é precedida e acompanhada duma intensa actividade
critica e de profundas investigagBes no campo da
légica pura, as quais, se nfio constituem propriamente
actividade criadora, sfio hoje no entanto condigio sine
qua mon para que se possa criar alguma coisa de sdlido
e de potente. B claro que, sendo assim tio elevado
o grau de abstracgfio, mais do que nunca se torna
necessdrio ndio perder de vista os problemas concretos
que deram origem aos conceitos abstractos, de contrdrio
ir-se- cair facilmente na pura fantasia. i

O sentimento cstético serd ainda e sempre um
poderoso guia da investigagfo ; e uma das principais
preocupagdes do professor deve ser, precisamente, a
de estimular nos seus alunos esse sentimento, fazen-
do-os aperceberem-se da beleza de certas proposigdes
e da elegancia de certos raciocinios. Mas tal ndo basta
ou melhor: tal € uma condi¢io necessaria, mas ndo
suficiente, para que o ensino resulte eficas.

Porque a matemdtica nfio ¢ apenas a «miisica da
razio»...

PEDAGOGIA

UM METODO ACTIVO NO ENSINO DA GEOMETRIA

INTUITIVA ™

por Emma Castelnuovo

A geometria nasceu como cidneia experimental, de
um ponto de vista prdtico: da medida dos terrenos;
nds sabemo-lo, dizemo-lo até aos rapazes no prineipio
do curso, mas depois apresentamos a matéria As aves-
sas, relegando 6 assunto da equivaldncia, que deveria
ser o primeiro eapitulo, para dltimo capitulo do wltimo
ano dé geometria plana. Por outro lado, dedicamos o
primeiro capitulo, como introdug¢io do curso, ao estudo
dos segmentos e dos Angulos, dando logo as definigdes
destes comceitos; nos melhores textos de geometria
intuitiva nio falta sequer uma bela coleegdio de exer-

cicios sobre estas primeiras nogdes, mas, se tais exer-
cicios servem para mostrar a utilidade pritica dos
conceitos que foram definidos, &les ndo possuem por
outro lado a virtude de facilitar a aqulslqao efectiva
desses conceitos. Em resumo, visto que as deﬁmgoss
precedem a pratica, o aluno deve primeiro fazer o

(1) Extracto dum artlgo, com o mesmo titulo, publicade no
Periodico di Matematiche, Doz, 1940, sérle IV, vol. XX1V, n.* §,
pig. 120-140. Esto artigo reprod nma forBnela foita ‘ptla'_
A. no Istitutg Romaco di Cultura Matematica om 30. de
Margo de 1946,
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esforco de conceber as ideias abstractas, e, depois
que ndo as compreendeu, fazer as respectivas apli-
cagdes.

Pode apresentar-se como exemplo tipico de erro
diddctico a definigio de Angulo que costuma ser dada
no inicio do curso. Qualquer que seja o modo como
se apresente o conceito de dngulo (p. ex. como «parte
do plano compreendido entre duas semi-rectas com a
mesma origem», segundo a definigio que aparece pela
primeira vez A volta de 1660-70 nos tratados de Arxaup
¢ de BertraxDp, ou entio adoptando a defini¢io eucli-
deana, como «inelinagfio de uma recta sébre outran),
ele nfo é compreendido pela grande maioria dos rapa-
2es — ou pela dificuldade do conceito de drea infinita
que entra na primeira defini¢fio, ou pelo uso duma
palavra um tanto vaga para um rapaz como ¢ aquela
dé «inclinagfion. O aluno-tipo limita-se a decorar a
definigfio, nfio sei com que vantagem.

" Diz-se: mas sfo conceitos simples aqueles que nds
pomos no inicio, o conceito de dngulo, por exemplo.
Précisamente porque sfo conceitos simples, idéias
abstractas, eles resultam particularmente dificeis.
aAo professor — diz Tovsror na sua Crénica da Escola
de Isnaja Poliana — parece fdcil lnicamente o que
ndb ¢ complexo e vivo. Todos os textos de ciencias
naturais comegam pelas leis gerais, os de lingua pelas
definigdes, os de histéria pela divisio em periodos e
até os de geometria pelos conceitos de espago e de
ponto matemdticon.

. Feita a critica do método tradicional do ensino,
para ver como poderia desenvolver-se o curso com
mais eficiéneia, fixemos os cbjectivos que se pre-
tende atingir com esse curso. Eu penso que o objec~
tivo essencial do curso de geometria intuitiva é o de,
prosseguindo o estudo j4 feito na escola primdria,
chamar o interésse e a atengio dos rapazes sébre factos
que depois constituirdo, para aqueles que continuam,
o material do curso sistemdtico. Mas o interessc por
uma disciplina qualquer sé nasce quando se tem a
sensagdo. de. poder, com a prépria capacidade e com
a,propria observagio, dar uma contribuigio ainda que
minima a esta disciplina. Ora, se uma matéria me
vem, ministrada do geral para o particular, a partir de
leig  evidentes, de definigies e de conceitos simples,
nde tenho.a sensaclo de-dar eu uma contribuigfo a
éste estnde. . O. meu  professor poderd sugerir-me
problemas e aplicagbes de tudo o que explicou, ¢ cu
poderei. com, entusiasmo procurar resolvé-los, mas, niio
nos iludamos, é um ardor que se desvancee logo depois
de resolvido o problema, e fica ligado Aquele determi-
nado ecapitulo ;nfio tenho a impressio de ser eu a
criar -toda. a geometria e a sucessfio dos problemas
e «os eapitulos. E, digamos assim, um método activo
a ilhas, sendo as ilbas os vdrios capitulos.

E possivel, pregunta-se, criar para a geometria wn
método activo continuo ? A resposta apresenta-se logo :
o desenvolvimento histérico é, evidentemente, um
trabalho activo de séculos. Surge portanto espontinea
a ideia de seguir um método histdrico, repassando,
naturalmente sem exagerar, pela mesma labuta de
pesquizas e de rros.

Eu pretendo, em resumo, substituir um método des-
eritivo por um método construtivo.

Depois de ter levado os rapazes a exercitarem-se
com o deseuho geométrico, que os pde em contacto
com as figuras mais simples da geometria e que lhes
dd a maneira de se aperceberem da diferenga entre
uma figura e uma outra (p. ex. entre o quadrado e o
losango, entre o rectingulo e o paralelogramo ndo
rectingulo, medindo as suas diagonais), inicio o curso
retomando as origens da geometria e fazendo compre-
ender a necessidade do edlculo das dreas, detendo-me,
por enquanto, nas figuras poligonais. De resto, o
problema das dreas é «sentido» pelos garotos desde a
mais tenra idade.

Comego por calcular a drea do rectingulo, & maneira
habitual, considerande naturalmente as dimensdes
comensurdveis entre si; da drea do rectingulo vém
logo as regras para determinar a drea do quadrado,
do triingulo, do paralelogramo, do trapézio, do poli-
gono regular, do poligono qualquer dividindo-o em
tridngulos. Mil exemplos e aplicages se apresentam
ao aluno da cidade, e mais ainda ao do campo, sGbre
a utilidade prdtica destas regras de medida.

Observe-se bem que n#o introduzo de nenhum modo
as definigGes de rectas paralelas e de rectas perpendi-
culares, mas me sirvo sempre destes conceitos ; com o
ugo continuo e com a pritica do desenho tais conceitos
vio-se esclarecendo e consolidando por si mesmos.

Mas além da determinagdo da drea duma sala, dum
terreno, ete. é itil que a creanga se exercite com
qualquer coisa de mais pequeno, de mais tangivel
direi. Os modelos em cartolina, a decomposigio ¢ a
recomposigio das figuras planas, oferecem-lhe ao mesmo
tempo a possibilidade de analisar e de sintetisar,
desenvolvendo as suas faculdades de observagio.

Eis alguns exemplos :

1) decompor um hexdgono regular num tridngulo
equildtero e em trids triingulos isésceles iguais ; como
é a drea do triingulo equildtero a respeito da soma
das dreas dos tris tridngulos isdsceles 7

2) decompor um hexdgono regular em dois trapézios
iguais e formar com @&stes um paralelogramo. Que
relagfo existe entre a base do paralelogramo e o peri-
metro do hexdgono ?

E finalmente este, que é, no fundo, a meta a que
se pretendia chegar;
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Dado wm quadrade decompo-lo em dois rectangulos
iguais e em dois quadrados desiquais ; ou entiio decom-
po-lo em quatro triangulos rectingulos iguais e num
quadrado (ver figuras).

O executar estas decomposicdes é simples ; torna-se
porém necessdria uma particular intui¢io para tirar,

B B i
3 ',"
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/
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do-seu confronto, uma propriedade; mas hd sempre
alguém na classe que propde o caminho acertado: os
rectingulos podem-se decompor em triingulos. E
entfo ? A ideia daquele companheiro langou a centelha
na aula: o quadrado A deve ter a mesma drea que
a soma dos quadrados B e C; ou scja: o quadrado
construido sobre a hipolenusa dum tridngulo rectingulo
¢ equivalente & soma dos quadrados construidos sohre
os calelos.

O efeito deste teorema de Piriconras, redescoberto
pelos rapazes nas primeiras ligoes do curso de geome-
tria, é psicolégicamente interessante; acontece ao
aluno perante a erevela¢fo» do teorema de Prriaoras
o que sucede a um de nés que se encontre diante dum
quadro maravilhoso ou dum espectdculo da natureza
invulgar e sugestivo; ¢ w«deveras grandioso» (V.
A principio esta estranha propriedade do tridngulo
rectingulo dd apenas um gosto estético; para poder
aprecid-la é preciso fazer dela muitas aplicagdes : eis
que o rapaz determina o comprimento da diagonal da
sua mesa de estudo, o comprimento duma corda esten-
dida entre a sua janela e a janela do andar inferior
da casa em frente, a distincia, depois dum certo tempo,
de dois combdios partidos simultaneamente de Orte
com dadas velocidades e dirigidos um para Arezzo e
o outro para Terni, a intensidade da for¢a com que é
puxado um barco das duas margens dum rio com
cordas em direcgdes perpendiculares e com forgas de
dadas intensidades, e v@ assim como a geometria presta
servigos em todos 0s dominios, na geografia, na tisica,
na pritica em geral (note-se de passagem que o0s
alunos nfio conhecem ainda a operagfio de extracgio da

1) No original : stroppo grandiosos.

raiz quadrada, mas fazem uso da tdbua de quadra-
dos (1)).

Mas o mesmo rapaz que se interessa pelas aplica-
¢bes priticas duma verdade geométrica, ¢ capaz de se
entusiasmar pelas aplicagdes e pelas extensdes mais
abstractas do mesmo teorema, como por exemplo: «o
triingulo equildtero construido sobre a hipotenusa
dum tridngulo rectingulo é equivalente A soma dos
tridingulos equildteros constrnidos sobre os catetoss.

Esta lenta e progressiva passagem do concreto ao
abstracto, do particular ao geral, faz com que a maté-
ria vid sendo criada e estudada segundo as leis natu-
rais do desenvolvimento psicoldgico ; e en penso.que,
o teorema de Pirfcomas, com o seu duplo aspecto
prdtico e abstracto, esteja particularmente indicado
para orientar a mente do aluno no sentido do racio-
cinio matemdtico. De resto, j4 Prario no seu didlogo
o Menon pde em evidédneia o valer do método heuris-
tico sugerido por tal verdade geométrica, mostrando
como o escravo, benivolamente guiado por SécraTes,
conscgue construir um quadrade duplo de um outre
dado. 220 oria
Mas retomemos o problema que nos propusémos de
inicio:- a determinagiio das dreas dos terrenos. Bim,
é fdcil medir a drea dum campo poligonal, se nio hid
obstdculos, como lagos, bosques, ete. No ' caso’ con~
tririo, seria necessdrio desenhar nas vizinhangas,
numa esplanada, um campo fgual aquéle dado. Surge
assim, de maneira natural, o problema da igualdade.:.
como se constroe um poligono igual a um . poligono
dado, em particular um tridngulo 1gua.! a um tnﬁn—
gulo dado ? : 51

E necessdrio para isto chegar ao conceito de angulo ;'
tle brota assim, a meio do primeiro ano de estuido,’
como uma necessidade. Eis como do complexo (poli-
gono) se chega a pouco e pouco aos elementos [ﬁngnlo,
segmento) que formam o complexo.

Nio se d4 a definigio de Angulo; muitas medadns
de Angulos com o transferidor.

Tal como os problemas praticos sobre as érmnoe
conduziram ao facto ndio evidente do teorema’de
Piricoras, assim também as medidas'de-dngulos con=
duzem a uma propriedade que ¢, como a primeira, nfio-
evidente, e portanto dd verdadeiramente a sensagiio
da descoberta: a soma dos angulos dum triangido tem:
sempre o mesmo valor, qualquer que se;a a forma do’
triangulo. ’

Muitissimos exercicios sobre este assunto, como por

exemplo: i Lo
T

(1) Nosta altura da conferfncla, n A.'referiu‘so & edhvenionera’

que hi em evitar, na medida do podsivel;, o ensino de tlsorlmrn
som justificagio. (Neta do T.). . G b -
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1) Num tridingulo 'isésceles ABC prolongue-se o
lado BA de um segmento AD igual a AC' e una-se

D com C. Se §=_-_40°, que valor tem o dngulo BCD?
Resulta sempre: BCD=DB +D?

2) Num tridngulo rectingulo um Angulo é de 50°,
Determinar a amplitude do &dngulo compreendido
entre a altura e a mediana relativas & hipotenusa-
Observa-se que a amplitude deste Angulo é igual &
diferen¢a entre as amplitudes dos fAngulos agudos.
Serd sempre verdadeira esta propriedade ?

Tal género de exercicios faz sentir desde este mo-
mento a necessidade do cdleulo literal. -

Agora jd se pode abordar o problema da construgiio
de um tridingulo igual a um outro dado, empregando
os trés critérios da igualdade (construgdes com régua,
compasso e transferidor); ainda aqui os eritérios de
igualdade se impdem como uma necessidade de constru-
gdo.

Mas as mais das vezes nfio é fdcil encontrar uma
esplanada em que se possa desenhar um campo igual
Aquele dado. E entdio?

Surge espontinea uma idea sugerida pela prépria
vida que circunda o rapaz, pela sua observagido quo-
tidiana.  Todos os rapazes sabem que pode haver
objectos com a mesma forma e com extensio diferente:
quem n#o brincou em crianga com aquelas caixas eibi-
cas que entram umas nas outras ou com aquédles ovos
que ‘se¢ abrem e'de que um é a forma reduzida do
outro? Ou, para nos referirmos a uma época mais
recente, qual o rapaz que no viu a planta duma sala,
a ampliagio duma fotografia, ou uma carta geogrd-
fica da mesma regifo em escalas diversas ?

O conceito da semelhanga é — parece-me — o eoneeito
geométrico mais natural, mais espontiineo, mais atra-
ente, nfo sei se mais fdcil do que o de igualdade, mas
certamente mais sugestivo. I um conceito qne nasce
cedissimo, nfio exagero se .digo que a volta dos dois,
ou trés anog. Nds vemos disso uma prova no facto de
a crianga se divertir em ver representado em miniatura
o mundo que a circunda: a sua casa, a casa em frente,
a igreja da aldeia. De resto, o facto de estas ideas
naséerem tfo cedo na'mente da crian¢a é confirmado
pelo estudo da evolugio histérica deste conceito geo-
métrico, que nos faz remontar a Tares de Mileto.

Acho pois que um estudo intuitivo-experimental do
conceito de semelhanga seria: oportuno e desejdvel.

Sem continuar a desérever a sucessfo dos capitulos
segundo este ponto de vista, bastar-me-4 resumir os
principios que o informam : passagem do conereto ao
abstracto, do complexo ao simples, e portanto ordenagdo
o . curso segundo o desenvolvimento histérieo; princi-

pios que me parece reencontrar nas belas palavras de
G. Lomsarpo-Rapice V: «Devemos deixar que o pe-
queno matemdtico, que hd em todo o espirito infantil,
se desenvolva tio livremente quanto pessivel, com
esforgos e investigagdes pessoais.. Tem valor para
a crianga apenas aquele pouco que alcanga com a
propria experiéncia, ou que, com a guia dum mestre
(o qual saiba donde parte e onde quere chegar), pode
tornar-se experiéneia pessoal, com a completa ilusfio
de ter alcangado o resultado por si mesmon.

* % *

H4 um livro de 1741 que me sugeriu a idea desta
orientagfio: os Kléments de géoméirie de Avrexis-Craupe
CrairauT.

No prefdcio, Cratravr salienta este método, a sua
originalidade e naturalidade, e agradece & Marqueza
de Cumirever o ter-lhe suscitado a idea de uma tal
orientag3o, tendo essa desejado uma via «reals para
chegar 4s matemdticas.

E uma verdadeira jéia de exposigio: 6 uma com-
tinua descoberta natural das propriedades das figuras
a partir da observagio e da medida; é — podemos
dizer — uma vista do mundo que nos cirecunda, com
as lentes do gedmetra. I é particularmente interes-
-sante que um matemdtico como Crairaur, prodigio-
samente dotado e extremamente precoce (ecomo se
sabe, aos 10 anos lia o Tratado das secgdes conicas
de L'Horerrar e aos 13 apresentava a sua primeira
memdéria original) tenha dedicado o seu tempo a esta
obra de natureza diddctica, com tanto gosto e com
tanto amor.

Evidentemente, Cramraur previa como seria mal
interpretado quando, no fim do prefdcio dos Elementos,
escrevia: «Visto que escolhi a medida dos terrenos
para interessar os principiantes, nfo deverei talvez
temer que se confundam &stes Elementos com os ordi-
ndrios tratados de relévo? Tal interpretacdo nfio pode
ser dada senfio por aquéles que nfo perceberem que a
medida dos terrenos nflo é, de nenhum modo, o verda-
deiro objectivo déste livro, mas que tal assunto me_
serve unicamente como pretexto para levar a desco-
brir as principais verdades geométricas».

Segundo refereé um dos mais sérios historiaderes da
matemdtica econtemporineos — Davio Evernro Smirn—
(no seulivro The Teaching of Elementary Mathematics»)

1) G, LoMBARDO-RADICE : Leszioni di Didatlica. Parte IIT:

il primo insegnamento selentifico.
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nio parece que os elementos de geometria de Cramavr
tenham chegado a entrar com o seu verdadeiro espirito
no ensino oficial, nem sequer em Franga, embora ali
tenham logo conquistado larga fama, tanto que
Vorramre os eternizou com a frase: «Este cientista
(Cramravt), tornando agraddvel a cidncia, torna-a
insensivelmente necessdria A nossa nacgfon.

Depois de ter experimentado por um ano este mé-
todo diddctico, considero que possa dar no primeiro

r

triénio médio ¥ brilhantes resultados, fazendo nascer
nos jévens espiritos o desejo da investigagio e da

descoberta.
Tradugfio de J. SEBASTIAO E BiLva

(1) Desde a reforma GENTILE, o ensino secundirio em 1tdlla
esti assim organizado: 1) trds primelros anos em comum
fescola média ow gindsio/ ; 2) cinco anos diferenciados, com pre-
dominio das cidncias no chamado licen cientifico o pndom[nlo
das letras no chamado licew cldssico.

RESULTADOS DUM EXAME DE GEOMETRIA —1.° CICLO'
por Maria Teodora Alves

‘I'ranserevemos o ponto de exame de Geometria do
1.2 ciclo (1.* chamada) realizado no Liceu de Passos
Manuel no ano lectivo findo.

Ry A8
gura:
paralelogramo.

2 gulo BAD mede 40029/,
Qual é a medida do

fingulo ABC?

— Condigdes da fi-
[ABCD] é um
O én-

2. — Construa o triingulo cujos lades medem res-
pectivamente 3 em, 5cm e 6 cm e construa as alturas
correspondentes aos trés lados do tridngalo.

8.2 — Condigdes da figura: EC 8 |
é perpendicular a OA, OD ¢ per- ]

pendieular a OB. Angulo ; i
(]

4.° — Descreva uma circunferéncia de 3 em de raio.
Tome, no plano da circunferéneia, um ponto O & dis-
tincia de 5 cm do centro dessa circunferdneia. Cons-
trua a figura simétrica da circunferéncia descrita,
tomando o ponto O por centro de simetria.

EOD =140,
Qual é a medida do #ngulo
BOC?

5°— Condi¢bes da fi-
gura: No tridngulo
[4BC] é: AC=BC.
CD ¢ paralelo a AB.
Podemos afirmar que in-
gulo

€AB=angulo BCD.
Porqud ?

6. — Os dois lados consecutivos de um rectingulo
medem respectivamonte 3 decimetros e 12 decimetros:
0 lado de um quadrado mede 6 centimetros. Caleule
a drea do rectingulo tomando por unidade a drea do
quadrado. :

7.2 — A geratriz de um cilindro de revolugfio mede
18 centimetros e o raio da base do cilindro é igual
a 1/4 da geratriz. Calcule o volume deste cilindro
expresso em decimetros cibicos.

8.° — Quais sfo os poliedros regulares cujas faces
sfio tridngulos equildteros ?

Poligono da frequéncia das notas da prova escrita

- e,

o ) é'\-

BarTa
Grifico 1

A observagdo deste gréifico mostra acumulagio de
abeissa nos pontos 8 e 14.

O facto é de fieil interpretagfo se tivermos em vista
que as notas de viragem, nos exames liceais, sfo 7.5
e 13.5, correspondentes respectivamente A admissfo
a prova oral e & dispensa da prova oral. Se o exami-"
nador aprecia as provas dos alunes com benevolénecia,
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a acumula¢io faz-se no sentido favordvel ao aluno:
Se o examinador aprecia as provas com severidade,
a acumulagiio faz-se no sentido desfavordvel ao aluno.

Em todos os grificos de frequéncia de notas de
classificagfio. que temos feito, sempre um dos dois
casos temos verificado.

A justa medida, por mais objectivo que o exami-
nador pretenda ser, ¢ muito dificil atingir. Mas
antes a adopgiio de um eritério de elassificagio favo-
rdvel ao aluno do que o critério oposto.

A acumulagfio no ponto 8 foi talvez excessiva, visto
tratar-se de uma prova nio decisiva, isto é, que ainda
vai ser conjugada com a prova de Antmétlca e A]gc—
bra, para decidir depois a sorte do aluno.

Se tivesse sido evitada a acumulagiio nos pontos
8 e 14, o gridfico de frequéncia das notas de classifi-
cagfo das provas apresentaria uma regularidade mais
satisfatéria ainda. '

‘SBéguem agora algumas medidas estatisticas deter-
minadas tomando por base a classificagfio das provas
dos alunos e que mostram o comportamento deles
perante o ponto:

8.0 Quartil Q,=13.6
mediana. M,=107
média M =108 bt
1.2 Quartil - Q = 82
. 41 G D05

coefieiente de variacio 0.85.

Sobre X X' estdo localizados, quanto As suas posi-
t;ﬁes relativas, o 1.° e 3.° quartis, a média, a mediana
e as notas de viragem, que, como jd dissemos nos
exames liceais, sfo 7.5 e 13.5.

Alunos
Inferiores 0|_B,8 Médias My=10.T Médias @,=13.0 Suporiores
l inforiores ’ superiores 1

Geometria ;
=T l . I [ -
b (dnoitd PR LT 18.5

Grifico 2

Pela inspecgfio do. grafico vemos que alguns alunos
inferiores foram admitidos A prova oral pois o 1.°
quartil @, é superior & nota de viragem 7.5; todos os
alunos. superiores foram, dispensados da prova oral,
pois 0.8.° quartil @3 quasi que coincide com a nota

13,5 que marca o limite inferior dos alunos bem
dotados.

Por outro lado, a mediana préxima da média e sen-
sivelmente equidistante dos quartis, indica ter sido
atingida uma gradual classificagdo tanto no grupo
abrangido por alunos médios inferiores e inferiores,
como no grupo abrangido por alunos médios superio-
res e superiores, o que ¢é proveniente da ordenagdo dos
alunos quanto 4 medida da habilidade que revelaram.

Essa regularidade de classificagfio acentua-se mais
nitidamente se considerarmos que a percentagem de
reprovagoes 22.1 é sensivelmente igual i percentagem
de alunos dispensados 22.5.

O valor ¢=3.85 e que interpretado como represen-
tando a diferenca das abeissas entre uma questio que
¢ respondida correctamente por 50°f, dos alunos e
uma questio que ¢ respondida correctamente por
15.87°/,, dd a extensfo para a qual diferem da
média.

O coeficiente de varia¢io da média-0.35, por ser
relativamente pequeno, indica que as dificuldades do
ponto foram razodvelmente graduadas. \

Podemos considerar este ponto de exame como acm-
tivel e porque os seus resultados sfo muito cpncor'—
dantes com os resultados do ponto de exame do ano
lectivo 1945-1946, de estrutura andloga, e que foram
publicados no n.° 30 da Gazeta de Matemdtica, pode-
mos arriscar a afirmagfio de que um ponto de exame
organizado nos moldes destes dois pontos tem consis-
téncia para medir a habilidade dos alunos num exame
de Geometria do 1.° ciclo.

Mas, porque julgamos que este ponto de exame é
susceptivel de aperfeicoamento e porque nio colabo-
rdmos na sua organizag¢fo nem na classificagiio das
provas dos alunos, seja-nos permitido apresentar
algumas sugestdes que, se forem consideradas judi-
ciosas, poderfo contribuir para melhori-lo.

As questdes que caracterizam &ste ponto sfio a 3.2,
5.2 e 6.* e que por ¢sse motivo merecem estudo espe-
cial. Mas, antes de nos referirmos a cada uma delas,
desejamos fazer um ligeiro reparo 4 2.* questfo.

Nesta questdo é pedido ao aluno a construgio das
trés alturas de um tridngulo dado. Como o tridngulo
¢ obtusingulo bastaria pedir as alturas relativas res-
pectivamente ao lado oposto ao Angulo ebtuso e a um.
dos outros dois lados do tridngulo.

Evitar-se-ia' uma construcfio repetida que nenhum
novo elemento de informac¢fo traz acérca do aluno;
ou, entio, sendo pedida a construgfio das trés alturas
do tridngulo; deveria ser pedida a propriedade de con-
correrem nd’ mesmo ponto, o que daria finalidade &
questio prppoata.

Como estd formulada a 2.* questfio, pedimos vénia
para confessar a nossa discordincia. ;
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Posta esta discordinecia de pormenor insignificante,
vamos ocupar-nos mais particularmente da 3.2, 5.2 e
6.2 questdes que, como ji dissemos, dio caracter ao
ponto.

O quadro das respostas exactas dadas pelos alunos
a estas trés questdes e das respostas incompletas, mas
que mostraram que o aluno teve o entendimento-delas,
é o0 seguinte:

Respostas -
Questdes Respostas Percen- 1ucg:1";lll§tns Percen-
SojpoRto SEACIES Hgem entendimento Hhrem
da questio
3.2 210 81.7 1 -
5. 39 15.2 18 7.0
6.2 46 17.9 52 20.0

Na 3.2 questfio, dadas as condi¢des de uma figura,
pede-se ao aluno gque estabelega determinada conclu-
sdo por inferincias dos seus conhecimentos oun intui¢fo.

Na 5.* questio, afirma-se uma dada conclusio a
respeito de uma figura e pede-se ao aluno que indique
quais as inferéneias que conduzem i conclusio esta-
belecida.

Tanto numa como noutra questdo as inferfncias
pedidas sdo simples.

Somos de opiniio que nos pontos de geometria do
1.2 ciclo devem sempre figurar questdes destes dois
tipos, nfio 86 porque sfo funcionais no ensino da Geo-
metria, como porque preparam para o estudo subse-
quente deste ramo da Matemitica.

Geometria intuitiva e experimental nfio quer signi-
ficar que os alunos nfio devam fazer inferénecias com
os resultados da sua intuigfio ou experiéneia.

«0 pensamento em geometria ¢ um pensamento em
termos de relagdes» (Russel).

Hd, todavia, que estudar o comportamento dos alu-
nos cm cada uma das questdes para que possam ser,
depois, bem graduadas nos pontos de exame.

As percentagens indicadas no quadro acima, pare-
cem aconselhar que, em futuros pontos de exame,
questoes do tipo da 3.* sejam mais dilicultadas e que
questdes do tipo da 5.* sejam mais facilitadas. '

Para simplificar questdes do tipo da 5.* bastaria
decompér a conclusio, de modo a sugerir ao aluno a
sucessdio das infer@ncias a estabelecer e que a Jnstl.-
ficam.

Dir-se-4 que @ste procedimento contraria as ins-
trugdes pedagdgicas sobre a organizagio de pontos
de exame emanadas das estincias superiores.

Um ponto de exame deve fer maleabilidade na sua
organizacfo. As alteracSes a introduzir-lhe devem
provir do estudo estatistico dos resultados sem que
estejam sujeitas a nenhum molde foryado.

Caso contrdrio, o ponto de exame crmtahza e meca-
niza-se.

A 6.2 questiio do ponto de exame ¢ de outra ordem.
E um caso simples de um problema de mudanga de
unidade, embora n3o apresentado sob a forma cldssica.

A percentagem de alunos que o resolveram acerta-'
damente foi, como mostra o quadro, 17.9. _ :

Se Ihe adicionarmos a percentagem daqueles alunos
que revelaram o entendimento da questdo, obtemos a
percentagem 37.9 que é muito baixa ainda.

Em estudos subsequentes da Geometria, em Fisica
e em casos correntes da vida de todos os dias, o pro-
blema de mudanga de unidade ¢ de uso frequente.

J4, na instrugdo primiria, o aluno toma contacto

com @ste problema e tem larga prétiea de resolygo,

de problemas dessa espécie, no estudo do sistema mé-
trico. No licen, principalmente no 2.° ano, no t.:-atndo

dos nimeros complexos, no sistema métrico e no con-
ceito de razfio de duas grandezas, o aluno estuda o’
problema de mudanga de unidade sob virios aspectos.

Poder-se-d4 dizer que a 6.* questdo teria sido resol-
vida pela maioria dos alunos se fosse formulada deste
modo: Quantos quadrados de 6 em de lado eabem no
rectingulo cujos lados consecutivos medem respecti-
vamente 3dm e 12dm ?

Todos os professores sabem, que A pergunta:
Quantos cabem, os alunos invariivelmente respondem:
J4 sei. E um problema de dividir. - : 2

Também estamos convencidos de que o ndmero de

respostas certas aumentaria, talvez, comsiderivel-

mente.

Mas nfio ¢ isso o que importa: o que se deve pre-

tender saber, é se o aluno tem-o sentido do preblema
de mudanga de unidade e dai o nosso pleno acérde
com o modo como o problema estd formulado. -

O problema de mudan¢a de unidade ¢é de tal impor-

tincia que se figurasse obngat.ur]amen te em todos os

pontos de exame do 1.° cicle, e ¢ possivel-apresentd-lo
sob variadissimas formas, nfio seria desacerto.

A baixa percentagem e respostas certas neste pro-
blema do ponto de exame corrobera o nesso ponto de
vista. o

Ainda considerando um pouco mais sobre a impor-
tincia do problema de mudanga de unidade, devemon
dizer que nunca faldmos ¢om nenhum prafcssor do

grupo que ndo desse a eate prublcma uma” ¢hprtal'

importincia.

Como explicar, portanto, tio baixa pcrcent&gem de"

respostas exactas? A pouca’experiénecia da profissio
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de professor (considero-me ainda aprendiza) nfo nos
deixa arriscar . juizos definitives sobre este assunto,
mas estamos em erer que, se 0 aluno em vez de resol-
ver problemas teoricos de mudan¢a de unidade, os
resolvesse prdticamente, isto ¢, depois de medir e de
pesar, adquiriria perfeito sentido do problema. «Nada
estd no intelecto que nio tenha estado nos sentidos»
(Locke). :

MATEMATICAS
PONTOS DE EXAME DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéncias matemadticas, fisico-qui-
micas e geofisicas, preparatdrios para as escolas
militares, e curso de engenheiros gedgrafos —
Ponto n.° 1 — Julho de 1947,

. 2441 — Indique uma condi¢Bo que assegure a exis=
téncia’de solugdes inteiras para a equagio’ax+by=c*

R: Que a, b e ¢ sejam inteiros e que om.d.c. deaeb
sejalum divisor de c.

2442 — Determine a base do sistema de logaritmos
em que 6 log878=4. R: ‘Y873, pois ¢ ('}/873)'=873.

2443 — A que condigio devem satisfazer os coefi-
cientes da equagfio ax?+bx+c=0 para que as raizes
sejam reciprocas? Justifique a resposta. R: Deve ser
a=£0 e c:a=1 pois que se forem xy e x; as raizes da
equagdo e se estas sdo reciprocas € x;=1:x, e entio
X3 Xp=(1:%;) s x3=1=c:a.

2444 — Resolva a equagio:
(a—2z)(z—b)=(x—a)(x—c).
R: Como a equagdo proposta ¢ equivalenie a
(x—a)(2x—b—r¢c)=0,

as raizes desta xy=a ¢ xz=(b+c):2 sdo as raizes da
proposta.

2445 — Mostre que para valores reais de x o tri-
némio x?—4x-+45 toma sempre valores positivos.

R: O diseriminante do trinémio é 16 —20=—4; o tri-.

nomio tem, por isso, zeros que sdo niuneros complexos e
entdo para valores reais de x ele toma sempre o sinal
do coeficiente de x2, logo, no caso posto, o trindmio é
sempre positivo. '

2446 — Calcule a drca da superficie lateral dum
recipiente cilindrico com a capacidade de 5 litros,
sabendo que a altura e o didmetro da base sfio iguais.
R: Se for d o didmetro da base e a altura do cilindro

O obice das turmas grandes e da falta de tempo
para cumprir os programas levam-nos a abreviar o
ensino desta e doutras questdes e, portanto, a actuar-
mos na percepgio dos alunos pelo «ear and eyes» que
deu optimos resultados nas observagdes dos antigos
astrénomos, mas d4 muito fraco rendimento no ensino
de criangas e de adolescentes.

ELEMENTARES

ESCOLAS SUPERIORES — JULHO DE 1947

(supomos tratar-se de um cilindro recto de base cir-
cular) serd o sex volume =d3:4=>5dm3, donde

d="/20:7dm ¢ a drea da superficie lateral wd?=
="/20% % dm?.

2447 — Verifique a identidade:
(tg a + cotg a) sen 2a =2,

R: Como tg a+cotga=(sen?a+cos?a):senacosa=
=2:sen 2 a entdo ¢ (tg a+cotga)sen2a=2.

2448 — Calcule a drea dum losango em que cada
lado tem 28,345 m de comprimento e um dos dngulos
mede 67°28'10'". R: Como se sabe, se forem d; e d,
as diagonais do losango, a drea deste € dada por d; d,:2
e se for a um dos angulos internos do losango el o lado
€ 1j=2lcos 2/2 e dy=2lsen /2, logo a drea serd
dada pela expressio A =12sen 2=282,345 sen 67°28'10";
pela aplicagiio de logaritmos tem-se log A=2log 28,345 +
+ log sen 67° 28' 10" = 2>< 1,45248 + 1,96552—2,87047
e, portanto, A="T42,1 m2.

2449 — Mostre que o produto de trés nimeros na-
turais consecutivos ¢ sempre divisivel por 6. R: Seja
n - (n+1) « (n+2) o produto de trés inteiros positivos con-
secutivos. Destes trés niumeros um deles € divisivel por 2
pots se n ondo ¢, entdo n+1 € divisivel por 2; e tambem
um deles € divisivel por 3, pois que se n ndo € divisivel
por 3 serd n=3r+1 ou n=3r+2; no primeiro caso
n+2=3r+8 € miltiplo de 3 e no sequndo n+1=3r+3
¢ tambeém midtiplo de 3. Entdo como 2 ¢ 3 sdo primos
entre si e o produto € divisivel por qualquer deles, ele €
também divisivel por 6,

2450 — Em quantos pontos se intersectam seis
rectas dum plano, quando trés quaisquer delas ndo
passam por um mesmo ponto ? R : Como ndo se trata
de geometria projectiva e portanto as rectas paralelas
néio se encontram, temos que considerar o0s seguinles casos:



