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... Et ['espére que nos neveux me sauront gré, non seulement des
choses que j'ai ici expliquées, mais aussi de celles que ['ai omises
volontsirement, afin de leur lsisser le plaisir de les inventer.

René Descertes — La Géométria

Algumas Propriedades dos Conjuntos de Ordenadas

por Ruy Luis Gomes

Seja f(x) uma fun¢fio numérica, limitada, ndo-ne-
gativa, 0<f(x), integravel-Riemann num inter-
valo fechado [a,?].

No cdlculo de dreas planas utiliza-se constante-

b
mente o facto de f f(x) dx coincidir com a drea limi-

tada pelo eixo dos =, as rectas x=a, x=>5 e o pré-
prio gréfico da func¢io f(z) (fig. 1).
Em termos de maior rigor podemos escrever

[r@as =79,

designando por J(S) a medida® —J do conjunto
das ordenadas de f(wx), quere dizer, do conjunto dos
pontos (x,y) do plano tais que
a<we<b, 0<y<f(a).
Se, em vez de uma fungfio integrdvel-R2, considerar-
mos uma fung¢fio integrdvel-L, teremos

_ff(w)dw=m(‘53:

utilizando o integral-L de f(x) e a medida-L de S.

Ora, se o integral-IL representa a medida-L de um
conjunto, S, do plano, podemos caleuld-lo® como
supremo das medidas-L dos conjuntos fechados Fc S.

(1) Caderno 2-5 da Colecglo da Junta de Investigagho Mate-
mitica.

Sobre a igualdade consultar, por exemplo, Haupt e Aumann
— 111 — phg. 39.

(2) Ver colecglio de Cadernos da Juuta de Investigaghio Mate-
mitica, Teoria da Medida — 5, por Neves Real.

E surge naturalmente o problema de saber se niio
serd possivel substituir os conjuntos fechados quaisquer
F c S por conjuntos fechados de ordenadas & c S.

Interessa igualmente caracterizar os conjuntos fecha-
dos de ordenadas em termos das respectivas fungdes.

O objectivo deste artigo é precisamente a resolugiio
desses dois problemas e para isso vamos demonstrar
os seguintes teoremas.

Trorema 1: Seja I" um conjunto fechado contido no
conjunto 8 das ordenadas de uma fungiio numérica,
limitada e ndo-negativa num intervalo fechado [a,b].

E sempre possivel construir um conjunto de ordenadas,
Sfechado, &, tal que F Cc §C S.

a) Construgdo de & .

Dado um ponto (z9, ) € F, determinemos o supre-
mo g (xp) das ordenadas dos
pontos de F situados narecta
z=ux, (Fig. 1).

Como F' é um conjunto fe-
chado, (xy,g(x)) e, sendo
portanto, o ponto mais alto de
F na recta x=uxg.

Consideremos agora o in-
fimo = e o supremo B das
abscissas «' das rectas x=2a'
que tém pontos comuns com F',

A circunstincia de F ser um conjunto fechado faz
com que x=a € v=f intersectem F', ficando assim
definidos os pontos (z,g(z)) e (8,7(B).

Pondo finalmente g (z) =0 para a<w <« ¢ f<x<bh,
serd g (x) uma fung¢fio numérica, limitada e nfio-nega-
tiva cujo conjunto das ordenadas, & (constituido pelos
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segmentos [a,2], [B, ] e a parte tracejada), verifica
evidentemente a condigio FC FcC §.

b) & € um conjunto fechado

Seja (xg, %) um ponto que nfio pertence a & Va-
mos demonstrar que ndo pode ser ponto de acumula-
cio de &.

Como F C &, (x9,%p) nio pertence a F, portanto
podemos tragar um circulo aberto C, de centro
(%o, ¥0) ; que também nio contém ponto algum de F'.

Suponhamos, no entanto, que C contém um ponto
(z',y') de &, com x5 <ax'

Neste caso, hd-de haver na recta z=x' um ponto
de F, mais alto do que &le, (ver Nota 1), portanto
situado na prépria circunferéneia de C ou para cima,
pois o préprio circulo nfio contém pontos de F, por
constru¢io. Calculemos agora o infimo ) das abscis-
sas o' das rectas x=x' que intersectam F sobre a
circunferdncia de C ou acima.

Trata-se das rectas @=wx', com xg<a', que inter-
sectam F' em pontos situados também no conjunto Fy,
tracejado na figura 2 (re-
duzida ao essencial), que
é um conjunto fechado.

A recta x=xy ¢é evi-
dente que nfo estd nessas
condigbes, pois se assim
fosse, (9, 1p) pertenceria
a &, o que é absurdo.

Mas também nio pode
ser By=uaxy, pois nessa hi-
pétese pelas proprieda-
des de infimo, seria pos-
sivel zonstruirumasuces-
sfio de pontos P, e F. Fy
convergente para um ponto (xg,%'), que pertenceria
simultaneamente & recta x=ux9, ao conjunto I’ e ao
conjunto I. .

Mas se um ponto — (xy,%') , — de ordenada y' su-
perior a de (i, yo) , pertence a I, e, portanto, a &, o
mesmo acontece ao préprio (xg,¥y), 0 que ¢é absurdo.

Logo, xy< By e anilogamente o9 <<y, se for ap o
supremo das abeissas das rectas m=x', 2 <xy, que
interscetam F' em pontos pertencentes a Fy (ver
Nota 2).

Tracemos agora um segundo circulo aberto €', de
centro em (xg,%g), mas situado no interior de C e
da faixa compreendida entre as duas rectas x=ag e
x=fy. g

C' nfo contém ponto algum de &.

Na verdade, se contivesse um — (z',%') — haveria
na recta x=z' um ponto de F, de ordenada maior
do que y', portanto um ponto de F.

Ora, isso é absurdo, pois as rectas x=2a', gy <a'<By
ndo intersectam F'- F.

Fig. 2

Em conclusio, C' nio contém pontos de &, por
consequéneia, (xg,1y) ndo ¢ ponto de acumulagio de
&. O conjunto & € fechado.

Corordrro: Para o calculo da medida interior-Li
do conjunto das ordenadas S de uma funcio f (x) limi-
tada e ndo-negativa num intervalo fechado [a,b], ndo
é preciso utilizar todos os conjuntos fechados FCS:
basta considerar os que sdo também conjuntos de orde-
nadas.

E uma consequéncia imediata do teorema anterior
e da monotonia da medida-L: m (F) <m (F).
As fungbes g () relativas aos conjuntos & satisfa-
zem A condigio
9@ <f (@),
pois que FC §.

Teorexa 2: O fecho S do conjunto das ordenadas da
Jungdo f(x) coincide com o conjunto das ordenadas §
de T (x) — limite superior de f (x) .

Na verdade, se (z9,%) € S, tem-se

asz<b e w<f(z) ou f(x)<u-

Se o< f(xy) ¢ imediato que (xg,y) € S. Se, pelo
contrario, f(xg) <y, tomemos um nimero & tal que
S (@) <k<wo-

Como f (=) , por definigio, é o infimo dos supremos
de f(x) nos intervalos fechados ™ de centro xp, pode-
remos arranjar um intervalo [xg—:z, x9+¢] onde o su-
premo dos valores da f(x) seja inferior a k.

Nesse intervalo teremos, pois, f(z) <k e, conse-
quentemente, o rectingulo

Tp—e <<t
Yo—Wo—k) <y <wo+ Wo—k),
de centro (xg,1y), ndo contém pontos de S, o que
é absurdo, visto, por hipdtese, (zg,%) €S. Logo
Yo S.?(zll) e, portanto, Scs.
Suponhamos agora que (xg, ) € §.
Tem de ser a <wza<bh e yo<f () -
Mas, atendendo 3 definigio de f(x), ¢ possivel
determinar uma sucessio 2, — 2, tal que f(x,) - f ().
Se yo=7 (#), vem (z0,%0)=lim (z,, / (z,)) dondo
(0, Y0) € ‘§_
Se yo<f(zy), a partir de uma certa ordem n serd
também v, <f(z,) e, portanto, (=,,1) ¢S, donde

(xo,%0) €S .

(1) Podé ser qualquer outro sistema admissivel de vizinhangas
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Logo, s S.
Estd, pois, demonstrado que §=35.

Cororirio 1: A condigdo necessdria e suficiente para
que o conjunto das ordenadas de f (x) seja fechado, é
que f(x) seja superiormente continua.

Na verdade, S=8=§ ¢ equivalente a f(z)=f ().

Corordrio 2: Para o cbleulo da medida interior-L
do conjunto das ordenadas, S, de f(x), basta conside-
rar os conjuntos das ordenadas, S, das fungies supe-
riormente continuas g (x) <f(x).

Tem-se

m; (S) = sup m (8) .
Os resultados anteriores mostram bem o partido que
se pode tirar de m (§), ou seja do integral-L das
fungdes superiormente continuas, para a definigfio do
integral inferior-L de uma fun¢io nio negativa qual-
quer.

HISTORIA DA

1 essa a marcha seguida, por exemplo, por Me.
Shane em Integration [Princeton Univ. Press, 1940].

Deixamos ao leitor o estudo dos problemas duais,
que fazem intervir as funges inferiormente continuas.

Nota 1. Na demonstragio de que & ¢ fechado, é
evidente que se tem de supor 0 < jJ e, por conse-
guinte, o circulo pode ficar todo para cima do eixo
dos =. -

Nota 2. Pole acontecer, e ¢ o caso indicado na
fig. 2, que nio tenha sentido falar de a5, por ser va-
zio o conjunto das abscissas das rectas x=2a', o' <axy
que intersectam F - I7y.

Mas se assim for obrigaremos C' A tinica condigfo
de ser concéntrico de C e nflo intersectar a recta x2=f.
I analoga a hipétese de nfo ter seatido falar de By.

Nota 3. A igualdade tio conhecida

Ji@de=[F@de, 0</(@)),
sinifica apenas que J, (S)=.J, (S).

MATEMATICA

O ENSINO DA MATEMATICA NA REFORMA POMBALINA
por Luis Mendonga de Albuquerque

Ainda recentemente tivemos ensejo de fazer referén-
cia a Reforma de ensino superior elaborada pelo go-
verno do Marquez de Pombal (1) ; procurdmos entio
analisar nas suas linhas gerais o que nela se determinou
quanto ao ensino das ciéncias exactas. Julgamos, po-
rém, ser a G azeta de Matemdtica lugar mais aconselhado
para certas consideragdes de maior detalhe sobre o que
nessa Reforma respeita ao ensino da Matemdtica.

Para se ter uma ideia da época em que foram publi-
cados os Estatutos pombalinos, bastard certamente
recordar que o racionalismo setecentista alcancara
entdo todo o seu prestigio, amparado pelas grandes
conquistas conseguidas nas ciéncias experimentais e
fundamentado numa nova linha de desenvolvimento
da Filosofia.

Porém, diversas circunstincias mantinham o nosso
pais afastado dos progressos que a ciéneia atingira
na Europa. E bem prova disso o facto de terem decor-
-rido perto de duzentos anos entre os iltimos Esta-
tutos pré-pombalinos (1612) e a Reforma do Marquez
(1773). Se ndo se esquecer que, por um lado, esses
dois séeulos foram dos periodos mais fecundos para
a evolugdo da ciéncia e, por outro, em consequéncia

(1)- Vértice, Vol. 1V, pag. 499 e seguintes.

de certas influéncias talvez propositadamente regres-
sivas, os Estatutos de 1612 jd nfio eram actuais mesmo
a4 data da sua publicagio — poder-se-4 avaliar o
atrazo em que entdo se debatiam os nossos estudos
universitdrios.

No que, em particular, respeita 4 matemdtica, a
situaglo agravava-se ainda por outra raziio: o ensino
desta ciéneia nunca creara tradigdes entre nds (ja
Herculano o fez notar), a despeito de algumas belas
obras publicadas nos séeulos XVI e XVII por mate-
miticos portugueses, e das grandes viagens mariti-
mas terem exigido a preparagiio de cosmdgrafos e ear-
tégrafos competentes. Contribuin sem divida para
isso, o facto de na Universidade sé ter sido creada
uma cadeira para o ensino desta ciéncia; para o mal
ser ainda maior, esta cadeira estava enquadrada na
Faculdade de Medicina — que era, alids, a Faculdade
onde menos forgadamente podia ser acolhida. (2)

Nio esqueceu a Junta de Providéncia Literdria que,
presidida pelo Marqués, se encarregou dos trabalhos
preparatorios para a Reforma e, depois, a redigin, de

(2). NWo plano fixado pelos Estatutos de 1612, figuravam ao
lado da Faculdade de Medicina, mais duas: a de Clnones e a
de Teologia.



