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¢io a 0, e por y a razio OP"[/OB, afectada do
sinal + ou do sinal — conforme P!' e B estive-
rem do mesmo lado ou de lados opostos em relagdo a O,
Diremos entfio que x, y sfo, respectivamente a 1.* e a

FND
2.4 coordenada (ou a abscissa e a ordenada) do ponto P
a respeito do referencial [0AB]. Assim, por exemplo,
no caso da fig. 2, tem-se x=2/6,y=4/3.

Deste modo, a cada ponto P de =z, ficard a corres-
ponder um, e wm sé, par ordenado (x,y) de mimeros
reais ; reciprocamente, para cada par ordenado (x,)
de nimeros reais existird um, e um s6, ponto P de «
que admite x,y como abscissa ¢ ordenada a respeito
de [0AB]. Além disso, a relagiio de colinearidade
poderd agora ser traduzida por meio das coordenadas,
de maneira independente do referencial considerado :

Dados trés pontos de a, Py (xq,¥1), P2 (x2,10)
P; (x3,y3), condigio necessaria e suficiente para que
Py, Py, Py sejam eolineares é que se tenha

(3) (1—ys) /(21 —3) = (y2—ys)/ (@2 —3) -

Esta propoesigiio ¢ uma consequéncia imediata do
teorema de Tavres e do seu reciproco.

Consideremos agora um outro plano, = (podendo
ser, em particular, 2 =42), e seja ©® uma afinidade
de o« sobre z. Em tal hipétese, os pontos ndo eoli-
neares O, A4, B, serfio transformados por ©® em pontos
ndo colineares O, A,B; por outro lado, sendo P o
transformado de P por meio de ©, as projecgdes
P!, P de P, respectivamente, sobre OA e sobre OB,
paralelamente a OB e a OA, serio transformadas,
respectivamente, nas projecgdes P' e P'' de P sobre
‘OA e sobre OB, paralelamente a OB e a 04 (visto

que a relagido de paralelismo é respeitada por ©).
Deste modo, atendendo a que razio entre dois seg-
mentos de um mesma recta é uma propriedade afim,
chega-se finalmente & conclusiio de que as coordena-
das de P em relagfio ao referencial [0 A B] coinci-
dem com as coordenadas =,y de P em relagio a
[0AB]. A afinidade © fica portanto determinada
uma vez conhecidos os ponlos 0 ’ A ’ B de z em que sio
transformados por © os pontos do referencial [OAB]
de a: basta fuzer corresponder, a cada ponto P de =,
o ponto- P de z, cujas coordenadas em relagiio a [0 A B]
sdo precisamente as mesmas que as de P em relagdo a
[OAB].

Reciprocamente, tomados trés pontos ndo colineares
0,A ,B sobre o, completamente ao arbitrio, existe
sempre uma, e uma so, transformagdo afim © de a sobre %,
tal que 0=0 (0),A=0(A),B=0 (B): eéa trans-
formagio que faz corresponder a cada ponto P de «, o0
ponto P de 3 cujas coordenadas em relagio a [0 A B]
sdo precisamente as mesmas que as de P em rela-
¢do a [DAB]. A transformagio © assim definida
respeita efectivamente a relagio de colinearidade:
dizer que trés pontos Py, Py, P, de a sfo colineares
equivale a dizer que as suas coordenadas em relagio
a [0AB] verificam a igualdade (3); mas as coorde-
nadas das imagens Py, P,, P; destes pontos, em rela-
¢lo a (0 A B), coincidem, por hipétese, respectiva-
mente com as de Py, Py, P; em relacio a [0ALL]; ora,
como j4 atrds observdmos, a maneira por que a con-
di¢do de colinearidade se traduz mediante as coorde-
nadas ¢ independente do referencial adoptado. Tem-se
pois: Rt(Pi!PZsP?'):R"'(P!)PZ)P:)-

Ficam assim determinadas todas as possiveis afini-
dades (reversiveis) entre dois planos. Analogamente
se determinam todas as possiveis afinidades entre o
espago Ry e ele mesmo: neste caso, cada referencial
deve ser constituido por quatre pontes 0,4, B, C niio
complanares. (Continua)

Sobre uma férmula simbélica de Topologia

Tradugiio dum ariigo publicado em Elemente der Mathematik, 11. 2, amivelmente autorizada pelo Autor e pela Redacglio -

por H. Hadwiger (Berne)

A presente Nota trata duma férmula topoldgica
elementar da geometria plana que, apesar de nio
revelar resultados novos para os topologistas, merece
no entanto ser considerada na forma simbdlica que lhe
daremos.

Encarada assim, a formula em questdo resume dife-

rentes relagdes e expressdes da topologia combinatoria
(por ex. o tecorema de Euler sobre os poliedros, a re-
lagio das «drvores», o teorema de Helly-Radon) e
também muitas outras férmulas combinatérias como
as que se apresentam na divisfo do plano por meio
de rectas, etc.
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Notemos a este respeito que a férmula ¢é susceptivel
de sér generalizada de diferentes maneiras, mas em
vista do cardcter elementar deste trabalho ¢ recomen-
ddvel considerd-la apenas com certas restrigdes.

No estudo que segue limitar-nos-emos aos conjuntos
planos 4 que podem ser considerados como a reunifio
() A=K + K + - K,
de conjuntos K; fechados, convexos, limitados e em
nimero finito. A fig. 1 representa um destes conjuntos.

O

Fig. 1

Todos os conjuntos que gozam desta propriedade
formam um sistema ao qual pertencem, ao mesmo
tempo que dois conjuntos A e B, a soma A+ B
(reunifio) e o produto A I (intersecglo) de 4 e de B.

Designaremos sempre por F o plano indefinido.
Como A é fechado, o seu conjunto complementar £ — A
serd aberto. Seja z (4) o «indice de divisio» de 4,
isto ¢ o mimero de componentes /! diferentes em que 4
pode ser dividido; analogamente, designaremos por
z (E—A) o «indice de division» de FE—A, isto é o mi-
mero de regides ® diferentes em que K —4 pode ser
dividido.

Temos entdo a seguinte formula simbélica :

@ (BE—Ky) (E—Kp) - (E—K)=z (E—4)—z(4),
onde o primeiro membro deve ser desenvolvido com-
pletamente como se fosse um produto algébrico, dando
em seguida a dada parcela o valor 0 ou 1 conforme
essas parcelas, consideradas como produtos de con-
juntos, forem ou nfo vazias.

Demonstraremos a férmula (2) por indugfo, supondo
pois que ela é verdadeira para todos os conjuntos A!
que podem ser representados como somas de n—1
conjuntos convexos K;. Escrevemos entio

A=K+ K+ --- + K,y
@) (E—£Ky) - (E-K)=E (E—LK) -+ (E—K,4)—
_Ku (E_E’l) EE (E e 'B'n—‘l) .

(1) Damos o nome de componente a uma parte conexamixima.
(2) Uma reglfio 6 um conjunto aberto e conexo.

O factor E pode evidentemente ser suprimide no
primeiro termo do segundo membro porque nio tem
influéneia sobre o valor numérico do factor seguinte.
No segundo termo podemos primeiramente escrever
n—1 vezes o factor K, sem influenciar o valor do
produte, de maneira que cada paréntese pode ser
afectado por este factor. Em seguida, podemos es-
crever evidentemente :
K, (E'—v}\—,} = ()“'I‘Fnh'ﬁ—i Ku) *

Finalmente, a redugio (EK,—K; K,)=(E —K; k) de
cada parentese nio altera o valor do produto. Com
efeito, temos por um lade (FK,)"1=E"1=1 e por
outro lado todos os termos do desenvolvimento dos
produtos que se nfio confundem com este primeiro
termo sé diferem entre si por poténcias diferentes de
K, de expoentes positives. Podemos portanto escrever

(BE—K) - (B—EK)=(E—EK) -+ (E—Ky)—
— (B K)o (B =y B
Sequndo a hipétese de indugfio temos pois
@) (E—EKy) - (E—K)=[: (E—4)—z (a)] -
—[2 (E—A4' K,)—z (A K})].
Definindo pela expressio
®) ¢ (d) =2 (E—A)—= (A)
uma fun¢do ¢ (A) para um conjunte arbitrdrio A da

espécie considerada, entio ¢é fdeil verificar a validade
do teorema bem conhecido de adigfo :

©) ¢ (A)+9 (B)=¢ (4+B) +¢ (4B).

Tendo em conta a condigio ¢ (/,)=0 [em virtude das
propriedades a priori de K, temos com efeito z(A])—

- —z(E—K,)=0], resulta agora de (4) que

(B—hy) -+ (E—K) =g (4)+¢ (K) —p (4' K)=
—¢ (4+K,),

isto ¢ (E—K)) - (E—K,)=4(4).

Fica assim provado que a férmula (2) tambem ¢
verdadeira para todos os conjuntos 4 que podem ser
representados como somas de n conjuntes convexos
K;. Isto completa a demonstragio por indugio, visto
que (2) é trivialmenta verdadeira para n=1.

Vamos agora examinar algumas aplicagdes e con-
sequénecias da formula (2).

1. Complexos de segmentos

Um complexo de segmentos de recta do plano, isto
é um sistema finito de segmentos de recta (lados) sem
pontos comuns excepto certas extremidades (vértices),
é evidentemente um conjunto da espécie estudada
neste trabalho. A fig. 2 representa um complexo de
segmentos de recta.
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Os conjnntos convexos K; de que se compde o con-
junto A (isto é o complexo de segmentos) sio evi-
dentemente neste caso os diferentes lados ou arestas.

Seja k o nimero de arestas e e 0 mimero de vér-
tices de A onde concorrem v arestas.

o 4

Fig. 2

Temos entdio as relagdes
() e=ey+epted+ -+, 2k=ei+2e+3e34 -+

Para determinar o produto da formula (2) calcule-
mos preparatoriamente :

E¥=1

K+ - =k
£ 3

K Ky + = (2)82 + (2)8: =+
- Yo (4

Ky K K3+ -(3)331- 3)84+

Obtemos pois em primeiro lugar
(E—K) (E—K) -+ (E —K)=1—k+

(o)t [ )-6) o+ ()-(6) + () o
ou ainda em virtude de (2)
z(E—A)—z (4)=1k+e,+2e3+3e54 -+
e finalmente, tendo em conta a relagio (7)
(8) z2(E—A)—z(A)=1+k—e

Esta relagio (8) é uma formula topoldgica geral para
complexos de segmentos V!

2. Relagdo das «éarvores»

Para wdrvores», isto é para complexos conexos de
segmentos de recta sem cadeias fechadas, devemos

(1) Deslgnando por = o mhmero de partes conexas do com-
plexo de segmentos 4, o nimero L=sz-4k—e & o snimero
de conexfion de 4. Ver D. Konilg, Theorle der endlichen und

dlichen Graphen, Leipzig, 1936, p. 53.

por z (A)=z (E—A)=1 na relagio (8). Obtém-se
entdo a relagdo das «drvoress V:

©) 14k—e=0.
Na fig. 3 estd representada uma drvore.

3. Teorema de Euler sobre os poliedros

Consideremos um complexo de segmentos de recta,
imagem estereogrifica do sistema de arestas dum
poliedro convexo.

Uma tal imagem pode construir-se da seguinte
maneira: Se designarmos por Ey, E;,---,E, osplanos
definidos pelas faces do poliedro, entio o plano E;
divide o espago em dois semi-espagos, positivo e ne-
gativo, e chamaremos positivo o semi-espago que
contém o poliedro. Seja § um ponto interior da in-
tersecgdo do semi-espago negativo correspondente
a E com os semi-espagos positivos dos outros planos
E,,---,E,. Por meio de raios passando por § (con-
siderado como centro de projecgdo) é possivel repre-
sentar nivocamente, sobre o interior da face situada

Fig. 3

sobre Ey, a parte da superficie do poliedro sem
pontos comuns com I;. O borde da face situada
sobre E,; é a sua propria projecgdo. KEsta represen-
tagdo do sistema de arestas do poliedro é um simples
complexo de segmentos no plano Ej.

A cada parte de E; limitada por uma cadeia fe-
chada de segmentos do complexo corresponde uma
face do poliedro nfo situada sébre E;. Finalmente,
pode-se fazer corresponder a face situada sobre Ej
a parte externa ilimitada do complexo.

Temos entdo evidentemente: z(d)=1ez(E—A4)=f,
sendo f o nimero de faces do poliedro. Da relagiio (8)
resulta portanto a férmula clissica de Euler @ :

(10) f—kte=2.

(1) Cf. sobre este teorema de Listing as consideragdes de
D. Konlg, loe. eit., p. 51.

(2} ef. por ex. a demonstragio simples de D, HILBERT—8. CONN—
vosser, Anschauliche Geometrie, Berlin 1932, pp. 255-256.
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4. Férmula de diviséo do plano

Consideremos uu sistema de n conjuntos K; con-
vexos e limitados, tendo dois quaisquer desses con-
juntos uma intersecgiio nfio vazia e trés quaisquer
uma intersecgiio vazia. A reuniio A dos K serd
evidentemente conexa e portanto z (4)=1. No caso
particular que consideramos agora temos o valor
seguinte do 1.° membro de (2):

oe(3)

e obtemos portanto :

n
a(E-A)-aﬁ—n+(2),
o que significa que:

«Se de n conjuntos conexos e limitados dois quaisquer
tém uma intersecciio ndo vazia e lrés quaisquer uma
intersecgdo wvazia, entdo esses n conjuntos dividem
o plano W em (n2—3n+4)/2 regides» ¥, Ver as figuras
4eb.

5. Teorema de Helly-Radon

Consideremos um sistema de n conjuntos convexos
e limitados, dos quais trés quaisquer tem uma inter-
secgdo ndo vazia. Se n>4 escolhemos arbitraria-
mente 4 dos conjuntos K; e escrevemos

(E—K) (BE—K3) (E—Ky) (E—Kj) ==2(E—A) —=(4)

de acordo com a nossa férmula (2).

Como A é evidentemente conexo, teremos z (4) =1,
e visto que A ¢é limitado z (E—A4)>1, de maneira
que devemos ter

4 4 4
1— (1) + (2) - (3) + Ky K, K3 K= 0

em virtude das condi¢des admitidas. Donde se deduz
b K K, K3 K;=1

e portanto que 4 gquaisquer dos conjuntos K; do sis-
tema tem uma intersecgiio ndo vazia. Se n>>5 entdo
consideramos um sistema parcial de 5 conjuntos K;
escolhidos arbitririamente e construimos os 4 con-
juntos-intersecgdes convexos :

Ky K5, K; K5, K3 K5, K; K.

(1) Um conjunto fechado 4 divide o plano E em m regifes
quando o conjunto complementar E — A4 pode ser decomposto
em m regifes.

() O problema que acabamos de resolver estd intimamente
relacionado com a determinagio do nimero de regides em que
um plano iodefivido & dividido por n rectas arbitririamente
situadas. Cf. B. sTEINITZ, Vorlesungen @ber die Theorie der Po-
lyeder, Berlin, 1934, p. 274,

Em consequéncia do que acabdmos de demonstrar,
3 quaisquer destes conjuntos tem uma intersecgdo ndo
vazia e portanto, segundo os mesmos resultados, tam-

Tig. 4

bem estes 4 conjuntos devem ter uma in'tersact;ﬁo nio
vazia; isto mostra pois que os 5 conjuntos Ky, K,
K3, Ky, K5 tem uma intersecgiio nfio vazia. O racio-

Fig. b

cinio pode repetir-se e permite portanto deduzir o
seguinte resultado :

«Se trés quaisquer de n conjuntos convexos e limita-
dos tem uma intersec¢do ndo vazia, esses n conjuntos
tem também uma intersec¢do ndo vazia».

Este enunciado é, como se sabe, uma forma algum
tanto especializada do teorema de Helly-Radon para

o plano .
Trad. de A. G.

(1) Cf. J. Radon, Mengen konvexer Korper, dle einen gomein-
samen Punkt enthalten, Math. Ann, 83, 113-115, 1821 ; E. Helly,
Uber Mengen konvexer Korper mit gemeinschaftlichen Punkten,
Jber. D. M. V, 82, 175-176, 1923,



