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Introducdo ao estudo das geomelrias
baseado no conceilo de transformacéo

por J. Sebastiao e Silva

No célebre programa de Erlangen @, mostrou Ferix
Kvrerx como o conceito de transformagio permite ilu-
minar a interdependéncia légica dos diversos concei-
tos da geometria, sugerindo novas conexdes e condu-
zindo a uma visfio do mundo geométrico, que é a mais
penetrante, a mais racional e a mais dominadora a
que se possa chegar. As ideias de F. Kruemx neste
campo foram também fecundamente exploradas por
Soprus Lie e por Hexrr Pomvcart —e a elas anda in-
dissolivelmente ligado o nome de Evarisre Gavors,
que tinha anteriormente introduzido o conceito de
<grupo», para o estudo da resolubilidade algébrica
das equagdes.

Nio se limitaram estas pesquizas ao dominio da
geometria elementar, nem se reduziram a um simfles
trabalho de classificagdo. Com a contribuigio de vd-
rios investigadores, entre os quais é forgoso destacar
o nome de Erm Cantay, tem sido possivel chegar a
resultados de ampla projec¢do, mesmo fora do campo
da matemdtica. As aplicagbes destes resultados a fi-
sica e, em particular, & teoria da relatividade, nio
podem hoje de nenhum modo passar despercebidas.
I bem significativo o facto® de, algum tempo antes
da guerra, em Litge, ter sido concedido por unanimi-
dade o prémio MoxrerIoRE 2 um engenheiro americano,
Gasrien Kron, que mostrou como o uso das geometrias
mais gerais, aliado ao emprego do cdlculo matricial
e tensorial, permite simplificar e generalizar a reso-
lugio de importantes problemas de electrotecnia, re-

{1} Programa exposto por F. KLEIN ao tomar posse duma cite-
dra da Universidade de Erlangen, em 1873.

(2} Citado por LANGEVIN na sua hltima conferdncia, de que se
publicou um extrato no n.? 31 da Gaszela de Matemdtica (pig. 16),

lativos 4 construg@o de mdquinas de corrente continua
ou de corrente alterna .

Os artigos que vou aqui publicar sobre este assunto
terdo cardcter elementar e divulgativo. Eles sfo dedi-
cados aos estudantes de matemdtica das nossas uni-
versidades, aos quais me pareceu que poderiam ser
de algum auxilio no estudo da geometria, constituindo,
ao mesmo tempo, um pretexto para os por em contacto
com os problemas empolgantes da filosofia da mate-
midtica. Na apresentagio dos assuntos, e em certas
demonstragdes, poderd também o leitor mais informado
encontrar aqui alguma novidade.

1. Os conceitos primitivos da geometria eucli-
deans. E um facto geralmente conhecido que, em
geometria elementar, como em qualquer ciéncia dedu-
tiva, é necessdrio fixar como primitivas ou indefiniveis
certas nogdes, a partir das quais é possivel depois
definir formalmente todas as outras nogdes que se
apresentam no desenvolvimento ldgico da teoria —
chamadas, por isso mesmo, nogies derivadas. Todavia,
este facto 86 ficou devidamente esclarecido com a and-
lise ldgica das geometrias empreendida em fins do
século passado por vdrios matemdticos, entre os quais
Hiiserr em lugar proeminente .

Foi assim possivel demonstrar que, tomando como
elemento genérico do espago o ponto, e considerando
portanto as rectas e os planos como particulares con-

(1) De G. Krox & conhecida em Portugal entre outras a obra
Tensor Analysis of networks, WiLEY, New York, 1939 (duma sérle
escrita no interesse do Advanced Course in Engineering of the Ge-
neral Electric Company).

(2) Serd brevemente publicada uma traduglio portuguesa da obra
de HiLsery «Grundlagen der Geometrigs,
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juntos de pontos, se podem zdoptar como nog¢des pri-
mitivas da geometria euclideana, por exemplo, a de
«rectan, a de «situado entre» e a de «igualdade de
distincias» (sem falar jd do conceito de «ponton», nem
dos conceitos logico-formais comuns a todas as cién-
cias dedutivas).

Em vez da nogfo de «recta» (como conjunto de pon-
tos), preferem ainda alguns autores tomar para primi-
tiva a nog¢éio de «colinearidade», referida a grupos de
trés pontos. Como se sabe, dizer que trés pontos
4, B,C sdo colineares, equivale a dizer que existe
uma recta que os contém. Para indicar que esta
propriedade é verificada, faremos uso da expressio
simbdlica

Ri(A,B,C)

Trata-se portanto aqui duma relagio terndria, isto
¢, duma propriedade relativa a fernos de pontos.

Um outro ‘exemplo de relagio terndria ¢ aquela a
que se refere a expressio «situado entres. Para indi-
car que, sendo 4, B, M trés pontos colineares, 0
ponto M estd situado entre A e I3, esereveremos.
simbolicamente

Tr(M; A, B) (ler: «M estd situado entre 4 e B»)

Finalmente, a no¢iio de «igualdade de distincias»
consiste em saber quando ¢ que, a respeito de quatro
pontos A, B ,C, D, se diz que a distincia de A a B
¢ i{gual & distincia de C a D; facto que podemos
traduzir mais brevemente pela expressio :

dist (A, B) = dist (C, D).

Trata-se portanto duma relagio quaterndria. Veremos
contudo mais adiante que, em vez desta relagfo, basta
tomar como primitiva a nogfio de «equidistincian, apli-
cada a grupos ordenados de trds pontos. Para indiear
que dois pontos A e B sfo equidistantes dum terceiro
ponto ' ou (o que é 0o mesmo) que o ponto ' é equi-
distante de A e de B, usaremos a abreviatura :

Eq(A,B;C) (ler: «d e B sio equidistantes de C»).

Posto isto, importa observar que as trés referidas
nogdes (correspondentes aos simbolos «lit», «Tr» e
«lig») nio sido ainda independentes entre si. Assim,
p or exemplo, a nogio de colinearidade pode ser defi-
nida a partir da nogio de equidistincia: «Diz-se que
trés pontos distintos A, B,C sio colineares, quando
nio existe nenhum ponto que seja equidistante de 4,
de B e de C; isto é, quando nfio existe nenhum ponto X
tal que se tenha ao mesmo tempo: Eq (A,B;X)>

(ler: «4,B,C sfo colineares»).

1) Em vez do simbolo «Rfsx, usa HiLBERT o simbolo «Gre
(de «Gerades, recla) e, em vez do simbolo «Trs que introduszi-
mos mais abaixo, usa o simbolo sZw»s (de szwlischenn, entre).
Veja-se HinpeErT und BERNAYS, «( rundlagen der Mathematiks
Springer, Berlim, 1934,

Eq(B,C; X)». (E preciso nfo perder de vista que,
enquanto nada se diga em contririo, estas considera-
¢Oes se referem ao espago euclideano, isto é, ao conjunto
de todos os pontos possiveis na geometria de Evcripes
—’conjunto que designaremos por Rj) .

Por outro lado, teremos a oportunidade de ver que
a relagiio de «situado entre» ¢ —por muito estranho
que tal pare¢a —logicamente exprimivel na relagio de
colinearidade. E deste modo chegaremos 4 conelugio
de que a nogdo de equidistincia pode ser tomada como
Gnica nogdo primitiva da geometria euclideana. Toda-
via, quando se trata de desenvolver sistematicamente
a geometria euclideana a partir dos postulados, reve-
la-se mais edmodo, e sobretudo mais natural, assumir
como primitivas as trés referidas nogdes: a de «coli-
nearidade» (ou de «recta»), a de «situado entre» e a
de «equidistincian.

2. Nogdes mélricas e nogdes afins. Chamam-se
nogies afins ou deseritivas aquelas nogdes da geome-
tria euclideana que podem ser definidas partindo tini-
camente das nogdes de «recta» e de «situado entre» ).

Dizem-se métricas as nogdes euclideanas em que
intervem necessariamente o conceito de equidistinecia.

Importa desde logo observar que, além das nocdes
métricas euclideanas (que poderiamos também deno-
minar nogdes métricas relativas), hd ainda a considerar
as nogbes métricas absolutas. Quando eu digo, por
exemplo, que um dado segmento mede 5 cm, enuncio
uma propriedade métrica absoluta, visto que no é
possivel, de modo nenhum, definir o conceito de «cen-
timetro» a partir do conceito de «igualdade de dis-
tincias» ; mas se eu disser, por exemplo, que a razdo

entre um dado segmento A e um dado segmento CD
é igual a 5/3, cntdo sim, terei afirmado um facto
respeitante & geometria euclideana. E interessante
notar ainda que—ao contrdrio do que sucede com as
unidades de medida de segmentos —as unidades de
medida de Angulos (grau, radiano, ete.)) constituem
nog¢des métricas euclideanas.

Chama-se geometria afim aruela parte da geometria
euclideana que se limita ao estudo das nogdes afins.
Entre estas, apresentam se em primeiro lugar a nogio
de «planow e a de «paralelismo»: «Dadas duas rectas
a e b distintas, com um ponto comum M, chama-se
plano definido por a e por &, ao conjunto dos pontos
de todas as rectas que intersectam ao mesmo tempo
a e b em pontos distintos de M ¥, Duas rectas dizem -

(1 1 claro que, sendo a noglio de wsituado entren, como vere-
mos adiante, definivel a partir da nogfio de wrectar, bastard definir
nogies afine como aquelas nogdes geométricas que se podem ex-
primir logicamente na noclio de colineariedade.

@) Os planos slio pois todos os conjuntos de pontos assim
gerados, e 86 esses.
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-se paralelas quando, pertencendo a um mesmo plano,
ou nfio tém nenhum ponto comum ou sfo coincidentes».
Como se v&, nfio chega a intervir nestas definigdes o
conceito de «equidistineian, nem sequer o de «situado
entre».

Sdo ainda nog¢des afins as de «semi-rectas, asemi-
-plano», «segmento de recta», «poligono», ete., que
se reduzem imediatamente is nogdes de arectas e
de asituado entre». Mas nfo ¢ uma noclo afim a de
«igualdade de segmentos»: «Dizer que dois segmentos
AB e CD sio iguais (ou congruentes) equivale a di-
zer que dist (A, B)=dist (C, D)». Para indicar que
dois segmentos AB e CD sio iguais, podemos também
eserever AB=CD (),

Observe-se todavia o seguinte facto, de importincia
capital para o que segue: O conceito de igualdade de
segmentos s6 € wm conceito mélrico enquanto referido a
segmentos ndo paralelos (isto 6, ndo pertencentes a
rectas paralelas), reduzindo-se a conceito afim, quando
aplicado a segmentos duma mesma recta ou de rectas
paralelas. Com efeito, sabe-se que: 1) dados dois se-
gmentos AB e CD contidos em rectas paralelas nio
coincidentes, dizer que os segmentos AB e CD sfio
iguais, equivale a dizer que eles sdo os lados opostos
dum paralelogramo (isto ¢, equivale a dizer que se
verifica uma, pelo menos, das relagbes: AC[[BD,
AD||BC); 2) dados dois segmentos AB e CD conti-

dos numa mesma recta r, dizer que AB=CD, equi-
vale a dizer que existe pelo menos um terceiro

segmento E F, contido numa recta s paralela a » (mas
distinta de ), de modo que se tenha, simultinecamente:
AB=EF, CD=EF.™

Uma consequéncia fundamental deste facto ¢ a se-
guinte: O conceito de «razio entre dois segmentos» re-
duz-se a conceito afim, quando referide a segmentos
paralelos. Com efeito, recordemos as seguintes dofini-
¢des: «Dados dois segmentos AL e CD: 1) diz-se que
AB=n .CD (com n inteiro), quando existem n+1
pontos distintos Py, Py, -+, P,, pertencentes a recta
AB, tais que: PQEA, POP1’=P3Pg=---ﬂp,.>, P, =
=CD, P,=B; 2) diz-se que AB=m|n . CD (comm e n
inteiros) quando existe pel_o menos, um terceiro se-

(1) Transigimos aqui com a tradigfio, usando o sinal «=» para
exprimir igualdade enclideana (ou congrudncia) o o sinal «=»
para oxprimir coincidincia (ou identidade). Todavia, moderna—
mente, usa-se o sinal e==» para exprimir identidade ¢ um outro
sinal para exprimir igualdade g

2) E assim que se reconhece o facto (a que ja atrds aludimos)
de ser possivel tomar como primitiva a relagho terniria de equi-
distincia, em vez da relaglio de igualdade de distfincins referida
a dois pares de pontos,

Etrica.

gmento EF {al que: AB=m-EF, CD=n.EF;
3) diz-se que AB=a - CD (com = irracional), quando,
dado um nimero racional r qualquer, se tem: AB >
>r.CD ou AB<r.CD, conforme for a>r ou
a<<r» . Ora é fdeil ver, depois do que atrds foi dito,
que, tratando-se de segmentos paralelos, as defini¢des
precedentes ndo exigem ountros conceitos primitivos
além dos de arecta» e de «situado entre» (as duas
primeiras nfo exigem sequer o conceito de esituado
entren).

Em particular, sio no¢des afins: a de «paralelo-
gramon, a de «trapézio», a de «ponto médio dum se-
gmentos, a de «baricentro dum tridngulo» (ponto de
interseccio das medianas), a de «figuras homotéticas
entre si», ete. ete. Mas jd a nogiio de wortocentro dum
tridngulo» (ponto de concurso das alturas), a de «eir-
cunferénciav, a de «triiingulo escaleno», a de «losango»
a de «perpendicularidade», a de «ingulo agudon,
etc. etc. —sfo nogdes euclideanas nfo afins, como
teremos ocasido de verificar.

3. Transformacdes pontusis. Sejam & e @* dois
conjuntos de pontos quaisquer. Chama-se transfor-
magdo pontual univoca de @ sobre @* toda a operacgio
@ que faga corresponder a cada ponto P de @, um
e win 6, ponto P* de @*, chamado a imagem ou o
transformado de P por meio de ®, e que se podersd
designar pelo simbolo ® () 2

P*=0o (P).

O ponto varidvel P* de @* dir-se-d ainda fungdo
univoca do ponto varidvel P de @. Quando se tem
Q=aqQ¥, diz-se que ¢ ¢ uma transformagio univoca
do conjunte & sobre si mesmo.

A transformaciio univoca ® de & sobre @* dir-
-se-d uma transformacfo biunivoca oa reversivel (de &
sobre @*), quando, para cada ponto P* de g*, exis-
tir wm, e wnm sd, ponto P de @, do qual P* seja a
imagem por micio de ®; isto ¢, tal que @ (P)= P*,
Emn tal hipdtese, chama-se transformagio inversa de
©, e representa-gse por &~', a transformacgio de @*
sobre @ que faz passar de P* para P; em simbolos:

P=ot (P¥).

Exemplos: 1) Seja @ o espago inteiro, isto é:
g=R;, e seja @* um plano « qualquer, isto é:
&% =u. Se fizermos corresponder a cada ponto P do
espaco a sua projeccio P' sobre «, segundo uma
direcgdo determinada d (ndo paralela a z), a corres-
pondéncia P — P' assim definida serd uma transfor-

1) Como se sabe, dados dois segmentos MN o PQ, diz-se que
MN<PQ, quando existe um ponto N*® situado enire P o @ tal
que PN*=JN.
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magdo univoeca de Ry sobre «; mas nio uma transfor-
magio biunivoca de R; sobre a, porque, dado um
ponto M qualquer de o, existem infinitos pontos de
R; cujas projeccdes coincidem com M : todos os pontos
da recta projectante que passa por M.

2) Sejam agora dois planos quaisquer, « ¢ B.
A operagio ¢ que faz corresponder, a cada ponto P
de a«, a projecglio P' desse ponto sobre B segundo
uma determinada direc¢fio d (nfo paralela a nenhum
dos planos), é visivelmente uma transformagdo biuni-
voea de « sobre 8, cuja transformacio inversa, ',
¢ a que consiste em passar, de cada ponto de §, para
a projecgio desse ponto sobre «, segundo a mesma
direccdo d.

3) Exemplos notdveis de transformagdes biunivocas
do espaco Ry sobre si mesmo ou dum plano sobre si
mesmo sfo as homotetias, as rotagies, as translagies
e as simetrias: a) Chama-se homotetia de centro O
e de razdo r a transformagdo que faz corresponder a
cada ponto P O o ponto P* tal que OP*/OP =|r|,
ficando P e P* do mesmo lado ou de lados opostos a
respeito de O, conforme » for positivo ou negativo;
ao ponto O corresponderd o préprio ponto U, o que
gse exprime dizendo que O ¢ dnvariante para a
transformacfo considerada . &) Chama-se translagfio

definida pelo segmento orientado AA* a transfor-
magio que faz corresponder a cada ponto P o ponto

P* tal que os segmentos PP* ¢ AA* resultem equi-
polentes (isto é, com o mesmo comprimento, a mesma
direcgiio e 0 mesmo sentido) ®. ¢) Chama-se rotagio
do plano, de centro O e de amplitude 6, a transfor-
magio que deixa o ponto O invariante e transforma
cada ponto P+ O no ponto P* tal que: dist (P*, O)=
=dist(P, 0), POP¥=0." Quanto s rotagdes do
espaco em torno dum eizo, a definigio é andloga.
d) Cada simetria ¢, como se sabe, definida por um
ponto, por uma recta ou por um plano.

4, Transformagdes afins. Seja © uma correspon-
déncia pontual biuniveca entre dois planos a e a*
(distintos ou coincidentes) ou entre o espago inteiro Ry
e ele mesmo. Diz-se que © é uma fransformagdo afim
ou uma afinidade, quando respeita a relagio de coli-

i) B claro gue, se for r=1, todos os pontos serfio iavariantes,
o entio a homotetia seri a chamada wtransformaglio iddntican
on widentidades. Notemos ainda gue a transformaglo inversa
da homotetia de centro O e de razlio » &, precisamente, a homo-
tetia de centro O e de raziio 1fr.

2 E fhcil ver que a transformagfio inversa da translagfio de-
finida por A_.»;' & a translagio definida por A-'-:l. E elaro que,
so for A=.4%, a translagfio se reduz & identidade.

@ A transformagiio inversa da rotaglio de centro O e de am-
plitude § & a rotagio de centro O e de amplitude —§. Se §#=0,
a rotaglio reduz-se i identidade.

nearidade, isto ¢, quando transforma pontes 4, B, C
colineares em pontos A% B* C* ainda colineares —
o que, em simbolos, se pode exprimir do seguinte
modo:
(1) Rt(A,B, C) —» Rt (4%, B*, C*),™
sendo

A*=0(4),B*=e(B),C*=0(C).

Exemplo duma transformagdo afim ¢é a projecgio
dos pontos dum plano 2 sobre um outro plano B, se-
gundo uma direc¢lo d que nio seja paralela nem a =
nem a B. Sdo afinidades as homotetias, as rotacdes,
as translagdes e as simetrias; mas estas, além da re-
lagio de colinearidade, respeitam ainda a relagio
de equidistincia (chamam-se por isso transformagdes
euclideanas ou de semelhanga), o que ji nio acontece
geralmente, a respeito da projecgiio paralela dos pon-
tos dum plano sobre outro plano.

J4 especificdmos que as afinidades s3o tranforma-
¢bes pontuais entre dois planos ou entre o espago Ry
e ele mesmo. No segundo caso, a afinidade dir-se-4
espacial ou sélida®; exemplos de tais afinidades sio
as homotetias espaciais, as simetrias obliquas em re-
lagio a um plano, ete., ete.

TroreMa. A transformagdo inversa duma afinidade
(biunivoca) ¢ ainda uma afinidade .

(Demonstraremos este teorema apenas para o caso
das afinidades entre dois planos ; para o caso das afi-

nidades sélidas, a demonstragdo pode fazer-se de modo
anilogo). Sejam pois « e «* dois planos quaisquer,
distintos ou coincidentes, ¢ seja ® uma transformagio
afim (reversivel) de « sobre «*. Suponhamos, por um
momento, que a transformag¢io ©1 nfo é uma afini-
dade: quer isto dizer que existem pelo menos trés
, 08 quais sio trans-

pontos colineares A*, B*, C* de 2*

formados por ©~1 em trés pontos A, B, C (de a) nio
colineares (fig. 1). Mas seja ento P"‘ um ponto de a*
nfo pertencente i recta A* B* (=B*C*¥). E claro

(11 O sinal u—»» deve lor-so simplicas.

(2) Muitos autores chamam afinidade espacial i transformaglio
afim entre dois planos distintos, reservando a denominagiio wafi-
nidade plana» para o caso das transformagdes afins dum plano
sobre si mesmo.

@) Quando nada se diga em drio, bentende-se que as
afinidades slo transformagdes reversiveis.
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que o ponto P de «, correspondente ao ponto P* de a*
(segundo ©~1) nfio pode pertencer a nenhuma das rec-
tas AB, AC e BC, de contrdrio o ponto P* (sendo ©
uma afinidade) pertenceria a A* B* (= B*C*) — con-
tra o que supusemos. Por outro lado, se P nfo per-
tence a nenhuma das rectas AB, AC e BC, serd
sempre possivel conduzir por P uma recta que encon-
tre em dois pontos distintos M, N duas das rectas
AB, AC e BC (por exemplo, AB e BC) e, como 0s
transformados M* N* de M,N por meio de ©
devem pertencer a 4* B* (= B* C*), também P* de-
veria pertencer a A* B* (=M* N*) — o que é ainda
contrdrio ao que supusemos. Tem-se pois que a trans-
formagfo biunivoca ©~1 de 2* sobre « nio pode deixar
de ser uma afinidade. q.e.d.
Podemos ainda exprimir este teorema dizendo que as
afinidades respeitam nos dois sentidos ou deixam inva-
riante a relagio de colinearidade, e poderemos esecre-
ver, em vez de (1), a condigio mais explicita

@ Rt(4,B,C)2Z B (4% B*, C*),

que é, como acabdmos de ver, equivalente a (1).
Ora o estudo das geometrias mediante o conceito de
transformagio assenta precisamente sobre o seguinte

Principio fundamental. Se uma transformagdo biu-
nivoca respeita nos dois sentidos wna dada nogdo ou
um dado conjunto de nogdes, respeita necessariamente
qualquer outra nogio que se possa definir logicamente a
partir das primeiras. Reciprocamente, se uma nogio €
respeitada por todas as transformagies biunivocas que
deizam invariantes as nogdes dadas, ela serd logica-
mente exprimivel a partir destas ‘",

Deste modo, qualquer nogio afim serd respeitada
por todas as possiveis transformagdes afins, visto que
as nogdes afins slo, por definigdo, todas aquelas que
se podem exprimir logicamente no conceito de coli-
nearidade (admitindo j4 que o é também a no¢do de
«situado entre») e as transformagdes afins sfo, por
definigdo, precisamente aquelas que respeitam a no-
¢lo de colinearidade. Tem-se pois que foda a trans-
Sformagio afim deve transformar plancs em planos,
rectas paralelas entre si em rectas paralelas entre si, o
ponto médio dum segmento no ponto médio do transfor-

do desse to, o baricentro dum triangulo no
baricentro do transformado desse tridngulo, ete., ete.

Se quisermos demonstrar directamente, prescindindo
do anterior principio fundamental, que um dado

(1) B esto um teorema pertencente a um novo ramo da mate-
itica, ch tamatemalica ou sinfaxe. No que se refore i sua
primeira parte, a v idade desta proposi¢hio pode ser reconhecida
intuitly t E lo dum outro teorema de mela-
matométiea & o prineiplo da duoalidade da geometria projectiva.

conceito afim é respeitado por todas as transformacdes
afins, ndo temos mais do que seguir pari passu a
definigio desse conceito. Seja, por exemplo, a no¢io
de «paralelismo»: consideremos uma transformagio
afim, ®, entre dois planos « e ¥, e proponhamo-nos
demonstrar que © transforma necessiriamente rectas
paralelas entre si em rectas paralelas entre si; supo-
nhamos entdo, por um momento, que tal nio acontece,
isto ¢, que existem duas rectas a,b de o, paralelas
enire si, as quais sio transformadas por ©-em duas
rectas a®* b* (de «*) ndo paralelas entre si: quere
isto dizer, segundo a definigio de paralelismo, que as
rectas a¥, b* terdo um (e um sd) ponto comum P¥;
mas, sendo assim, também as rectas a,b devem
ter um, e um so, ponf.o comum, que serd o ponto
P=o"1(P*): ora isto & contrdrio & hipdtese de ser
a paralela a &.

Este e outros exemplos dio uma idea de qual possa
ser o espirite duma demonstragio geral do anterior
principio, pelo menos no que se refere a4 sua primeira
parte.

Consideremos agora a nogo de «igualdade de seg-
mentos». K um facto bem conhecido que, em projec-
¢io paralela, dois segmentos igunais entre si, excep-
tuadas posigdes particulares, se projectam segundo
dois segmentos desiguais — o que significa, portanto
segundo o anterior principio, que o conceito geral de
igualdade de distincias nio € redutivel ao de colinea-
ridade. Existe portanto toda uma classe de nocdes
euclideanas nfo afins (a que jd no n.° 2 chamdmos
nogies métricas); tais sfo, por exemplo—além da nogfio
geral de equidistincia —a de perpendicularidade, a
de bissectriz dum fngulo, a de losango, a de baricen-
tro dum tridngulo, ete., ete. Que estas nogdes nio
sio afins, podemos reconhecé-lo agora, observando que
nio sfo necessariamente respeitadas por projecgio
paralela.

Todavia, como jd vimos no n.° 2, a nogio de igual-
dade de segmentos (e portanto a de razdo entre dois
segmentos) reduz-se a conceito afim, quando referido
a segmentos paralelos. Tem-se pois que a razio enire
dois segmentos paralelos ¢ necessiriamente respeitada
por loda a transformagdo afim.

5. Determinacdo de lodas as possiveis trans-
formagdes afins. Consideremos um plano « qualguer
e, sobre a, trés pontos O, A, B, ndo colineares, fixa-
dos ao arbitrio (fig. 2).

Sendo agora P um ponto qualquer de z, designe-
mos por P' a projecgio de P sobre OA paralela-
mente a OB, e por P a projecgio de P sobre OB
paralelamente a OA; designemos ainda por z a razio

OP'|OA, afectada do sinal + ou —, conforme 4 e P
estiverem do mesmo lado ou de lados opostos em rela-



6

GAZETA DE MATEMATICA

¢io a 0, e por y a razio OP"[/OB, afectada do
sinal + ou do sinal — conforme P!' e B estive-
rem do mesmo lado ou de lados opostos em relagdo a O,
Diremos entfio que x, y sfo, respectivamente a 1.* e a

FND
2.4 coordenada (ou a abscissa e a ordenada) do ponto P
a respeito do referencial [0AB]. Assim, por exemplo,
no caso da fig. 2, tem-se x=2/6,y=4/3.

Deste modo, a cada ponto P de =z, ficard a corres-
ponder um, e wm sé, par ordenado (x,y) de mimeros
reais ; reciprocamente, para cada par ordenado (x,)
de nimeros reais existird um, e um s6, ponto P de «
que admite x,y como abscissa ¢ ordenada a respeito
de [0AB]. Além disso, a relagiio de colinearidade
poderd agora ser traduzida por meio das coordenadas,
de maneira independente do referencial considerado :

Dados trés pontos de a, Py (xq,¥1), P2 (x2,10)
P; (x3,y3), condigio necessaria e suficiente para que
Py, Py, Py sejam eolineares é que se tenha

(3) (1—ys) /(21 —3) = (y2—ys)/ (@2 —3) -

Esta propoesigiio ¢ uma consequéncia imediata do
teorema de Tavres e do seu reciproco.

Consideremos agora um outro plano, = (podendo
ser, em particular, 2 =42), e seja ©® uma afinidade
de o« sobre z. Em tal hipétese, os pontos ndo eoli-
neares O, A4, B, serfio transformados por ©® em pontos
ndo colineares O, A,B; por outro lado, sendo P o
transformado de P por meio de ©, as projecgdes
P!, P de P, respectivamente, sobre OA e sobre OB,
paralelamente a OB e a OA, serio transformadas,
respectivamente, nas projecgdes P' e P'' de P sobre
‘OA e sobre OB, paralelamente a OB e a 04 (visto

que a relagido de paralelismo é respeitada por ©).
Deste modo, atendendo a que razio entre dois seg-
mentos de um mesma recta é uma propriedade afim,
chega-se finalmente & conclusiio de que as coordena-
das de P em relagfio ao referencial [0 A B] coinci-
dem com as coordenadas =,y de P em relagio a
[0AB]. A afinidade © fica portanto determinada
uma vez conhecidos os ponlos 0 ’ A ’ B de z em que sio
transformados por © os pontos do referencial [OAB]
de a: basta fuzer corresponder, a cada ponto P de =,
o ponto- P de z, cujas coordenadas em relagiio a [0 A B]
sdo precisamente as mesmas que as de P em relagdo a
[OAB].

Reciprocamente, tomados trés pontos ndo colineares
0,A ,B sobre o, completamente ao arbitrio, existe
sempre uma, e uma so, transformagdo afim © de a sobre %,
tal que 0=0 (0),A=0(A),B=0 (B): eéa trans-
formagio que faz corresponder a cada ponto P de «, o0
ponto P de 3 cujas coordenadas em relagio a [0 A B]
sdo precisamente as mesmas que as de P em rela-
¢do a [DAB]. A transformagio © assim definida
respeita efectivamente a relagio de colinearidade:
dizer que trés pontos Py, Py, P, de a sfo colineares
equivale a dizer que as suas coordenadas em relagio
a [0AB] verificam a igualdade (3); mas as coorde-
nadas das imagens Py, P,, P; destes pontos, em rela-
¢lo a (0 A B), coincidem, por hipétese, respectiva-
mente com as de Py, Py, P; em relacio a [0ALL]; ora,
como j4 atrds observdmos, a maneira por que a con-
di¢do de colinearidade se traduz mediante as coorde-
nadas ¢ independente do referencial adoptado. Tem-se
pois: Rt(Pi!PZsP?'):R"'(P!)PZ)P:)-

Ficam assim determinadas todas as possiveis afini-
dades (reversiveis) entre dois planos. Analogamente
se determinam todas as possiveis afinidades entre o
espago Ry e ele mesmo: neste caso, cada referencial
deve ser constituido por quatre pontes 0,4, B, C niio
complanares. (Continua)

Sobre uma férmula simbélica de Topologia

Tradugiio dum ariigo publicado em Elemente der Mathematik, 11. 2, amivelmente autorizada pelo Autor e pela Redacglio -

por H. Hadwiger (Berne)

A presente Nota trata duma férmula topoldgica
elementar da geometria plana que, apesar de nio
revelar resultados novos para os topologistas, merece
no entanto ser considerada na forma simbdlica que lhe
daremos.

Encarada assim, a formula em questdo resume dife-

rentes relagdes e expressdes da topologia combinatoria
(por ex. o tecorema de Euler sobre os poliedros, a re-
lagio das «drvores», o teorema de Helly-Radon) e
também muitas outras férmulas combinatérias como
as que se apresentam na divisfo do plano por meio
de rectas, etc.



