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GAZETA DE MATEMATICA

Il — ESCOLAS ESTRANGEIRAS

Baccalauréat de Mathématiques élémentaires —
Paris — Session de juin, 1948.

(Durde de Uépreuve: 3 heures)
1

2730 — Etablir les formules de transformation d'une
somme ou d'une différence de 2 ginus ou de 2 cosinus.
Probléme inverse — Application: résoudre I'équation :

cos 2x + cos 6x = sin 3z — sin Hx .

2731 — Etudier les variations et representation
graphique de y=—u?—x+2, en prenant pour unité
le double centimétre. On considére la droite qui passe
par les points A (0,2) et B(1,0). Evaleur 'aire
géométrique comprise entre cette droite et la courbe
représentative de y.

2732 — Epure de l'intersection d'un plan et d’une
droite en géométrie descriptive et en géométrie cotée,
lorsque le plan est défini par deux droites paralltles.

11

2733 — D’un point O fixe, pris a l'intérieur d'une
parabole donnée, de foyer I et de directrice A, on

méne la paralltle D & son axe: Soit P le point ot elle
coupe A .

a) Construire le point d'intersection I de la droite
D avec la parabole, ainsi que la tangente (7') en I &
cette dernitre.

5) On considére un cercle variable (¢) passant cons-
tamment par les points O et P; soient Sy et S, les
points ou il coupe (7'); soient T et T3 les tangentes
autres que (7'), mendes des points Sy et S, 4 la para-
bole donnée; M; et M, leurs points de contact et Py
et P, leurs projections sur A .

Démontrer que T} est paralléle a OS, et que T3 est
paralltle & OS;.

¢) Soit @ l'intersection des droites T et 75. Quel
est, quand le cercle (¢) varie, le lien géométrique de ce
point Q%

d) Montrer que, parmi les cercles (¢), il y en a géné-
ralement un qui est tel que les droites 0S| et OS,
soient perpendiculaires.

Que peut-on dire de la position correspondant de Q7%
Cas d'exception.

M M.
e) Démontrer que l'on a toujours Q ANSE = Q
S0 My

Qu'en conclut-on pour les points My M, et O?

MATEMATICAS SUPERIORES
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| —ESCOLAS PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS
COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — Avaepra Surerior — 2.° exame de frequén-
cia — 1947-48.

2734 — Certa fungfio diferencidvel, f (z,y), veri-
fica a relagio @ 1 (z,9) +y.f, (z,y)=m-f (% ,y) com
m constante.

Que se pode afirmar da fung¢io f7?

Prove a proposi¢io que serve de base 4 afirmagio.

2735 — Exponha sumiriamente o método de Newton
para o cdleulo aproximado de uma raiz de f(x), lo-
calizada em certo intervalo (a,b).

2736 — Justifique o préstimo das condigdes de Fou-
rier como condigdes de exclusio, e refira-se i forma
de levantar a ddivida que, porventura, ocorra no pro-
blema da contagem das raizes de f(x) em (a,?d),
qguando as condigdes de Fourier se revelam insufi-
cientes.

2
2737 — Desenvolva a fungio f(x) = (7_2? em
série de poténcias inteiras de 1/a, e indique, justifi-
cando a regifio de convergéncia da série obtida.
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2738 — Separe as raizes da equacio 2y%—3y —
—10=0. Quantas raizes y=¢ (x) define, implicita-
mente, a equagiio 2zy3—3x? y —10=0 nas vizinhancgas
do ponto =17

Calcule, para alguma delas, o coeficiente angular
da tangente, no ponto de abeissa 1, A respectiva ima-
gem. Calcule, também, limy/z e lim (y—zy') e

T=on =

figure geométricamente os resultados.

Euunciados dos n.* 2734 a 2738 de Humberto de Menezes

F. C. L. — Maremdiricas Gerats — Exame final —
1947-48.

2739 — Determinar os parimetros m e n de moilo
que o polinémio f(2)=21—6224+(m—1)2+2—-n se
possa por sob a forma (z—=)3 (z—B).

Nimero de solugdes do problema. Se mais do que
uma, fixe-se numa delas e determine « e B.

2740 — Quantas raizes y=¢ (z) define implicita-
mente a equacio f(x,y)=a?(1—x)—y2 (1+y)=0 nas
vizinhangas do valor w=1% Determine, para alguma
delas, a direcgfio com que a respectiva imagem passa
no ponto de abeissa 1, e o sentido da concavidade
dessa imagem no referido ponto.

2741 — Como se apresentam, quando existem, as
raizes imagindrias em polinémio real? Justifique a
resposta. ’

2742 — Defina equaglio reciproca; indique, justi-
ficando, como se pode reconhecer se dada equagio

SR =mz"+pzt ++pas+p, =0

é reciproca, e exponha a téenica de resolugfo na hipd-
tese pg - p,<<0.

2743 — Estabele¢a a formula fundamental do Cdl-
culo Integral e descreva, com justifica¢iio, a sua apli-
ca¢fio ao cdleulo do volume gerado pela rotagdo, em
torno de Oz, do arco AB de equagio y=f (x). Tome
a e B como abscissas de 4 e B.

2744 — Definida uma homologia pelo seu centro §,
pelo eixo e e pela recta de fuga 7, desenhe uma cir-
cunferéncia [¢] cuja figura homoldgica seja uma pa-
rdbola com um dado ponto impréprio ¥, . Determine:
1.° o eixo e o vértice da pardbola; 2.° uma tangente
a pardbola, com uma direc¢io dada (diferente da do
ponto imprdprio da pardbola).

Enunciados dos n,” 2739 a 2744 de Humberto de Menezes

F. C. L. —Maremiricas Gurars — Bxame final —
20 de Julho de 1948,

BB o
2745 — Dada a fung¢lo f(z,y) = 7 indique
ad—y

o lugar dos seus pontos de descontinuidade. Assinale
as regides do plano em que: 1) a fung¢io tem deriva-
das parciais iguais; 2) tem derivada parcial em ordem
a x superior em mddulo & derivada parcial em ordem
a y; 3) nflo tem derivadas parciais finitas.

2746 — a) Mostre que a equacgio a3-+4a?y+ay?+
+y3=0 define y como fungfio implicita de @ na vizi-
nhan¢a de qualquer ponto P, distinto da origem e tal
que as suas coordenadas satisfazem A equacfo;
b) quantas varidveis tem uma fungdo que possui 21
derivadas parciais continuas de 2.* ordem distintas?

2747 — Um jogador faz um langamento imparcial
dum dado perfeito; tem o capital de 200 escudos e
ganha 100 escudos se sair um nimero par de pontos
e perde 100 escudos se sair um nimero impar de pon-
tos. 1) Indique a esperan¢a matemdtica do jogador;
2) Caleule a esperanga moral do jogador; 3) Calcule
a esperanga moral se o capital for 100 escudos, man-
tendo-ge as condigdos restantes do problema.

2748 —a) Fazem-se mil langamentos impareiais
duma moeda perfeita; saem cruzes 499 vezes. Com
que proposigio estd de harmonia este resultado?
Justifique a resposta. 5) Uma turma tem 10 alunos
do sexo masculino 5 dos quais bons e 15 alunos do
sexo feminino 7 dos quais bons. Tm aluno ou é do
gexo masculino ou do feminino (modos de realizagio
incompativeis do acontecimento de ser aluno), conse-
quentemente a probabilidade de um aluuo ser bom é
5/10+7/15=29/30 (teorema das probabilidades totais).
Faca a critica deste raciocinio.

2749 — a) Uma varidvel casual assume os valores
1,8,7,2,7. Calcule a medida de assimetria B;.
b) A distribui¢o de a) ¢ positivamente ou negativa-
mente assiméirica? Justifique a resposta.

Enunciadoes dos n.” 2745 a 2749 de Peter T. Braumann

I. 8. A. — Maremdricas Gerars — 2.° exame de fre-
quéncia ordindrio — 22-5-48.

2750 — Dada a série

vee (_ 1)-=+l

@ x? + x3 ot +
1.8 8-5 5.7 @n—1) @n+1)

a) Determine os valores de @ para os quais ela é
convergente. 4) Calcule a sua soma quando x=—1,
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R: a) —-1<xL1.

1 .= : L il 1
st S e

1

2751 —Dadas as fungbes u=log (arctge’) e z=1+
+ tg? (@2—1), calcule a derivada, para =1, de u

du du dz
1 R ——— = | —— e =,
= ordem A (dx )t—! ( dz ) gl (dx )r-l 0

2752 — Estude as variagdes da fungfio y = f (x)
definida pela relagfio o? y—2x—4y=0. R: A fungio

2 (x2+4)
= 7 '= —_— —— i
e ¢ decrescente (y —d)e <0) ndo
tem mdximos nem minimos e tem a origem como ponto

x2+12
(2—4)
x=+2 sdo assiniotas da curva por ela representada.

de inflexio (y“nﬂlx ) As rectas y =0 e

2753 — Estade a continuidade e derivabilidade da
fungfo assim definida:

1/2x?+2 para xEn
r@={

|14z|+|1—=| para y=n
(n inteiro, positivo, negativo ou nulo).

R: Continua e derivavel para x==n, x=0 ¢ x=+2,

2754 — 1 dado um tridngulo isdsceles de base 20
e altura 8. De todos os paralelogramos inscritos neste
tridAngulo, com um dos lados assente na base do
tridngulo e a medida dos Angulos agudos dada por
arctg 4/3, quais as dimensdes do de drea mdxima?
R: Designando a altura por h e a base por b, temos
b=5/2 (8—h) e a fungio S (h)=(20—5/2h) h terd um
mdximo para h=4.

Os lados do paralelogramo medem 10 e 5.

I. 8. A.— Mareuiricas Gerais — Exame final — 24
de Julho de 1948.

2755 — Caleule lim £ /@' R: 4.

n—x T n!

2756 — Determine a natureza e, em caso de conver-

« 1
P o i sy P e ety R: S=3/4.
gineia, a soma da série Zﬂ, (n12)—1 /

2757 -- Dada a fungfio y=sen (arc cos xz) deter-
mine y' e y' e verifique que tem lugar a relagio
(+aY y'—ay'+y=0.

2758 — Escreva a equaciio da tangente i curva
y={(x—1)2 que é paralelaa Oxz. R: Y=0,

2759 — Se dois nimeros tem soma constante, pode
ser minimo o seu produto ? E mdximo ?
R: Miximo quando os nimeros forem iguais..

x4+ y+ 2= 0
2760 — Estude o sistema [ z— y+iz= 2.
ar42y4 z=—1
R: Determinado se % (A—1)5£0; impossivel se A=0;
w4z=1

simplesmente indeterminado e equivalente a { T

se a=1.
Solugdes dos n.% 2750 a 2760 de F., R. Dias Agudo.

L 8. C. E. F. —1.* Capeira — 2.° exame de frequén-
cia ordindrio — 21 de Junho de 1948.

1 Parte

2761 — Determine o limite excedente das raizes do
polinémio f(x) =at 4 223 4 22 4+ 6z — 3 e calcule a
maior delas em primeira aproximagio. R: Para
x=0 f(x) € negativo e as derivadas siio positivas ; para
x=1 f(x) € ja positivo. Entio o limite excedente das
raizes € =1. A sucessiio de Fourier perde uma varia-
¢do de x=0 a x=1; no intervalo (0,1) hd uma tnica
raiz e essa ¢ a maior. Como ' (x) mantém o sinal no
intervalo, e como f (1) - f' (1) >0, x=1 € 0 extremo favo-
rdvel & correcgdo de Newton. Tem-se f(1)[f' (1)=8,20,
e a primeira apréximagio € 1—8/20=3/5.

2762 — Ache o valor de a« que torna compativel
as equagdes
u 4 20 +3y+ 42=2
2u + 3v + v+ 2:=38
Ju +5x+6y— 42=3
S50 —5x -2y + 10z =a

e determine a correspondente solugio. R: Conden-
sando a matriz do sistema vem

12 0 3 4 -2 1 20 3 4 -2
23 0 1 2 -3 0—-10-5-6 1
830 5 6 —4-3||™llo 05 27 20-8

056 -5 -2 10 —a 0 00 0 02-a

As equagies sdo compativeis para o=2 e entdo o sis-
tema dado € equivalente uo seguinte
u+2v= 2— 3y — 4z
v= 1— by— 6z

5x =15 — 27y — 20z
satisfeito por
u="Ty + 8z

v=1—5y —6z
x =3 — 27/by — 4z
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IT Parte
2763 — Propostos os determinantes

A=|aj ai af V=| 4 41 4
al of .o} A} A} A3
a o} 4 4 4

o iltimo dos quais constituido pelos complementos
algébricos dos elementos do primeiro, determine o
dngulo dos planos
alzt+aly+alz=0
Alx+ Ay + A7z2=0

discutindo os casos i=j e iz&j.

2764 — Supondo f(x,y) diferencidvel em P (a,b)
— ponto interior ao campo de existéncia da fungio —
caleule o acréscimo Jf=f (x,y)—f(a,b) na hipétese
de M (x,y) se achar sobre a semi-recta

z=a+ af
" { y=>b+Bt

Defina derivada de f(x,y) em P (a,b) segundo a
direc¢fio ) e ache o seu valor na hipédtese de f(a,d)
ser um maximo ou minimo.

(t=0).

2765 — Seja AB a imagem da fungio y=f (),
regular em (a,b), e seja Y=g (x) a equagio da corda
AB. Prove que f(x)—« (x) tem um extremo em certo
ponto ¢ interior a (a,b), e deduza désse facto que
todo o arco AB fica para um memo lado de uma tan-
gente paralela a corda AB.

Entendendo-se por tangente ordindria a tangente
que nfo ¢ de inflexfo nem tem 4 ou B por ponto de
contacto, prove que sobre o arco A?, toda a tangente
ordindaria € paralela a alguma corda. E exacta a reci-
proca? Porqué?

I. S. C. E. F.— 1.2 Capeira — 2.° exame de frequéncia
traordindrio — 28 de Junho de 1948.

1 Parte

2766 — Calcule os trés primeiros termos do desen-

volvimento de y="y/I+e em série inteira em x—1.
Qual o intervalo de convergéncia? R: Temos

3 z—17]R
y=YTFE =2+ @-nre-2n 14 22| -

x—1  1/3(1/83=1) (x=1)*
2 7 g e kg )

1
= 913 e
2 (1 4 3

-1
para XT | <1, isto é, para —1<x<3.

2767 — Verifique que pode aplicar-se 4 equagfo
f(z,y)=2y*+2"y—2=0, em torno do ponto P (1,1)

o teorema de existéncia das fungBes implicitas. Desi-
gnando a fungfo implicita por y=e (x) calcule ¢' (1).
Exprima em fungio de = e de y a derivada de
F(z)=f] (,y) quando y=o¢(x) e verifique que &
sempre F'(x)>0. Dai e da relacio xfl+yf) =8
conclua que y—axy' tem derivada negativa. De onde
vem a relagio xf, + yf/=87? R: O teorema pode apli-
car-se porque f(1,1)=0 e as derivadas parciais
f,=y*+38xy e f,=3xy?+x® sdo finitas e continuas e
nunca conjuntamente nulas na vizinhanga de P, Por
ser fi==0 na vizinhanga de P, tem-se:
£l
0-508
¥ y

De F (x) =3xy*+x* rem F'(x)=(3y*+ 3x? +

34 gx?
+ bxy - (— w) e efectuando os cdlculos vem :
3xy?+x?
3 (1)
U e s LW
(x) Byt >0

Wy 8
= Y5 — _ﬁ- temos y—xy'=8ff§ e portanto
¥

” 8\/ F!
y—xy) = o =8 — 7 <0. Pondo ¥ (x,y)=
=xyl+x3y temos: xW, + yW, = 4W¥, visto que ¥ € fun-

gdo homogénea de grau 4. Mas W, =f, e W,=f, e
W=2 donde resulta: x-f,+y-f,=8.

f;

11 Parte

2768 — Defina fungio crescente em um ponto e
em um intervalo, e prove que f(x): a) é continua se
for crescente e tomar todos os valores desde f(a) até
f(b); b) é limitada se for crescente (no intervalo
(a,b)); ¢) é incessantemente crescente se tiver deri-
vada positiva ou nula (nfio identicamente nula em
parte alguma).

Mostre ainda que toda a derivada é continua no
interior de um intervalo de monotonia.

2769 — Defina sucessiio de Fourier de f(z) em
(a,b) e mostre como tal sucessfo reflecte a passagem
de x por um zero de f (x) oun de alguma das fungdes
geguintes.

Deduza dai a regra dos sinais de Descartes.

2770 — Exponha as regras de exclusfo que se usam
na pesquisa das raizes racionais em polinémios reais
de coeficientes inteiros.

I.S.C. E. F. —1.» CapeEra —Prova escrita do exame
final — 1948.

2771 — Represente geomdtricamente a fungio
y=2[(x—1) (=2 4+ 1).
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R: Dominio: intervalos abertos (—oo,1) e (1, +02).

i 2
¥ rda d == =
A esquerda de x vem (1—h—1) ((1—h)z+1)
2
= :Tm e a fungdo € negativa. Do mesmo

modo & direita de x=1 a fungio € positiva.

Tragos nos eizos: (0,—2); ndo corta o eixo OX .

Ramos infinitos: & esquerda e & direita de x=1 vem
respectivamente y =1 oo para x=-+ oo vem respectiva-
mente y=-+co .

Assintotas: hd apenas paralelas aos eixos; x=1
e y=0.

6x2—4x+42
para valores reais e ¢ sempre negativa. Ndo hd mdxi-
mos nem minimos e a fungiio y € sempre decrescente.

2772 — Pesquise as raizes de f(x)=ab—4dat+
+423—2x2—5x —4 no intervalo (0,1). R: Tomando
24 < /6 <9/25 em que r € a raiz de ' (x) situada
no intervalo (0,1). Formemos o sequinte quadro

Variagio: y'=— ndo se anula

Como é Xp>X, as duas tangentes cruzam-se abaizo
de OX e com maioria de razdes ' (x) estd toda abaizo
de OX no intervalo (3/10,9/25); f!' (x) néo tem raizes
naquele intervalo. Se f' (x) tivesse duas raizes naquele
intervalo entdo f!' (x) teria uma; f'(x) ndo tem raizes
no intervalo (3/10,9/25). Do mesmo modo se conclui
que f (x) ndo tem raizes no intervalo (3/10,9/25) e por-
tanto ndo tem raizes em (0,1).

2773 — Desenvolva em série de Mac Laurin a fun-
¢iio do problema 1 e calcule o respectivo termo geral.
R : Pondo de parte a aplicagio directa e sem dificul-
dades da formula de Mac Laurin, temos

y =2/(x—1) (x2+1) = A/(x—17) + (Bx+ C)/(x2-+1)
e, com A (x241) + (Bx+C) (x—1)=2 ou (A+B)x2+
4+(0—B)x+(A—C) =2, vem A=1l, B=C=—1.
Donde y=1)(x—1) — (x +1)/(x2 + 1) = —[1/1 —x +
+x-1/1+x)+1/A+x)]=— (1 +x+x2+x3+
+-—-+x‘+---)—x (1+xz+xl_;ﬁ+...+(_1jﬂ x”+---)—

0 3/10 9/25 1
Px) =xb—dxbpdd 092 Bx—a|— 4| —Bgoter|—~ |- 10
fi(x) =5xb—16x3 +12x2 —4x —5 | — 5| —55015 | — o
9220
M (x) = 20x3 — 48x? + 24x — 4 b= = Bl G
£1 (x) = 20x? — 48x2 + 24x 4| — 0,580 T 8
348
£ (x) = 6052 — 96x + 24 sty pt s 2R ared
105
6
£1¥ (x) = 120x — 96 = e | S 2—55 + 24
£Y (x) =120 +120) + 120 | — 120 | +120
Variagoes 3 3 1 3 |

Tanto f'" (x) como f'(x) como f (x) tém zero ou duas
raizes no inlervalo (8/10,9/25) visto que hé ai a perda
de duas variagdes.

A equagio da tangente ao diagrama de f'' (x) no
ponto P (3/10,—0,580) ¢ Y+0,580=60(X—3/10) ¢ o
ponto em que essa tangente corta OX tem abseissa
Xp==1858/6000. A equacio da tangente ao diagrama
de ' (x) no ponto Q (9/25,—9220/15.625) ¢

Y + 9220/15.625 = — 848/105 (X — 9/25)

e o ponto em que essa tangente corta OX tem abscissa
X=9894/35475 .

¢ —(l=x24xh—xb4 oo (=1) x4 .-2) . O termo geral

é n,=—x"—(—1)"x¥H — (—1)" x¥ = — xI — x¥H —
— (=17 B — (—1)% x2H = [ (—1)"H — 1] (x4 x2H)
e como para os valores impares de ny se anula o respec-
tivo coeficiente, separando impares dos pares e ficando
com estes tltimos, temos u,=[(—1)%+2—1] (x4+2 4 xint5)

e finalmente y = i (— 2 (x4 - xH8)), (|x|<1).

O mesmo vresultado se achava facilmente pondo
y=x=-—2-1/(1—x+x2—x3) e efectuando a divisio
indicada.
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2774 — Ache a hipérbole que passa pelos pontos
(1,2),(1,—2),(—1,3) e é tangente na origem &
recta y =x. Determine as respectivas assintotas.
R: Como a cénica passa pela origem, tomamos para
sua egnagdo Ax24+2B xy+Cy2+2Dx +2y=0 e por-
tanto temos o sistema
A+4B+4C+2D+4=0; A—4B+4C+2D—4=0;

2 Ax+2By+2D
A—6B+9C—-2D46=0; | - ———m—7F——| =
i G 2 [ 2Bx+2Cy+2];:g
on
A44B44C+2D=—4; A—4B+4C+2D=4;

A—6B+9C—2D=—-6; D=-1
ou ainda
A+4B+4C=—-2; A—4B+4C=6;
A—-6B+9C=—-8; D=-1;

condensando a matriz

O T O 1 Ry R M (U f G
1-44 6 080" 8
Y =8 9 =8 | 0,530 & =6
= (f1 & A A 4B LEC=~3
0-80 8 ~8B= 8
0 0 5-16 5C=—16
A=745, Bm—1, C=—16/5, D=—1

e a equagiio da coniea ¢: 3Tx2—5xy —8y2—bx+5y=0.
As assintotas sdo as rectas que tém coeficientes angu-
lares dados por —37+5m+8m?=0 e que passam pelo
centro da cénica cujas coordenadas sdo dadas pelo sis-
tema: T4x—5y—5=0, 5x+16y—5=0.
Solugdes dos n.° 2761 a 2774 de J. Ribeiro de Albugquergue

F. C. L. — ComerEMENTOS DE ArGenrA — exame de fre-
quéncia — 1948.

2775 — Representando por ay,a;,a3 as raizes da
equagio 23—3z 4+ 1=0, indique as fungdes conjugadas
de afal e calcule a soma dessas fungdes. Pode o valor
de af a3 ser racional ? Justifique a resposta.

2776 — Considere as fungdes u=(z;—z;) (z3—24)?
v=(2y+23) (23+24) . Que relagio se verifica entre os
grupos dessas fungdes? Que conclui desse facto?

Mostre como seria possivel exprimir v em fungdo
racional de u e das fungBes simétricas elementares
de 2y,22,23,2.

2777 — O que entende por perfodo duma substi-
tuigdo? Se for G' um grupo de ordem m e ¢ um lee-
mento de G de periodo p, que relagio se deve veri-
ficar entre m e w? Justifique a resposta.

2778 — Quando se diz que dois elementos dum con-
junto 4 sio equivalentes a respeito dum dado grupo
de transformagdes biunivocas de A sobre si mesmo?
Exponha o que sabe sobre o assunto.

Determine o grupo G dos deslocamentos que trans-
formam em si mesma uma sinuseide S e mostre que o
conjunto S nfo é homogéneo a respeito do grupo &.

2779 — Sendo M uma familia de transformagdes
biunivocas dum conjunto A4 sobre si mesmo, que si-
gnificado se deve atribuir 4 expressfo «grupo gerado
por M»?

Seja p a rotacfio de 120° em torno dum dado eixo
E e 06 uma translagio distinta de I, paralela a E .
Qual a ordem do grupo G gerado por p e por 67
E G um grupo comutativo? Designando por H o
grupo gerado por p, indique as classes laterais de H
em G. Mostre que G' nio é ciclico.

F. C. L. — CourLEMENTOS DE ALcesra — exame final
— 1948.

2780 — O que entende por corpo de mimeros?
Mostre que o minimo corpo numérico que contém as

raizes da equagfio 2:2—22—1=0 ¢ o corpo Ra (/3).

2781 — Defina «grupo admissivel duma equagiio
algébrica a respeito dum dade corpo». Prove que a
intersec¢fo de dois grupos admissiveis é ainda um
grupo admissivel e defina a partir daf o conceito de
grupo de Galois.

2782 — Quando se diz que um polinémio é irredu-
tivel num dado corpe? Indique como, dado um poli-
némio f(z) com os coeficientes num corpo a, se re-
conhecem os factores de f(z) irredutiveis em a,
através do grupo de Galois da equagiio f(z)=0 a
respeito de A.

2783 — Determine os automorfismos do corpo de
Galois da equagio f(z) = (2241) (s*—38) (82—1)=0 e
deduza dai o grupo G de Galois desta equagio a res-
peito de Ra, relacionando os sistemas de transitivi-
dade de G com os factores irredutiveis de f(2) .

2784 — Defina o conceito geral de grupo. Verifi-
que se o conjunto U=|a,b,e,d| forma ou nio um
grupo a respeito da operagdo 6 definida por meio da
tabela junta.

xzly
\_’\:-Ia b‘c!d
aaaa‘a
s [w[3]a[s
caac|c
dlal|b c|

E a operagiio 6 comutativa? K associativa?
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CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

F. C. C. — Circuro InFinrresivar — 1.° Exame de fre-
quéncia — 1947-1948.

1.° Ponto
2785 — Primitivar a fungio f (x)=et?* (2—
R: Pf(x)=—3 [(2—e")?3—1/5 (2—e¥)53] +C.
2786 — Primitivar a funcio f(x)==z"12arcsen?x.
R: Pf (x)=2/xarcsen {/x + 2/1T—x.

2787 — Em que direcgdes emergentes do ponto
(0,=/2) se anula a segunda derivada direccional da
fun¢do f(xz,y)=seny—cosx? R: y=x e y=—x.

er) 113,

2.° Ponto
2788 — Primitivar a funciio

l -
Sf(x) = %’c .arctg (logx).
1
R: Pf (x)= - (log?x-+1) are tg (log x)—logy/x + C.

2789 — Primitivar a fun¢io
[ (x)=e9"2gec?x (tg2m+2).
R: Pf (x) =e'o*2 (tg?x—2 tg x44)4-C.

2790 — A funglio z =e“seny + e* ¥ satisfaz a
equagdo p+g=—(s+2)? R: Ndo satisfaz.
Solugles dos n.” 2785 a 2790 de Luis Albuguerque

F. C. L. — Axdvise Surerior — Exame de frequéncia
— 1947-48.
i dz

2791 — Calcule o integral — e NAD
(z+1) Va2 +4
longo do eixo imagindrio, adoptando para o radical
a determinagio que se reduz a +2 para z=

2792 — Ao longo das superficies de certa familia
(S), os planos tangentes tém coeficientes p,q e —1,
com p=—e¢ (cz+y)/z (1 +c?) E=—cx+y/z(1+c?) onde
¢ designa um pariametro arbitrdrio. Determine: a) a
equagdo as derivadas parciais de 1. ordem i qual se
sujeitam as superficies (S); &) um seu integral com-
pleto; ¢) a solugdo de Cauchy relativa 4 linha
z=342422—2=0. Que relaciio exprime a equacio,
obtida em a), entre o plano tangente genérico a uma
superficie S qualquer e a recta », do plano z0y,
corrente pela origem e apoiada na normal relativa
dquele plano tangente? Equagdes diferenciais das
linhas trajectoriais ortogonais de (8).

Enunciados dos n.%® 2791 e 2792 de Humberto de Menezes

F. C. P. — Circvro — Ouatubro de 1948
1

2793 — Determine a equagiio da tangente & linha
z*"v 4 cos (y*)=1 no ponto (1,n/2). R: Y—=x/2=
=(1—=/2 log ©/2) (X—1).

> 2 de i 2dx
2794—j a0 R:I=j-———--=
cot x—tgx COEX senx
sen x

sen 2x dx 1
=] —— =——1 2x+C.
f cos 2x A i =¥

Cos X

I1
2795 —f dedy, no dominio limitado por

y? =20 (= —3)
{ x? =16 (y — 6) .
ELLER =416 +0
By fm fd.cfdy -f-fdz: f dy=1T6/3 .
L] V20 (x—3)
2796 — Mostrar que a equagio de Ricatti y' — By =
=Ay?+ C em que 4,B, C sio fungdes de x, pode in-
grar-se pelo método de variagdes das constantes se

(D) &
AC' = A'C=24BC. R: Temos: d-j:_ 233-:
ﬂj& =2B, logo C/A=ke?/Bdx, yI_By—0 inte-
C/A

grada dé y = He/®**. Variando a constante vem :

el P8= L A B0 ¢ o ou Hlg fobi
e e + o AK

—dl

He H
+1) HYK =y ACdx, arctgﬁ=
=fv Cdx + Hy, }1=Vﬁtg{IVA(3dx+H1,

e portanto: y = /K efﬂdxtg{fv’mdx.{.l[,} =

_\/_tg f;fde+H,}.

Solugbes dos n.% 2793 a 2796 de J. Rios de Souza

I. 8. A. — Cireuro InFixiresiman — 2.° Exame de fre-
guéncia extraordindrio — 1947-48 — Ponto n.° 1.

2797 — Um tridngulo isésceles varidvel de altura
igual a 10 cujo plane é perpendicular ao plano wmoy,
tem os extremos da base assentes nas curvas deste
plano de equagdes y=w® e y=—a=. Supondo o trifin-
gulo animado de um movimento de translagio de tal
modo que a sua base se mantém sempre paralela a oy,
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calcule: a) O volume por ele gerado quando a base se
desloca desde a recta de equagio =0 até i recta de
equagdo x=1. &) Usando coordenadas polares, a drea
do dominio do quarto quadrante limitado pelo eixo
dos xx e pela curva deserita pelo ponto médio da base
do tridngulo. R: a) Comprimento da base x3 4 x;

1
dreadotriangulo 5 (x3+x); logo V= f 5(x34x)dx=15/4.
0

b) Curva descrita pelo ponto médio y=1/2 (x3—x) ou
em coordenadas polares p2= (2 sen 0+ cos 6)/cos? 8, logo

1 wrcto—1/2 : [
A=z [ Plt=—=.

o

2798 — Considere a fungfio 2=/ (x,y) assim defi-

; @ +y? g
nida: f(z,y)== s, para pontos (w,y) tais que
x5y, f(z,y)=0 para pontos (z,y) tais que z=y.
Caleule £, (0,0),£,(0,0), £, (0,0), f,. (0,0) e ve-
rifique se o teorema da inversio da ordem de deriva-
¢80 é aplicdvel a esta fungio no ponto (0,0).
R: Tem-se f(0+h,0)=h? f (0,0+k)=0,f, (0,0+k)=
=—k,f, (0+h,0)=h, logo f, (0,0)=0,f, (0,0)=0

fiy (0,0)=—1,f,,(0,0)=0 e portanto o teorema ndo
€ aplicdavel.

2799 — Calcule a mais curta distincia entre as
curvas de equagiio y=x? e y=x—1. R: Eserevendo
Y=X-1 ¢ tomando para variaveis independentes y
e Y, msto g (fa,f3)/d (v,Y)=—150, o sistema de esta-
cionaridade ¢ formado pelas equagies Y —X+1=0,
y—x2=0, 2xY —2xy+X—x=0 e xY —xy+xX —x2=0
a que correspondem as duas solugies reais x=0,y=0,
X=0,Y=-—1 e x=1/2,y=1/4,X=T7/8,Y=—1/8.

GEOMETRIA

F. C. L.— Geomerria Prosecriva — Exame Final —
1947-48.

2802 — De uma hipérbole equildtera, conhecem-se
os seguintes elementos : @) uma assintota m; ) a po-
lar p (a respeito da hipérbole) de um ponto dade P

exterior a m (pm=45°). Determine: 1.° o centro e os
eixos; 2.° dois didmetros conjugados (a,a’) tais que
aa'=K9 Discussio. 3.° os vértices reais da hipérbole’

Enunciado de Humberto de Menezes

F. C. P.—Gromerria Prosectiva— Ponto n.° 2—1947.
1.2 Parte

2803 — Considere 4 pontos 4, B, C, C' duma
mesma recta. Seja C' o conjugade harmdnico de C
relativamente a 4 e B. Determine a abscissa do

Interessa apenas a segunda, que dé para a distincia
mais curta 3\/2/8.

1
2800 — Considere o integral [ (x—x?) dz. a) Mos-
L]

tre que este integral existe. 5) Calcule-o a partir da
definigio de integral como um limite. ¢) Calcule-o
usando a substituigfo t=(x—1/2)¥3. Que precaugdes
deve tomar e porqué? R: a) A fungdo integranda e
continua, logo o integral existe. b) Dividindo o inter-
valo [0,1] em n sub-intervalos de comprimento Ax=1/n

é Z f(x) Ax=Ax2(142+4--4n) —Ax3 (14224 .- 4 n2)=
1

n(n+1) n(n+1)(2n+1)
T 6n

limﬁ(xﬂxz} Ax=f‘(x-xz)dx—1f6.

¢) A transformagio niio € reversivel. E necessdrio
fazer uma partigio adequada do intervalo de integragdo.

e tomando limites

2-2¢ 1

2801 — Calcule I= _f dz [‘dy [ dz, defina o do-

0 wide—t

minio de integragfo e escreva os cinco integrais repe-
tidos equivalentes ao integral dade. R: O cdleulo
nido apresenta qualquer dificuldade; o dominio é o
tetraedro definido pelos planos 2x4+y—z—1=0, z=1,
x=0 e y=0 e os cinco s'ntegraf's pedidos sdo

=21 21—y 1 c!—:+m1
fdxfdafdy, fdyjdx dz, fdyfdzf
2x—1 [} !Hx*l =1 o

1 ks -—s-+1 1wkl @y
fdzfdx fdy efdzfdy fdx.
=T b S ]

Bolugdes dos n,* 2738 a 2802 de F. Carvalho Araijo

PROJECTIVA

ponto C', quando se tomam para pontos fundamentais
origem, unidade e neutral respectivamente C, 4 e B.

2804 — Conside um tridingulo ABC. Designe por
C'" um ponto do lado AB; por A' um ponto do lado
BC; por C'" o conjugado harménico de C' relativa-
mente aos vértices 4 e B; por A" o conjugado har-
monico de A' relativamente aos vértices B e O,
Demonstre que a recta que une A" e C' intersecta o
lado AC no ponto B', onde este lado intersecta a
recta que une A' com C'.

2805 — Esquematizar o caminho a seguir para
determinar pontos de uma cénica definida por 3 pontos
reais 4, B, C e por 2 pontos imagindrios.

2806 — Demonstre o teorema de Descartes relati-
vamente as conicas.

2807 — Como classifica e distingue as quddricas
duplamente regradas ?
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Enuncie algumas propriedades caracteristicas de
cada uma.

2808 — a) Defina rectas paralelas em geometria
de Lobatchevsky.

5) Exemplifique com uma figura esta defini¢fio uti-
lizando o esquema de Cayley com absoluto real.

2.2 Parte

2809 — Desenbar um tridngulo equildtero ABC de
5em de lado e um circulo inscrito. Tragar a altura
relativamente a BC e marcar para o lado de BC um
ponto 7, sendo AT igual a Tem. Considere uma
homologia de eixo ¢ passando por 7' paralelo a BC
que transforme o circulo desenhado numa pardbola
tangente as rectas AB e AC, niio sendo estas rectas
duplas e nfio sendo BC recta limite. Determinar a
recta limite e o centro da homologia considerada e o
vértice da pardbola.

2810 — Desenhar um trifingulo rectingulo OMN
sendo OM igual a 3em e ON iguala 2¢em, O vértice
do dngulo recto. Marcar entre M ¢ N, MP igual a
1em. Determinar o didmetro conjugado da direcefio
OP e os focos de uma hipérbole que tem por assintotas
OM e ON e passa por P.

2811—Dada uma pardbola e duas tangentes a e a'
fixas e uma tangente ¢ mdvel ; mostrar que ¢ encontra
a e a' em pontos que definem pontuais semelhantes.

Enunciados de J. Rios de Sousa

F. C. P.—Geouerria Prosecriva—Ponto n.® 1 —1947.

1.» Parte

2812 — Sejam 4, B, C, A, B', (", 6 pontos duma
mesma recta. Determinar as absecissas dos pontos
A', B' e €' num sistema de pontos fundamentais A,
B e C respectivamente neutral, origem e unidade,
sabendo que

(ABC AN=3, (AB'CB)=2, (AA'B'C)=-—1.

MECANICA

1. S. T. — Mecinica Racionar. — 3.° exame de fre-
quéncia ordinario — 1948.

2821 — Condigdes de equilibrio dum sélido que
tem um ponto (a,®,0) obrigado a permanecer no
plano (x;%), e um ponto (0,0,¢) obrigade a per-
manecer no eixo dos zz. Determinar as reacgdes.

2813 — Enuncie e demonstre o teorema de Desar-
gues para o caso de dois triingulos nfo complanos e
para o caso de dois tridngulos complanos.

2814 — Esquematizar o caminho a seguir para
determinar pontos de uma cénica definida por um
ponto real M e por 4 pontos imagindrios.

2815 — Demonstre o teorema de Pascal.

2816 — Defina plano tangente a uma quddrica e
diga o que entende por pontos hiperbdlicos, eliticos e
parabdlicos.

2817 —a) Como passa do esquema euclideano
cldssieo para o esquema euclideano hiperbdlico ?

b) Em geometria euclideana hiperbélica como define
dngulo de duas rectas e distincia de dois pontos?

22 Parte

2818 — Desenhar um tridingulo equildtero Fy F P
sendo Fy I, igual a 8cm, Iy Pigual a S5em e FoP
igual a 6 em.

Marcar sobre Iy Iy um ponto 4 entre Fy e I
sendo Iy A igual a 3 cm e tragar a recta ¢ que une
Bad.

Considerar uma cénica que tem por focos Fy e I,
e ¢ tangente a ¢t. Determinar a outra tangente a
conica ¢' tirada por P e os pontos de contacto das
duas com a cinica.

2819 — Determinar o eixo e o vértice duma pard-
bola dadas duas tangentes ¢ e ¢, o ponto de contacto
M de t e a direcgio d dos didmetros.

f\ngu]o de ¢ com £, 60° dngulo de d com £, 45°,
verificando-se a sequéncia 4 d 6. Sendo O o ponto
de encontro de ¢ com £, OM igual a 6 cm .

2820 — Mostrar que as involugdes determinadas
por dois circulos distintos de um plano sobre a recta
do infinito do plano, sfo idénticas.

Enunciados de J. Rios de Sousa

RACIONAL

2822 — Mecinica dum meio continuo.
Fluidez perfeita.

Isotropia.

2823 — Equilibrio duma funicular submetida a
acglio de forgas centrais. Equagdes cartesianas e
intrinseca.
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I. 8. T. — Mecinica Racrosar — 3.° exame de fre-
quéncia extraordindrio — 1948.

2824 — Determinar as condi¢des de equilibrio dum
gélido que tem o ponto A (a,0,0) obrigade a per-
manecer no eixo dos zx (sem atrito); e o ponto
B(0,b,0) obrigado a permanecer no eixo dos wyy
(também sem atrito). As forgas activas reduzem-se

a uma forga unica (wx,y,z), aplicada no ponto
(0,0,0).

2825 — Equilibrio das funiculares submetidas a
uma lei de forgas paralelas a uma direegio dada.
Equagdes cartesiana e intrinseca.

2826 — Movimentos rotacionais dos fluides per-
feitos.

Il—ESCOLAS ESTRANGEIRAS

University of California — Marnematics 110B Skc-
t105 T (Apvancep Exaiveering Maraemarics) —Final

Examination — June 14, 1948,

2827 — Suppose a radioactive substance is chan-
ging into a second which, in turn, is changing into a
third product which is stable. Given that the rate at
which the mass of each substance is being changed
into the next is proportional to its mass,

1) derive the following system of equations gover-
ning the phenomenon
dx dy dz
s S o b
dt e B el TRl s
where @,y,z are the respective masses and ¢ is the
time;
2) indicate ,y,z as functions of ¢ supposing that,
initially, only the first substance is present.

2828 — Integrate:
2
(@Y — ) = (= — 1) (m sin 3)
@
Give also the singular solutions.

2829 — Indicate the frequency of the motion of a
particle of mass 2 gr. starting with an initial velocity
of 1cm/sec from a center which attracts the particle
proportionally to its distance and acted also by a
damping forece which is proportional to its velocity.
The coefficients of proportionality are respectively
50 and 12 and no other force is supposed.

What is the position of the particle at time 3 sec.?

3 5
2830 — Show that ¥ — —y' — = y =0 has two
@

solutions of the form «* and find the general solution

3 5
—_——y - — gy -
of y'" = ==¥ loga.

2831 — Indicate the solutions which are common
to the two differential equations: a) y'=y?+2zr—ai;
b) y'=—y?—y+2x+x24xt.

2832 — Find the orthogonal trajectories of the
family of all circles tangent at the origin to the line
T=y.

d;
2833 — Indicate two solutions of d_y + xy = ad 3.
T

University of California — Maraemarics 110-Seorion 3
(Apvaxceo Exeineerive Matuemarics) — Final Exa-
mination — June 17, 1948.

2834 —The following conditions are verified by a
source free fluid flow of an incompressible fluid of
constant density p and variable pressure p, moving
steadily parallel to the =,y plane

Ju du 1 dp Jv dv 1 gp
Ju Jv
— +—=0.
dx  Jdy

I) Show that these conditions are verified by the
compenents of any analytie function w =wu—iv, if
p=py—p(u?+v?)/2, pybeing a constant. IT) Supposing
that u=2x and using the conclusion of I, indicate v
such that w=u—iv will satisfy the equalities above
if p=po—p (¥¥+v?)/2, pp being a constant.

2835 —a) Using two different methods, evaluate
the area of the image by the function w=2e¢*, of
the region bounded by the unit square (vertices
z=0,1,7,147).

b) Prove that: sinz=sinzcoshy+isinhycosx,
(z=x+1y).

2836 — Show that «2?y'' —3xy'—5y=0 has two so-
lutions of the form «* and find the general integral
of x?y''—8wy'—by=Ilog =.
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2837 — Indicate the frequency of the motion of a
particle of mass 1 gr. starting with the initial velo-
city of 1/2cem/sec from a center attracting the parti-
cle proportionally to its distance from this center, the
particle being also acted on by a damping force pro-
portional to its velocity. No other forces are supposed
and the proportionality coefficients are respectively
25 and 6.

What is the position of the particle after 3 seconds ?

2838 — Find the orthogonal trajectories of the
family of circles tangent to the line x—=—y at the
origin.

2839 — Find the integrals which are common to
the differential equations y'=32+42zx—wxt y'= —y2—
—y+ 2z +atat,

2840 — Show a) that a linear homogeneous equa-
tion y™ + p (@) YV + o 4 py (2) ¥ + pu (®) y =0
with real coefficients has a complex solution u (z) +
+4v (£) if and only if u (x) and v (x) are solutions.
b) that for a linear homogeneous equation

ym + py(n—v!) + --- +Pn—l yr +p" y _0
with constant coefficients it is true that the derivative
of a solution is also a solution.
Enuociados dos n.* 2827 a 2840 de Hugo Ribeiro
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El volumen que comentamos constituye la primera
parte de una obra destinada a exponer los fundamentos
y los métodos de la Geometria algebraica moderna,
gracias a los cuales esta disciplina puede aleanzar un
rigor absoluto, virtud que no siempre acompaliié a la
Geometria algebraica cldsica. La obra va a ser des-
arrollada en forma autdnoma y, en tal sentido, conten-
drd todos los elementos de Algebra y de Geometria
projectiva que se utilizan en Geometria algebraica.
Precisamente el presente volumen estd dedicado al
estudio detallado de dichos elementos.

El tomo estd dividido en dos libros dedicados, el pri-
mero, a los preliminares algebraicos y, el sagundo, al
estudio del espacio proyectivo.

El libro I consta de cuatro capitulos. El primer ca-
pitulo contiene las nociones fundamentales del Algebra
moderna: grupos, anillos, isomorfismos, dominios de
integridad, cuerpos, anillos de polinomios, dominios
con descomposicion factorial dnica, ¢te.... En el ca-
pitulo segundo se estudian, en forma original muy
interesante, la dependencia lineal y los elementos de
la teoria de matrices sobre cuerpos no conmutativos;
considerando luego cuerpos conmutativos, se expone
la teoria cldsica de determinantes y la de matrices
cuyos elementos son polinomios en una indeterminada.

Las extensiones de un cuerpo conmutativo y la dife-
renciacién de funciones algebraicas, constituyen el
objeto del capitulo tercero. Se consideran principal-

mente extensiones de grado finito y se establecen, entre
otros, el teorema fundamental — de Kronecker — del
algebra abstracta y el teorema de Abel del elemento
primitivo, éste unicamente en el caso de caracteristica
nula. La diferenciacién aparece tratada con detenimi-
ento y es de sefialar la apleacién, pudlicada por vez
primcra aqui, de la teoria de los Jacobianos al estudio
de la dependencia agebraica, siempre en el caso de ca-
racteristica nula. (La teoria de los jacobianos ha sido
ya utilizada en cuestiones de geometria algebraica abs-
tracta: caracterizacion de puntos simples de varieda-
des algebraicas, por Weil y, sobre todo, por Zariski
quien ha llegado a extenderla al caso de cuerpos de
caracteristica prima. Posiblemente, siguiendo el orden
de ideas da Zariski pueda hacerse andloga extension
en el problema de dependencia algebraica. Pensando
en esto, echamos de menos en el volumen que comen-
tamos unas lineas dedicadas a la diferenciacién
abstracta).

Elltimo capitulo del libro I estd dedicado a la teo-
ria de la eliminacidn, se llega a establecer las formas
de inercia de Hurwitz v se da la teoria de la u-resul-
tante de importantes aplicaciones en Geometria alge-
braica; se dan también los teoremas de la base y de
los ceros de Hilbert.

El libro II lo forman cinco capitulos. Los capitulos
quinto y sexto se refieren a la definicidn del espacio
proyectivo de n dimensiones en forma «algebraica» y
«gintética» respectivamente. Por la primera el espacio
aparece como conjunto de (n+1)—plas ordenadas de
elementos, no todos nulos, de un cuerpo arbitrario K.



