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variado auxilio e ponham os seus automdveis a dis-
posi¢dio da Comissiio de Recepglo para excursdes fora
de Cambridge.

Fazem-se todos os esforgos para reduzir o custo das
viagens dos congressistas estrangeiros durante a sua
permanéncia nos Estados Unidos. Antes da abertura
do Congresso proporcionar-ge-i a visita i cidade de
New York servindo alguns matemdticos de guias.

Informagdes. Informagdes pormenorizadas serdo,
na devida altura, enviadas aos sécios da Sociedade

Matemdtica Americana e as sociedades de Matemdtica
e academias estrangeiras.

Quem se interessar em obter informagdes pode
fazé-lo inscrevendo-se na sede da Sociedade e receberd
na devida altura, informagdes sobre o programa e
outras disposigdes.

As comunicac¢des devem ser dirigidas a: «American
Mathematical Society, 531 West 116th. Street, New

York City 27, U. S. A.».
A Comissio Organizadora
(Tradugho de M. Zaluar)

PROF. DR. MANUEL ZALUAR

Partiu para Paris em 31 de Outubro o prof. Dr.
Manuel Zaluar na qualidade de bolseiro do Governo
Francés atravez do Centre National de la Recherche
Scientifique.

Nio ¢ a primeira vez que a «Gazeta de Matemdtican»
regista a partida para o estrangeiro de membros da
sua Redacgfio que assumiram fungdes em quadros
universitirios ou de institutos de investigagio. Toda-
via, a partida do prof. Dr. Manuel Zaluar constitui
um caso especial relativamente 4 «Gazeta de Mate-
mitica» da qual, além de ser um dos fundadores, era
o redactor principal. Nesta qualidade arcou com a
parte principal das responsabilidades e das tarefas
preparatorias e conducentes 4 publica¢io da revista.

Ao seu trabalho persistente niio ¢ demais atribuir a
sobrevivéncia da «Gazeta de Matemdtican durante
nove anos de dificuldades e vicissitudes e o reconhe-
cimento deste facto n3o ¢ incompativel com a consi-
deragdo devida is contribui¢des de todos os colabora-
dores, redactores e cooperadores da revista.

A auséncia do prof. Dr. Manuel Zaluar nfo repre-
senta quebra na sua colaboragfio, pois estd assegurada
a sua contribuigio minima, como responsivel da
parte referente ao estrangeiro da nossa secgio «Mo-
vimento Cientificon.

Assumiu as fun¢des de redactor priocipal da
«(zazeta de Matemdtica» o colaborador José Mor-
gado.

MATEMATICAS ELEMENTARES

| —ESCOLAS PORTUGUESAS

PONTOS DE EXAME DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES — 1948

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciaturas
em ciéncias mateméticas, ciéncias fisico-quimicas
e ciéncias geofisicas, preparatérios para as escolas
militares e curso de engenheiros gedgrafos —
Ponto n.° 1 — Julho de 1948

ARiTMETICA

2711 — Demonstrar que, se a e b sio primos entre
si, (a+&)" e (a—b)" ou sdo primos entre si ou tém o
mdximo divisor comum 2". R: Se (a+b)" e (a—b)"
admitem um m.d.c., a+b e a—b admitem também um
m.d. c. que € precisamente p se p" for o m.d.e. de
(a+b)” e (a—b)". Entio p divide a soma (a+b)+
+(a—b)=2a e a diferenga (a+b)—(a—b)=2b e por-

tanto, como niio pode dividir simultdneamente a e b
(hipdtese), p sé pode ser igual ou a 2 oua 1. Final-
mente o m.d.c. de (a+b)" e (a—b)" sé pode ser ou
2" ou 1.

ALGEB’I.&
2712 — Demonstrar a identidade g
(2n+1) (2n+3) (2n45) - (4n—3) (dn—1) = ’; (3"),
L ’t

onde n é qualquer inteiro positivo e o paréntesis do
segundo membro significa um coeficiente binomial.
R : Basta notar que
4n) 4n (4n —1) (4n — 2) (4n —3) --- (2n + 1)
2n 1-2.83...n(n+1) - 2n =
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_ 220 (4n—1) (20—1) (4n—3) (30—2) .- @ +1) _

1-2.3-4...n(n+1) ... (20—2) (20—1) 2n
5! 2° (dn—1) (4n—38) ... (2n+3) (2n+1)
!
e por isso :

o (5) = @n=1) (4n—8) - 20 +3) 2n+1).

CArcvro Numérico

2713 — Calcular até s décimas de minuto o Angulo
que a diagonal duma face dum cubo forma com uma
diagonal do cubo que a intersecte. R: A diagonal
duma face mede a\/2 se for a a aresta do cubo.
Vé-se facilmente que, se for a o dngulo pedido, € tg a=
=/2/2 e logtga=1/2log 2+ colg2=0, 15052 +
+1,69897=1,84949 donde «=35°15' 53" ou, aproxi-
madamente, «=35°15"9.

GroMerria Prana

2714 — Considere-se um quadrado ABCD, a dia-
gonal AC, osemieirculo circunserito ADC e o quarto
de circulo AC de centro . Demonstrar que a drea
da ldinula limitada por estes dois arcos é igual 4 do
tridingulo ABC. R: Se for 1 o lado AB serd.: 132 a
drea do triangulo ABC; 1Y/2 o diametro da circunfe-
réncia circunserita e | o raio da circunferéncia de cen-
tro B. A drea da linula € eniio

®-2-12) :8— (x12/4—12/2) =12/2.
i

GromeTriA %o Espaco

2715 — Considerando um tronco de cone de revo-
lug¢fio de bases paralelas circunscritivel a uma esfera,
mostrar que a geratriz do tronco ¢ igual 4 soma dos
raios das bases e em seguida provar que a altura do
tronco ¢ igual ao dobro da média geométrica dos re-
feridos raios. R: Secortarmos o tronco e a esfera inscrita
por um plano diametral da esfera que contenha uma
geratriz do tronco, vé-se imediatamente da figura, inter-
secgdo desse plano com o tronco e a esfera, (wm trapésio
isdsceles tendo inserita uma circunferéncia) que g=ri+ry
(propriedade das tangentes tiradas de wm ponto para a
cireunferéncia), se for g a geratriz do tronco e ry e r,
os raios das bases do mesmo. Da figura tira-se tam-
bém que (ri+13)t=h24(ry—ry)? e portanto h?=4ryr,
e h=2y/r1; c.q.d.

TRIGONOMETRIA

2716 — Demonstrar a identidade
A—B A+B
2sen (45° +—2—) cos ( ° — ;

)-cos B+send.

R: Como se sabe é:
sen a +sen B=2sen (z+B)/2 - cos (2-+B)/2.
Ora a expressio dada pode escrever-se :
Lol i
e, portanto € igual a
sen (90°—B) +sen A=cos B+sen A .

2 sen

Bolugdes dos n.** 2711 a 2716 de J. da Silva Paulo

Exames de aptiddo para frequéncia dos preparaté-
rios para a Faculdade de Engenharia — Ponto n.° 4
— Julho de 1948.

2717 — D& a forma de um polindmio ordenado, de
coeficientes inteiros, igualado a zero, & equagfo:

l(z—%).—l(:n—-;—)(mvi-l)=—1-:a:(x‘-1)
*(x' 4'+6 16) 5( '*)"'

1§
——é—(xl-—-x}, donde: 80x4—190x3 4+ 72x2—10x +

+17=0.
x?—1

V3

+zVZ; b) z=a'4 2y +1; c) ==]£+Ben

2718 — Classifique as fungdes: a) # =

+

,2 !
d) z=sen 2z e construa o grifico da iltima. R: Res-
pectivamente a) racional inteira, b) algébrica irracio-
nal, ¢) algébrica racional fracciondria, d) transcen-
dente goniomélrica, se considerarmos o varidvel.

2719 — Defina superficie prismdtica, e a partir
desta nogdo defina prisma obliquo.

2720 — Dispondo de umas tdbuas que lhe déem os
logaritmos com o minimo de cinco decimais dos ni-
meros e das fungdes goniométricas, determine, com a
aproximagiio que aquelas lhe permitirem, os valores
de a que satisfazem i equagio:

A 1-'/0,32541
& %= Cos 827° 15 10"

2721 — Representando por a e por & respectiva-

mente, o8 comprimentos das arestas laterais e da base
duma pirdmide regular, triangular, determine a for-
mula que d4 o volume da mesma pirdmide.
R: V=Ah/3, sendo A a drea da base e h a altura
da piramide. Ora A—={\/3 b4 e h—‘/ a?—b?3 em
virtude do raio da eircunferéncia circunscrita ao tridin-
qulo equildtero de lado b ser r="b/y/3. Entdo
V=y/3b2y/az—173[12.
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2722 — A que chama combinagdes de 4 objectos
3 a 37 Forme estas combinagdes com as 4 primeiras
letras do alfabeto e verifique o seu mimero pela for-

4
mula respectiva R: abe, abd, acd, bed; (3) =

4
= =4.

(1)

2723 — Sio dados sobre o plano um ponto, uma
recta e uma circunferéncia. Pelo método dos lugares
geométricos determinar o segmento que passa por
aquele ponto e com os extremos naquelas linhas, que

seja dividido pelo mesmo ponto em duas partes numa
razdo dada.

Solugfes dos n.% 2717, 2718 e 2721 de A. Andrade Guimarfies

I. 8. C. E. F. — Mareuiricas Evemexrares — Exames
de aptiddo para frequéncia — Prova escrita de
Matematica — 1948.

AriTMETICA

2724 — Demonstre que a expressio a (a?+42) ¢
sempre divisivel por 3, qualquer que seja a. R: Se

a=23 estd o caso demonstrado. Supomos entdo a=3 +r
donde a?+2=(3)24+2 (3) r+r?+2=3+r2+2.
Tanto para r=1 como para r=2 se tem sempre
a.*+2-3.
Clrcuno Numérico

= -1 13
2725 — Simplifique (T’ 9‘4) :( 3 )!

wl—y! x4y
e calcule o seu valor para = = cotg 1014° 12' e
y = sen 208° 17' (utilize logaritmos). R:

1 5 | =3
x~2—y—2\-13 : F_F
= V) et o — )
(x"—y") 2 [ |
(z3) o+
— & —=m= —1/3
( (y—x) (y+x) xy ) )

x = cotg 1014° 12' = cotg 294° 12' = — cotg 65° 48'
y = sen 208° 17'= — sen 28° 17!
log cotg 65° 48' = 1,65265
log sen 28' 17! = 1,67562
log (xy) = 1,32827
log z = 1,77609 — z = 0,59716 .

ALGEBRA

2726 — Determine m de modo que o trindmio
f(x)=(m—1) 22—2 mx—3 admita uma raiz negativa

e outra positiva e inferiora 4. R: f(x)=(m—1) x?2—
2m

—-——=0.
rn—lx m-—>5

Se —a2 € a raiz negativa e B € a raiz positiva, sera:

—2mx —3; x?—

e B = e como B>4 vem 4do> ou
m— m+1

= 3 Mas B 2m ok 2m +
“Z T@m-1) g s e
et Sl 5 4

Tlad) & P e e o

8m + 3 <16 (m —1) donde m>18?~-

GeoMeTRIA PrAna

2727 — E dado um tridngulo equildtero de lado a
e um ponto M, qualquer, situado no interior de triin-
gulo, Demonstre que a soma das distincias do ponto
M aos trés lados do tridngulo é independente da po-
sigdo do ponto M. R: Unindo M com A e com B de-
senha-se um tridngulo com base num lado do triangulo
equildtero e com altura hyy, distincia de M a AB;
a drea desse triangulo € 1/21-h,,. Unindo M com B
e C obtém-se outro triangulo de drea 1/2 1 hg.. Unindo
M com C e A obtém outro tridngulo de drea 121 h, .
A soma das trés areas € igual & do tridangulo equildtero
de lado 1 e altura h . Temos entio

1/21-hg + 1/21-hgc +1/21-he, = 1/21-h
donde
hyg + hpe + hgy = h = constante.

GeomerriA 5o Espaco

2728 — Um cubo estd inscrito numa esfera de raio
R. Calcule a drea lateral do cone recto de revolugfio
cuja base é circunscrita a uma das faces do cubo
e cujo vértice é o centro da esfera. R: A diagonal do
cubo 2R € a hipotenusa de um tridangulo rectangulo de
que um cateto € a aresta x do cubo e o oulro cateto € a
diagonal x /2 de uma face do cubo.

Vem portanto 2x?+x2=4R? ou x=2R/\/3 .

O raio da base do cone ¢ entdo x {/2/2=R /2[5 .

O semi-perimetro da base do cone ¢ =R {/2[3 e como

a geratriz é R teremos: drea lateral = =R2y2/[3 .

TR1GONOMETRIA

2729 — Determiue os dngulos « que satisfazem 4
relagfio tg (x +x/3) =cotg (=/2—8x). R: tg (x+7/3) =
=cotg (x/2—2x)=1g3x. Arcos com a mesma tangente
diferem de nw, logo 3x —x—=[/3=nn donde x|=
=(8n+4+1) =/6.

Solugdes dos n.%" 2724 a 2729 do Josd R. de Albuquerque
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Il — ESCOLAS ESTRANGEIRAS

Baccalauréat de Mathématiques élémentaires —
Paris — Session de juin, 1948.

(Durde de Uépreuve: 3 heures)
1

2730 — Etablir les formules de transformation d'une
somme ou d'une différence de 2 ginus ou de 2 cosinus.
Probléme inverse — Application: résoudre I'équation :

cos 2x + cos 6x = sin 3z — sin Hx .

2731 — Etudier les variations et representation
graphique de y=—u?—x+2, en prenant pour unité
le double centimétre. On considére la droite qui passe
par les points A (0,2) et B(1,0). Evaleur 'aire
géométrique comprise entre cette droite et la courbe
représentative de y.

2732 — Epure de l'intersection d'un plan et d’une
droite en géométrie descriptive et en géométrie cotée,
lorsque le plan est défini par deux droites paralltles.

11

2733 — D’un point O fixe, pris a l'intérieur d'une
parabole donnée, de foyer I et de directrice A, on

méne la paralltle D & son axe: Soit P le point ot elle
coupe A .

a) Construire le point d'intersection I de la droite
D avec la parabole, ainsi que la tangente (7') en I &
cette dernitre.

5) On considére un cercle variable (¢) passant cons-
tamment par les points O et P; soient Sy et S, les
points ou il coupe (7'); soient T et T3 les tangentes
autres que (7'), mendes des points Sy et S, 4 la para-
bole donnée; M; et M, leurs points de contact et Py
et P, leurs projections sur A .

Démontrer que T} est paralléle a OS, et que T3 est
paralltle & OS;.

¢) Soit @ l'intersection des droites T et 75. Quel
est, quand le cercle (¢) varie, le lien géométrique de ce
point Q%

d) Montrer que, parmi les cercles (¢), il y en a géné-
ralement un qui est tel que les droites 0S| et OS,
soient perpendiculaires.

Que peut-on dire de la position correspondant de Q7%
Cas d'exception.

M M.
e) Démontrer que l'on a toujours Q ANSE = Q
S0 My

Qu'en conclut-on pour les points My M, et O?

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

| —ESCOLAS PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS
COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — Avaepra Surerior — 2.° exame de frequén-
cia — 1947-48.

2734 — Certa fungfio diferencidvel, f (z,y), veri-
fica a relagio @ 1 (z,9) +y.f, (z,y)=m-f (% ,y) com
m constante.

Que se pode afirmar da fung¢io f7?

Prove a proposi¢io que serve de base 4 afirmagio.

2735 — Exponha sumiriamente o método de Newton
para o cdleulo aproximado de uma raiz de f(x), lo-
calizada em certo intervalo (a,b).

2736 — Justifique o préstimo das condigdes de Fou-
rier como condigdes de exclusio, e refira-se i forma
de levantar a ddivida que, porventura, ocorra no pro-
blema da contagem das raizes de f(x) em (a,?d),
qguando as condigdes de Fourier se revelam insufi-
cientes.

2
2737 — Desenvolva a fungio f(x) = (7_2? em
série de poténcias inteiras de 1/a, e indique, justifi-
cando a regifio de convergéncia da série obtida.



