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Comprimento de uma curva. Area de uma superfície w 

por Ruy Luís Gomes 

1. Trajectórias 

Perante a dificuldade que se sente ã menor tenta-
tiva de definir curva ou sujterficie, dada a circuns-
tância de se lhes atribuírem sentidos diferentes con-
forme o domínio — Geometria ou Análise —em que se 
consideram, vamos tomar como ponto de partida do 
desenvolvimento deste capítulo uma noção muito mais 
clara—a de trajectória. 

Ora, interpretando-a à maneira corrente em Mecâ-
nica, como a sucessão continua tias posições de um 
ponto (móvel) com relação a um referencial determi-
nado, chamaremos trajectória em Es ou E3, a toda 
tr ansformação continua, (7), r/e um intervalo fechadth 
7 = [a,í>], no espaço JBt ou E3. 

O ponto t e l tem corno imagem o ponto •!> (í) o E.2 

ou E j , de coordenadas i tpi (í) , f i (') ( ou | <pi (í) , f : {0 ; 
f J ( ') I j f l u e são, evidentemente, funções continuas, de 
í , em I . 

Inversamente, todo sistema, »i —q?i ( ' ) , W ou 
®I*=1Pl(í) i (f) 13!3 = ?3 ( ') j do funções contínuas 
de í em / , define uma transformação continua 
* [TíjTi] ou * I?i tW»í3]> de I em ou Zíj e, por-
tanto, uma trajectória de Ez ou Ej. 

O conjunto <I> ( / ) , imagem do intervalo fechado I 
e lugar das posições sucessivas do ponto móvel em 
Ei ou E%, chama-se gráfico ou traço da trajectória. 

Se é possível decompor I num número, de inter-
valos = , í,] , ; a - = a < í i < " ' < í n _ , < í p l = È, em cada 
um dos quais as funções (í) são lineares, a trajectória 
diz-se poligonal. Os segmentos <t> ( / t ) , i = l , •*•,») 
chamam-se lados e os pontos * ( í t ) , = 0 , , n, vér-
tices da poligonal; a soma dos comprimentos dos la-
dos constitui o trajectoda poligonal. 

Dada uma trajectória qualquer, it> = <ti (í) , ( e I , diz-
-so que uma poligonal , í a está inscrita 
em it, se os vértices de JP são pontos de <t> ( / ) . 

Nestas condições, toda cadeia O^-itv,«, entre 
a e b dá origem a uma poligonal inscrita em <I>: a que 
tem por lados os segmentos <1> , í t] , = l , •••, n , 

Comprimento (trajecto) de uma trajectória, 
t e I, è o supremo, L(<l>), dos trajectos, p, das poli-
gonais inscritas em <t>. 

11 Fxr.-r;:co do Capítulo VII da ol.r.l a ]:u!ilIcrir :>ru vtM;ie:iUi 
intitulada • [ n t o g r a 1 do 1 íU'i;ir.[;n-. 

' Ntto Jíie chamamos perímetro, viste IJ i: ..> atâ so podn dar o 
caso do os lados ^ ( ) , como conjuntos do E. ou Í:,, u^o 
sorom to4oa distintos ou do so roduxiroin a um ponto. 

TKORBWA 1 . O comprimento, L (JP), de uma poligonal 
coincide com o seit trajecto. 

Com efeito, segundo a definição de L ( í? ) , tem-se 
P ( j f ) j qualquer que seja a poligonal i?' ins-
crita em 

Mas, por outro lado, se S" está inscritacm v3-se 
imediatamente quo p (j?')<p (0), portanto 

A noção de comprimento, L (<t>), ó, pois, uma exten-
são da de trajecto p (jf), de uma poligonal. Trata-se 
de uma função da trajectória (<) e não do conjunto 
* t O -

Se forem <t (í*) , ••• ,k=n os vórtices de S1, 
considerados por ordem crescente dos tk, teremos 

Jt—0 * í = l 

TEOHEHA 2 . A condição necessária e suficiente para 
que IJ (•!>) seja finito, é que as funções tp; (í) , i=—1,2,8, 
tenham variação total limitada. 

Condição necessária. Na verdade, como 

i ( W - * (O I < V^S [ t ? i ~ ^ 
vem 

S í * & + , ) - l i W K í <*) <£(*)» 
<!=ü 

donde'11 V ( ç j ) < £ (O) . 

Condição suficiente. De 

v s i?» í^+o - (<»)]' < s (í.+i) - % <4) i , 
* V=t (P.1 

a I 
tira-se f7('f;) e,portanto, L {•!.) < V V 

Consideremos agora a família, |<J>j , de todas ( í l as 
transformações contínuas ou trajectórias, d> ( í ) , í e / 
e jntroduzamos a noção do distância, d(<i>,w), de 
duas transformações 'I', T , pela seguinte Te 1 ação : 
d (í>, ' ! r)=sup d (<t> (i) { ( ) ) , em que d (<t> (;) , 1' (í)) 

tei 
representa a distância dos pontos «t ( í ) , v (í) de Em • 

(íl Vor condiçtto l'i , Cap. 11, g 3, p4K. 63. 
Tratisformaçíjqs continuas do um mesmo in torvai o I. 
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Como ípj (í) , if; ( í ) , i = l , 2 , 3 , são funções contínuas 
no intervalo fechado / , 

admite um supremo (máximo) finito em I e, portanto, 
d (41, >t') é um número não-negativo, 

imediato é também que 
d (<t> ,>{') = 0 se o só se, <p, (i) — t, (t) , t o /; 
d (H> , T) = d (T, <!') ; 
ri(U>,lÓ<tf ( 4 > , l l ) +d (• , 

sendo <t>, >r , H três trajectórias quaisquer {relativas 
ao mesmo intervalo 7 ) . 

Ora, a partir da distância, d (<i>,4'), podemos intro-
duzir na família ou espaço das transformações conti-
nuas, |il>|, de um mesmo intervalo / , uma topologia> 
nos termos indicados no § 7, Cap, II, pág. 17. 

Essa topologia transforma |<frj, num espaço de 
Kuratowski 

Tkohema 3. iVos lermos dessa topologia, L (<t) , con-
siderada cimo função numérica das trajectórias <l>, de 
comprimento finito, è semi-continua inferiormente. 

Segundo a definição de continuidade, dada no 
Cap. II, pág. 43, em que o ponto .r,, é substituído pela 
trajectória <t>iw e o conjunto A C Ü m pelo subconjunto 
do espaço topológico j '(• | no qnal 1- ('!') < 00 , tudo 
se reduz a demonstrar que, dado S > 0 , existe uma 
vizinhança V ( ^ ' J C J * ) , tal que 
I, (li™') - S < L (<t>) para • eV(4>tar) , L (tf) < 00 • 

Ora, considerando a poligonal dc vértices 
(4) 10, , n , inscrita em m™>, vem 111 

p g i / s i e * P < W 
k—ú * í—o 

+ [<?£ (h+l) ~ <<*) ] + [<P, ( 4 ) - 9Io' C O ] 11 

< s V s w (w.) (WJ1 

(I) Ver definir .lo ora Cap. II, $ 7, pág. 17. 
ffl Basta utilizar a desigualdade 

S / ( È * ) * + ( 2 y , ) \ ( i - - , ) '< Í ^ W Í + y f W ) , V I s V=l / V ) ; í=t 
que é verdadeira para qualsqtior três sucoss5âs ) xf | f lyjl > 

DO NÚMEROS reais, raedianie as seguimos KUIJMI-
tuíçõcs: 
n - 8 , » , - f r ( ( *+ , ) - ? , (<M-l),®l-lpl (<*+()-<Pl ( '»)) <*»— 

-Ti fe)-*P (O ! Vx-tf' (4h) > *•• i 
« l - ç g " ( W l ) - ? 3 (Wl ) 1 " * 

Se a trajectória pertence a E,, fn/oino« i t - - , - - 0 . A doeu.:.-!1, 
traç-lu da desigualdade raz-se, per luduç&e, a partir de 71. - 2 , 
• • IH que A imediata [consultar & .Sai.t - Theory o/ tht Integral, 
WarsuH-a, 1937, pág. 171J, 

S v S fofc«)-» (4>r + 

£ v s f e {tó-??' (<*)]*, 
O " (=0 

donde 
(1) p ({?«») < L ( » ) + 2 nd (<S>«», •), 

visto que a segunda parcela da desigualdade anterior 
não excede h f"«t>) e cada uma das outras duas é menor 
ou igual a nd (<t>'nl, <l>) , se atendermos à definição de 
distância de duas trajectórias. 

Mas, por definição do L (<t,tu) , dado — > 0 , é 

sempre possível determinar uma poligonal ins-

crita em <n">>, tal que L («D'01) - — < j> (#«>) . 

Logo, L ( ® < I B ) — ( i | > ) , para todas as trajectórias 
de comprimento finito, que pertençam à vizinhança 

5 > 5 
(esférica), d (<t>'e),4>) < — de centro c raio 

4 « 4 ii 

Co no LÁ mo, L ( 'T ) é o limite C O M U M dos trajectos das 
poligonais inscritas en 1>, que convergem para 't nos 
termos da topologia já introduzida. 

Em primeiro lugar, dada uma poligonal y ( í ) , l e I , 
inscrita em «I», de vértices 't1 (í*) - v , n , tem-se 
no intervalo [tk , í t t t ] , 
d (<t. (0 , ff W) < d (* (í) , (f,)) + d (.D (í t) , « (íA+i)) < s , 
desde que o diâmetro, d (ti), da cadeia |í„| seja su-
ficientemente pequeno 

Consequentemente, dado S > 0 , é sempre possível de-
terminar i>0, por maneira que rf(<t, JPJcí, para 
toda poligonal, {F, inscrita em Il>, tal que d (ít) -<t. 

Em segundo lugar, partindo de uma poligonal 

tal que L (<t>) — < j) (&*) e aplicando a desigual-

dade (1), a uma sucessão |éf(m,| que convirja para 

L («t) - - c p (#<-)) + 2n' d («d , , 

donde 

L ( N ) - p ( Y 1 ) < ~ + 2n' d (<(•, #'"") < E , 

sob a condição ri (<t>, ,§"">) < -— . 4n 
Como e è qualquer, tem-se L (<l>)=!im p (L?""11) ' 

m 
sempre que | j converge para <t> nos termos da 
topologia do espaço das trajectórias. 

111 Atender a que as funç.Ges V. {•'), í—1 silo íni/iiirti-
nu.', continuai eiu / . 

Desiguamos per n' D numere de lados de '-
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T i o i n u 4. Se è uma trajectória de comprimento 
finito, TJ (o)—inf lira s , designando por è?' 

A 
uma sucessão de poligonais, inscritas ou não em 'I'. <{'.<(: 
convergem para <l> t cujos trajectos constituem uma su-
cessão convergente (de números). 

Na verdade, como L (it>) = L ('t>), tem-se1" 

L ( • ) — U m i n f l , (<»') . 
™ <b' fl^Bl <<t>) 

Ora, como converge para a», há necessariamente 
cm cada Vm um elemento ff'de | 3 1 ' | e, por-
tanto, l imjt (J"'">), 

tn H 
Logo, L (•b)<inflim p {á?""') . * 
Tor outro lado, como a família das poligonais — 

inscritas e não inscritas — contém a das inscritas e 
para estas se verifica a igualdade / . (<t>) = lim p (&"•"'), 

* 

resulta que na hipótese mais ampla que estamos a 
analisar, se tem inf liin p { á ( J > ) para toda su-
cessão que converge para •!>. Logo, L (<r>) =-
= inf lim p (&"M), sendo uma sucessão de poli-
gonais jí"1'™' (/) , í e / , que converge para <t> = 'fc (í) , te I• 

A própria definição de L (<t>) , o Corolário do Teor. 3 
e o Teor. 4 mostram-nos que o comprimento de uma 
trajectória pode ser obtido a partir de poligonais, de 
três maneiras igualmente significativas : 1) como su-
premo dos trajectos das poligonais inscrita»; 2) coma 
limite dos trajectos de qualquer sucessão de poligonais 
inscritas que tendem para a trajectória; 3) como in-
fimo dos limites de qualquer sucessão de poligonais, 
inscritas ou não, que convergem para a trajectória. 

T E O R E M A 5 . Se a trajectória <T> é tal que as funções 
</i ( í ) , í ' ^ 1 , 2 , 3 , admitem derivadas tp[ (t), integráveis 
em I, tem-se 

L (d>) - L (<t; I) = f [/<?? + <?',' +tf M • 
J I 

Na verdade, a uma sucessão de decomposições de 1 
cujos diâmetros tendam para iero, corresponde uma 
sucessão de poligonais inscritas ] que tendem ( , f 

para <£>. 
Mas, como as fuuçõos <p( têm derivadas, vem 

p {#'"') • OWO-fc CO]s 

k „ - l /-y 

• 2 vâ fo 

Bx/SMtÕ k=0 
sendo í t < í í < í 1 + l . 

1 Ver deftciiçfto da : ^. 29 >', na prtff. 23, a U1-.i:'iIra J>:á 1 ii:a 
[te calcular a l i.i' " •• f t limito I li fr>r:« r do f . 

ÍV Vor primeira da demonstração du Cor., pá f . 

Consequentemente'", tomando o limite, 

L (*-,!)- limj> - f 
n J i 

Utilizando integral - / -cm vez de integral-ií , pode 
demonstrar-se o seguinte 

T K O B K U A 6 . A condição necessária e suficiente para 

que L (•) <=• j" +çi*+tpá* dt) é que as funções 

tf, , Uj , sejam absolutamente continuas. 

Trajectórias equivalentes. 
lim Mecânica, em todas as questões em que inter-

vém a noção de trajectória í <5, em geral, o tempo. 
Mas, para efeito da resolução de determinados pro-

blemas, é, por vezes, conveniente substituir t por 
outro parâmetro, s — II(t), em que II designa uma 
transformação (topológica) espeeial de / sobro K— 

s^lí {!>). 
Ordinariamente, substituiu-se o tempo, í , pelo tra-

jecto a =»/> (i(>; [a, (\) e diz-se, então, que as funções 
JC—•t),l (3) i V^^ii (<) , a = ( f ) ] transformadas de 
n !ri ( !) I (0 0 ) por intermédio de s=L (*',[a,t])1 

constituem uma nova representação da mesma trajec-
tória. Mais corretamente, uma representação em termos 
de trajecto (ou espaço andado). 

Na realidade, trata-sc de duas transformações 4> e 
1' que, embora diferentes13', possuem um conjunto de 
invariantes: de significado geométrico, como o grá-
fico o o trajecto; de significado físico como, por exem-
plo, o trabalho de uma força (A", Y, Z) 

f t (XÚ+YÚ + Z^dC-fK (XK +YH+ZU)d*. 

São, pois, equivalentes para o cálculo desses inva-
riantes e por isso se diz, impropriamente, que repre-
sentam a mesma trajectória. 

Ora, ampliando este resultado e exprimindo-o em 
termos de maior rigor, diremos que duas trajectórias, 

(t) ,te I o T (u) , H e K, são equivalentes, quando, 
dado um e;>0 , ê sempre possível determinar uma trans-
formação topológica, u*=Ht ((), de I em K, tal qtie '*' 

d (í> (í) , 1' [Hi (í)]) < • , í 6 J. 

d) Atender a Cor., c a p . VII o Teor. SI, Cep. IV. 
Vor, por exemplo, 5. Sakt — Theory ofíhc Integral, pfiff. 1£3, 

Teor. (8.4). 
O) Nfto ú nocsssàrfamonto nem <p; W >' e 1 • 
[4> K a neçSo do F r j < ; / M c L I h J-i rc.hr!, qua comproondo 

como caso particular a du Lobeagfuo. Na vordo.de, segundo 
Lottesgue, dÍ£-se que • é oqulvalenie a 't , guando ^ A alm-
plosmOEite a transformada de *t> por Intermédio de uma trans-
formação topol&ílea II; 1' (t), t e 1. Ora, SB assim 
for, também e U,r rosultar&o equtvaleptes ã Krocbet, com 

poU te tem rt ( í ) , [u (1)|>=0, t e 1. 
Rado, na obra a sogulr cttada, chama às trajoetúrías equiva-

lentes k Lebesgue, semelhantes topotògicamente. Consultar i" 
Radó — Lenght aníí Area. Anter. Matti. Soe. Coll. Pu>>l* n l . A l i . 
1313, yig, 57. 
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Em símbolos, escreveremos í> — 1' e nenhuma dificul-
dade há em demonstrar que se trata efectivamente de 
uma relação de equivalência, quer dizer, reflexiva! 
simétrica e transitiva. 

Cada classe de equivalência consti tue um variedade-F 
ou curva de Frechet do tipo arco simples em E, ou E3. 
E podemos tomar para sua representante qualquer das 
trajectórias da respectiva classe. 

TEOBEMA 7 . Trajectórias equivalentes tem o mesmo 
gráfico. 

Demonstremos que «t> ( /)c:1 l r {A"), partindo para 
isso do um ponto p—<t> (í') e «r> {/). 

Como «t> — 1', podemos arranjar uma transformação 
topológica de I em K , H „ , ta! que 

( ' ) ] )<-. n 
Consequentemente. p„'I' \Hn (f1)] e í ' (A') converge 

para j) = <t> (i1) e, portanto, como V (K) é um conjunto 
compacto de E3, p s ¥ (A") . Logo, 't> (A") . 
Trocando <t> com V, vem <t> ( / ) = T (A") , 

O inverso desto teorema não 6 verdadeiro: dada 
uma trajectória (ou movimento) <t> ( í ) , t e / , basta 
mudar a lei do movimento no tempo, para obter nova 
trajectória não equivalente mas com o mesmo gráfico. 

Pode, no entanto, demonstrar-se o 

TEOREMA 8. Se 4> ( í ) , f e / e ¥ ( « ) , u e K, forem, 
duas transformações topológicas {biunívocas e biconli-
nuas) com o mesmo gráfico, ® ( / ) — H ' (JST) , então to — V. 

Na verdade, pondo ! ! ( £ ) — [ * ( / ) ] , vem ¥ [ / / ( ( ) ] « 
= 4> (<}, quere dizer, <t> e ¥ são semelhantes topolò" 
gicamente e, portanto, <t> ~ ¥. 

Ora, chamemos trajectória geométrica à que é equi-
valente a uma transformação topológica, T (o) , v e Ia • 
O sen gráfico é um arco simples, visto ser a imagem 
topológica de um intervalo 1$. O teorema anterior 
diz-nos que : 1) as trajectórias geométricas com o 
mesmo gráfico, são todas equivalentes entre s i ; 2) há 
há uma correspondência biunívoca entre a família dos 
arcas simples e a das classes de equivalência que tem 
como representante uma trajectória geométrica. 

A estas classes chama Radó variedades topológicas 
do ti'i>o arco simples em E3 . 

hnu. Se <t> ~ ¥ é possível determinar uma siu:essão 
J 't>'"'' | com.-ergente para <I>, constituída por trajectórias 
semelhantes topològicamente a . 

Na verdade, pondo (<)—¥ [ / / , (<)], em que II. é 
a transformação topológica utilizada no Teor. 7, vem 

d ( ® , ® W ) < — , donde 'ti (/)—lim 4>(,l(í). E, por outro n n 
lado, «J>[,-> ó a transformada de ¥ por intermédio do I l „ , 
portanto <̂ l<,', e ¥ são topològicamente semelhantes. 

TEOREMA 9 . Trajectórias equivalentes têm o mesmo 
trajecto. 

Dadas as trajectórias <J> — ¥, comecemos por deter-
minar a sucessão j í ' "1 ! segundo o Lema. 

Como — ¥ [ 2 2 ^ $ ] , é imediato que £ ( » ' " > ; / ) = 

Em segundo lugar, pela semi-continuidade inforior 
de L(<v) ^L (<!>-, f ) , vem L ;I)-><£($*»>; /) 
para N < n , donde L (<t , I ) < L (W-, K ) . 

Permutando *I> com T . resulta — LQV\K). 
O inverso á falso. 

T m m u 10. Dada uma trajectória, *1> (Í) e /, cujo 
gráfico não se reduz a um ponto, i sempre jiossivel de-
terminar uma outra equivalente ii primeira, cujo parâ-
metro é o trajecto 

Essa representação de <!>, em termos de 

s = L (<!• ; [a , í]) , 
tem a forma 
* H t ( » ) , y - f c W , H . W > z - t o , L] > l-L 
e, é claro, que e — L (W; [ 0 , s ] ) . 

Note-se ainda que as funções são lipsehitzianas, 
pois [ fc ( «• ) -* , (*") I < L (V- [»', « " ] ) - 1 |. 

Em Mecânica utilizam-se correntemente as duas 
representações - <I" em termos de tempo e V em termos 
de trajecto — e o valor do teorema anterior é precisa-
mente o de assegurar a existência da segunda. 

Em gera!, parte-se de 'I1 e deduz-se, depois, T j 
mas também é frequente dar <P c uma lei horária 
* = / / { í ) , resultando depois <I>, por via da homeo-
morfia H . 

2, Curva rectificável. Comprimento. 

liemos no parágrafo anterior a noção de trajectória, 
qi-e fomos buscar à ideia primitiva do movimento 
dum ponto. 

O gráfico repectivo aparece assim como um con-
junto de E3, mas interpretado como lugar das posi-
ções sucessivas do ponto móvel. 

Ora, a família dos gráficos possíveis compreende: 
os arcos simples, isto é, as imagens topológicas de um 
intervalo; os arcos simples fechados, quere dizer, as 
imagens topológicas de uma circunferência, que pode-
mos representar por x = cos u, y«=sen u , s = 0 , 

fi> Ver nota ( i ) , pág . 2+6. fl> V e r deroouslraçSo am T . Radii, obra citada, H l . 3. DJ. 
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w<^2n ; do um modo geral, todas, as curvas da geome-
tria elementar. 

Além disso, podemos demonstrar o 

TEOUKHA 1 1 . O gráfico de uma trajectória, Oç E3, 
tem medida-J nula. 

Na verdade, se tomarmos uma decomposição 
de diâmetro suficientemente pequeno, podemos fazer 
com que 

j * ( A - ) | < e , | ? 1 ( A ' ) ! < e , 

para todo A c : / , , j = 1 ,••• , n , sendo «t> , (f.j, y-J uma 
representação de C . 

Para isto, consideremos um ponto tj e / , e de centro 
em <í> (i,) construamos o paraleiipípedo dc arestas: 
2 t , paralelamente aos eixos x e y ; 2 V (/,) , parale-
lamente ao eixo dos a, designando por V ( f f ) avar ia-
ção absoluta de (/) em 7,. 

Como C está contido necessariamente na reunião 
destes paralelipipedos, vem 

, / ( c ) < 5 ; . 8 t ! K ( / , ) - s **rç) f 

donde -J(C)~0. (1>' 
Quero dizer, se um gráfico é plano, a sua medida- / , 

como conjunto plano, é nula; se é empenado, a sua 
medida-.7, como conjunto do espaço, 6 nula também. 

Nos gráficos está assim realizada uma das proprie-
dades que constitui elemento fundamental da noção 
intuitiva de curva: a falta de espessura'1'. 

Em conformidade com estes factos, chamaremos 
citrm rcctificável ou simplesmente curva, C, a todo 
conjunto de E}, que seja o gráfico de uma trajectória 
ile comprimento finito. 

TEOKEMA 1 2 . A condição neeessária e suficiente para 
que um conjunto C c E j seja uma curva rectificàvel, é 
que admita uma representação «r>(í),íe 7, continua e de 
variação total limitada. 

TEORKMA 1 3 . Seja C KM arco simples de E3. O me-
nor trajecto de gráfico C ê o de qualquer das suas tra-

jectórias geométricas. 

Na verdade, consideremos ao lado da trajectória 
<t>(t),tel, de gráfico C, a transformação topológica 
¥ (o) , v e K , com o mesmo gráfico. 

(I) B : fl a'.6 supor, como ao verifica pela demonstração, que 
uma, Apenas, das funções <j?£ , • ' 1 tom varJaçfio total )í• 
mltada. 

Osgood demonstrou, om 11*03, Traiu. Am. Math. Sac., vol. 
p&g. 107, com um e x e m p l o conhec ido desde eut&o por curva de 
Osgood, que , se nenhuma das AmçOes f o r do v a r i a b l e total l lml -
tada, o gráfico pode ter medeia exterior positiva. 

W T. itadè diz" ^Primarily, A curve U thought of as a point 
set with certain properties of slenderness* [obra dt, II, 5.8 J. 

Como 4' é biunivoca existe uma transformação II (t), 
tal que <t> (t) = V [H (t)],te I , 

Ora, escolhendo uma cadeia de A", de diâmetro 
suficientemente pequeno, corresponder-Ihe-á uma poli-
gonal ÍPv , tal que p (,>?„) > L ( » — 8 . 

Por outro lado, se dois dos vk forem as imagens 
dos extremos a, b de I, como é legítimo supor, e se 
para cada um dos restantes vk escolhermos'1J um tk , 
tal que t!k = (u*), os pontos j O ) uma vez dispos-
tos por ordem de grandeza crescente entre a B b, 
determinarão uma cadeia de 7 = [a , ò>] . Seja en-
tão i? a poligonal correspondente inscrita em '!> (í) e 
consideremos ao mesmo tempo um lado <r [»,, , t vn ] 
de ff^. 

De duas uma: ou w ( v t ) , são também dois 
vértices cousecutivos de é? ou, por exemplo, '!' (D,,) = 
= tj) ( t ) e V (t)AH) = <l> (íJ+.p) . Neste último caso, o com-
primento do lado [vk, >.yM] de #•» è menor ou igual 
à soma dos comprimentos dos lados 

* íf, I (jn] ) * ft+l ) ÍH->] ) [íf+T-( 3 li+pi 
de ff, Em qualquer hipótese se tem, pois, 

{ f f r ) > L ('(') —S , donde L (<b)>L (v) -S ou final-
mente L (<!>) > L ( v ) , 

Chamando a L (4) comprimento do arco C, como é 
natural e está de acordo com o procedimento da geo-
metria elementar, o teorema anterior exprime o facto 
intuitivo; o comprimento de um arco simples é o menor 
trajecto de quantos têm esse arco como gráfico. 

Em consequência, estabeleceremos a 

DEFINIÇÃO. Comprimento de uma curva, C, éo Ínfimo 
dos trajectos que a têm por gráfico. 

TEORUMA 1 4 . O comprimento é igual A zero quando, 
e só quando, C se reduz a um ponto, 

TEOUKMA 15. Se a;1 = / i (x , y, z) , y' = / 2 ( x , y , s ) , z' = 
=/3 [x , y , z) represen tam uma transformação isomé-
trica de E3 em E-í, 

O, [ » = T l (t) , yi = Tj (0 > = T i ( 0 ] 
e 
C , & - M * , n , t Ü , v ' - A [ti J?!ITi] >* -/«[<PiíTj , fs]] J 
têm o mesmo comprimento. 

Podemos ainda verificar que o comprimento de uma 
circunferência ú 2nr. 

Na verdade, pelo teorema anterior, podemos sempre 
supor que a circunferência está no plano x,y e tem 
o centro na origem, 

E sendo assim, admite a representação 
[33 =. r cos u , y — r sen ti ; 0 < u < 2w] , 

que conduz a 7. ('t') = 2irr. 

(i) li—' ) representa a Imagem completa Inversa de rn • 
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E como a transformação V 6 biuvfvoca, à parto o 
ponto x = r , y=0, que ê imagem de 0 o 2it, podemos 
aplicar o raciocínio de Teor. 13 e, portanto, L 

Como consequência, o comprimento de um arco sim-
ples fechado, isto é, top ològicam ente equivalente a 
uma circunferência, pode calcular-se à maneira da 
geometria elementar: decompõe-se C num número 
n de arcos simples sem pontos interiores comuns, 
traçam-se as respectivas coidas o to ma-se depois o 
supremo dos perímetros dos polígonos (inscritos) re-
sultantes. 

Os últimos resultados justificam inteiramente as 
definições de curva rectificável e de comprimento. 

lí acontece ainda que na família dos sub-arcos de 
um arco simples ou simples fechado, G, o comprimento 

se comporta como nuntii medida {linear) : não-negativa 
aditiva, nula apenas guando o arco se reduz a um ponto. 
Trata-se de uma consqu@ncia imediata da aditividade 
da L (t-; I ) como função do sub-intervalo TtzTa, 
sendo 'I'(u) , h e / p , uma trajectória geométrica so-
bre C . 

Jí a definição de curva aqui adotada exclui o caso 
patológico das curvas dc Peano Hilbert ou de Os-
good, cujo gráfico enche um quadrado ou pelo menos 
não tem medida ntda. 

(1) Dada por 1'oano um 1890 o que marcou um momento dfl-
cisiTo na separaçjlo doa doía concoltos, alâ ojitlla identificados, 
do ctirva-lrajcetária o eunn-conjunto do l't • 

Um teorema sobre a estrutura dos divisores de um grupo 
por F. Dios Agudo 

Consideremos o grupo Gt constituído pelas matrizes 

-D 
< - o - a - i ) > - c ~ i ) 
e que, como facilmente se vai concluir, é isomorfo do 
grupo das rotações do quadrado. 

Da transformação linear = * i j ) ( ) 

resulta que que às matrizes de G's corresponderão, 
respectivamente, as seguintes transformações de coor-
denadas no plano: 

( x ' ~ ü \ / x ' = x \ / í e ' ™ — 33\ f x ' — — 

y' = y) \y' = —y) \ y<^y ) 

de modo que (fig. 1): I será 
a «rotação» identidade; 
a a simetria era relação 
a EG; A a simetria em re-
lação a IIF-, c a rotação de 

[T; f , — 1 8 0 ° era torno de O ; d a 
simetria em relação a IiD-, 
e a rotação de 90° no sen-

B f c tido directo em torno de O; 
p;k t / a rotação de 270° no sen-

tido directo em torno de O 
e g a simetria em relação a AC, resultados que fa-

1 y 
i 
n D 

0 & * x 

cilmente nos permitiam construir a tábua de multi-
plicação do grupo . 

Posto isto, procuremos representar graficamente a 
estrutura tios sub-grupos de . 

Designando por e nm dos números + 1 , temos 
/ e 0 \ * Q \ t . , , 
^ J x- ^ t j = I [ é o caso da matriz com 

1-1, e c , com . — 1 ] , Q 

, , »\* / e I , [caso das matrizes a e Al; I 1 = 1 1 = / 
V e 0 / V O t 1 / 

r 0 e ^ ! f — x 1 0 \ 
[matrizes d o g]; • e Q j - Q 

- ( ? ! ) • ( i t f - C V M i ã r - ' 
[matrizes e e / ] , o que nos permite concluir que 

/ ; | / , o | ; | / , f t í i [ / , « ! ; ( / , < * ! } 1,9 l i 

| I,e,e*,é>\ = \I,e,c,f\ = \I,f,p,p\ 

são sub-grupos de G s . 
As relações 

f'i 0\/$t f l ®1 0 \ 
I q J V O > i / " \ 0 t2 itJ "" \ 0 8 / 

onde i j , t t i > > t ) representam também qualquer dos 
números + 1 , mostram, por outro lado, que as 4 ma-
trizes I,a,b,c (em que os elementos nulos se encon-
trara na 2.* diagonal) constituem um outro sub-grupo 
(o grupo de Klein) de G t . 


