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Comprimento de uma curva. Area de uma superficie®

por Ruy Luis Gomes

1. Trajectdrias

Perante a dificuldade que se sente & menor tenta-
tiva de definir curva ou superficie, dada a circuns-
tincia de se lhes atribuirem sentidos diferentes con-
forme o dominio—Geometria ou Andlise—em que se
consideram, vamos tomar como ponto de partida do
desenvolvimento deste capitulo uma nogio muito mais
clara—a de trajectéria.

Ora, interpretando-a A maneira corrente em Meci-
nica, como a sucessdo continua das posigies de um
ponto (mével) com relagdo a um referencial determi-
nado, chamaremos trajectéria em K, ou Ej, a toda
transformagio continua, @ (t), de um intervalo fechado,
I=[a,b], no espago E, ou E,.

O ponto te ! tem como imagem o ponto @ (f) e E,
ou Ey, de coordenadas {9 (f),¢2 ()] ou {o1 (8),42(9),
93 ()|, que sfo, evidentemente, fungies continuas, de
t, em I,

Inversamente, todo sistema, xy=g (f), 2a3=%> ({) ou
2 =01(f) , xa=uy (t) ,23=93 ({) , de fungbes continuas
de ¢ em I, define uma transformagio continua
P [¢1,92] ou @ [91,92,93], de I em E; ou Ej e, por-
tanto, uma trajectéria de E, ou Ej.

O conjunto @ (7), imagem do intervalo fechado [
e lugar das posigdes sucessivas do ponto mdvel em
E, ou Ej, chama-se grdfico ou trago da trajectdria.

Se é possivel decompdr I num mimero, n, de inter-
valos [i=[t,—y, 4], h=a<t)<---<f,_,<t,=b, emcada
um dos quais as fungdes o; (¢) sfo lineares, a trajectéria
diz-se poligonal. Os segmentos ® (1), k=1, ,n,
chamam-ge /ados e os pontos @ (¢,),k=0,---,n, vér-
tices da poligonal; a soma dos comprimentos dos la-
dos constitui o trajecto® da poligonal.

Dada uma trajectéria qualquer, d= (), ¢ e [, diz-
-se que uma poligonal =& (¢),te I, estd inserita
em @, se os vériices de & sio pontos de @ (I).

Nestas condigdes, toda cadeia |¢,|,k=0,---,n, entre
a e b dd origem a uma poligonal inserita em &: a que
tem por lados os segmentos ® [t ,4],k=1,---,n,

Comprimento (trajecto) de uma trajectéria, d=1a (t),
tel, é o supremo, L (¥), dos trajectos, p, das poli-
gonais &, inscritas em @.

(1} Excerpto do Capitulo VII da obra a publicar brevemente
intitulada «Integral de Riemannw.

() Niio lbhe chamamos perfmetro, visto que até se pode dar o
caso de os lados @ ([;), como conjuntos de E; ou E;, nio
serom todps distinips ou de se reduzirem a um ponto.

Teorema 1. O comprimento, L (&), de uma poligonal
coincide com o seu trajecto.

Com efeito, segundo a defini¢fio de L (&), tem-se
p (&) <L (&), qualquer que seja a poligonal &' ins-
crita em &

Mas, por outro lado, se &' estd inscrita em &, vé-se
imediatamente que p(&')<p (&), portanto p(F)=
~L (9.

A nogdo de comprimento, L (d), é, pois, uma exten-
sfio da de trajecto p (&), de uma poligonal. Trata-se
de uma funciio da trajectéria @ (f) e nfo do conjunto
o (1) .

Se forem @ (4),k=0,---,k=n os vértices de &,
considerados por ordem crescente dos ¢, teremos

p(&F) = ,‘E: \/ﬁl (s (Bisr) —5: (812 -

Treorema 2. A condigio necessaria e suficiente para
que L (b) seja finito, € que as fungies o;(t),i=1,2,3,
tenham variagdo total limitada.

Condigio necessiria. Na verdade, como

| % {‘H-I)_?i (‘A) 1 < \/g ["'?i (‘nﬂ} - (tk}]’}
vem
z s (o) — 21 (8) | < 2 (#) <L (@),
donde ™ V (¢)<L ().

Condigiio suficiente. De

\/g [9: (b)) — @ (WP < § | @ (ter) — @i (&) |

3 3
tira-se p (#) < X V(%) e, portanto, L (¢) < 3] V (v)-
=1 i={
Consideremos agora a familia, |®|, de todas @ as
transformagdes continuas ou trajectdrias, @ (¢),te ]
e introduzamos a nogio de distincia, d (b,¥), de
duas transformagdes o,¥, pela seguinte relagio:

d(®,¥)=supd(®(}),¥()), em que d(v(0),¥ ()
tel
representa a distincia dos pontos @ (f) ,¥ (£) de E,, -

(1) Ver condigdo V,, Cap. 11, § 3, phg. 63.

o T 1 3] i de um intervalo I.
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Como &, (¢) , §;(2) ,7=1,2,3, slo fun¢des continuas
no intervalo fechado 7,

@0, 0=\ B0 -4

admite um supremo (mdximo) finito em I e, portanto,
d (®,%) é um nimero nio-negativo.
Imediato é também que
d(®,¥) =0 seesdse ¢()=4¢(),tel;
2 (®,9)=d(¥,0);
d(v,v)d(®,n) +dU,v),
gsendo @,W,1 trés trajectérias quaisquer (relativas
ao mesmo intervalo I).

Ora, a partir da distincia, d (¢,¥), podemos intro-
duzir na familia ou espago das transformagdes conti-
nuas, j®|, de um mesmo intervalo 7, uma topologias
nog termos indicados no § 7, Cap. 11, pdg. 17.

Essa topologia transforma ||, num espago de
Kuratowski .

Trorema 3. Nos termos dessa topologia, I (d), con-
siderada como fungdo numérica das trajectérias o, de
comprimento finito, é semi-continua inferiormente.

Segundo a defini¢io de continuidade, dada no
Cap. 11, pdg. 43, em que o ponto x, ¢ substituide pela
trajectéria ¢ e o conjunto AC K, pelo subeonjunto
do espago topolégico (@] no qual L (¢) <oco, tudo
se reduz a demonstrar que, dade 3>0, existe uma
vizinhan¢a V (#™)cC|e/|, tal que
L) —§<L(®») para oelV (¢'?),L(P) <oo-

Ora, considerando a poligonal &', de vértices
o™ (t) , k=0, .- ,n, inscrita em ®'¥, vem ¥

(&)= ﬁ

=i}

g HE” () =2 () ]+

+ [ (bue) — i ()1 [ (8) — i (8] 12

<V Do ) sty

(1) Ver defini¢io em Cap. 11, § 7, pag. 17,
(2) Basta utilizar a desigualdade

V@E=)+ Go)'+ )< vermen,

j=1

que & verdadeira para qualsq trids Bes Jayl, Jwit, =il
j=1,...,n, de nimeros reais, mediante as seguintes substi-
tuighes :

n=3, 2, =" (i11) — @1 (bir1) s 2= (bsr) — 21 (&), 2a=
=g (%) —9" (&) ;5 =9 (1) — %2 (Gegr) 0
Z=0" (bip1) =23 (bipr) , =+
Se a trajectéria pertence a E,, fazemos z,=z,=2,=—=0. A demons-
tragiio da desigualdade faz-se, por induglio, a partir de n=2,
em que & imediata [consultar 8. Saks— Theory of the Integral,
Warsowa, 1937, pag. 171].

o g vg [ (birr) — i (4)T* +

=1 3

+ 2V B @~ @7,
donde
® P (@) <L (9) + 2nd (0, a),

visto que a segunda parcela da designaldade anterior
ndo excede [, (@) e cada uma das outras duas é menor
ou igual a nd (o'”,d), se atendermos 4 definigio de
distincia de duas trajectdrias.

e 3
Mas, por defini¢io de L (o), dade —2—> 0, &
sempre possivel determinar uma poligonal &, ins-
: ) ”
crita em o, tal que I (0?) — r <p (£ .

Logo, L (¢'")—&8<L () , para todas as trajectérias
de comprimento finito, que pertengam &4 vizinhanga

d 5 3
(esférica), d ('¥,®) <<— de centro ' e raio —.
4n 4n

Corordrio. L (b) € o limite comum dos trajectos das
poligonais inscritas en ®, que convergem para P nos
termos da topologia j& introduzida.

Em primeiro lugar, dada uma poligonal & (f),te 7,
inserita em @, de vértices @ (4),k=0, ..., n, tem-se
no intervalo [#,, %],

d@ (), &) <d® (), (%) +d @), (6n) <¥,
desde que o diimetro, d (£,), da cadeia |f,| seja su-
ficientemente pequeno ‘",

Consequentemente, dado 30, ¢ sempre possivel de-
terminar >0, por manecira que d(,H)<<¥, para
toda poligonal, &, inscrita em &, tal que d (t,)<<e.

Em segundo lugar, partindo de uma poligonal &/,

tal que L () -—%{p (#') e aplicando a desigual-

dade (1), a uma sucessfo |&"™| que convirja para @,
vem 1)
L (¢) — -;- <p (&™) + 2l d (b, £™),
donde
L (8) — p (#™) <% +20'd (@, M) <,

3 ') €
sob a condigdo d (v, &™) < =5

Como e é qualquer, tem-se L (¢)=lim p (&™) >
sempre que |&™| converge para @ nos termos da
topologia do espago das trajectérias.

(1) Atender a que as fungles @; (f),i=1,2,3, slo uniforme-
mente conlinuas em 1.
2} Designamos por n’ o nimero de lados de &'
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Trorema 4. Se & € uma trajectdria de comprimento
finito, L (v)=intlim p (&' ™), designando por &'™
L

uma sucessdo de poligonais, inscritas ou nio em ¥, que
convergem para © e cujos trajectos constituem uma su-
cessiio convergente (de nimeros).

Na verdade, como L (v)=L (v), tem-se ¥

L (®)=lim inf L (¢).
m @' €Vim (d)
Ora, como &'™ converge para @, hd necessariamente
em cada V,, (#) um elemento &'’ de |&' ™| e, por-
tanto, L (®)<lim p (&' "’ ) =lim p (&' ™).

Logo, L (®)<linflim p (&'™) .

Por outro lado, como a familia das poligonais —
inscritas e ndo inscritas — contém a das inseritas e
para estas se verifica a igualdade L (0)=Ilim p (&™),

n

resulta que na hipétese mais ampla que estamos a
analisar, se tem inflim p (&' ™)< L (¢) para toda su-
cessfio &' que converge para ®. Logo, L (¢)=
=inflim p (&'™), sendo |&' ™| uma sucessiio de poli-

gona.isnar‘”"’ (t) ,te I, que converge para &= (¢) , tel.
A propria defini¢do de L (v) , o Coroldrio do Teor. 3
e o Teor. 4 mostram-nos que o comprimento de uma
trajectéria pode ser obtido a partir de poligonais, de
trés maneiras igualmente significativas: 1) como su-
premo dos trajectos das poligonais inscritas; 2) como
limite dos trajectos de qualgquer sucessio de poligonais
inseritas que tendem para a trajectéria; 3) como in-
fimo dos limites de qualquer sucessio de poligonalis,
inscritas ou ndo, que convergem para a trajectéria.

Teorema 5. Se a trajectéria © € tal que as fungies
9; (£),i=1,2,3, admitem derivadas ¢ (t), integrdveis
em I, tem-se

L@=L@;D)= [ Varrerrega.

Na verdade, a uma sucessfio de decomposigdes de /
cujos diimetros tendam para cero, corresponde uma
sucessio de poligonais inseritas |#™|, que tendem @
para .

Mas, como as fuugdes ¢, tém derivadas, vem

k=1 3
p (&™) = 2 \/2 (o (tip) — i ()] =
= Z 2: (i () (b — 6)T?

sendo £, <H<tly, -

() Ver definigio da pig. 29 e, na pig. 23, a manelra pritica
de caleular a fungfio, f, limite inferior de f.
2) Ver primelra parie da demonstragio do Cor., pig. 243.

Consequentemente "), tomando o limite,
L(®;I)= hmp (£#™) = f @+ el oy d

Utilizando integral-L em vez de integral-R, pode
demonstrar-se o seguinte @

Trorema 6. A condigiio necessiria e suficiente para

que L (v) e-f Ve +oh P tetdt, € que as fungdes
I
91, 9,93 Sejam absolutamente continuas.

Trajectérias equivalentes.

Em Mecinica, em todas as questdes em que inter-
vem a nogio de trajectéria ¢ ¢, em geral, o tempo.

Mas, para efeito da resolugio de determinados pro-
blemas, ¢, por vezes, conveniente substituir ¢ por
outro parimetro, s=II(f), em que H designa uma
transformagdo (topoldgica) especial de I sobre K=
=[8a, 8], 8.=H (a), s,=H (b).

Ordinariamente, substituiu-se o tempo, ¢, pelo tra-
jecto s=UL (0;[a,t]) e diz-se, entdo, que as fungdes
xz=14y (5) yy=4> (5) , 2=43 (s) , transformadas de z=
=g (£), y=93 (f) 2=24 (f) por intermédio de s=L (®;[a,t]),
constituem uma nova representagio da mesma frujec-
téria. Mais corretamente, wmna representagio em termos
de trajecto (ou espago andado).

Na realidade, trata-se de duas transformagdes ¢ e
W que, embora diferentes @, possuem um conjunto de
invariantes : de significado geométrico, como o grd-
fico e o trajecto ; de significado fisico como, por exem-
plo, o trabalho de uma for¢a (X, Y, %)

Sy (Xol +Yoh + Zgl) de = [, (XY, + Y+ Z§4) ds.

Sio, pois, equivalentes para o cilculo desses inva-
riantes e por isso se diz, impropriamente, que repre-
sentam a mesma trajectdria.

Ora, ampliando este resultado e exprimindo-o em
termos de maior rigor, diremos que duas trajectérias,
b (f),tel e ¥ (u), ue K, sido equivalentes, quando,
dado um e=>0, € sempre possivel determinar wmna trans-
formagdo topolégica, u=Hz (t), de I em K, tal que™

d(® (f),v [H ()]) <e,tel.

1) Atender a Cor., Cap. VII e Teor. 21, Cap. 1V.

) Ver, por exemplo, 8. Saks — Theory of the Integral, pig. 123,
Teor. (8.4).

3) Nfio é necessiriamente =K nem tp.(.‘.)x=lh(£) ter,

4 B a noglio de equivalincia & Frechet, que compreende
como ecaso particular a de Lebesgue. Na verdade, segundo
Lebesgue, diz-se que O & equivalente a ¥, quando W & sim-
plesmente a transformada de P por intermédio de uma trans-
formagho topolégica H: W [H(H]=D(f),t€ I. Ora, se assim
for, também P e W resultarfioc equivalentes & Frechet, com
Hy=H, pols se tem d (P (), ¥ [H (§)))=0,¢€1.

Radd, na obra a seguir citada, chama is trajectérias equiva-
lentes & Lebesgue, semelhantes lopoldgicamente. Coosultar T,
Radi— Lenght and Area. Amer. Math. Soc. Coll. Publ., vol, XXX.
1948, pig. 57.
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Em simbolos, escreveremos ® ~ W e nenhuma difieul-
dade hd em demonstrar que se trata efectivamente de
uma relagfio de equivaléncia, quer dizer, reflevivas
simélrica e transitiva.

Cada classe de equivaléncia constitue um variedade-F
ou curva de Frechet do tipo arco simples em K, ou ;.
E podemos tomar para sua representante qualquer das
trajectérias da respectiva classe.

Trorema 7. Trajectérias equivalentes tem o mesmo
grifico.

Demonstremos que @ (/)cW¥ (K), partindo para
isso de um ponto p=o () ed (7).

Como @ ~ W, podemos arranjar uma transformacio
topolégica de I em K, H, , tal que

a(6(0, ¥ IH, O) <

Consequentemente, p, =W [H, (¢)] e ¥ (K) converge
" para p=a ({) e, portanto, como ¥ (K) ¢ um conjunto
compacto de Ej;,peW¥ (K). Logo, o(I)cv¥(K).
Trocando ® com ¥, vem o (I)=Ww (K).

O inverso deste teorema nfio ¢ verdadeiro: dada
uma trajectéria (ou movimento) @ (f),¢e ], basta
mudar a lei do movimento no tempo, para obter nova
trajectoria nfio equivalente mas com o mesmo gréfico.

Pode, no entanto, demonstrar-se o

Trorema 8. Se @ (f),tel e W (u),ue K, forem
duas transformagdes topoldgicas (biunivocas e biconti-
nuas) com o mesmo grdifico, ® (IN=% (K), entio ®~WV.

Na verdade, pondo H (£) =%~"'[® ()], vem W[H ({)]=
=& (t), quere dizer, ® e ¥ sio semelhantes topolo-
gicamente e, portanto, ® ~ ¥,

Ora, chamemos frajectéria geométrica & que € equi-
valente a wma transformagdo topolégica, T (v) ,vel;.
O seu grifico é um arco simples, visto ser a imagem
topolégica de um intervalo J,. O teorema anterior
diz-nos que: 1) as trajectdrias geométricas com o
mesmo grifico, sio todas equivalentes entre si; 2) hd
hd uma correspondéncia biunivoca entre a familia dos
arcos simples e a das classes de equivaléncia que tem
como representante uma trajectiria geométrica.

A estas classes chama Radé variedades topolégicas
do tipo arco simples em F,.

Lema. Se @ ~W € possivel determinar uma sucessiio
(™| convergente para ©, constituida por trajectérias
semelhantes topologicamente a W,V

Na verdade, pondo ™ () =W [H, (£)], em que H, é
a transformagio topoldgica utilizada no Teor. 7, vem

1} Ver nota (2), pig. 246.

1
d (@, o) L = donde @ (¢) —li“m o™ (8). E, por outro

lado, ®™ é a transformada de ¥ por intermédio de H,,
portanto @™ e v sfio topolégicamente semelhantes.

Teorema 9. Trajectérias equivalentes tém o mesmo
trajecto.

Dadas as trajectérias @ ~ W, comecemos por deter-
minar a sucessfo |®"| gsegundo o Lema.

Como o™ () =W[H,(f)], ¢ imediato que L (¢@;T)=
=L (¥; K).

Em segundo lugar, pela semi-continuidade inferior
de L(®)=L(®;7), vem L (®;1)—d<L (®™;1)
para N<n, donde L (P ,I)<L (V; K) .

Permutando ® com W, resulta L(®;I)=L(V;K).
O inverso é falso.

Teorema 10. Dada uma trajectéria, ® (f) e I, cujo
grafico nio se reduz a um ponto, é sempre possivel de-
terminar wina outra equivalente i primeira, cujo pari-
metro € o trajecto V),

Essa representaciio de @, em termos de

s=1L(P;[a,t]),
tem a forma
w=yy (8) ,y=4a (8) s 2=V5 (8) , K=[0, L], L=L (®;I)
e, é claro, que s=L (W; [0, s]).

Note-se ainda que as fungdes §; sio lipschitzianas,
pois | ¢, (+) ¢ (s") | < L (W; [, 8] =| s''—s' |

Em Mecédnica utilizam-se correntemente as duas
representagies — @ em termos de tempo e W em termos
de trajecto — e o valor do teorema anterior ¢ precisa-
mente o de assegurar a existéncia da segunda.

Em geral, parte-se de ® e deluz-se, depois, ¥;
mas também ¢ frequente dar ¥ e uma lei hordria
s=H (f), resultando depois ®, por via da homeo-
morfia H.

2. Curva rectificavel. Comprimento.

Demos no pardgrafo anterior a nogfio de trajectdria,
qre fomos buscar 4 ideia primitiva de movimento
dum ponto.

O grifico repectivo aparcce assim como um con-
junto de FE,;, mas interpretado como lugar das posi-
¢des sucessivas do ponto mével.

Ora, a familia dos grdficos possiveis compreende :
0s arcos simples, isto ¢, as imagens topolégicas de um
intervalo; os arcos simples fechados, quere dizer, as
imagens topolégicas de uma circunferénecia, que pode-
mos representar por wx=cos u,y=sen u,z=0,0<

(1) Ver demonstragiic em T, Radd, obra citada, 1II. 3. 97.
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u< 2r; de um modo geral, fodas as curvas da geome-
tria elementar.
Além disso, podemos demonstrar o

Teorema 11. O grdfico de uma trajectéria, CCE,,
tem medida-J nula.

Na verdade, se tomarmos uma decomposi¢do |I;|,
de didAmetro suficientemente pequeno, podemos fazer

com que
[o (K) [ <o, | (K)|<e,

para todo Kc/l;,j=1,:--,n, sendo & [¢; ,9,, 9] uma
representacgio de C.

Para isto, consideremos um ponto f e I; e de centro
em @ () constrnamos o paralelipipedo de arestas:
2¢, paralelamente aos eixos ® e y; 2V (I;), parale-
lamente ao eixo dos z, designando por V (I;) a varia-
¢do absoluta de ¢, (#) em I;.

Como C estd contido necessiriamente na reunido
destes paralelipipedos, vem

J(C) gzsewa,) =82V (1),

1
donde J (C)=0.®"

Quere dizer, se um grafico é plano, a sua medida-.J,
como conjunto plano, é nula; se é empenado, a sua
medida-J, como conjunto do espago, é nula também.

Nos grificos estd assim realizada uma das proprie-
dades que constitui elemento fundamental da nogio
intuitiva de curva: a falta de espessura ®.

Em conformidade com estes factos, chamaremos
curva rectificivel ou simplesmente curva, C, a todo
conjunto de E3, que seja o grifico de uma trajectéria
de comprimento finito.

Trorema 12. A condigio neeessaria e suficiente para
que um conjunto CC E; seja uma curva rectificdvel, é
que admita uma representagio ®(t),¢te I, continua e de
variagdo total limitada.

Teorema 13. Seja C wm arco simples de Ey. O me-
nor trajecto de grifico € € o de qualquer das suas tra-
Jectorias geométricas.

Na verdade, consideremos ao lado da trajectdria
®(t),tel, de grifico C, a transformagio topoldgica
v (v) ,ve K, com o mesmo grifico.

(1) Basta até supdr, como se verifica pela demonstragiio, que
uma, apenas, das fung¢des %;,i=1,2,3 tem variaglio total 1i-
mitada.

Osgood demonstrou, em 1903, Trans. Am. Math. Soc., vol. 4,
pag. 107, com um exemplo conhecido desde entlio por curva de
Osgood, gque, se nenhuma das fungdes for de variaglo total limi-
tada, o grifico pode ter medida exterior positiva.

@) T. Radd diz: ePrimarily, a curve is thought of as a poiné
sel with certain properties of slenderness» [obra cit. 11, 5.2].

Como ¥ é biunivoca existe uma transformagio H (¢),
tal que ® () =w [H (f)],tel.

Ora, escolhendo uma cadeia }v,| de K, de diimetro
suficientemente pequeno, corresponder-lhe-4 uma poli-
gonal &, tal que p (&#,)>L (¥v)—3.

Por outro lado, se dois dos v, forem as imagens
dos extremos a,b de I, como ¢ legitimo supdr, e se
para cada um dos restantes v, escolhermos /! um ¢,
tal que £,=H~' (v,), os pontos |#,|, uma vez dispos-
tos por ordem de grandeza crescente entre a e b,
determinarfio uma cadeia }¢,| de I=[a,b]. Seja en-
tdo & a poligonal correspondente inserita em ® (f) e
consideremos ao mesmo tempo um lado W [v,,v,4]
de &,.

De duas uma: ou W (), V¥ (v4yy) sio também dois
vértices cousecutivos de & ou, por exemplo, ¥ (v,)=
=& (f;) e ¥ (V) =P (¢4,) - Neste riltimo caso, o com-
primento do lado W [, v,,,] de & ¢é menor ouigual
4 soma dos comprimentos dos ladoes

D[y Gl s ® [haay Gaal s =+ 5 @ [t 5 Gigs]
de &#. Em qualquer hipdtese se tem, pois, p (&) >
>p (#)>L (¥)—35, donde L (¢)>L (¥)—3& ou final-
mente L (®) > L (7).

Chamando a L (¥) comprimento do arco C, como é
natural e estd de acordo com o procedimento da geo-
metria elementar, o teorema anterior exprime o facto
intuitivo: o comprimento de um arco simples € o menor
trajecto de quantos tém esse arco como grafico.

Em consequéncia, estabeleceremos a

Derixigio. Comprimento de uma curva, C, € o infimo
dos trajectos que a tém por grafico.

Teorexa 14. O comprimento € igual a zero quando,
e 6 quando, C se reduz a wm ponto.

Tronema 15. Se z'=fi (z,y,2),y'=f2 (x,y,2) ,2'=
=f3(x,y,2) representam uma (ransformagio isomé-
trica de E; em Ej,

oo =00 () ,v1 = 22021 = 2 ()]
e
Cl, [o' =/1[%1,92, 93,9 =12 [91,%92,93] 7' = a1, %2, 93]
tém o mesmo comprimento.

Podemos ainda verificar que o comprimento de uma
circunferéncia é 2xr.

Na verdade, pelo teorema anterior, podemos sempre
supdr que a circunferéncia estd no plano a,y e tem
o centro na origem.

E sendo assim, admite a representacio
0<u<2n],

V[ e=1rcosu,y—=rsenu;

que conduz a L (¥)=2=r.

(1) H—'(vx) representa a imagom completa inversa de v .
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E como a transformagfio W é biuvivoca, a parte o
ponto z=r;y=0, que é imagem de 0 e 2=, podemos
aplicar o raciocinio de Teor. 13 e, portanto, L (©)>2nr.

Como consequéneia, o comprimento de um arco sim-
ples fechado, isto é, topologicamente equivalente a
uma circunferéncia, pode calcular-se & maneira da
geometria elementar: decompde-se € num niimero
n de arcos simples sem pontos interiores comuns,
tragam-se as respectivas coidas e toma-se depois o
supremo dos perimetros dos poligonos (inscritos) re-
sultantes,

Os tltimos resultados justificam inteiramente as
definigbes de curva rectifictvel e de comprimento.

E acontece ainda que na familia dos sub-arcos de
um arco simples ou simples fechado, C, o comprimento

se comporta como numa medida (linear) : ndo-negativa
aditiva, nula apenas quando o arco se reduz a um ponto,
Trata-se de uma consquéncia imediata da aditividade
da L (¥;I) como fungle do sub-intervalo IcIy,
sendo W (x) ,uel,, uma trajectéria geométrica so-
bre C.

E a definigdo de curva aqui adotada exclui o caso
patolégico das curvas de Peano, Hilbert ou de Os-
good, cujo grdfico enche um quadrado ou pelo menos
ndo tem medida nula.

(1) Dada por Peano em 1890 e que marcou um momento de—
cisivo na separaclio dos dois , até entfio ideutificados,
de curva-trajectiria o curva-conjunto do Ey.

Um teorema sobre a estrutura dos divisores de um grupo

por F. Dias Agudo

Consideremos o grupo G'g constituido pelas matrizes
1 0) 1) -1 0) -1 O)
I= = b= -
(01 - (0_1) (Cod)® (0—1
1 01 (0 = 0=
d= = = —
G) o =gn) =l o) o=(_s 0)

e que, como facilmente se vai coneluir, é isomorfo do
grupo das rotagdes do quadrado.

: b
Da transformagfio linear (:nr) = (al 1) (w)
¥ az b/ \y

resulta que que as matrizes de Gy corresponderio,
respectivamente, as seguintes transformagdes de coor-
denadas no plano:

et I i) ) o ol
b B il fmins T il

de modo que (fig. 1): I serd
Iy a «rotagio» identidade;
A H D a a simetria em relagio

a EG; b a simetria em re-

lagio a HF; c a rotagfo de
p— 180° em torno de O; d a
simetria em relagio a BD;
e a rotagio de 90° no sen-
tido directo em torno de O;
f a rotagio de 270° no sen-
tido directo em torno de )
e ¢ a simetria em relagdo a AC, resultados que fa-

0

G
B F -

Fig. 1

cilmente nos permitiam construir a tdbua de multi-
plicagdo do grupo Gy.

Posto isto, procuremos representar graficamente a
estrutura dos sub-grupos de Gy.

Designando por ¢ nm dos nimeros +1, temos

) (,z 0) = 1 [é o caso da matriz I, com
J =5 D=7

[caso da-s matrizes a e b]; ( ) =(:: f:)uf

[matrizes d e ff]: ( o2 0) (_t! _,z)

o e G LT e R G

[matrizes e e f], o que nos permite concluir que
1,015
{1 e,c,f)

sfio sub-grupos de Gg.
As relagdes {

0 g,)(o a,) (sl . e,oa,) "(:) (;)

onde e;,8,e,%, representam também qualquer dos
nimeros +1, mostram, por outro lado, que as 4 ma-
trizes I,a,b,c (em que os elementos nulos se encon-
tram na 2.* diagonal) constituem um outro sub-grupo
(o grupo de Klein) de Gy.

:=1, e ¢, com e=—1]; (0

I; {I,al; ilyel; (I,dl; I,gi;

{,e,e, e8| = =11,/ %3



