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nada a C e a visinhanga V" intercepta somente o ele-
mento Ao de C'.
(2) a condigfio ¢é suficiente; seja, com efeito, ¥ um

espago topoldgico separado e pontualmente para com-

pacto. Seja F' um conjunto fechado de ¥ e y um
ponto de E que nfo pertence a F. Para todo ponto
we F' existe, pois que E é separado por hipétese, uma
vizinhanga Vz de @ e uma vizinhanga W de y, as
quais nfo tem ponto comum. Consideremos a cober-
tura C de E formada por todas as vizinhancas Vz,
quando x variaem I, e pelo complementar F'' de F
Existe, pois que I ¢ pontualmente para compacto por
hipétese, uma cobertura C' subordinada a C e uma
vizinhanga W de y tal que W s6 encontra um nimero
finito A4,,---, An dos conjuntos de C'. Chamemos de
U a unifio dos conjuntos de C' que interceptam I7;
temos que U ¢é um conjunto aberto contendo F.
Vamos mostrar que existe uma vizinhanga ¥V de y
que ndo intercepta U, o que provard a nossa propo-
sigio. Com efeito, cada um dos A: que intercepta F
estd contido, por definigio, em um Vz; correspondente
a um ponto wie F. Se se toma para V" a intersecgio
W com as vizinhangas Wz, correspondentes a estes
pontos, tem-se que ¥ é uma vizinhanga de y que nio
encontra nenhum dos 4: que interceptam F'; portanto,
a fortiori, V" nfio intercepta U. @

Trorema 2: A condigio necessdria e suficienle para
que um espago topoldgico separado seja normal é que ele
s¢ja localmente para compacto.

Demonstragiio: (1) a condigiio é necessdria: seja
com efeito, £ um espago separado normal. Seja I
um conjunto fechado de I e C uma cobertura de E
tal que um de seus elementos contenha o conjunto F.
Devemos mostrar que existe uma cobertura C' de E
subordinada a C e tal que para cada ponto de F
existe uma vizinhanga que s6 intercepta um mimero

4) Esta parte da demonstra¢fio (condig¢io suficiente) ¢ devida
a J. DIEUDONNE, v. Memdria cliada em (1).

finito de elementos de C'. De facto, suponhamos que
por exemplo, o elemento 4o de € contenha F'. Existe,
entio, sendo E normal por hipdtese, um conjunto

aberto ¥ contendo F tal que V< 4, (v. resultado (2)
citado acima). Consideremos a cobertura C'! formada
por Ao e pelos conjuntos Aj Ucffr(indieamos com A;
os elementos da cobertura C). Esta cobertura C' é
obviamente subordinada a C e o conjunto aberto V
contendo F' s6 intercepta o elemento 4, de C'. Mas
V é vizinhanga de cada ponto de F, logo, a proposi-
¢io estd demonstrada.

(2) a condigio é suficiente: suponhamos que o
espago topolégico E seja separado e localmente para
compacto e sejam F e G dois conjuntos fechados e
disjuntos de F. Para todo zel' existe uma vizi-
nhan¢a Vz de = e um conjunto aberto Wz contendo
G, os quais sfo disjuntos pois, sendo E localmente
para compacto por hipdtese, & é obviamente pon-
tualmente para compacto e por conseguinte, pelo teo-
rema anterior, regular. Consideremos a cobertura C
de E formada por todas as vizinhancas Vz que se
obtém quando x varia em F e pelo complementar F'!
de F. Sendo o espago E localmente para compacto
por hipétese, existe uma cobertura C' subordinada a
C tal que para todo ponto ye( existe uma vizinhanca
T, de y que s6 intercepta um ndmero finito A,,---, 4,
de membros de C'. A uniio U dos conjuntos de C'
que interceptam I” ¢ um conjunto aberto contendo I
Vamos mostrar que existe um conjunto aberto contendo
G — chamemo-lo ¥ — o qual niio intercepta U, o que
termina a demonstragfo. De facto, cada um dos A4,
que intercepta F' estd contide por definigio em um

"z; correspondente a um ponto x;e F. Seja S, a
intersecgiio dos T3 e dos Wx; correspondentes a estes
pontos ; S é uma vizinhan¢a de y qne nfio intercepta
U. Se V é a unido dos §; que se obtém quando y
percorre G, ¥ é um conjunto aberto que contém G e
que nfo encontra o conjunto U.*

(5) Esta parte da demonstraglio (condigfio suficlente) é devida
a J. Digvposs#, v. Membria citada em (1).

Conchoides de cercles el equations de Riccati
par Gabriel Viguier (Paris)

Canonisation géométrique de |I'équation de Riccati

Nous considérons le cercle (M) de coordonnées
paramétriques :

@ an {

k désignant une constante quelconque, nous associons

x = acos?t
Yy =acostsin ¢

a la courbe-base (M) la courbe-adjointe (L) dont les
équations paramétriques s'éerivent

2 ¢
F= c;:a (acost+ k)2
L
" &5 G i (acost+k)?
ksin ¢ :
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Les points M et L correspondent 4 une méme valeur
du paramétre ¢. Sur le rayon vecteur OM , nous por-

tons la longueur MN == (¢). La courbe (N), lieu du

714

point N que nous envisageons d'étudier, doit avoir sa
tangente qui passe par le point I, correspondant de
la courbe-adjointe.

Les coordonnées de N sont alors
[ E=acos?t+ 7 (f)-cost
{ m=acos ¢ sint+ 7 (f) -sin¢.

3)

—_—
Exprimant que la tangente Nt passe par le point L,
nous obtenons la relation:

2
—k—cost(acost—f-k)z— (acos + 7) cos ¢

) : =

7' cos t — (2acost+ 7) sin ¢
cos 2¢
ksin ¢ ;

t'sint+ acos 2t + rcost

(@cost+ k)2 — (acost+7)sint

Les termes en r' disparaissant, il reste I'équation de
Riceati:
ktge

® R rrry

2a k sin ¢
+ | tgt

(a. cos £ + k)!
On n'obtient donc pas une seule courbe (N), mais
toute une famille 4 propriétés anharmoniques.

(+2 + a? cos? ) +

Cas des conchoides de cercle

L’équation différentielle (5) du probléme admet la
solation particuli¢re

(6) T k=t

La longueur MN étant constante, on trouve les con-
choides du cercle (M) qu'illustrent les figures 1,2 et 3,
correspondant aux cas kZa.

Nous notons dans ces cas de figures particuliers,
une propriété géométrique simple attachée aux points
N et L: S étant diamétralement opposé au point M
sur le cercle-base (M) de centre o, la tangente en N

i la courbe (N) est normale & la droite SN; le point
L se trouve d'une part sur la perpendiculaire 4 SM
issue de l'origine O et d’autre part, sur la tangente N¢
i la courbe (N).

La figure 1 correspond au cas ol k=a;
(V) est la cardioide d'équations

{ E=uacost(l+ cosi)
n=asin ¢ (1 + cos )

la courbe

™

la courbe adjointe étant donnée par:
F =2acost(l+ cost)?

8 ot
®) G-—ﬂi—-(l-}-cost)?
sin £

B
-

™

Fig. 1

admet une asymptote verticale 4; dont I'équation est
(9) F=8a.

La figure 2 correspond au cas k>a, la courbe adjointe
(L) admettant les deux asymptotes verticales:

(10) (a;) F=2/k-(a+k)2; (84) F=—2[k-(a—k)2.

Enfin le cas k <a est envisagé sur le figure 3.

f>a A

Fig. 2

Si nous reprenons la solution particuliére (6), nous
voyons qu'il est possible de caleuler I'intégrale géné-
rale de (9) qui doit de ramener 4 une quadrature.

Nous avons en effet:

(a cos t4+k)2  a?cos t+k (2a+ Cy)

11 =k = !
Lt S > Cycost—k Cycos t—k i




GAZETA DE MATEMATICA

11

Remarquons que les conchoides du cercle (M) corres-

Fig. 3

pondent & la valeur infinie de la constante Cj.

Pour Cyj=a, nous trouvons r=—a cos ¢; la courbe (N)
se réduit 4 l'origine O qui joue le réle de cercle-point.

Enfin, pour C4=0, la courbe (N) du sixitme degré
admet pour équation cartésienne la relation:

a?
(28 @+ 208 + @B @+ — 8 = 0.

Ainsi, nous voyons que les conchoides de cercle et
avec elles, la plus simple, la cardioide, se placent
parmi les dégénérescences des courbes integrales de
I'équation de Ricecati. Elles s’ajoutent aux coniques
et cubiques circulaires qui, nous I’avons vu dans une
précédente note (Gazeta de Matemditica, Lisbonne,
Aont 1947, n.° 33), peuvent correspondre également
4 des cas dégénérés de I'équation de Riceati.

Os potenciais escalar e vectorial e os espacos
a conexdo simples e mdltipla

por Luis Freire (Recife)

Espacgo de simples conexiio linear ou simplesmente
conexo linear: aquele em que qualquer linha fechada
de Jordan (simples — sem pontos miiltiplos) ou con-
torno de Jordan que nele se trace, pode, por deforma-
¢do continua, e sem dele sair, reduzir-se a um ponto.

Exemplos: os espagos interior e exterior a uma
esfera, o espago interior a um cilindro, a superficie de
uma esfera (dai as superficies simplesmente conexas).

Espago multiplamente conexo linear : aquele ém que,
dentre as curvas fechadas de Jordan que nele se po-
dem tragar, hd as que, por deformagdo continua, e
sem dele sair, jdmais se reduzirdo a um ponto.

Exemplos: o espago exterior a um cilindro — as
curvas que envolvem o cilindro, estio naquelas con-
digdes; os espacos interior e exterior a um toro; a
superficie de um toro (dai as superficies multiplamente
conexas).

Nos espagos simplesmente conexos lineares é sempre
possivel fazer passar por um qualquer dos seus con-
tornos de Jordan uma superficie regular bilateral e
continua — diafragma — que neles fique inteiramente
contida.

Ao contrdrio se dd com os espagos multiplamente
conexos lineares.

Espago de simples conexdo superficial ou simples-
mente conexo superficial: aquele em que qualquer su-
perficie fechada de Jordan que nele se trace, pode, por
deformacgio continua, e sem dele sair, reduzir-se a
um ponto.

Exemplo: o espago ¢nferior a uma esfera.

Espago multiplamente conexo superficial: aquele
em que, dentre as superficies fechadas de Jordan que

nele se podem tragar, hd as que, por deformagio con-
tinua, e sem dele sair, jdmais se reduzirfio a um ponto.

Exemplo: o espago exferior a uma esfera — as su-
perficies que envolvem a esfera, estio naquelas con-
digdes.

Nos espagos simplesmente conexos superficiais, o
volume delimitado por qualquer de suas superficies
fechadas, estd inteiramente contido em tais espacos.

Ao contrdrio se dd com os espacos multiplamente
conexos superficiais. O espago exferior a uma esfera
é, pois, simplesmente conexo linear e multiplamente
conexo superficial.

Para os espagos de simples conexfo linear, em
que reinam campos de vectores m, e para os quais
VAu=0, tem-se, aplicando o teorema de Stokes a
uma de suas curvas fechadas e A superficie que nela
se apoia nio deixando o campo:

fv,\u.xds=95u><d‘.\a0,
g

isto é, fuxc?)._fuxdlﬁﬁ
A A
ot fuxd).:—fuxd)._f(P,),
At e

o que diz: o integral de u><dx a partir de Py é in-
dependente do caminho X que termina em Py —ele
tem um unico valor.

Assim, f u>di=¢, sendo ¢ uma fun¢ido escalar

A
uniforme ou monodroma dos pontos do campo; uma

fung¢io escalar monodroma de posigdo, pois.



