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raiz da equagdo serd Tm-+5k=84; como 84=TX12
uma solugdo em niémeros inteiros daquela equagdio € o par
mg=12, k=0 e as solugies gerais serdo dadas pelas ex-
pressbes m=12—5p k=Tp onde p € um inteiro qualquer.
Determinando p de modo que 12—5p=>0 e Tp=>0 vé-se
que € p=1 ou p=2 donde m=2, k=2 ou m="T, k=1.

2856 — Determine os valores do parimetro real %
para os quais a equagio ka? (22—1) + 524 —222+1=0
admite quatro raizes imagindrias puras. R: A equa-
gdo pode escrever-se sob a forma (k+05) x4 —(k +2)x2+
+1—0. Para que as raizes sejam imagindrios puros €
necessdrio que as raizes da resolvente sejam ambas nega-
tivas para o que € necessdrio ser A >08<0P>0; ou
segja (k+2)2—4 (k+5) >0; (k+2:(k+5) <0 e 1:
(k+5)>0. A primeira desigualdade dé k>4 ou
k<—4; a segunda did —5<k<<—2 e a terceira
k>—5. Em resumo terd que ser —5 < k < —4.

2857 — Torne irredutivel a fracgfo:

4y — A /4
R: Notando que Ap=n (n—1) (n—2) -+ (n—p+1)
A y=n(n—1)(n—2)---(n—p+2) e Ay'=(n—1)
(n—2)--(n—p+2) (n—p+1) (n—p); obtem-se,
pondo em evidéncia o factor comum
(n—1) (1—2) --- (n—p+2)
n(n—p+1)—n n

(—p+1) (n—p) n-p+1

ARrrTmiéTICA

2858 — Demonstre o teorema:

«Se um mimero é divisivel separadamente por trés
nimeros primos entre si dois a dois, é divisivel pelo
produto deles». R: Seja N o niimero divisivel por a,
b ¢ ¢ primos entre si dois a dois. As decomposigies em
factores primos de a de b e de ¢ existem inteiramente
na decomposigio de N; e como cada uma delas ndo
contém qualquer factor primo que pertenga a qualquer
das outras, o produto abe estd inteiramente contido na
decomposicdo de N que € assim divisivel por éle.

2859 — A soma de dois mimeros ¢ 240 e o seu m4-
ximo divisor eomum ¢ um nimero inferior a 30.

Caleule os nimeros sabendo que tém oito divisores
gomung, R: O m.d.c. dos nitmeros pedidos deve ser
um divisor de 240. Os divisores deste nitmeros menores
que 30 sio 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 20 e 24; déstes sé 24
tem oito divisores e € éle, portanto, o m . d . ¢ . dos nivme-
ros pedidos. Se forem a e b ésses nivmeros € a=24p e
b=24q onde p e q sdo primos entre si; logo a+4+b=24.
(p+9q) e por isso p+q=10; entdo sé pode ser p=1,
q=9 ou p=3,q="T. Donde as solugies do problema
a=24,b=216 ou a=T2, b=168.

Solugdes dos n.°* 2845 a 2850 de J. da Silva aulo

MATEMATICAS SUPERIORES
MATEMATICAS GERAIS — COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

I 8. C. E. F. — Maremaricas Sureriores — 4.* cadeira,
2.* época — Exame final, 2-10-1948.

2860 — Em certo determinante de 3.* ordem de
valor 1, cada elemento af tem por menor comple-

ok
mentar (—1)+k ;Tk Quais sfo os elementos da pri-
2

al Al + af 47 + a] A7 =1
meira linha? R: [ al Al + a} 43 + a} 4} =0 com
al A} + a} A} + a} 43 =0
1/2a}+2/3 a}+3/4 a}=1
| AF | = (=1)* - k(i +F) { 2B3al+  a}+6/5a3=0
L3/4a}+65a1+48/2a}=0
e por condensagdio da matriz

123 123 12 3

FFa| Izsz Y ez *
2 6 L al 4 1 | 4
=1-—0 ————lafl0==-=
Fope e [ e TR S B
3863 13 3 8 9
_._—0 = B e — e,
4 5 2 058 2 00200 10

1 2 3 1 1 4
E-a{+-§a}+—4-a’,'—l, '9—0¥+—5‘ﬂ:i'=—“§'
%a?m ou al =172, a}=—120, a} =60.

10

2861 — Represente geométricamente a fungio
y = (a—z)/[(z+a)?+12 ax] (a>0). (Dispensa-se a
determinagio precisa das inflexdes). R: Dominio:
(—co,—al7+y/48]), (—al[7+y/48],—a[7-V/48)),

1

(—a[7—y/48], + oo) . Tragos nos eixos: (0, ;) , (a,0).
Assintotas: x=—a[7+(/48]; y=0; ndo ki assinto-

- 1
tas obliquas. Mdximose minimos: Mdximo (—Sa,—a);
minimo (5a,— — ). Variaglo: —oo, crescenle

in ( ’ 243) § 3 i
—38a, decrescente, Ha, crescenfe. +co. Inflexdes:

y'=—(x}+22ax2-118 a2x - 419 a?) (x?+ 14 ax +a?)~3,
limile excedente das raizes de y'',L.=Ta; existe uma

inflexdo entre Ha e Ta.
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A representagio grafica fazia-se, notando que: a) a
ordenada do mdximo € tripla da ordenada do minimo;
b) a curva ndo pode ser cortada em mais de trés pontos

por qualquer recta do seu plano.
Solugles dos n.® 2860 e 2861 de José R. Albuguerque

I. 8. A.— Matemiricas Gerais — 1.° exercicio escrito

de revisdo — 15-12-48.

2862 — Determine a equacgio cartesiana do lugar
geométrico dos centros das circunferéncias que pas-
sam pelos pontos P (1,2) e intersectam no eixo dos
xx um segmento de comprimentoiguala 2. R: Tem-se
(x—1)24(y—2)2=12 e 1+y2=1? donde, eliminando r
se obtém x2—2x—4y+4=0.

2863 — Determine as equagdes cartesianas dos
lados AC e BC e as coordenadas dos vértices dum
trifingulo equildtero ABC, tal que, o lado AB estd
assente sobre a recta de equagio y=x/2 e o ponto
médio de BC é o ponto (3,3).

R: r (BC)= (x—-'zl},

21-V§___1+2VF(X_12-2vﬁ)_
5 V3 -2 5 A
8 v + +
18(yY3—1) 9(v3-1) 6+18¢/3 3+9y/3
(ws’m/‘) ( ’Wﬁ)’
(12pf' 6 21p4i~ )

5¢/3 ' 53

2864 — Determine e equagfio cartesiana do lugar
geométrico dos simétricos do ponto (2,0) em relagio
a familia de rectas y=(1+K) x+ (1+K). R: Coorde-
nadas do ponto médio (X + 2)/2,Y/2, logo Y[2 =
=(1+K)(X+2)/2+(1+K) e Y/2=—(X—2)/2(1+K)
donde eliminando K se obtém X?+Y24+2X —8=0.

Enunciados e solugles dos n.” 2862 a 2864 de F. A. Carva®
lho Arahjo.

y—2=—
2

r(ACj.=_y—

F. C. L. — Courremestos pE ALncesrs — Exames de
frequéncia de 1948.
2865 — Mostre que a funcio de z;,2,,%23
2 22 23
W= | 23 23 2
23 % 2 |

¢ simétrica, e exprima o seu valor em fungdo racional
das fungGes simétricas elementares de 2z;,2,,23.

2866 — Designando por o uma das raizes da equacgio
z3—z—1,determine um polindmio p (z), de coeficien-
tes racionais e de grau inferior a 3, tal que p (x)=
=(22+1)/(z—1). Enuncie e demonstre o teorema que
intervém nesta questio. R: (23—z—1)/(z—1) =22+
+z—1/(z—1), donde 1/(2—1) =a?+z e (22+1)[(a—1) =
=(e2+1) (2 t+a)=al+2talta=(22—a—1)(z+1)+
+2e24+2a+1=222+0a+1.

2867 —Mostre que as substituigbes sobre 24,2, ++,2,
que deixam invariante uma dada fungio destas varid-
veis formam um grupo. Determine o grupo H a que
pertence a funglo wu==2; 2+ (23+e z5-+¢? 25)3, desig-
nando por = uma raiz cibica primitiva da unidade.
Eo grupo H ciclico? Indique os seus subgrupos.

R: 2z, pertence ao grupo |I, (12)}; (z3+ e z4+¢? 25)3
pertence ao grupo gerado pelo ciclo (345): a funcdo
dada pertencerd ao grupo

H=| 1, (12), (315), (543), (12) (345), (12) (543) |
pois que os indices duma das parcelas sio distintos dos
da outra. O grupo é clclico: € gerado pela substituigio
o=(12) (345). Os subgrupos de H sdo: |1|,H, o
grupo gerado por o2 e o grupo gerado por od.

2868 — Considere uma fungfio u=¢ (2;,2,:--2,) e
um grupo G qualquer de substitui¢des sobre os zz.
Sendo u;, %, , duas quaisquer fung¢des conjugadas de u
em G, deduza a expreesiio geral das substituigdes de
G que fazem passar de u; para u,. O que conclui no
caso i=k?

2869 — Defina o conceito do isomorfismo entre
grupos. Mostre que os grupos das funcdes u=-(z1—zz)
(73—2) , V=2 23 (consideradas ambas como fun¢des de
2y ,%,23,2;) sdo isomorfos e estude-os do ponto de
vista da transitividade. R: A fungio u pertence ao
grupo G=11, (12) (34), (14) (23), (13) 24) | ; a fungio
v pertence ao grupo G = |1, (13), (24), (13) (24) | .
Entre G e G pode definir — se o isomorfismo: 1+ 1,
(12) (34) « (13), (14) (23) « (24), (13) (24) « (13) (24) .
G ¢ transitivo, mas G ¢ intransitivo, pois admite os sis-
temas de transitividade |1,3| e |2,4!.

Solugles resumidas dos n.”® 2865 a 2869 do esiudante Autbnio
César de Freltas.

F. C. L. — Compremesxtos pe ALcesra — Exame final
de 1948 — 2.* época.

2870 — Defina os conceitos de isomorfismo e auto-
morfismo entre corpos e prove que o corpo racional
admite como iinico automorfismo a identidade.

2871 — Enuncie o critério geral de resolubilidade
por meio de radicais e exponha a marcha da resolugdo
algébrica duma equaglio metacielica. Verifique se a
equagdo 244234+ 32—3=0 ¢ ou nio resoluvel por meio
de radicais quadrdticos. R: Considerando a fungdo
das raizes u =z, ,%3+ 2224 (pertencente ao grupo do
quadrado, Q) ¢ a equagio g (n)=ud+14u—1=0 (resol-
vente de Ferrari da proposta), o facto, facilmente veri-
fichvel, de que esta equagio ndo tem raizes racionais,
garante que Q4 , e porfanto os seus conjugados, ndo sio
grupos admissiveis de g (u)=0 a respeito de Ra. Ora
além destes grupos, o unico subgrupo mdximo de S
(#854) €0 grupo alternante Ay; mesmo que este grupo
Sfosse admissivel, ndo o poderia ser Ay Qq, e como
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na sua cadeia de composigio intervém o indice 3, seria
tnevitdvel a introdugio dum radical cibico. A equagdo
proposta ndo ¢ pois resoluvel por meio de radicais qua-
draticos.

2872 — Demonstre que a equagfo 2"=a ¢ ciclica a
respeito de todo o corpo que contenha o nimero a e
uma raiz primitiva de indice » de unidade (n inteiro
e maior que zero).

Nota : Considera-se aqui como ciclica toda a equa-
¢do cujo grupo de Galois é um subgrupo de algum
grupo ciclico transitivo.

2873 — Diga o que se entende por raiz duma
equagio com coeficientes varidveis.

2874 — Defini¢iio axiomdtica de grupo. Verifique
ge o conjunto P dos mimeros positivos forma ou nio
um grupo a respeito da potenciagiio, isto ¢, a respeito
da operagio 6 assim definida: x0y=='. £ a operagio
0 associativa? E invertivel? R: A operagdo 6  uni-
voca, mas néio associativa, visto que (x¥)' =x¥% xU = x¥;
ndo se tendo geralmente x¥*=xY". O conjunto P nio €
portanto um grupo a respeito de 0. Esta operagio ndo
€ invertivel, pois que a equagiio adx=hb ndo admite so-
lugdo em P, sempre que se tenha conjuntamente a<<1 e
b>1oua>1eb<1, mas € de notar que 0 € inver-
tivel & esquerda.

Solugdes resumidas do estudante Jalme Campos Ferrelra.

CALCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILIDADES

I. 8. A, —Circuro INFINITESIMAL E DAS PROBABILIDADES
—4.° Exercicio escrito de revisdo — 15-12-1948.
2875—Seja =y o plano que passa por P (1,1,1) eé

paralelo aos dois vectores ?+;.+i' e ?—}‘—F; e m 0

plano definido por 4 (1,0,1), B (0,1,0) e C (0,0,1),

Determine a equacgfio do plano que passa pela origem

das coordenadas e ¢ perpendicular A intersecgfo

de my e mp. R: 2x—y—z=0.

2876 —Se os complexos w=u+7v e z=wx4 7y estive-
rem relacionados pela ignaldade w=—i (z—1)/(z+1),
mostre que o complexo w se encontra no semi-plano
dos wv positivos quando z é interior ao circulo de
centro na origem eraio 1. R: De w=—i(z—1)/(z+1)
vem z=(i—w)/(w+1i).

Ora |z| <1 implica |w—i|<|w+1i|, o que
demonstra o que se prefendia, se notarmos que esla
dltima desigualdade significa que a imagem de w dista
menos da imagem de i do que da imagem de —i .

2877 — Duas circunferéncias de centros (—a,0)
e (a,0), respectivamente, passam pela origem. Deter-
mine o lugar geométrico dos pontos cujas distincias a
cada uma das circunferéncias tem soma constante e
igual a 2a. R: Se for P um ponto genérico do lugar
geométrico, a soma das suas distincias aos centros das
circunferéncias € constante e igual a 4a, o que permite
concluir que o lugar procurado € a elipse de equagdo
x2/4a?+y?[3a?=1.

Enunciados e solugdes dos n.°® 2875 a 2877 F. R. Dias Agudo.

F. C. P—Circuro pas Prosasiuipapes — Julho de
1948.
2878 — Um dado, com as faces numeradasdel a6,
é langado ao acaso uma ou mais vezes — tantas quan-
tas as unidades do ponto obtido no 1.° langamento.
a) Calcular a probabilidade de tirar a soma de
pontos 10 (no conjunto de todos os langamentos).

b) Obteve-se essa soma. Calcular a probabilidade
de no primeiro langamento ter saido um ponto impar.
[Utilizar em parte a anilise combinatdéria]. R : a) Ma-
neiras de obter a soma 10 — pontos obtidos nos vérios
langamentos. R: a) Maneiras de obter a soma 10—
—pontos obtidos nos varios langamentos :

1.2 Jan- Restantes N.° de Probabili-
¢ t lang tos |combinagd dades
1—-6 2 143
3 2-5 2 6. (—n)
3-4 2 9
[}
1-1—4 3 ] 174
4 l1-2-3 6 l10. (_)
2-2-2 1 9
1\5
5 1-1-1-2 4 4. (—)
6
280 35
A) = — = —
(4) 65 972
(IA) 6 4\ 280 220 11
AN et S R U o ER e
b @14 =3, (63+65) 6 280 14
2879 — Dois pontos P e € sfo langados ao acaso
sobre os dois lados 3
opostos AB e CD de Pl S e
um quadrado.
Seja ¢ o quadrado
da distancia dos dois
pontos obtidos: 1 ﬁ
o= PQ,
a) Indicar o dominio
certo de o, justifican-

do, e caleular o valor A X
médio dessa varidvel.
b) Calcular a probabilidade de ser o<<5/4.
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R: @) Na(1,2) o=1+(x— y)z
M (o) = [ (14 (x—y)?) dx dy =

5 1+ (y—x?<5/4
ooy —x|<1/2

4 /ii'\n*i-
22

Tn“Tx k ’r!='1 H

(y —x)2<1/4
—12<y —x<1/2

(0,1)

i/

7

ol / (40) w
;Zi = ig (regifio tracejada).

T,=1 ... (4)=F,/N,=1-2-1/2-(1/2)=3/4.

2880 — A forga electromotriz de um elemento ter-
moeléetrico, para uma dada diferenga de temperatura ¢
entre os polos, pode ser representada pela equagiio

eft=A+ B-t.

Sdo dados os seguintes pares de valores:

¢ eft
50° | 0,000.243
100 | 248
150 254
200 268

Supor igualmente precisos os valores de ef¢.

a) b)) Determinar os valores mais plausiveis das
constantes A e I3, e avaliar os correspondentes erros
pelo método das medigdes indirectas.

¢) d) Efectuar a compensa¢io desses quatro valores
de e/t, e avaliar os erros desses valores compensados.

R: Para simplificar os cdleulos numéricos, comegar
por fazer a transformagdo

A =A'+4 0000243, B =B'/50.
. Al + B'- t/50 = e/t — 0,000.243
. 108 A" + 105 B'- t/50 = 106 . o/t — 243

Tomamos
u=106.A'=106. A — 243, y=106.B'=5-10"B,

Oz 2.% membros das quatro equagdes das medigies sdo
igualmente precisos.

FISICA MATEMATICA

F. C. P. — FisicaA Maremirica — Outubro de 1948.

2881 — Reconhecer se serd possivel incluir nos
casos de separag@o de varidveis que conhece um pro-
blema de Dinimica em que é

OT=u? - /2442 B2 - B'2+a2B2y2 - /2, U=Ppfa2.
Se for, indicar um modo de fazer essa inclusio.
R: Tomemos ql=a,q?=8,q3=7.

a) Caso de Liouville:

2T=B - (A, - a'2+Ag - B'24+A - 72
Aglat = Ap/a2 B = A /a2 B2y? . AyJAy =
= A, (@)/Ay () = 127
(dependente de § — inclusfo impossivel).

b) Caso de Staeckel:

2T =a'2[by +B'24g +7'2 by - da=1/a2, 4g=1/a? (2,

by = 1B 7.
Condigies — com

Xp=Xp(»), XB"‘XB(B): X-r -X'y('.l'):
1fa2 - X +1/a2 B2 - X + 0 (duas solugdes)
+1/a2 B2y - Xy= Il (wma solugdo)
f?/a? (uma solugfo).
E possivel determinar essas solugdes, vindo:
puu=1, ga=—F% g3= 0 (Solugdes linearmente in-

¢21=0, @p= A S dependentes da 1.2 eq.).
ga=a?, g32= 0, g33= 0 (Solugio da 2.* eq.).
Uy=0, U= ¢4, Us= 0 (Solugdio da 3.* eq.).

2882 — Verificar que ¢ completo de o sistema
of ()f ' a.

0.
equagbes xzdﬂﬂl -y dﬂcz 0, = t) f)xz
Determinar um integral desse aistema pelo método
de Mayer.
Escrever o integral geral. R:

ordem a duas das derivadas :

a) Resolvamos em

0%y X2 0%
_of  x3 Of
BI;”FE‘

(o sistema € completo).

b) Os coeficientes das novas equagdes sio holomorfos
na vizinhanga do ponto xy=x3=0, x3=1.

Fagamos a mudanga de varidveis

2 B TR Vs Lt 2l 3
Equagdo a considerar do sistema transformado:
u? (y—1) gF
Y(F + _— =0.
()= X2 0%
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Equagdo diferencial associada :

Xpdxy=(u2—1)ydy .. xj=(u2—1) y2+C (u).

Integral da equagio Y =0:

F(y|ulx)=x}+ (1 —ud)y2.

F (0| u| x;) =x3 ndo depende de u, portanio trata-se de
um integral do sistema completo.

Regresso as primitivas varidveis:

f=x} 4+ x} —x3.
¢) Integral geral:
f=0(x}+x}—x3.

2883 — Um ponto pesado P move-se sem atrito

sobre uma linha fixa de extremos nos pontos
0(0,0,0) e 4(1,0,0),

sob a acglio de uma forga constante normal ao plano

Oxs.

Parte de O com velocidade nula e pretende-se de-
terminar essa linha de modo a atingir A o mais rapi-
damente possivel.

Reduzir & determinagio da trajectéria de um ponto
material livre num campo dado. R: Tomemos

U=may —mgz.

2T =2 (U + E) = 2 (may — mgz + E)
resulta (ponto O) E=0.
.. v2=2(ay — gz).

oy = E_fd—s, 3t =0.
v V2(ay—gz)

Principio da acgilo estaciondria, para um ponto P'
de massa m'=1:

A -=fV2 (U+E)ds (S=s), A =0.

De

Pondo de lado um factor numérico constante e fixando
E'=0, serd

e
ay—gz
Equagies de movimento do ponto P':
x”=-£—0, y”=d_[ﬁ_._.,.;,
ox dy (ay —gz)?
i A g
il =

Jz  (ay—gz)?
Resultam imediatamente trés integrais primdrios :
x'=a, gy'+az =8,

e o inlegral da for¢a viva, que tem a constante de inte-
gragdo fizada (E'=0)
X2 4 y'2 + 2'2 = 2/(ay — gz) .
86 teremos de reter as equagies das trajectérias que
se obtém eliminando t:

dy dy dz
i Ao ia ? e
7 e “(gdx+adx) B

dz dy\2 /dz\? 2
F Ty "4 | iz ==, =
SR o “[ +(dx) +(dX)] ay— gz

a0, porque x ndo pode ser constante.

A 1.7 equagio integra-se imediatamente, vindo

gy +az=20

depois de obrigar a lrajectéria a passar por 0 e A,
o que fixa B e a nova constante de integragdo.

A dltima equagdo da a ouira equagio da trajectéria,
mediante uma quadratura; ficam fixados o e a nova
constante de integragdo.

Enunciados e solugles dos n.% 2881 a 2883 de Manuel Gon-
galves Miranda.

CRITICA DE LIVROS
LICOES DE ALGEBRA SUPERIOR E GEOMETRIA ANALITICA, (Tomo |)

por Arnaldo Madureira (Professor catedrélico da Faculdade de Ciénciss do Porio)

Durante largos anos a preparagio dos estudantes
das nossas Escolas Superiores, tanto para as aulas
como para os exames, fez-se pela asebenta».

Ultimamente, porém, esta pritica tem sido substi-
tuida pela publicagio das ligdes, sob a imediata res-
ponsabilidade dos préprios professores.

Ora, é precisamente um livro deste tipo que neste
momento nos cabe analisar e, sendo assim, o que inte-
ressa, acima de tudo, ¢é esclarecer em que medida a
Universidade atinge através dele o objectivo funda-
mental de fornecer aos estudantes de Algebra um bom
manual de trabalho e um valioso elemento de consulta,
tudo isso avaliado 4 luz de um critério actual do que
deve ser o ensino superior daquela disciplina.

Dentro desta orientagdo, destacaremos os trés pontos
seguintes : prefacio, introdugdo e sequnda parte.

Prefacio. Diz-se nele, textualmente: «Ao publicar-
mos este trabalho, temos apenas em vista prestar um
servigo aos nossos alunos, fornecendo-lhes um compén-
dio que lhes permita seguirem ficilmente as nossas
ligdes, sem precisarem de distrair a aten¢fio na reco-
lha de apontamentos nem perderem tempo na consulta
de vdrios livros, em que decerto encontrariam tratados
08 mesmos assuntos».

E areforgar esta afirmagfo, logo no periodo seguninte
se acrescenta, 4 maneira de implicagdo : «Nfo se trata,
portanto, de um livro com pretensdo de originalidade,



