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— a«Equagdes envolvendo logaritmos ou qualquer
outro tipo de problemas tedricos sio inteiramente
banidos» (Notas ao programa do 5.° ano);

— «As equagdes trigonométricas a considerar sio
as que se podem reduzir a equagdes algébricas dos
programas do 6.° e 7.° anos, quando se toma para
incégnita senx, cosz, tgx ou tgx/2» (Notas ao
programa do 7.° ano) ;

Para documentarmos a afirmagfio feita relativa a
um criterioso encadeamento dos vdrios assuntos va-
mo-nos servir sobretudo dos programas do 3.° ciclo,
onde a propria natureza das matérias tratadas impu-
nha um maior respeito por aquela norma.

86 no 7.° ano se estuda a nogio de derivada e suas
aplicagdes. Parece fora de divida que a altura pré-
pria para abordar este assunto seria imediatamente
a seguir ao estudo dos infinitésimos, tanto mais que
é precisamente no 6.° ano que o programa de Fisica
mais necessita dos elementos de cdlculo diferencial.

Ainda no programa do 6.° ano, no capitulo relativo
a «indeterminagBes» seria conveniente aludir expres-
samente 4 continuidade de fungdes, para evitar um
tratamento incorrecto daquele problema; tanto mais
que o precedente estd aberto por alguns dos livros
actualmente seguidos.

Cabe aqui mais um exemplo de incorrecgio de lin-
guagem. Efectivamente, a designagiio de «verdadeiro
valor de uma expressfio que se apresenta sob a forma
indeterminada» é ao mesmo tempo errada e imprecisa:
a palavra «expressio» aparece no sentido de «fungfo»
e o designativo de averdadeiro valor», embora consa-
grado, implicava naturalmente a definigio da fungdo
no ponto em que ela é indeterminada.

Uma deficiéncia do género daquelas que vimos
apontando é a exclusio do programa de Trigonome-
tria de 6.° ano da resolugio de tridngulos rectingulos
quando este problema devia ali ser tratado como apli-
cagdo imediata das nogdes dadas sobre fungdes trigo-
nométricas. Também nfo compreendemos as razdes
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que levaram os autores dos programas a deixar o uso
das tdbuas de fungdes trigonométricas para o 7.° ano,
uma vez que no ano anterior ji se alude a valores
particulares das fungdes.

A excessiva extensfo do programa de 6.° ano po-
deria entlo ser corrigida deixando para o ano se-
guinte o estudo das fungdes circulares inversas.

O programa de Geometria Analitica do 7.° ano tem
um aspecto extremamente confuso, em virtude da
inexplicdvel repeticio de tdpicos que o caracteriza.
Assim, ndo poderfio todas as conicas ser apresentadas
como «lugares geométricos muito simples» ? E para
que se faz no fim uma referéncia especial s equagdes
cartesianas destas curvas sc essas mesmas equagdes
foram anteriormente estabelecidas com base no con-
ceito de lugar geométrico ?

Um exemplo da mesma natureza, nos programas
do 2. ciclo, é a inclusdo do estudo de progressdes
apenas no fim do programa de Algebra do 5.° ano,
quando estava naturalmente indicado apresentd-las
como casos particulares de sucessdes. O capitulo re-
lativo a sucessBes (incluindo o estudo de progressdes)
poderia ser tratado no 4.° ano ou, o que nos parece
preferivel, no 5.°. Neste caso impunha-se o desloca-
mento do capitulo sobre equagdes do 2.° grau para o
4.° ano. De qualquer modo, parece-nos que o estudo
das progressbes deveria preceder o dos logaritmos.

Conforme dissemos de inicio, as consideragdes que
acabamos de apresentar s6 parcialmente correspondem
ao que a Gazela de Matematica se propde fazer nos
aspectos de anilise, discussfio e critica sobre os no-
vos programas para o ensino secunddrio.

Na nossa opinifio impde-se um estudo detalhado dos
programas dos diferentes anos, da sua sequéncia, suas
relagdes com os programas de outras disciplinas, ete.

Para realizar este objectivo conta a Gazeta de
Matemdtica com a colaboragfio de todos os professo-
res que a léem. S6 essa colaboragio dard a este de-
bate o interesse e a utilidade que ele pode e deve ter.

ELEMENTARES

PONTOS DE EXAME DO CURSO COMPLEMENTAR DE CIENCIAS DOS LICEUS

Liceu Pedro Nunes — Desexno — Exercicio de apu-
ramento, 6.° ano — Dezembro de 1948.
2841 — Determinar as projecgdes da parte visivel
da recta definida por dois dos seus pontos, 4 e B,
cujas coordenadas sio:

A—Cota: 5em; Afastamento: — 1,5 em
B —Cota: —2cm ; Afastamento: 6em .

2842 — Determinar os tragos no Byj3 e no Py da
recta que une os pontos C' e D cujas coordenadas

sio :
C —Cota: — 6cm; Afast.: — 2,5 cm

D—Cota: 8cmj; Afast.: 1,5cm;

Distdncia entre as linhas de referéncia respectivas,
6,5 cm.
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2843 — Determine a verdadeira grandeza do seg-
mento de recta EF existente num plano de perfil
cujas coordenadas dos pontos extremos sfo:

E —cota: 3,5; afast.: 4 cm.
F —cota: 0,8; afast.: 6 em.

2844 — Dado um pentdgono regular de 2,5 em. de
raio existente num plano projectante horizontal, de-
termine as suas projecgdes, sabendo que o centro do
poligono dista 4 cm. do plano horizontal, que o plano
projectante faz um Angulo de 60 graus com o P. V.,
e que um dos lados do poligono é de nivel.

Nota — Rebata o plano sobre PH.

Enunciados dos n.® 2841 a 2844 de Lacerda Ferreira

Liceus de Lishoa— Curso complementar ds ciéncias
—1.* Chamada — Julho de 1948,
Avgenra

2845 — Determinar os valores de & para os quais
é positiva a raiz da equacBo (A2—2k+2)z—k'+
+2kyY/2+1=0. R: Como ¢

x=(k?—2ky/2 —1): (k2 — 2k + 2)
e como 03 zeros do 1.° trinémio sdo '[/§-H/§ e ‘/§—-\/§
eosdo 2.°sido 1+i e 1—1, para que x seja positivo
basta que seja k<{/2—/3 ou k>{/2+y/3, por o 2.°
trindmio ser positive para qualquer valor real de k.

2846 — Um comerciante pagou 428 escudos pela
compra de lapiseiras a 24 escudos e canctas a 44
escudos. Quantas eram as lapiseiras e as canetas?
R: Se for x o nimero de lapiseiras e y o nimero de
canetas serd: 24x+44y=428 ou 6x+11y=107; esta
Wltima equagio tem a solugio xg=16,y9=1, como €
Jacil ver. As solugies gerais sido entdo dadas pelas ex-
pressies x=16—-11m,y=1+6m; e como os valores de
x e y tém de ser inteiros e positivos m sé pode ler os
valores 0 e 1. O problema tem entido duas solugies
x=16,y=1 ou x=5,y="T.

2847 — Formar a equagiio biquadrada que tem duas
raizes iguais aos termos médios do desenvolvimento
de (1/yV2+1/y/5 )5. R : Os termos médios do desenvol-
vimento sio "C, (1)y/2)- (1/V/3)* e *c, 1V/2)*. (1)y/5)?
ou seja 1/\/2 e 1/\/5; as outras raizes serdo —1/\/2
e —l/‘/g e a equagdo pedida 10x4—Tx2+1=0.

ARrTMETICA

2848 — a) Determinar o resto da divisfio por 23 de
E =(46%+5)? (2304 +30) + (92m +55) . b) Enuncie os
teoremas que empregou na resolugio do problema
antcrior. R: E=52.30+556=2.749=23=0 (md-
dulo 23). Isto €, o resto da divisdo de E por 23 € zero.

2849 — Demonstre o seguinte teorema: «Se nm
nimero divide um produto de dois factores e é primo
com um deles, divide o outro».

Liceus de Lisboa — Curso complementarde ciéncias
—2.* Chamada— Julho de 1948.

ALG EBRA

2850 — Forme a equagfo de Diofanto que admite
as solugdes x=1,y=1 e =3,y=8. R: Seja
ax+hby=c a equagio pedida. Pelo enunciado deve ser
atb=c e 3a+8b=c ou, por subtracgio ordenada,
2a+7b=0. Como a e b devem ser primos entre si e
ndo nulos 86 pode ser a=T ¢ b=—2 o que d& e¢=5.
Entio a equagdo pedida é Tx—2y=5.

2851 — Dados os mimeros 2, 3, 5, 7, 11, 13, diga
quantos produtos distintos se podem formar tomando
trés pelo menos daqueles mimeros como factores e nfio
figurando em cada produto dois factores iguais.
R: 6C;+6C;+6C;48C;=20+15+6+41=42,

2852 — Determine m de forma que entre as raizes
do trinémio 222+ (m—2) © +3m+5 fiquem compreen-
didas as do trindmio x2—Txz+10. R: As raizes do
segundo trindmio sio xy=2,x,=>5. As raizes do pri-
meiro trinémio devem ser reais, para o que deve ser
(m—2)2—8 (3m+5) >0, ou seja, m*—28m—36>0,
quer dizer, deve ser ou m>>14 +1/242 ou m<14—/232.
Por outro lado, como 2 e D sdo exteriores ao intervalo
das raizes deve-se ter 2.2+ (m—2) - 2+3m+5<0
o que dd m<—9/5, e 2524+ (m—2) - 54+ 3m+5<0
o que dd m<<—5/2. Destas desigualdades conclui-se
que € m<<—5/2.
AnriTMETICA

2853 — Demonstre o seguinte teorema:

«Se dividirmos vdrios mimeros pelo mesmo divisor,
a soma dos nimeros dados e a soma dos restos, divi-
didos por esse divisor dfio restos iguais. R: Seja d
o divisor, a e b dois niimeros cujos restos na divisdo
por d sio 1y e 1y, isto €, seja a=d - my+ry, 11 <d e
b=d-my+r;,r;<<d. Entdo a+b=d (m;+my)+r;+r;
ou (a+b)—(ry+rs)=d - (my+my) o que mostra serem
iguais os restos das divisies de (a+b) e (ry+r;) por d.
Se considerarmos agora verdadeiro o teorema para n
numeros, por indugdo se demonsira que o teorema € vi-
lido para wm nimero qualquer de niumeros, demons-
trando que éle € valido para n+1 nimeros,

2854 — Determine dois nimeros que tenham o
mdximo divisor comum e o menor miltiplo comum
respectivamente iguais a 2><3><A? e 22<3%<bx<h?.
R: N;=2-3xh? e Np=2%<32<5><h? sdo dois nime-
ros que satisfazem ao enunciado.

Liceus de Lishoa—Curso Complementar de Ciéncias

— Setembro de 1948.

Aveesna

2855 — Determine os valores inteiros e positives
dos pardmetros k e m que tornam igual a —2 a raiz
da equaglio m (1—3x)—k (3x+1)=84, R: Se—2 ¢
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raiz da equagdo serd Tm-+5k=84; como 84=TX12
uma solugdo em niémeros inteiros daquela equagdio € o par
mg=12, k=0 e as solugies gerais serdo dadas pelas ex-
pressbes m=12—5p k=Tp onde p € um inteiro qualquer.
Determinando p de modo que 12—5p=>0 e Tp=>0 vé-se
que € p=1 ou p=2 donde m=2, k=2 ou m="T, k=1.

2856 — Determine os valores do parimetro real %
para os quais a equagio ka? (22—1) + 524 —222+1=0
admite quatro raizes imagindrias puras. R: A equa-
gdo pode escrever-se sob a forma (k+05) x4 —(k +2)x2+
+1—0. Para que as raizes sejam imagindrios puros €
necessdrio que as raizes da resolvente sejam ambas nega-
tivas para o que € necessdrio ser A >08<0P>0; ou
segja (k+2)2—4 (k+5) >0; (k+2:(k+5) <0 e 1:
(k+5)>0. A primeira desigualdade dé k>4 ou
k<—4; a segunda did —5<k<<—2 e a terceira
k>—5. Em resumo terd que ser —5 < k < —4.

2857 — Torne irredutivel a fracgfo:

4y — A /4
R: Notando que Ap=n (n—1) (n—2) -+ (n—p+1)
A y=n(n—1)(n—2)---(n—p+2) e Ay'=(n—1)
(n—2)--(n—p+2) (n—p+1) (n—p); obtem-se,
pondo em evidéncia o factor comum
(n—1) (1—2) --- (n—p+2)
n(n—p+1)—n n

(—p+1) (n—p) n-p+1

ARrrTmiéTICA

2858 — Demonstre o teorema:

«Se um mimero é divisivel separadamente por trés
nimeros primos entre si dois a dois, é divisivel pelo
produto deles». R: Seja N o niimero divisivel por a,
b ¢ ¢ primos entre si dois a dois. As decomposigies em
factores primos de a de b e de ¢ existem inteiramente
na decomposigio de N; e como cada uma delas ndo
contém qualquer factor primo que pertenga a qualquer
das outras, o produto abe estd inteiramente contido na
decomposicdo de N que € assim divisivel por éle.

2859 — A soma de dois mimeros ¢ 240 e o seu m4-
ximo divisor eomum ¢ um nimero inferior a 30.

Caleule os nimeros sabendo que tém oito divisores
gomung, R: O m.d.c. dos nitmeros pedidos deve ser
um divisor de 240. Os divisores deste nitmeros menores
que 30 sio 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 20 e 24; déstes sé 24
tem oito divisores e € éle, portanto, o m . d . ¢ . dos nivme-
ros pedidos. Se forem a e b ésses nivmeros € a=24p e
b=24q onde p e q sdo primos entre si; logo a+4+b=24.
(p+9q) e por isso p+q=10; entdo sé pode ser p=1,
q=9 ou p=3,q="T. Donde as solugies do problema
a=24,b=216 ou a=T2, b=168.

Solugdes dos n.°* 2845 a 2850 de J. da Silva aulo

MATEMATICAS SUPERIORES
MATEMATICAS GERAIS — COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

I 8. C. E. F. — Maremaricas Sureriores — 4.* cadeira,
2.* época — Exame final, 2-10-1948.

2860 — Em certo determinante de 3.* ordem de
valor 1, cada elemento af tem por menor comple-

ok
mentar (—1)+k ;Tk Quais sfo os elementos da pri-
2

al Al + af 47 + a] A7 =1
meira linha? R: [ al Al + a} 43 + a} 4} =0 com
al A} + a} A} + a} 43 =0
1/2a}+2/3 a}+3/4 a}=1
| AF | = (=1)* - k(i +F) { 2B3al+  a}+6/5a3=0
L3/4a}+65a1+48/2a}=0
e por condensagdio da matriz

123 123 12 3

FFa| Izsz Y ez *
2 6 L al 4 1 | 4
=1-—0 ————lafl0==-=
Fope e [ e TR S B
3863 13 3 8 9
_._—0 = B e — e,
4 5 2 058 2 00200 10

1 2 3 1 1 4
E-a{+-§a}+—4-a’,'—l, '9—0¥+—5‘ﬂ:i'=—“§'
%a?m ou al =172, a}=—120, a} =60.

10

2861 — Represente geométricamente a fungio
y = (a—z)/[(z+a)?+12 ax] (a>0). (Dispensa-se a
determinagio precisa das inflexdes). R: Dominio:
(—co,—al7+y/48]), (—al[7+y/48],—a[7-V/48)),

1

(—a[7—y/48], + oo) . Tragos nos eixos: (0, ;) , (a,0).
Assintotas: x=—a[7+(/48]; y=0; ndo ki assinto-

- 1
tas obliquas. Mdximose minimos: Mdximo (—Sa,—a);
minimo (5a,— — ). Variaglo: —oo, crescenle

in ( ’ 243) § 3 i
—38a, decrescente, Ha, crescenfe. +co. Inflexdes:

y'=—(x}+22ax2-118 a2x - 419 a?) (x?+ 14 ax +a?)~3,
limile excedente das raizes de y'',L.=Ta; existe uma

inflexdo entre Ha e Ta.



