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d'un icosaldre régulier aux permutations des racines
de I'équation du 5 degré).

Dans le cas habituel ol deux orientations seule-
ment sont possibles pour chaque support donné, on
voit ainsi apparaitre un doublement de l'espace
ponetuel qui se trouve recouvert deux fois.

On peut alors envisager une géométrie plus générale,
pour laquelle il y ait dissociation des éléments géomé-
triques, les figures orientées prenant vraiment leur
individualité propre et se transformant indépen-
damment de la variété «opposéen», le support ponctuel
de la variété orientde initiale. On obtient ainsi des
transformations (non ponctuelles), qui ne laissent
plus invariante I’opposition de deux tigures orientées:
la notion d'orientation est donc beaucoup plus pro-
fonde et plus riche que la notion élémentaire de sens
de parcours, puisqu'elle permet d'élargir le groupe
fondamental.

Par exemple, en Géométrie plane, on peut plonger
le groupe métrique dans le groupe de LAGUERRE,
formé de transformations de contact qui changent
un cercle en deux cercles différents selon le sens
d'orientation, la notion d'éléments impropres, non
susceptibles de dissociation par orientation (points)
disparaissant dans la transformation. De méme, en
Géométrie de l'espace, on peut élargir le groupe
anallagmatique en groupe LIE, par dissociation de
la sphére en deux semi-sphires constitudes par les
génératrices de l'un et de I'autre systéme, &4 qui 'on
permet de se transformer chacun pour son propre
compte. On peut, de méme, avec STUDY, considérer
des transformations de droites orientées de I'espace
pour lesquelles deux axes de méme support se trans-
forment en axes de support différent, sans que soit
détruite la perpendicularité entre axes appartenant 2
deux couches différents; ces transformations sont
préeieuses dans la géométrie métrique des complexes
linéaires et des torseurs.

Remarquons l'importance primordiale que présen-
tent les éléments dmpropres (non susceptibles de
dissociation par orientation) dans la théorie des
figures orientées. Par exemple, si un élément impropre
est caractérisé par une relation quadratique entre
coordonnées non surabondantes d'une figure orientée,
les transformations projectives de ces coordonnées
conservant cette relation donnent une gdométrie orien-
tée €lémentaire, qui conserve l'opposition de deux
figures de méme support (Exemple: géométrie annalla-
gmatique du plan, qui transforme entre eux les cercles
de rayon nul). Par contre, si les coordonnées surabon-
dantes d'une figure orientée sont lides par une
relation quadratique, les transformations projectives
de ces coordonndes conservant la relation, donnent
naissance i une géométrie orientde supérieure, dont le
groupe élargit le précédent, en dissociant les figures
orientées de méme support.

La géométrie des figures orientées est plus riche et
plus préeise que celle des figures ordinaires. Le dédou-
blement qui s'est opéié permet en effet, d'obtenir des
formules analytiques valables sans ambigiiité de signe.
D’ailleurs, la recherche des figures qui ne différent
d’une figure donnée que par la détermination & attri-
buer & un radical peut donner des résultats intéressants:
prenons, par exemple, l'icosatdre régulier convexe;
toutes ses dimensions se déduisant de I'une d’elles
par des formules contenant le symbole |/5; caractéris-
tique de linscription dans le cercle du pentagone
régulier: il suffit de remplacer formellement /5 par-{/5
dans toutes ces formules pour avoir les propriétés
d'un icosaddre régulier étoild, qui se déduit du
convexe comme le pentacle (pentagone étoilé) se déduit
du pentagone convexe, et posséde le méme nombre
d'éléments de nature analogue, a l'étoilement prés.

Ce principe de conjugaison sert avec succés dans
I'étude des polyidres semi-réguliers et des hyperpo-
lyédres réguliers étoilés. (Continua)

Sobre a definicdo de multiplicagdo no
grupo adilivo dos nimeros reais

por Luiz Neves Real

Considere-se no conjunto dos mimeros reais, a ope-
ragio de soma como base da organizagdo désse con-
junto como espago algébrico. I sabido que assim se
obtém um grupo abeliano, uma vez que se verificam
os axiomas: I — Quaisquer que sejam a e § existe

i} F. Bachmann — Enzykloplidie der Mathematischen Wissens-
chaften, Band I,, Heft 2 — 3,23,

a soma z+B; IT— A soma ¢é associativa, a+ (B+7v)=
=(2+8)+7; 11 —E comutativa a+B=B+a; IV —
A equagio 2 +E=p ¢é sempre resohivel em E.

Se tomarmos a relagio« menor do que», = << B para
base da ordenagio déste espago algébrico, éle apare-
cer-nos-hd como grupo abeliano ordenado; além dos
quatro anteriores axiomas tem ainda logar a lei de mo-
notonia V—S8e a<(f, za+7<B+7, qualquer que seja 7.
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Se entre os elementos de um grupo se estabelece
uma correspondéncia biunivoca de modo que, sendo
«' e B' os elementos correspondentes respectivamente
aaxef,aatp corresponda o + ' —diz-se que se de-
finiu no grupo um automorfismo. Esta no¢io permi-
te que se introduza no grupo aditivo dos nimeros
reais a operagfo de multiplicagfo, através da seguinte:

Derixigio. Produto—a. . B—de dois niumeros reais o
e B € o niimero real que corresponde a B naquele auto-
morfismo do grupo aditivo dos nitmeros reais, em que 0
niimero 1 tem como correspondente o nivmero a. Assim
se encontra o sentido profundo e geral da definigio: o
produto oblem-se do multiplicando como o multiplicador
se obteve da unidade — pelo mesmo automorfismo.

A justificagfo déste modo de definir encontra-se no
seguinte :

tivo y (n)=y (1) + -« +y (D) =n-a.
T averes
pois 0 é a unidade do grupo, v (—1)=—1-42, visto
que deve ser v (-1)+v (1) =y (—1)4+2=0; e, anilo-
gamente, para n inteiro e positivo 7 (—n)=—n -a.
Por outro lado de 1=1/2+1/2 segue-se a=v (1/2)+
+1(1/2) e y(1/2)=1/2-a. Déste modo se vé& que aos
mimeros reais da forma %/2", com £k=0,%1,%2 *3...
e m=1, 2, 3 --- correspondem os nimeros /27 - a. Mag
sabe-se que o conjunto |k/2™| de todos os mimeros da
forma k/2™ é denso no conjunto dos nimeros reais —
sabemos que todo mimero real E se pode escrever, na
base 2, como limite de uma sucessfio de nimeros des-
se conjunto. Esta propriedade vai ser utilizada para
determinar o mimero v (E) correspondente a . Repre-
sentemos por |x,| uma sucessio de mimeros da forma
k/2® cujo limite seja E:E=lim z,. Como ¥ (z,) ==, a,

Sendo 7 (0)=0

Teorema. Fazendo corresponder a todo o nimero
real § o nitmero real £ . a (resultado da multiplicacdo de
E por a) com 0 < a (com a < 0) estabelece-se no conjunto
dos nivmeros reais, considerado como grupo aditivo orde-
nado, um automorfismo que conserva (inverte) a ordem
do grupo. Inversamente, h um imico automorfismo no
grupo dos nimeros reais, que faga corresponder ao ni-
mero 1 ¢ nimero a, conservando a ordem (invertendo, a
ordem) : é a multiplicagdo por a, com 0 < & (com 2 < 0).

E a primeira parte do teorema consequéncia ime-
diata das leis da multiplicagio dos nimeros reais (de
fecho, de distributividade, de monotonia). 86 a se-
gunda carece de demonstragio.

Represente-se por £ «» v () 0 antomorfismo no gru-
po ordenado e aditivo dos nimeros reais, que, conser_
vando a ordem faz corresponder ao nimero 1 o mime-
ro positivo @ : y (1)=a2. Como 2=1+1 deverd ser
1¥(2)=7y(1)+v(1)=a2+a=2.a e para n inteiro e posi-

48 Ao convergente |x,! corresponde por auto-
morfismo a sucessfo |z, -2} igualmente convergente
e tendo como limite E - 2. Mostremos que se tem pre-
cisamente vy (§) =E - 2. Seja § um ndimero real positivo
qualquer ; existe sempre m tal que 1/2».2<¥;e
como E=Ilim x, existe também N tal que E—

—1/2 < x, <E+1/2®,8e n > N. Sendo a ordem do
grupo mantida pelo automorfismo, ter-se-d, por cor-
respondzncia v (£) — (1/2%) < 7 (z.) <1 () +7 (1/27),
paran>Nouy (§)—-1/2" - a <z, -a <7 (§)+1/2%-a
e, por maioria de razlio v ()-8 <z, a <7 (E) +
+38, para n > N condigdo para que 7 (§) =lim (x, - ) =

=E - a, como desejdvamos provar. Se o automorfismo 7
invertesse a ordem do grupo e « <0, determinaria m
pela condigdo 1/2% (—a) << & e a desigualdade E—
—1/2» < », << £4+1/2™ arrastaria semelhantemente
TE—1/2%a>x-a>7E+1/2% aouy )+
+3>x,ca>7(E)—3F.

Inégalités
par Jean Aczél

Introduction. On connait bien I'inégalité

1) (a+b)/2> Vab

qui lie la moyenne arithmétique (a+&)/2 et la moyenne
gbométrique {/ab de deux nombres positifs a, b (a =& b).
Dans le cas ol a=> les deux membres de (1) sont évi-
demment égaux.

(*) Artigo destinado & publicagfio «KOZEPISKOLAI MATE-
MATICAI LAPOKs, jornal de Matemitica para os alunos des
liceus hiingaros.

Pour prouver (1) il faut montrer que la différence
(a+8)/2—\/ab est positive. Mais ceci est immédiat
d'aprés la relation a+b—2y/ab=(ya—/5)2, tenant
compte du fait que le carré d'un nombre différent de
zéro est toujours positif (aux sens strict).

Considérons tout de suite quelques applications de
cette inégalité. Montrons que la somme d'un nombre
positif et différent de 1 et de sa réciproque est tou-

jours supérieure 4 2, c'est i dire que pour >0
(z5=1) on a x+1/x > 2. En effet, d’aprés I'inégalité

(1) on a (:c-f—-};)lﬂ}\/s;-:l::-l.




