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O DESENVOLVIMENTO DA TOPOLOGIA *

por Maurice Fréchetl e Ky Fan

Na histéria do desenvolvimento das ci@ncias geo-
métricas, a topologia é um ramo relativamente recente.
Basta citar os termos seguintes, empregados por Gauvss
em 1833 para definir o estado da topologia nesta
época: «Da geometria de situagio, que Lmsxiz pre-
gentiu e sobre a qual foi reservado unicamente a dois
geémetras, Evrer e Vanpemmono, langar um ligeiro
golpe de vista, pouco mais do que nada sabemos e
adquirimos um século e meio depois».

13 Riesasx quem, procurando as relagdes profundas
entre o estudo das superficies e a teoria das fungdes,
fez em 1851 as primeiras aplicagdes da topologia as
matematicas cldssicas. Com os trabalhos de Riemaxx,
os de Més1us, Jorpax, ScuirFri, Dyck, Berrr, Kroxe-
cEEr vieram constituir os primeiros resultados da
topologia combinatéria. Mas estes gedmetras nio
foram senfio os percursores desta cidncia, que deve os
geu mais notdveis progressos a H. Poixcar. As cinco
memdrias que publicou sobre esta ciéncia foram o
ponto de partida dum grande mimero de pesquisas de
diversos autores, entre os quais podemos citar Brou-
wer, Lesescus, VesLex, Avexaxper, Lersonerz, Ave-
xaxororF, Hopr. Com Porxcars, comegou em 1895 a
teoria sistemdtica da topologia combinatéria como
hoje & considerada. Pode afirmar-se que o ilustre
gedmetra foi o promotor da topologia combinatéria.

Por outro lado, independentemente da topologia
combinatéria, G. Caxror fundou em 1879 a topologia
dos conjuntos com a teoria dos conjuntos. Foi ele o
primeiro a definir as nogdes topoldgicas fundamentais
no espaco cartesiano a » dimensdes e obteve os resul-
tados essenciais sobre a estrutura topolégica da recta
e do plano. A teoria de Caxror foi em breve utilizada
e largamente difundida pela escola francesa da teoria
das fungdes. A medida que estas ideias se espalha-
vam, comegava a pensar-se na sua possivel aplicagio
aos conjuntos, nfio ji4 de pontos mas de curvas ou de
funges, Esta ideia devida a Ascori, Vorrerra,
Hapauaro, surgia em 1884 e estava estreitamente
ligada 4 ecreacdo do cdleulo funcional por Vorremrra

* De s«Introduction & la Topologie Combinatoires — I — Ini-
tlation, por M. Frécuer e Ky Faws, (Lib. Vulbert, Paris, 1946).
Cap. 1 — Generalidades sobre a Topologla, § 10.

em 1887. Mas mais tarde, tomou-se conscitncia de
que o conhecimento da natureza dos elementos do
conjunto (pontos, curvas, fungdes, ete.) pouco impor-
tava e que o essencial era a estrutura topolégica entre
os elementos do conjunto. Assim, libertando-se do
que hd de comum As propriedades dos conjuntos de
pontos e de fungdes, tinha-se sido levado a generalizar
o conceito de espago e introduzia-se a topologia dos
espagos abstractos, espagos cujos pontos sio elementos
abstractos de natureza qualquer. As primeiras tenta-
tivas nesta via foram feitas por um de nds dois em
1904. Desde entdo, a topologia dos conjuntos teve um
desenvolvimento novo para se tornar o que se poderia
com mais propriedade descrever sob o nome de fopo-
logia abstracta ou togologia geral V.

Uma boa parte das recentes investigagdes topolégi-
cas é consagrada i fusfio da topologia combinatéria
e da topologia dos conjuntos. Este objectivo foi atin-
gido no mais alto grau nestes wltimos anos. Toda a
teoria de Porscari: se encontra hoje generalizada a
conjuntos muito gerais. Este progresso exerceu uma
penetrante influéncia sobre toda a topologia contem-
pordnea.

O desenvolvimento consi 'erdvel da Topologia con-
temporianea provém de ser actualmente impossivel o
conceber uma teoria de Andlise que nfo assente num
estudo topoldgico prévio. Os factos topoldgicos estio,
apesar de aparentemente vagos, estreitamente ligados
aos mais precisos factos matemdticos. Em quase todos
os ramos da Andlise ou da Geometria, consideragdes
topoldgicas conduzem frequentemente a impulsos dos
mais fecundos. A introdugfio dos métodos topoldgicos

(1) Para ter uma ideia geral sobre a topologia consultar: F. 8E-
vERri, Topologia, pags. 152-159, (Facultad de Clencias exactas,
fisicas y naturales, Serie B, Puablicacién n.” 9), Buenos Aires,
1931. Para um ostudo aprofundado deste ramo da topologia, o
leitor poderd utilizar: M. FrEcueT, Les espaces absiraits el leur
théorie considérée comme introduction a 'analyse générale, Paris,
Gauthler-Villars, 1928; N. BourBakl, Eléments de mathématique ?
Livre ILI, Topologie générale (Actual. scient. ct industr., n.% 858),
Paris, Hermann, 1940; W. SierrinNex1, Infroduction fo general
topology, Toronto, The Univ. of Toronte Press, 1834; P. AL~
xaxoroFF e H. Hopr, Topologie I, pigs. 23-124, Berlin, Julius
Springer, 1935; G. T. WHuysUrN, Analylic topology (dAmer. Math.
Soc. Collog. Publications, n.° 28), New-York, 1942,



GAZETA DE MATEMATICA

21

em Andlise remonta a Riemaxx e a sua aplicaglio foi
renovada por Porxcart nas suas pesquisas sobre as
equagdes diferenciais e sobre os sistemas dinimicos.
Desde entfo, a aplicagio dos métodos topolégicos no
Cédleulo das variagdes por Bixmkorr, Morsg, Lous-
TERNIE, ScuxireLMany, na Teoria das equagdes diferen-

ciais e funcionais por Birgmorr, KerroGca, ScHAUDER,
em Geometria algébrica por Lerscuerz, Severr, vax
per WaEerpeN, em Geometria diferencial por diversos
autores, constitue uma renovac¢io de cada uma destas
disciplinas matemdticas.

Trad. de Manuvel Zaloar

MATEMATICAS SUPERIORES
ALGEBRA SUPERIOR

F. C. P.— Avcesra Surerior — Alguns problemas dos
exercicios de revisio e 1.° exame de frequéncia.
2884 —Mostrar, a partir da definigfo, que, se existe

lim a,/a,_;, tem-se lima,/a, y =lima,,/a,.
= = n—ea

R: Se |a,/a,,—L| <3 para n>N (%) tem-se |a,.,/a,—
—L|<§, para n>N (3)—1.

2885 — Mostrar, a partir da defini¢fio, que, se
lima,=2, é lim1/a,=1/2. R: notar que a,>1 para
Il>]31.

2886 — Estudar, sobre a circunferéncia de conver-
géneia, as séries:
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R: a) O raio de convergencia é 1. Sobre a circun-
Seréncia de convergéneia, z=—cos 0+1senf, z"=cosnb 4
+isennd;
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Logo, a série abeliana converge sobre a circunferéncia.
b) O raciocinio anterior a nada conduz. Aplicamos
o resultado geral sequinte:

o
A série E a, cos n 0 € convergente, desde que a,>0,

1
lim a,=0,0=2k=. Logo, sobre toda a circunferéncia,
excepto no ponto z=1, a série de poténcias converge;
. o0 2!!
para z=1, vemos que diverge. c) $ Tad

. i T . 2n+3
lim ¢/ -2 = 9/lim " ~ of (tim )-2
im \/2n+ 5= 2/lim"y/2n+1 2/ ST )
o raio de convergénciaé 1/2. Sobre a circunferéncia de
convergénceia,

z". Como

z = [cos 6 4 isen 6]/2,2" = (cos né 4 isenng)/2°.
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A série dada converge, excepto para o ponto z=1/2,
como directamente se vé.

2887 — Classificar as séries
o ] 9x5"1
a) B g-m" g ( _) s
) 21 )$ cos ——) —
R: a) E convergente. Notar que o limite do cociente

de 2 termos consecutivos ndo existe, existindo, no entanto
lim "Yu,. b) Convergente (k>0).
a—ee

2888 — Relacionar a com 4 de modo que (a-+ib)4
seja real.

a b e
28890 — Mostrar que o determinante | 1- 2 d
|a o ¢
nfio pode ser ortogonal, se a e a' forem reais.
1
2890 — Calcular a fungdio simétric - —
ular ¢ étrica th_xl_l

das raizes da equaglo a3+ 2?2 —a2 —4=0 R: x{+x]—
xi—4=0; x; x{+x—1)=4 xt4+x;—1=4/x.
Logo, 3 1/(x1+x1—1) =] xy/d=s;/4=—1/4.

2891 — Transformar a equagfo @3 42?2 +ax—1=0
pela relagiio de 2.* espéeie yy=1/ad+1/x} —1/2}, redu-
zindo-a préviamente a outra de 1.* espécie.

2802 — Aplicando a continuidade da fungfo «log x»
mostrar que, se lime,=¢, lima, =a, (a+0) é
lim afn = a*.

R: Seja lim atn =1 ; tomando logaritmos vem
log lim a% = lim - log a% = log & = lim (¢, - log a,) =
= limec,-limlog a, = c-log a = log a*; logo, A = a°.

2893 — Sabendo que a equagdo f(x)=wxt—5x%+
+ 522+ 5x—6=0, tem 2 raizes diferindo de 4, resolvé-
-la, aplicando a teoria da eliminagfio. R: f(x)=0 e
f(x+4)=0 tem 1 raiz comum.

2894 —Supondo que a equagio af+4axd+ba?+t
+ecx+d=0 tem as raizes em progressio aritmética
resolver a equacgfio. R: Raizes: a,a+r1, a+2r, a+3r.
(1) Sy=4a+6r=—a; 22 x; x,=58{—8,=2b; (2) a?—



