GAZETA DE MATEMATICA

Inégalités—1I

Solutions des problémes et des exercices
de la partie I.

Exgrcice 1. La partie recouverte du plan est un
carré @, dont les diagonales sont égales A la moitié
du périmétre & commun 4 tous les rectangles et ces
diagonales sont paralléles aux cotés des rectangles.
En effet si I'on choisit pour origine le centre commun
des rectangles et pour axes de coordonnées les direc-
tions communes des coOtés, alors ) sera déterminé
par les inégalités +x +y<k/4.

Exercice 2. Le carré. Car en posant, comme dans
Pintroduction, ab=A4 ,2a+2b=k, on a, d'aprés (1),
VALk/4 ob, cette fois, A est fixe. k atteint son
minimum pour a=b.

Exercice 3. La partie recouverte du plan est la
figure P située entre deux hyperboles équilatéres,
dont les demi-axes sont égaux a /24, ot A désigne
T'aire commune & tous les rectangles, et dont les
asymptotes sont parallétles aux cdtés des rectangles.
En effet, si I'on choisit pour origine le centre commun
des rectangles et pour axes de coordonnées les direc-
tions communes des cdtés, alors P sera déterminé
par les inégalités +ay<{A4d/4.

Pgosrive 1. Pour démontrer l'inégalité K>L
(resp. K<) entre deux nombres K et L, il suffit
de démontrer que K—L>0 {resp. K—L<0).

Si A>B, clest-a-dire A—B>0, alors on a
(A+D)—(B+D)=A—B>0. B8i A>B, alors
CA—CB=C(A—B) est >0 pour C>0 et <0
pour C<0. 8i A>B,A4>0,B=>0, alors

A" — B = (A— B) (4" + A B +
+ ¢+ + AB™? 4 B~) >0
1/A" —1/B* = (B* — A")|A" B" < 0.
8i A>B,C>D, alors (4+ C) —(B+D)=(4A—B)+
+(C—D)=>0.
8i A>B, C>D,B>0,D>0, alors
AC—BD =(A—B)(C—D)+ B(C—D) +
+D(A—B)>0.
Prosuime 2. Posons a=1/4,b=1/B. On ad’aprés
(1) (4+ B)2>VAB; done 2/(4 + B)<1/{/AB =
V({1/4) (1/B). En inscrivant les valeurs Ad=1/a,

B=1/b dans cette derniére inégalité, on obtient le
résultat annoncé.

par Jean Aczél

Exercice 4. Désignons par a et b les deux
segments en lesquels la hauteur % divise I’hypothé-
nuse ¢. On a c=a+b et h=y/ab, done, par 'indga-
lité (1), e>>2k, ol % est fixé. c¢ atteint son minimum
lorsque a=>b, ce qui est le cas du triangle isoctle.

Exercice 5. En conservant les notations de I'exer-
cice 4, on a de méme ¢>2k on, cette fois, ¢ est fixé.
h atteindra son maximum lorsque a=5, ce qui estle
cas du triangle isoctle.

Prosrime 3. La transformation de f(x) en —f (x)
est une symétrie par rapport 4 'axe des «. Si done
la corde inscrite & la fonection f(x) laisse l'arc
qu’elle sous-tend au dessous d'elle, alors la corde
correspondante par symétrie, inscrite & la fonction
—f (x) , laisse I'arc qu'elle sous-tend au dessus d'elle.

Propriive 4. y=a? est toujours convexe; y=x? est
convexe pour x>0, concave pour =<0; y—sv =2
est toujours concave ; y=y/a? est convexe pour z>0;

y=1/x est convexe pour x>0, concave pour xz<0;
y=1/«3 est convexe pour x>0, concave pour
<0 y=1/|/;3- est convexe pour x>0; y=+V=z
est concave pour x>0; y——/z est convexe pour
x>0; y=2 est convexe pour a>0; y=10" est con-
vexe pour x>0; y=logax est concave pour x=>0;
y=sinx est concave pour 2kr<x<<(2k+1) =, con-
vexe pour (2k—1) n<<w<<2w; y=Iyx est convexe
pour 2k n/2<w<<(2k+1) =/2 et concave pour
2k —1)n2<x<2%k=w/2.

Proprime 5. Les fonctions lindaires de la forme
y=ax+b sont les seules qui sont i la fois convexes
et concaves (au sens large).

2. L'inégalité de Jensen. Dans le n° préeédent,
nous avons donné une définition géomelrique de la
convexité d'une fonction, en nous servant de son
graphique. Dans ce n°—c¢i nous en donnerons une
autre définition, bien entendu équivalente a la préed-
dente, mais qui, cette fois, aura un caractére algéi-
brigue.

Prosrime 6. Une fonction f(x) est convexe si et
seulement si pour tout couple d'abscisses ®y,w; et
pour tout couple g, g, de nombres vérifiant ¢;>0,
g2=>0, g1+g2=1, l'inégalité
@) flam+ o) <q1 f (=) + ¢/ (22)
est vérifide.
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La relation (2) est la fameuse indgalité de Jensen
pondérée qui caractérise donc les fonctions convexes.

Prosuime 7. Par quelle relation faut-il remplacer
I'inégalité (2), pour définir les fonctions convexes au
sens large, resp. concaves, resp. concaves au sens
large ?

Prosrime 8. L'énoncé du probléme 6 est équivalent
au suivant: Une fonction f(x) est convexe si et
seulement si pour tout couple d’abscisses zy,w, et
pour tout couple py,p, de nombres positifs, 'inégalité

(Pwﬁmxz )< P1S (1) +p2 f (23)
P1t+p2 P1t+p2

est vérifide. (Les quantités p; et p, seront appelés
les poids).

L'inégalité de Jensen nous donne la possibilité de
déterminer d'une fagon rigoureuse le caractére con-
vexe ou concave d'une fonction, aun lieu de la méthode
graphique grossiére dont nous nous sommes servis au
cours du probléme 4.

Prosriue 9. Démontrer en utilisant 'inégalité (2)
que la fonection lindaire f(x)=ax+b (a,b quelcon-
ques) est 4 la fois convexe et concave au sens large
(cf. Probléme 5).

Proerime 10. Déterminer en utilisant 1'inégalité
(2), pour quelles valeurs de x les fonetions suivantes
sont convexes resp. concaves: y=1/z,y=a? y=+{/c.

Proprisue 11. Soient py et p, deux nombres posi-
tifs. On appelle moyenne arithmétique pondérée de deux
nombres pesitifs x; et x,, l'expression

(p1 21 +p2 @)/ (P1t+p2)
moyenne harmonique pondérée de deux nombres positifs
wy et x, 'expression

(P1+Pz),(% + %),

et moyenne quadratique pondérée de deux nombres
positifs x; et w, I'expression

\/pl o+ P o

P1t+pz

(les quantités p; et p, seront appelées des poids).
Démontrer les inégalités suivantes:

P1 P2 P1 %+ P2 2
(i [ (B ) e

L | T2 P1tp2
Dyt +pp a3

< P1tp2

I'inégalité n'ayant lieu que si my=xz5. (Pour pj=p,
ces moyennes se réduisent aux moyennes symétriques
et ainsi la premiére des deux inégalités généralise
celle démontrée au probléme 2.)

Exercice 6. Considérons tous les rectangles ayant
une diagonale d commune.

a) Lequel parmi ces rectangles a le plus grand
périmitre ?

b) Lequel a la plus grande aire ?

Exzrcice 7. Considérons tous les rectangles ayant
le méme périmétre & (resp. la méme aire A4). Lequel
parmi ces rectangles a la plus petite diagonale ?

Si I'on pose dans I'inégalité (2) les valeurs gy=¢;=
=1/2, on obtient le résultat que toute fonction con-
vexe vérifie l'inégalité

e

@) 2 2

Réciproquement si 'inégalité (3) est satisfaite pour
une fonetion continue, alors ia validité de I'inégalité
(2) en résulte. En d’autres termes, si une fonction
continue vérifie (3), quels que soient 2y et x,, alors
elle est convexe.

Démontrons cette assertion ! L'inégalité (3) signifie
géométriquement que le milien de toute corde de la

3

Xye Xy x" »
Fig. 6

courbe y=f (x) est au dessus du point correspondant
de l'aire qu'elle sous-tend (fig. 6). Il s'ensuit que
toute corde est situde entitrement au dessus de I'are

d

- ) i =
Fig. Ta

qu’elle sous-tend, ce qui est précisément la définition
d’une fonction convexe donnée au n° 1. En effet, si
ce n’était pas le cas, il existerait un point de l'inter-
valle dans lequel la courbe serait situde sur om au
dessus de la corde. Désignons ’équation de la corde
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par y=I(z). D’aprés la propriété de Darboux
(cf. n° 1) appliquée a la fonction continue f (x) —1 (),
il existeraient deux points E; et £, tels que f(§)=
=1 (&), f (&) =1 (&) et f(x)>1(x) pour {; <z <k,
(fig. 7a), ou bien un point § tel que f(E)=I(E) et
S (x) <l (x) pour x=E, mais suffisamment voisin de E

J

- +
’E X
Fig. Tb

(fig. 75). En aucun cas la relation (3) ne pourra étre
satisfaite pour x; et x, convenablement choisis.

Si I'on remplace dans (3) le symbole << par <,
resp. >, resp. >, alors on obfient une caractérisa-
tion des fonctions continues convexes au sens large,
resp. eoncaves, resp. concaves au sens large. L'iné-
galité (3) est la forme symélrique de l'inégalité de
Jensen.

Proprime 12. Déterminer si les fonctions y=107,
y=logyx ou plus généralement les fonctions y=a~,
y=log, » (a=>0) sont convexes ou concaves. [On sait
que ces fonctions sont continues].

Prosrime 13. Soient x>0, 2,>0, ¢;>0, ¢:=>0
et gi+g;=1. Démontrer les inégalités

@) 1[(‘“ q’)

I'égalité n'ayant lien que si axy=xz,. L’expression
xfr xfs est, par définition, la moyenne géométrique
pondérée des deux nombres »; et =,. La deuxiétme
inégalité dans (4) généralise 'inégalité (1), a laquelle
elle se réduit si 'on pose qy=g,=1/2.

Proprime 14. Soit A>—1. Ona (1+4)*>1+hax
pour z>1 et pour =<0, et (1+%)*<<l+hz pour
O<z<1.

wfraf < qrey + g2 2,

Exercice 8. Soient a>0,5>0,r>0,s>0,
1/r+1/s=1; démontrer I'inégalité
ab<a"fr + b*fs.
Exercrce 9. Soient a>0,5>0; démontrer I'iné-
galité a2 b<4 ((a+5)/3)3.
Proprime 15. Déterminer les valeurs de = pour
lesquelles les fonctions y=sinx et y=cos x sont con-

vexes resp. concaves. [Utiliser les formules bien
connues relatives 4 sina+4sin B et cos a+cos f] .

Proprizue 16. a) Soit n un entier naturel. Démon-
trer I'inégalité
() (@} +2)" (@ o) <
< (@ a5y (@) + a),
oi 2y >0,2,>0,mz£x,.
h) Soit n un entier positif ou négatif. I'expression

"V @i a)2
est dite moyenne de n-iémes puissances des deux nom-
bres = et ;. Démontrons que pour x;>0,2,> 0 et
x4 #x; les inégalités

VD2 <" @+

1) /2
ont lieu. bl

¢) Soit ¢;=>0,¢:>0 et gy +g2=1. Nous appelona
I'expression
Vs w2 @
la moyenne pondérée de n-iémes puissances des deux
nombres xy et @,. Démontrons que pour @;=>0, x>0
et x;£x,, les inégalités
 Vasitee<"WVaoitfe e
ont lieu. .

Prosrizue 17. Au cours de ce probléme r et »' dési-
gnent toujours des nombres rationnels. Soient ¢; >0,
¢2>0,¢1+q:=1. Démontrer que la fonction y=2a"
(z>0) est convexe si »>1 ou si r<<0 et qu'elle est
concave si 0<<r<<1. Démontrer que si »<7', alors

(6) (1 2{+ g2 o) """ <(q1 = + gz 25)""
et que, si r <0< 7, alors

(M (@@i+ge) <afizh < (g @) +9228)",

ol @y >0, 23>0, #z,. (L'indgalité (7) généralise
linégalité (4), a laquelle elle se réduit si I'on pose
r=—1,r'=1. Remarquons que les énoncés de ce
probléme-ci restent exacts si I'on remplace le nombre
rationnel » par un nombre réel quelconque. (Nous
verrons ceci plus tard).

Si on considére les couples de fonctions f (x) =a* et
f(@)=log,; f(x)=a" et f(x)="Vz; f(x)=1/z" et
f(z)=1/"V&, on sapergoit qu'il y a une certaine re-
lation entre les deux membres d'un tel couple. En
quoi consiste cette relation? On voit que sil'on pose
y=a*, on aura z=Ilog,y, de méme si y==x", alors
2="/y. On dit que deux fonctions f (z) et ¢ (y) sont
les inverses 'une de I'autre, si les relations y=f (x)
et =g (y) sont équivalentes. Une fonction possitde
une inverse bien déterminde uniquement si elle est
monotone au sens strict, ¢’est-A-dire si elle croit par-
tout ou bien si elle décrmt partout.

Prosrime 18. Soient y=f(x) et y=¢ (x) deux
fonctions, dont chacune est l'inverse de 'autre. Que
signifie géométriquement cette relation? Démontrer
que si y=f () est croissante et convexe, alors
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y=e (z) est croissante et concave; si au contraire
y=f(©) est décroissante et convexe, alors y=¢ ()
est aussi décroissante et convexe.

Exgrcrce 10. Démontrer que la fonction y=a* est
convexe (a>0).

Soient y=¢ (¢) et é=¢ (x) deux fonctions telles que
¢ (f) soit définie pour toute valeur que § (x) peut
prendre. La fonction y=y (x)=g (¢ (x)) s'appelle la
fonction composée des deux fonctions ¢(¢) et ¢ (x).
Par exemple la fonction y=a** est composée des deux
fonctions y=a' et t=ux2.

Prosriue 19. Démontrer que si y=¢ (f) est une
fonction croissante et convexe et que si t=¢ (x) est
une fonetion convexe, alors la fonction composée
y=y, (z)=¢ (} (x)) est une fonction convexe.

Les mots poids, pondéré nous rappellent des notions
physiques. Nous allons voir maintenant la raison de
cette terminologie. Considérons d’abord un systéme
de deux poids (points de masses) p; et p, dans le
plan. Plagons le poids p; aun point (x,¥;) et le
poids p; au point (z;,y;) et déterminons le centre
de gravité de ce systtme. Les coordonnées xg et y,
du centre de gravité seront calculées en utilisant le
fait que les composantes du moment du systéme par
rapport 4 ce point sont égales 4 zéro, c'est-a-dire

P21 (@o—21) =Pz (22—0) ; P1 (Yo—¥1) =2 (y2—¥0)
d’ott il vient que

_Dhmtpo vty
Pt Pi+p2

Maintenant on a l'interpretation suivante de 'inégalité
de Jensen: Une fonetion y= f(x) est convexe si et
seulement si en plagant deux poids sur sa courbe
représentative, le centre de gravité de ces deux poids
aura une ordonnée supérieure a celle du point corres-
pondant (c. & d. ayant la m&me abscisse) de la courbe.
On a évidemment des énoncés analogues pour les
fonctions convexes au sens large, concaves, et concaves
au sens large.

Prosrime 20. Plagons les poids py,p;,--,p, aux
points (21, ¥1) , (T2, ¥2) »**+, (@, ) du plan. Déter-
minons le centre de gravité en calculant d’abord le
centre de gravité des deux premiers points; puis
concentrons la masse py+p, au point ainsi obtenu et
calculons le centre de gravité de ce nouveaun point et
du troisiéme point et continuons ainsi de suite. (Nous
verrons au résultat qu'il est indépendant de l'ordre
dans lequel on a pris les poids py,pz, -+, p) -

' Proprime 21. Une fonction y=7 (z) est convexe si
et seulement si l'inégalité

®) flamt+geet o +qz) <
<quf (@) +q2 f (@) + =+ +qu S (=)

est vérifiée quelles que soient les valeurs @y , 25, ---, 2
et les quantités positives gy, ¢qs,---,q, vérifiant ¢+
+q2+ - +q,=1. De mé@me une fonction y=F (x) est
convexe si et seulement si 'inégalité

© f( P B+ Py Tat o Py, )<
b o 2% R o 18
P S (z1)+p2 fl@) + - +pu f (@)
Pr+pet P
est vérifiée quelles que soient les valeurs xy,@y---, 2,
et les quantités positives py,pa, - py-

Les inégalités (8) et (9) sont nommées les inégalités
de Jensen pondérées i I termes.

<

Proprime 22. Si l'on pose gy=gy=-+ =g, resp.
Pr=ps=-+-+=p, dans les inégalités (8) resp. (9), on
obtient

(10) g (et
<f(:01) +f (x2) + - +F ()
(=) 3

Démontrons que cette inégalité est nécessaire et suffi-
sante pour que la fonction y=f (x) continue soit con-
vexe.

L'inégalité (10) sera nommée ['indgalité symétrique
de Jensen i k termes.

Nous avons vu que si la fonction y=f (x) est conti-
nue alors les inégalités (8), (9) et (10) résultent de
I'inégalité (3). Nous examinerons maintenant dans
quelle mesure ceci subsiste si 'on supprime la condi-
tion que y=f(x) est continue.

Proprime 23. Démontrons que si une fonction
y=Ff (x) vérifie I'inégalité (3), alors elle vérifie aussi
l'inégalité (10). [Démontrer d’abord (10) pour les k
ayant la forme k=2 (j=1,2,3,.-) par récurrence
sur j. Si maintenant 2 <k <2, on posera

o mtxpteee
Lypq == oo mm Xyj = .
et on aura
2+2a+ -+,
f(utmborny
- (:t!1—|- "'+$k+;x+| o+ +3’r’)<
Sl@) 4+ o4+ F (@) +F (@) + oo+ S (@25)
c'est-a-dire
22—k Ttz fmy
(1 ~7 )f( ==k
S () +F (02) 4+ S ()
== 9 )

ce qui équivaut & la formule que 'on veut démontrer.




GAZETA DE MATEMATICA

9

Cette méthode de démonstration est due an grand
mathématicien francais Augustin Louis Cauchy].

Proprime 24. Démontrons que si une fonction
y=f (x) vérifie I'inégalité (3), alors elle vérifie aunssi
les inégalités (B) et (9) avec des poids qq,¢s, - q
Tesp. Py, Pz, - Py rationnéls.

ProrLime 25. Soient ¢ >0,¢6>0,:---,¢,>0,

qi+q2+---+q,=1. L'expression
g1% + gy + oo +
s'appelle 1a moyenne arithmétique pondérée des nombres
@), @, , . D'une fagon plus générale, pour p réel,
I'expression
(11) Mp (g, 2z, %) = (@ 2f + 22§ +---+q2f)1R
s'appelle la moyenne pondérée de n-iémes puissances
des nombres «y>0,2>0,:--,2,>0. Pour p=1
ceci se réduit & la moyenne arithmétique, pour p=—1
4 la moyenne harmonique. My (@ ,@s, -, ;) est par
définition I'expression
My (21,3, -+, @) = 0o s - 0

la moy domélrique pondérée des nombres x; >0,
23>0, ,2,>0. Démontrer que, si r et r' sont
rationnels et si r<<r', alors M, <M, [généralisation
de (6) et de (7)].

Proprime 26. Désignons par Max (@, 25, ,2,)
le plus grand des nombres =zy,25,---,, et par
min (zy,23,++,2,) le plus petit de ces nombres.
Démontrer que si @;=Max (z;,,, -, %) et si

Mp (1,22, , %), (21> 0,2,>0, -, 2, >0)
est défini par (11), alors pour p <0

P‘/é: Max (2y, 250 ) S Mp (21, @3, 000y ) <

< Max (g, 25, , ) -
En déduire que Mp (»y,xs,--,x,) tend vers
Max (g, @z, ,x,)

lorsque p tend vers +oco. Etablir les théorémes ana-
logues pour min (@y,@p, - ,a) .

Exercice 11. a) Parmi tous les parallélépipides
rectangles ayant méme surface (resp. méme somme de
longueur d'arrétes, resp. méme diagonale), lequel a le
plus grand volume? 3) Parmi tous les parallélépi-
pides rectangles ayant méme volume, lequel ala plus
petite surface (resp. la plus petite somme de longueur
d’arrétes, resp. la plus petite diagonale)? ¢) Parmi
tous les parallélépipédes reetangles ayant méme somme
de longueur d'arrites, lequel a la plus petite diago-
nale? ) Parmi tous les parallélépipides rectangles
ayant méme diagonale, lequel a la plus grande somme
de longueur d'arrétes ?

Exercice 12. Parmi tous les triangles ayant le
méme périmétre, lequel a la plus grande aire?

Exercice 13. Soient a;>0,a,>0,---,a, >0.
Démontrer les inégalités

[aza3 - @ (az+ a3+ +a) +aj ag - a, (a;+as+

Feda) 40y @ g (@ + Gt
teetae)) kagag e a > k-1

(ay+az+-+a) ay-+1/as+ - +1]a) >

Exercice 14. Démontrer que si a}+a3+ .- +al<1,
alors aj+as+ - +a, Qﬁ

Exercice. 15. Comment faut-il ¢hoisir les nombres
positifs a, b, ¢ pour que, si S=a+b+c est constant,
ab? ¢3 soit aussi grand que possible? Comment faut-il
choisir les nombres positifs a, b, ¢ pour que, si ab?c?
est constant, S=a+b4 ¢ soit aussi petit que possible?

et

Exercice 16. Démontrer que les fonctions
log, (1+a%) et {/I+2? sont convexes. Démontrer les
inégalitds

| VETE ey ey > 1+ Vae
[}

VE+(agt+a+ - +a)2 <V1+ai +
+VIvag+ - + VIt ai.
Exercrce 17. Parmi tous les polygones 4 k sommets,
inscrits au cercle, lequel a la plus grande aire (resp.
le plus grand périmétre) ?

(continua)

Equagdo geral das escalas termomélricas.
Férmulas e definices

por Luis Freire (Recife)

Seja x uma determinada caraeteristica de um corpo
termoscdpico.

Sendo ¢ a temperatura, temos: @ = f(£). Nos limi-
tes de temperatura que realizamos, a fungdo = pode
ser desenvolvida em série acentuadamente conver-
gente.

Assim, aplicando a férmula de MacLaurin, vem:

2= 0) + t10) + 4,7'0) + -+ =

= L9, W@y . 50
FOM+Z0 270 !

=z (1 + at 4+ 082 4 ++),



