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Franga promoveu no dia 6 de Novembro uma sesso
que teve lugar no Grande Anfiteatro do Instituto de
Oceanografia da Universidade de Paris, presidida pelo
Prof. André Danjon, director do Observatério Astro-
nomico de Paris e presidente da Sociedade. Nessa
sessfo foram analisadas a notdvel obra e as variadas

contribui¢des de Laplace para o progresso do conhe-
cimento humano. O Prof. E. Bauer tratou de «Laplace
e a Fisicar, o Prof. G. Darmois de «Laplace, proba-
bilista e estatistico» e o Prof. Lemaitre, de Louvain,
de «Laplace ¢ a Meciinica Celesten.

M. Z.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR — COMPLEMENTOS DE ALGEBRA
GEOMETRIA DESCRITIVA

F. C. C. — Arcesra Surerior —1.° exame de fre-
quéncia — 1948-49.

2898 — Calcular o limite da sucessfo cujo termo
geral é V/n(n +a)—n.

2899 — Calcular arctg (n+1)—arctg n e, de acordo
com o resultado, estudar a convergéncia e calcular

-] 1
a soma da série arctg —m8— .
213 T (n+1)n

2900 — a) Calcular a derivada da fungio
y = arctg [(a sen @ + b cos x)/(a sen  — b cos x)]
b) Mostrar que a fun¢io y=(a+bx)e** verifica
a equagdo y''+4ay'+ (dw?+2) y=0.
2001 — Determinar os extremos da fun¢de
y=(l4+z—x?) e*.

2902 — Calcular o lim (tag x/x) V=", quando z—0.

2903 — Provar que se a,(n=1,2,...) sfio positi-
vos e se para todos os valores de = se verifica
a1 <ka, com 0<k<l, entlo ¢ lima,=0(n—=).

F. C. C. — Arcesra Surerior—2.° exame de frequén-
cia de 1948-49.

2904 — Primitivar 1/(2*+2-%) 42 arc sen x

2905 — Mostrar que as rectas da equagio (2—31)x—
—(B3+2%) y+5+21=0 (x arbitrdrio) passam todas pelo
mesmo ponto e determinar as coordenadas desse ponto.

2906 — Qual a condiglo para que tres rectas nio
paralelas de equacio ax+dy+ec=0, a'c+d'y+c'=0,

a'x+b"y+¢'"=0 concorram no mesmo ponto? Jus-
tificar.

2907 — Calcular o valor do determinante
o 1 I T, TR |

TR T ST |
;o T g
Dl L P

2908 — Quando o afixo de z descrever uma cir-
cunferéncia de centro na origem e raio 2, qual é o
lugar geométrico deserito por zy=82z"4/3 %

F. C. L. — Avcesra Surerior — 1.0 exame de frequén-
cia, 1948-1949.
. a-are tg =*
2909 — Calcule a derivada de f (x) =Tg“ .
@
Determine a e 5 de modo que a recta r=y=x+1
seja tangente &4 curva y=f(x) no ponto P (0,1).
Determine sobre a recta =1 o centro da circunfe-
réncia tangente a recta » em ponto cuja distincia a

P seja =/2. R:

f'(x) =a(x+ b)"-2xs% log = (1 + =*)~" —
— aare tg == . (x + b)—2.

Fazendo x=0, f(0)=1, na expressdo de f(x), vem
l=an (4b)~!'. Para que r seja tangente & curva em
P, deve ter-se {' (0)=1 (o coeficiente angular de r € 1)
e portanto, fazendo x=0 e f' (0)=1, na expressio de
f' (x), vird: 1=—an (4b2)~", donde, atendendo & re-
lagdo precedente: b=—1, a=—4/x. Sobre r hd dois
pontos cuja distancia a P ¢ /2: uméoponto (1,2),
intersecgfio de r com a recta x=1; o outroé (—=1,0).
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Para ter o centro da circunferéncia tangente em (—1,0),
basta conduzir por (—1,0) uma perpendicular a r e
determinar a intersec¢io da recta y=—x—1 assim
obtida com a recta x=1: o centro serd entdo o ponto
(1 ’ "'2) %

2910 — Mostre que a fungio

7@ ={

é continua para x=2 e discontinna para x=1. Ache
neste ponto a sua oscilagio. Em que se modificariam
as conclusdes permutando-se as condigdes definidoras
da fun¢do? R: Tem-se f(2)=—1; por outro lado, o
limite de f(x) quando x—2 ¢ também -1, quando x
assume 86 valores racionais ou 56 valores irracionais ,
tendo-se portanto tz;m‘ f(x) =--1 sobre todo o dominio

de f(x): a fungdo é pois continua para x=2. Por
outro lado, f(1)=0,f(1)=—2: a oscilagio de f(x)
no ponto x=1 serd portanto w=0—(—2)=2. Per-
mutando-se as condigies definidoras, em nada se modi-
ficariam as conclusdes.

1—=x para x irracional
(x —1)2—2 para x racional

2911 — Defina série convergente e justifique a con-
di¢io necessdria e suficiente de convergéncia. Consi-
dere ¥ u, transformada em Y v, pelo facto de cada
termo wu, ter sido transferido para lugar de indice
% (n) (univalente); supondo limitada a diferenga
|¢(n)—n|, prove que as duas séries sfo da mesma
natureza e, se convergentes, de igual soma. Enuncie
as regras da convergéncia e divergéneia que se apli-
cam a uma série em que

Gupr _ Pon* P A+ -

el < b4 S >0.
a, qont+gqynt~'+ - SENT

Resolugdo da 2.* parte: Designemos por v um limite
excedente de | ¢ (n)—n | e ponhamos s,=uj+ - + u,,
sly=vy+ - +v, . Ter-se-dentio s',=s,+ Xu,,,—¥u,_,
em que os somaldrios se estendem a valores de i infe-
riores av. Ora, se para n—co (com i constante),
vem W, —+0,u,,—+0, serd também ¥ u,,;—0,
Yu, —+0, guando n-—»co, visto que cada somatdrio
ndo tem mais de v termos, qualquer que s¢ja n. Logo,
se exviste lims,, serd por for¢a lims',=lims,, e vice-
-versa, se existe lim 8}, serd lim s,=lim s,.

2912 — Defina fung¢fo inversa, e descreva e justi-
fique a relagdo que liga as respectivas derivadas.
Seja y=f(x) invertivel em (a,d), z=¢(y) afungio
inversa. Sopondo f(x) continuae f(a) <<f(b), prove
que f(x) é crescente e ¢ (y) continua.

2913 — Supondo que f(z), continua em (a,bd),
tem ai uma infinidade de zeros, prove que dois destes
compreendem todos os outros. R: Designe Z o con-

Junto dos zeros de [(x) e scjam A, os limiles supe-
rior e inferior de 7. Por ser f(x) continua, 7% € fe-
chado e portanto X, A pertencem necessiriamente a %4,
isto €, sdo zeros de f(x), entre os quais ficam pois
compreendidos todos 0s outros.

F. C. L. — Avaesra Sueerior — 1.° exame de frequén-
cia, 1948-49.

2014 — Calcule a derivada de

2
no ponto = =1

1 nx
) = — (x? — 2]
f(@) = o (@ — 23 + Yt log

e prove a convergéncia da série de termo geral u,—
= (—1)"f'(1). Com quantos termos se tem a soma
da série a menos de 1/10? R: Atendendo a que a deri-
vada de (x*—2x+2)* se anula para z=1, vird
£ (1 2 2x + 9)? e ]
— (& — aX =
® =[5 et I

n(n+2)

A série de termo geral (—1)"f' (1) € alternada; a sua
convergéncia € pois garantida pelo facto de 1/[n(n-+2)]
ser decrescente e tender para zero. O erro cometido
serd, neste caso, sempre inferior ao médulo do primeiro
termo despresado; bastard por isso tomar os dois pri-
meiros termos (1/3, —1/8), wisto que o terceiro € igual
a 1/5<1/10.

2915 — Escreva a equagio geral das circunferén-
cias de centro em C(—1,0) e determine aquela que
é tangente & recta x—y—3=0. Ache a equacgfio do
lugar geométrico dos pontos equidistantes da recta e
da circunferéneia. R: Equagdo geral: (x+1)24y2=r2,
A circunferéncia de centro C e tangente a recta dada
tem o raio igual & distincia ¥ de C a essa recta:

3 = | (—1-38) /VI+1| = 2V/2; a equagiio da circun-
Sferéncia serd pois (x4-1)2+y2=8. Seja agora P(x ,¥)
um ponto genérico do lugar geomélrico em questio. Dis-

tancia de P & recta: |(x—y—3)/y/2|. Distancia
de P & cireunferéncia: |V (x+ 1) +y:—y/8|. Equa-
¢do do lugar: x—y—3=y/2 (t/(;+1)’+)7?—1/§) ou
x—y—8=y2 (Vg—\/(gﬂ—l)'vi—_’?-’) . No primeiro caso
tem-se a equagiio (x+y+1)'=0, equivalente (aparte
a multiplicidade) & equagiio x+y +1=0, representativa
duma recta; mas desta apenas pertence ao lugar o segmento

compreendido entre C e a recta dada. No segundo caso
tem-se uma pardabola, toda pert te ao lugar.

2916 — Prove que a fungfio f(z), continua em
(a,b), assume neste intervalo qualquer valor entre
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f(a) e f(b). Examine a marcha da fungio na hipd-
tese de esta ser univalente e satisfazer A condigio

F(@<s@).

2917 — g (x) 6 fungHo continua em (a,b), inter-
valo onde cada ponto intermédio ¢ é limite inferior
dos pontos d que fazem g (d)>g(c). Prove que
g(x) éincessantemente crescente. R: Suponhamos que
existem dois pontos interiores ¢y, c,, tais que ¢j<<cz,
g (c)) > g (c2), e seja c3 o limite superior dos pontos E
de (cy,c5) que fazem g (E)>g(c). K claro que
e3 <<cz, de contrario, em cada vizinhanga de c;, have-
ria pontos § tais que g (E) —g (cz) > 3§, sendo 8 =g (¢;) —
—g (es), o que € contra a hipdtese da continuidade.
Mas, por outro lado, em virtude da 2.4 parte da hipdtese,
haveria pelo menos um ponto dy tal que cy<<dyj<<c,,
g(d))>g(cs), o que € contrario ao que supusemos a
respeito de c3. Quer isto dizer que, sendo ¢y <<c,
néo pode ser g (cy) > g (c2). Andlogamenie se conclue
que, sendo ¢y <<cp, ndo pode ser g(c)) =g (c2). Segue-
-se portanto que a desigualdade ¢y <<cy implica g (¢y) <<
<g(c), ¢-ed

2918 — Aproveitando os coeficientes, forme um
limite excedente para o valor absoluto do polinémio
f(z)=2—4x4a?+2* no intervalo (—1,1) e, tendo
em vista o teorema dos acréscimos finitos, decompo-
nha esse intervalo em partes (x;,x;+4), nas quais
a oscilagio de f(x) seja sempre inferior a 0,1.
R:|f(x)| <244 x|+ | x|+ |x1<2+44+14+1=8;
f (x;+h) —f (x) =h ' (x;+6h); | (x)|<4+2+4=10;
h ' (x,+5h)<10h; basta pois que se tenha 10h<0,1,
isto é, h<0,01.

F. C. L. — Avraxsgra Surerior — 2.° exame de frequén-
cia, 1948-1949,

2919 — Focos, directrizes e excentricidade da elipse
de equagiio 3 (x—y)2+(x+y)2=2.

2020 — Deduza e discuta a condig¢fo necessdria e
suficiente para que a curva y=f(x) seja convexa no
ponto de abscissa ¢. Examine a hipdtese de [ (x)
ser mdxima ou minima para x=c.

2921 — Enuncie e demonstre o teorema de Rolle,
para uma fungfo que 86 admita zeros de multiplicidade
inteira. Descreva o uso do teorema na separagio
das raises.

2922 — Demonstre que a identidade de Euler é
caracteristica das fun¢des homogéneas diferencidveis.

2923 — f(x,y) ¢ uma fungdo continua em certa
regifio circular e em nenhum ponto interior [f(x,y)]?

admite valor minimo. Deduza dai que: 1/f(z,y) é
continua e de sinal fixo em todos os pontos interiores.
R: Como [f(x,y)]? €ndo negativa, ndo se pode anular
em nenhum ponio interior, de contrdrio admitiria ai um
minimo; o mesmo acontece portanto com f (x,y); entio
1/f(x,y), como inversa duma fungio continua que nio
se anula, serd também continua e nédo pode mudar de
sinal na regido circular, porque isso obrigaria a wm
anulamento no interior.

2924 — Deduza a equagdo da hipérbole a partir
da definigdo geral de cénica.

Bolugles dos n.°® 2009-2923 de J. SesasTiiO E SiLva

F. C. P. — Avroesna Suvrerior — 1.° exercicio de re-
visdo.

2025 — Sendo b uma raiz cibica imagindria de 1
verificar que: (a-+b) (a+ b0) (a + 502) = a3 + b3,
1—e 0
R: Visto que 140+ 62 = T T =0, (150),
efectuando o cdleulo do 1.° membro, imediatamente
se obtém o segundo.

2926 — a) Definir por meio de cisles, os nitmeros
7 B
reais 3"/6’ — 1/‘2
5

R: Por ex., /6 ¢ definido pelo ciso do conjunto dos
nimeros racionais em duas classes 4 e B, sendo 4
constituida pelos mimeros cuja poténcia quinta é me-
nor que 6, e B pelos nimeros cuja poténcia quinta
excede 6.

b) Definindo desigualdade de 2 nimeros reais:
A==(A'/A") e B=(B'/B"), A>B, do modo seguinte :
«A  diz-se maior que B gq lo algum el to da
classe inferior de A for elemento da classe superior
de B, mostrar que A=B se A'SB/, ¢ A' EB'».

Nota: admite-se que o conjunto dos nitmeros reais €
ordenado.

R: Suponhamos que A==B; entio, ou 4A>B, ou
B>A. Se, por ex., for A>B, algum elemento de A'
pertence a B'': isso é absurdo, porque entdo tal ele-
mento era comum a B' e B'.

2027 — Quais os valores de x que anulam o deter-

minante
1 IR T e T |

Dm|zz 2 8 4
x? 22 3 42
x3 98 33 48
R: Evidentemente, =2,3,4 anulam o determinante;
e nfio hd mais valores, visto que D=0 é uma equagfio
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do 3.° grau em x, como se v& desenvolvendo D se-
gundo a 1.* coluna.

2028 — Verificar se sio linearmente independentes
as trés equagbes sequintes:

z—y+z=0
z4+y—z=0
x—y—2=0

R: Seguindo a defini¢io, consideremos a identidade:
=yt th@ty—2)+k@—y—-2)=0,
isto é, vemos se o sistema:
ky+kz+ks=0
T O |
k[ = kz — k; =0
tem solugdes nio nulas.

F. C. L. — CouprEnrxTos de Avrcesra — Exame final
de 1948, 2.* época, 2.* chamada.

2929 — Quando se diz que um polindmio f(z) ¢
irredutivel a respeito dum dado corpo que contenha
os seus coeficientes ? Quando se diz que um corpo é
algtbricamente fechado? Demonstre o teorema fun-
damental da irredutibilidade e indique algumas suas
consequéncias.

2930 — Defina os conceitos de grupo admissivel e
de grupo de (alois duma equaglo a respeito dum
dado corpo, justificando as afirmagdes em que tiver
de se apoiar.

Determine os grupos de Galois das equagdes a3 —ax?—
—2—2=0,23—2=0 a respeito de Ra ¢ de Ra(}/3)-

2031 — Demonstre que a equagiio ciclotémica de
grau p—1, com p primo, é ciclica a respeito de Ra.

2932 — Prove que o grupo de Galois da equaciio
geral de grau n a respeito do corpo gerado pelos
coeficientes é o grupo simétrico.

2933 — Defini¢lo axiomdtica de corpo. Seja K o
conjunto dos mimeros complexos; atribuindo & pala-
vra «soma» o significado usual e convencionando
chamar produto de dois mimeros complexos a-+bi,
c¢+di ao mimero ac+bdi (com a,b,c,d reais)
verifique se o conjunto A forma ou nio um corpo a
respeito da multiplicagiio e da adi¢io assim definidas.

Enunciados dos n.% 2029 a 2023 de J. Sebastifio e Bilva

F. C. L. — Geomernia DescriTiva — 2.° exame de fre-
quéncia de 1948-49.

2934 — Indique como se determinam pontos da
intersec¢do de duas superficies de revolugiio, e a tan-
gente a intersecgio num desses pontos, no caso de os
eixos serem concorrentes.

2935 — Em projec¢des cotadas: Sejam r,s duas
rectas obliquas nio complanares, definidas pelas snas
projecgdes graduadas, e designe « o plano que passa
por r e é paralelo a s; determine uma escala de
declive de « e o dngulo de « com v.

2936 — Um hiperboléide de revolugiio [p] ¢ defi-
nido pelo eixo (vertical) e por uma geratriz rectili-
nea g. Determine: a) a gola e o trago horizontal
de [p]; &) o ponto em que é tangente a [p] o plano
que passa por g e é paralelo a uma recta dada.

2937 — Dados um elipsdide de revolugfio [¢] de
eixo vertical, um plano obliquo « e uma vertical v
que nfio corte [¢], fazer rodar « em torno de v,
até ficar tangente a [¢]. R: Delermine-se o ponto
P=a.v. Quando a« roda em torno de v, a linha de
maior declive de a que passa por P gera um cone [y]
envolvente das posigies de a; o problema reduz-se pois
a determinar um plane 0 tangenle ao mesmo tempo a
[e] ea [y], para o que basta circunserever a [¢] um
cone [v,] de eixo vertical e de abertura igual i de [y]:
um plano que passe por P e seja tangente a [y,] for-
nece uma solugdo para o problema.

2038 — Dados dois segmentos AB, A, B; iguais
e nio complanares, prove que AB e A; By formam
Angulos iguais com qualquer plano paralelo a A4, e
BB;. Posto isto, determine o eixo da rotagio que
permite levar o segmento AB -a coincidir com o
segmento A; B;. R: Consideremos os planos a,B
tais que af/B,AAq---a,BBy-.-B; designando por
B',Bj, respectivamente, as projecges ortogonais de
B,B, sobre a, os tridngulos rectingulos [ABB'],
[Ay By By] serdo iguais, por terem iguais os catetos
BBT, B, B} e as hipotenusas ﬁ, A B;: logo BAB!'=
=By A;B), q.e.d. O eizo pedido serd a recta per-
pendicular a o que passa pelo ponto de intersecgdo
das mediatrizes de ﬁ_ﬁq ’ B*_Bi 4

Enuneclados e solugles dos n.” 2934 a 2938 de J. Sebastiflo e Silva

CALCULO INFINITESIMA L— ANALISE SUPERIOR

F. C. C. — Cfrcuro InFinrresivar — 4.° Exame de fre-

quéncia de 1948-49.

2939 — Primitivar as fungdes 1/[x(14 @422+ 23)]
e 1/(4sen?x+9 cos? x).

2040 — Estabelecer uma férmula de recorréncia
para a primitiva da fungfio y=="cos (ax).

2041 — Estudar a série Z (ﬂ:’_n = 1) .

n
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2042 — Achar os extremos locais da fungio
e e o I

F. C. C. — Circuro InFixiresiman — 2.° Exame de fre-
quéncia de 1948-49.

2943 — Determinar o integral geral da equagio
(xsiny—1) y'+cos y=0. Dentre as curvas integrais
escolher a que passa pelo ponto (—1,0).

2044 — Determinar o integral geral da equagfo
¥+ miy=0 e dentre as curvas integrais escolher
aquela que satisfaz as condigdes seguintes:
y=0,y'=0para 2=0; y=0,y"=0 para z=1.

» "ld ‘
2945 — Calcular o integral duplo /J uilsi |
. xy
dido &4 drea interior aos quatro circulos x?+y?=aux;
Byt=az; o?+yl=by; o2+yi=b'y.

esten-

2946 — Calcular o integral triplo

f{‘ (2% + 3* + 23) de dy dz

estendido ao interior da esfera
4y +22—2a(w+y+2) +2a=0.
2047 — Determinar um integral completo da equa-
¢do as derivadas parciais pg=(x+1) (y—1).
F. C. P. — Circuro — Exame final — 1.° chamada —
i de Outubro de 1949.
2948 — Determinar o plano tangente i superficie

14¢ - 3
arcsen - +log (22 +Vy) +y* —z = s 1
no ponto (0,1,0).
2049 Calcular [ 2292 .
‘/az_mz
o

29050 — Calcular a drea da superficie gerada pela
rotagdio da linha p=a (1 4 cos ) em torno do eixo polar.

2951 — Integrar a equagio
y' —doy +20RCe2 —1)y =0
sabendo que admite 2 integrais particulares um dos
quais é a derivada do outro.

Nota : O aluno deve resolver peleo menos 2 exercicios.

F. C. P. — Civouro — Exame final — 2.° chamada —
3 de Outubro de 1949.
2952 — Determinar a subtangente e a subnormal
de linha (cos #)*+arctg (y —1)=1+=x no ponto
(0,1).

1
2953 — Calcular { e L,
s Vi—zy2—=
2954 — Calcular o volume limitado pela superficie
I 224y +2=10

w2 4y =9
z=10

2955 — Determinar ¢ (») de modo que a equagio
y'"+¢ (x) ¥+ 2xy=0 admita 2 integrais particulares
tais que yi+yi=1.

Nofa : O aluno deve resolver pelo menos 2 exercicios.

I. 8. T. — Circuro — 1.° Exame de frequéncia ordi-
ndrio — 1948-49.

2956 — Sendo = 1nteiro, qual a relagiio que deve
existir entre 4,8 e C para que seja algébrico o
integral

(*dad 4 (dn+ A) 2+ Bn— Gd.z:
J 224n

2957 — Valores proprios de uma matriz. Mostrar
que os valores priprios de uma matriz hermitica sio
o8 mesmos da sua conjugada.

2958 — Para que fungdes o problema das primitivas
é resolivel pela integracdo de Riemann?

I. S. T. — Circuro — 2.° exame de frequéncia ordi-
néario — 1948-49.

2059 — Transformagio conforme dum plano sobre
outro plano por meio de uma fungfio analitica.

Seja dada a funcio f(z)=32+2.

Mostrar que: a) ¢ analitica; b) a transformagio
de uma recta no plano (x,y) é ainda uma recta no
plano (P, Q); ¢) os dngulos de 2 vectores no plano
(z,y) sio iguais para as transformadas desses
vectores no plano (P, Q).

2960 — Para que direcgio A ¢ estaciondria a

d
derivada direccional _li: considerada no ponto P.
[

Aplique os resultados obtidos & fungio
f(®,y,z2)=u=wmyz noponto P(1,1,1)

2961 — A formula de Ostrogradski no cdleulo de
volumes.

I. 8. T. — Ciccuro — 3.° exame de frequéncia ordi-
nario — 1948-49.

2962 — Em que caso o simples exame do integral
completo de uma equagfio as derivadas parciais nes
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esclarece logo da existéncia de integrais singulares ?
Haverd algo de semelhante na teoria dos integrais
das equagdes diferenciais totais ?

2963 — Enuncie uma condi¢iio para que duas cur-
vas de uma mesma superficie, tangentes num ponto,
tenham nesse ponto a mesma curvatura.

29064 — Caracteristicas na integraciio das equagfes
diferenciais parciais lineares e nfio lineares.
Aplicagiio &4 equagio de Jacobi.

MECANICA

F. C. P. — Mecixica Racronarn —1.° exame final —
17 de Outubro de 1949.

2067 — Estdtica: Um sistema material é consti-
tuido por uma barra rectilinea AB de comprimento 7,
cujo extremo A ¢é fixo sobre Oy a uma distineia &
de O e por um disco circular [, de raio » e centro C,
o qual, devido a um atrito de escorregamento sufici-
ciente s6 pode rolar sem resvalamento sobre Ox.
A barra encosta-se constantemente ao disco.

O disco é homogéneo de peso total p; a barra tem
um peso espeeifico proporcional & distincia a 4
(factor de proporcionalidade k).

a) Determinar o centro de inércia da barra.

b) Calcular a for¢a F' que deve actuar horizontal-
mente em C para manter em equilibrio a configuragio
para o qual a=BA0 ¢ dado.

¢) Calcular as reagdes do disco sobre a base e do
piso sobre o disco.

2068 — Cinemdatica—Supondo r=1m e b=(1+y/3)m
e que o centro C do disco se desloca no sentido dos xx
crescentes com aceleragiio constante a—2m/s? (sabe-se
que para ¢{=0 se encontra sem velocidade sobre Oy) .

a) escrever a equacgio hordria do movimento de C
e calcular as wvelocidades angulares do disco e da
barra em relagdo a Ozry no instante para o qual
é BAO<=60° ¢ para a mesma configuragio.

b) Calcular as componentes da velocidade de M,
ponto do disco em contacto com a barra e deduzir
delas o valor da velocidade de M.

¢) Calcular a velocidade do escorregamento do disco
sobre a barra.

d) Calcular a velocidade angular do disco em rela-
¢do a barra.

2069 — Dindmica : Um ponto material M de peso p
é obrigado A pardbola (x2=2yOy vertical).

F. G. G.— Axdcise Sueerior — 2.° Exame de frequén-
cia de 1948-49

2065 — Calcular, recorrendo A teoria dos residuos

= a5

2966 — Provar que se tem

o0
*
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6] e b= gon (a sen bx) R 1-2_ (e*—1) (a=>0,5=>0).
@

RACIONAL

a) Achar a expressio da velocidade que M deve
possuir no vértice da pardbola para atingir sem ultra-
passar a cota dada ¥p.

b) Deduzir a expressio do perfodo das oscilagdes
que M executa nas cendigdes impostas na alinea
anterior.

¢) Deduzir a expressio da reac¢do da curva em
func¢io de x e y para uma posigio qualquer do ponto
mével.

d) Achar os componentes da for¢a que deveria
actuar sobre M além do peso p para que o ponto
material M descrevesse a pardbola livremente com a
aceleragio dirigida constantemente para o seu foco.

I. 8. T.— Mgecixica Racronar — 2.° exame de fre-
quéncia ordindrio — 1948-49.

2970 — Mostrar que o conceito de fun¢io harmd-
nica definido como valor médio é mais geral que a
defini¢iio cldssica, mantendo-se as propriedades. Ve-
rificar que a fungdo W=ua?—y2+2 satisfaz a defini-
¢do generalizada.

2971 — a) Comparar os conceitos de tensor e mul-
tivector.

5) Definir produto externo e produto escalar de
tensores nos espagos tridimensionais.

c) E possivel definir estes conceitos nos espagos
pluri-dimensionais ?

2972 —a) Determinar uma condi¢do suficiente
para que o trabalho das for¢as que actuam num sis-
tema material seja independente do sistema de refe-
réncia.

b) Se se tratar de um sélido, 0 que é que se passa ?

¢) Caracterizar o movimento do ponto representa-
tivo do sistema material nesse mesmo caso do sélido,
num espago de configuraglo cuja métrica é definida
por ds? = 2Td2, sende 7T a energia cinética.
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GAZETA DE MATEMATICA

I. 8. T. —2.» exame de frequéncia extraordindrio
— 1948-49.

2973 — a) Forgas conservativas.

b) Dominios em que os potenciais Newtonianos e
logaritmicos sfio fun¢des harménicas.

¢) O potencial de uma forga que varia na razio
inversa do cubo da distincia serd harmdnico, no plano,
ou no espago tridimensional ?

2974 — a) Fungdes do Cdleulo Absoluto definidas
4 custa de tensor ¢ do espago tridimensional. Com-
paragiio dos resultados com o do Cileulo Vectorial
ordindrio.

b) Como pode definir-se e utilizar-se um tensor e
num espago a mais de trés dimensdes ?

2075—a) Utiliza¢Ho da teoria dos momentos na Ci-
mdtica dos sélidos.

PROBLEMAS

2979 — Dada uma superficie cénica de revolugio
e um ponto exterior a ela, e ainda um eixo, fazer
rodar a superficie cénica em torno do eixo até levd-la
a conter o ponto dado. Niumero de solugdes.

2980 — Dados trds pontos, 4, B e C, nio coli-
neares, fazer passar por eles uma superficie cénica de
revolugiio de abertura dada, nos trés casos:

a) Os pontos pertencem a uma directriz circular
da superficie.

b) Dois dos pontos pertencemn a uma geratriz.

¢) Os pontos nio t&m posigdo particular.

b) Analogias entre os movimentos cicloidais e os
movimentos giroscdpicos.

I. . T. — 3. exame de frequéncia 1948-49.

2976 — a) Comparar os conceitos de minimo uti-
lizados respectivamente por Gauss e Hertz, na deter-
minagio de principios gerais da dinimica.

b) Pode-se generalizar o Prineipio de Hertz no es-
pago das fases ?

2977 — Verificar que no movimento de um sélido
com um ponto fixo, se o momento das forgas exterio-
res em relagio ao ponto fixo é constantemente per-
pendicular ao vector velocidade angular, a forca viva
é constante.

2978 — a) Relacionar a homografia fundamental
de equilibrio de um meio continuo, com o tensor dos
esforgos.

b) Conceitos de isotropia e de fluido perfeito.

PROPOSTOS

2081 — Dada uma esfera e uma superficie ednica
de revolugfio, determinar um eixo de rota¢iio tal que
nos permita, rodando a esfera em torno dele, levar
aquela a ocupar duas posigdes, distintas, em que ela
fica inscrita & superficie ednica. Nimero de solugdes.

2982 — Dados trés pontos nfio colineares, 4,8,C,

‘e uma superficie cénica de revolugfio, determinar um

eixo de rotaglio que nos permita levar A,B e C a
pertencerem simultineamente 4 superficie ecdnica,
devendo A e B ficar a distincias dadas do vértice
da superficie cénica.

Problemas propostos por Daniel Vera-Cruz, aluno da F. E. P.
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79 — DE BROGLIE, Louis — La Mécanique on-
dulatoire des Systémes de Corpuscules. (Collec-
tion de Physique Mathématique) — Gauthier-Villars,
Paris, 1950. — (V14223 pp.) — 1.650 frs.

Este livro — reimpressio sem modificagdes da 1.*
edigiio de 1939 — pertence & série de tratados, admi-
rdveis pela clareza e elegiincia do estilo, em que Louis
de Broglie, desde a sua Introduction & I'Etude de la
Mécanique ondulatoire (1930) até A recente Mécanique
ondulatoire du Photon et Théorie quantique des Champs

(1949), tem exposto didacticamente os diferentes
ramos da mecinica ondulatéria e suas aplicagbes,
subordinando tudo a um plano geral onde cabem,
alem das suas prdprias investigacies e maneiras
de vér, as prinecipais correntes da fisica tedrica mo-
derna. E pena que este conjunto de livros — o maior
e melhor tratado de Mecinica quintica que conhece-
mos — nfio tenha tido, fora de Franga, o acolhimento
que merece. Nos paises anglo-saxfes principalmente—
onde a indiferenga pela ciéncia francesa se tem acen-
tuado muito ultimamente — sfio raramente citados,



