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Outro processo do sumir de (8) as coordenadas 
a e y consiste em relacioná-las com x ' e y'. Exem-
plifico supondo 

(9) 
/ a ' - e ' x " o* 

A V / N, ou K V - W + W - Í 1 ) - . 
V a1 — e* 

Das igualdades (6) se tirara x' — (1—») X + « » , 
y' — (1 — n ) y + n y , da primeira destas e de (9) 

(10) (n* - K> as« + ( l - n) Xx + 
a» 

+ ní (1 - «)* X * ( f - «*) - 0 , 
e* 

e de ambas 

(11) ai Yy + ~ (a2 F* + frí A"*) -f- a* i ' . 

. n — 1 . n + 1 
Daqui, fazendo (a' Y* + PX1) + - 5 — a * 6 * - Z 

sai a equação fi* (a* F ' + x ' — 2b* XZ x + 
+ = 0 e resultante dela e de (10) será 
uma equação do 8.° grau em qualquer das variáveis, 
que define a envolvida e evito desenvolver. Simplifi-
co-a supondo o que permite deduzir do (10) a 
fórmula 

n — 1 n + l a ' 
+ - s : A'x ~ 

2 n 2 » e* 
e converte (11) em 

, R / » - I „ » + 1 « V I 

„ r « - 1 ™ n + l l - « 1 "I1 
_ o ! X*\ F » P 2n 2n e2 J 

que define uma curva do 6 o e 4o grau, que é a envol-
vida. Duas tangentes a ela tiradas pelos extremos 

dum arco MN, cujas abcissas satisfazem à condição 
o ! 

x l i - k x i 4- (1 —k) — j interseetarão na elipse o arco 
e1 

M' N'-k-MN. 

4, Se a curva jS for uma hipérbole, com o centro 
na origem das coordenadas e os semi-oixos a e 6 ao 
longo de abcissas e ordenadas, serão 

tf x* — a? y* = a*b* — b**'1 — cfly'*, 
dtbi-i-alyy^lAjzn' t 

ab (xy'—x'y) 
t> 

\/e£x'a1' 

a * 

o2e i - o» + W, 

mas sendo a sua equação a mesma da elipse com a 
simples mudança de b* em —bz, mantém-se para a pri-
meira cónica os resultados adquiridos para a seguoda, 
uma vez feita tal mudança. É pois possível numa 
hipérbole marcar arcos cujos comprimentos tem um 
cociente constante, e por meio de operações algébricas. 

5 . Dado numa cónica centrada um arco PQ, tirem-
-se as tangentes pelos seus extremos até o ponto de 
cruzamento T, pelo qual se faça passar outra cónica 
confocal com a primeira: o marque-se nesta um arco 
P' Qr tat que as tangentes pelos seu extremos se cru-
sera na segunda. Diz o teorema do Dr. Graves que 
é rectificável a diferença PQ—P'Q\ mas marcando 
na cónica um arco P'M=-PQ, essa diferença con-
verte-se era P'M— P'Q'~ Q'M. Há pois numa cónica 
centrada uma série infinda de arcas rectificáveis; e 
na elipse ela é diferente da descoberta por Rodolfo 
Guimarães. 

M A T E M A T I C A S E L E M E N T A R E S 

A x f o m á h c a c/e P e a n o 
Demonstração das propriedades da adição e multiplicação 

pelo método de indução 
por J, do Silve Paulo 

O. Introdução 

Trata a Aritmética do estudo das propriedades dos 
números e a sua construção pode fazer-se de vários 
modos do acordo com a maneira como é introduzido 
o conceito do número, mas em todos elos ordenando 
devidamente as proposições que formara o corpo da 
teoria. Para essa ordenação deve ter-se em conta quo 

no desenvolvimento duma teoria dedutiva, como é a 
Aritmética, o reconhecimento da verdade duma pro-
posição, isto é a sua demonstração, so obtém como 
consequência lógica de outras, anteriormente reconhe-
cidas verdadeiras. A demonstração faz-se assim à 
custa do todas ou parto das proposições que antece-
dem aquela cuja verdade se quer reconhecer, e, por 
isso, torna-se evidente que tem de existir uma ou mais 
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proposições iniciais que, por serem as primeiras, não 
poderão demonstrar-se. 

Aceitam-se, então, sem demonstração certas propo-
sições, inicialmente, as quais tomam o nome indife-
rentemente de axiomas, postulados ou proposições pri-
mitivas <". 

É bem claro que tais proposições terão de satisfazer 
às seguintes condições : 

1.®). Serem independentes, isto é, nenhuma delas 
ser eonsequeneia lógica do todas as outras, ou o que 
ó a mesma coisa, não ser demonstrável a partir do 
conjunto das restantes. 

2 ° ) . Não serem contraditórias, isto é, delas não se 
poderem deduzir lógicamente duas proposições, que 
sejam a negação uma da outra. 

3.°), Serem suficientes para a dedução de todas as 
propriedades, que se deseja estudar. 

Procura-se ainda, em geral, que elas sejam as mais 
simples possível. 

A sua introdução, para o desenvolvimento da teoria, 
ou se faz to mando-as todas em conjunto, de início, ou 
â medida que se torna necessário para a construção 
do edifício lógico. 

Mas não bastam estas proposições. E necessário 
ainda a introdução de conceitos que delimitam o 
campo de aplicação da teoria e se referem aos entes a 
que ela é aplicável. Esta definição faz-se também à 
custa de conceitos ou ideias anteriormente definidos 
e teremos, por isso, que partir de certas ideias primi-
tivas, que, do mesmo modo, não se definem. 

Uma teoria assim construída e desenvolvida é o que 
se chama uma teoria axiomática. 

O conjunto de propriedades que se escolhem como 
axiomas para uraU dada teoria é um tanto arbitrário, 
e assim se nos apresentam várias axiomáticas para a 
mesma teoria. 

Na teoria dos números, pode assim começar-se por 
uma teoria dos números inteiros não negativos, que 
depois se ampliará sucessivamente, à dos números 
inteiros, à dos racionais, à dos reais e finalmente 
à teoria dos números complexos. 

(tí Euc l ides , ao ax iomat lzar a Ooomolr l R separou as propo-
sições to lda i * em dois grupos que denominou do a i l o m a i e 
postulados. Aque les n I o eram senílo o conjnnlo de propriedade* 
próprio para caracter izar as grandesas em gera l , e estes, os pos-
tulados, as proposições referentes, mal 4 especlftcamante, ao* 
atites da geometria , se liem que nes Elementos Dada se diga 
acerca de que SUO os a i l e m a s e os postulados. Qulz-se , depois, 
just i f i car ossa dls l iuçUo dlzeude.se que e l a se baseava e a maior 
ou menor er Ido nela das preposições, o que ê de apreciação 
muito suOjecl iTB o por Isso insuficiente. Ho je , nílo se faz dis-
t inção a lguma, usando-se, Indiferentemente qualquer da* desig-
nações c i ladas para aquoio conjunto do proposições quo se 
aceitam som doinecislraçAo. 

É este o método usado por Peano na sua teoria dos 
números e è ele que vamos seguir para a dedução 
das propriedades da adição e da multiplicação de 
números inteiros não negativos. 

1. Axiomática de Peano 

As ideias primitivas que se tomam na teoria dos 
números inteiros não negativos, de Peano, são as de : 

/ „ 1 . Número i n t e i r o , 
IT 2 . Sucessor de um inteiro 
7 , 3 . Zero. 
O significado destes conceitos será esclarecido com 

os axiomas da teoria. 
Representaremos por N 0 o conjunto dos inteiros 

não negativos, os quais serão representados por letras 
minusculas { a , b , c •• •), e o zero por 0 . 

O sucessor de um inteiro a será representado 
por a + . 

O conjunto N 0 dos inteiros, bem como O e sucessor 
são então noções primitivas, que aceitamos sem defi-
nição como dados da experiência. 

Entre os inteiros de N 0 existe uma relação, a que 
chamaremos de igualdade, simbolicamente represen-
tada por — , tal que dados dois inteiros quaisquer 
a e b duas hipóteses se podem verificar: ou a relação 
existe entre eles e escreveremos a •= b ou a relação 
não existe e escreveremos a ^ z b . Esta relação é 
caracterizada pelas seguintes propriedades (axiomas): 

Quaisquer que sejam a, 6 o e 
11. a — a 
12. Se a — 6 então b = a 
13. S e a = " 4 e 6 = e então a => o . 

As proposições primitivas da teoria são: 
Pt 1 , Zero é um número inteiro. 
Pp 2 . Todo o número inteiro a tem um único 

sucessor que é também um número inteiro. 
Pr 3 , Se a e b são números inteiros e a1, 6 + , 

então a b . 
Pp 4 . O sucessor de um número inteiro não pode 

ser zero. 
P p 5 . (Princípio de indução finita) 
Se K é uma classe de inteiros que gosa das seguin-

tes propriedades : 
1.°). O pertence a K\ 
2,°). O facto de n pertencer a A' implica (deter-

mina) que n + pertence também a A ; 
então a classe K contem todos os inteiros, isto ê, 
coincido com N 0 . 

I l l 1Mremos muitas ve/.es número, número Inte i ro , ou inte i ro 
por número Inteiro n&o negativo. 

(lt R*L»to em princípio de ijuinçOa trant/inila. 
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O axioma Pr 1 diz-nos que o conjunto N0 dos 
números inteiros não é vazio, pois contem pelo menos 
o zero. 

O axioma P„ 2 afirma que o sucessor de um número 
á um número bem determinado, visto que eie é 
único, c podia enunciar-se sob a forma: 

Se então o + = 

Daqui se conclue que qualquer que soja a , 
pois se assim não fosse seria também o+"=(a+ )+ e 
a não teria um único sucessor. 

O axioma Pp 3 afirma a unicidade do antecessor de 
um número dado, se chamarmos antecessor do a4" ao 
número a . 

Pp 4 pode enunciar-se sob outra forma : Zero não 
é sucessor de algum número. Ou então : 

Se a é um número e a = então 
Veremos mais tarde que zero é o único elemento 

que não tem antecessor. 
O axioma Pp 5 vai permitir a demonstração dum 

muito importante: 

T K O U E M A 1 . (Teorema de indução). Se a uma propo-
sição P (a) so pode fazer corresponder um inteiro x 
de tal modo que : 

1.°). Para x = 0 , P (0) é verdadeira; 
2.°). O facto de P (re) ser verdadeira implica que 

P (n+) também é verdadeira ; 
então P(.B) é verdadeira para todos os inteiros de N0. 

Dem. Seja A' a classe dos inteiros para os quais 
P (x) é verdadeira. Pela hipótese do teorema tem-se : 

1.°). 0 pertence a K, pois P (0) é verdadeira; 
2.°). Se « pertence a K então n4" pertence também 

a K, pois que se P (») é verdadeira também P (11+) 
o é ; 
então K , pelo principio do indução, contém todos os 
inteiros de Ar0, isto é, P (x) é verdadeira para todos 
os inteiros de Na , c. q. d. 

Este teorema fornece-nos um método de demonstra-
ção que sistemáticamente usaremos no que se segue. 

A demonstração pelo método de indução consta então 
de duas partes : 

1.°), Verifica-se ou demonstra-se que a proposição 
é verdadeira para o inteiro zero ; e 

2,"). De monstra-se que se ela for verdadeira para 
o inteiro n o é também para o seu sucessor 

Ü K F i K i ç Á o 1. Ao sucessor de 0 chamaremos 1 (um), 
isto é, 0+ = l . 

Poderíamos agora dar uma regra'" para represen-
tação de todos os inteiros, mas para o estudo que 
faremos essa representação não interessa. 

2. Adição 

D K F I S Í Ç Ã O 2. Se a , b e C forem números inteiros 
quaisquer chamaremos adição (-(-) à operação que 
verifica as seguintes condições : 

Al. a + 0 = a ; 
A 2 . a + = (a + . 

Demonstraremos agora pelo método de indução o 
seguinte: 

T E O B K M A 2. Se a e b são inteiros então a + ô é um 
inteiro. 

Dem. A proposição P (x) é o enunciado do teorema, 
e o inteiro x que vamos fazer corresponder á proposi-
ção é o inteiro b. 

Então verifiearemas que: 
1.°). Para a proposição é verdadeira. De facto 

para ô = 0 vem 
a + 0 = a por Al 

e como o é nm inteiro a proposição é verdadeira, 
E demonstraremos que: 
2.°). Se a proposição é verdadeira para o inteiro n 

ela também é verdadeira para o inteiro n"1". 
Suponhamos então que 

o + n é um inteiro 
como o + n ' 1 - n ) ^ por A2 e como o facto de a + n 
ser inteiro implica que é um inteiro, por 
Pc 2, segue-se que a 4- n + & também um inteiro. 

Então verificam-se as condições do teorema de in-
dução, a saber: 

A proposição pode fazer-se corresponder um intei-
ro b, e 

1.®). A proposição é verdadeira para Ò=»0; 
2.°), O facto da proposição ser verdadeira para 

implica que ela é verdadeira para então 

HJ A regra p o d e r i a ser a seguinte i o s sucessores dos núme-
ros soriam f o r m a d o s do seguinte m o d o í 0 i - = l , H- = 2 , £ + — 3 , 
3 i - > = 4 , 4+ = S , 6+ = 7 , T+ = S , S+ = 9 , 9+ = 1 0 , 
o daqui p o r dlacito do seguinte m o d o : o sucessor do um nütnoro 
e m que o ult imo algarismo da direita so ja di feronto do S ú o 
uiimoro que so o b t é m subst i tuindo 6sse úll lroo algarismo pe lo 
sou s u c e s s o r ; s e e ult ime a lgar i smo da direita f o r um 9 , subs-
titue-se o s l o p o r 0 o o número , f o r m a d o pulos restantes a lgar is -
mos á esquerda de 9 , p e l o seu sucossor f o r m a d o pela regra 
antecedente . 

A l g a r i s m o chama-so a qua lquer dos números 

0,1,8,3,-1,5,6,7,8,0. 
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o teorema é verdadeiro qualquer que seja o inteiro 6 
de Na que se adicione a outro inteiro a dado'". 

TEOREMA 3. (Uniformidade). Se a=b então 

a + c <— 6 -J- c. 

Dem, Demonstraremos o teorema por indução em e. 
Então verificaremos que : 

1,°], O teorema & verdadeiro para e — O, De facto 
a + 0 - b + 0 

o que implica, por Al, I2, 13: a = 6, verdadeira por 
hipótese. 

2.°). Se a + n ^ b + n for verdadeira será 
j f - (a + n)+ por A2 

e 
b + n+ — (6 + por A2 . 

Ora de u + ra —í> + n deduz-se por Pr 2 quo 
(a + n)+ - (b + «)+ 

e daqui e das igualdades anteriores, em vista de 
12 e 73, que 

a + n+" — b + i+ • 

Finalmente pelo teorema de indução se couclue que 
o teorema 3 é verdadeiro qualquer que seja c de Na. 

TEOREMA 4 . O + a — A . 

Dem. Por indução em a , 
1.*). Para a = 0 vem 

O O — 0 verdadeiro por At . 

2."). Se 0+M — n for verdadeira será 
0 + n+ - (0 + n)+ - n + 

o o teorema é verdadeiro qualquer que seja a, de N0. 

COROLÁRIO. De Al e Teor. 4 resulta 
a + O — 0 + a — o 

TEOREMA 5 . a + 1 — O + . 

Dem. Como 0+"-l (Def, 1) 6 

a f l - a + Of = (ii + 0)+ = 0+" por Al e Pt 2 . 

(1) D s a lgum m o d o bo p o d e dizer quo o t ooroma «atido Tctr-
d a d o i r o para 0 6 verdade iro para I , porque sendo v e r d a d e i r o 
para um inte iro o v e r d a d e i r o para o seguinte , o sondo verda -
de i ro para 1 6 tambúm verdade i ro para 2 e assim p o r dlaute 
para todos o s Inteiros. N o Alado 6 este mecan i smo que jus t i f i ca 
o m é t o d o . 

TBOREHA 6. 1+a=a-'1". 

Dem. Por indução em o , 
1.®). Para a—0 vem 

1 + 0 - ô -
e de 

0+- = 1 
resulta 

1 + 0 - 1 
o o teorema ê verdadeiro por Al. 

2.'). Se for 1 -f-n=-n+ verdadeiro será 
1 + n + — (1 + n)+ por A2 

e como de 
1 -+. n «-t-

so deduz que 
(1 + » ) t - («+)+ por Pp 2 , 

será 
1 + n+ = (n+)+ 

e portanto o teorema ê verdadeiro qualquer qne seja 
a de N 0 . 

COKOLIRIO. Dos Teor. 5 e 6 deduz-se 
a + 1 - 1 + a - a+ 

TEOREMA 7 . <» + &* — a + + í . 

Dem. Por indução em 6 . 
1.®). Para 6 — 0 vem 

a -f — (a + 0) * — — o + + 0 e o teorema é verda-
deiro. 

2.°), Se for a + verdadeira, será 
a + ~ (o + por ,42 
a + (w+) — (a+ + por hipótese 
a + (n4-)^ — <»+• + n+ por A2 

o quo eonclue a demonstração. 

TEOREMA 8 . (Comutatividade)• O + S —6-FO, 

Dem. Por indução em b . 
1.*). Para 4 — 0 temos 

a + 0 — 0 -1- a 

verdadeiro pelo corolário do Teor. 4. 
2.°). Se for a+rt — n + a será 

a -f- — (a + «)+ — (n + a)* — n + 
e como pelo teorema 7 é n + a+ — + a vem 

o -)- n + — + a 

o que conclui a demonstração. 

1 Os T e o r . S e B Justif icam a regra que d e m e s e m uota para 
a reproiAotaç&o d o s iu l o l ros , p o n d o - a do acordo c o m 0.1 c o n h e c i -
m e n t o s e intuiçOe* do A u n o . 
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T E O R E M A 9 . (Associatívidade). ( A - F 4 ) — 0 + ( 6 + C) 

Dem. Por indução em c . 
1.°). Para c = 0 vem 

( a + fi) + 0 = a - f ò 
e 

+ — a + i 
donde 

(a + 6) + 0 - a + (b + 0) 
e o teorema é verdadeiro. 

2.°). Se for (a + 6) + ra —a + (i + n) verdadeira será ; 
(a + S>) + [{a -|-I>) + N ] + = [A-f- (6+ «)]+<-«-(- ( 6 - | - Í I ) + 

(a + i ) + n+ = a + (4 + »+) c. q. d. 

T E O R E M A 1 0 . (Lei do Corte ou da Simplificada o). 
Se a + c—ò + c então a*=b. 

Dem. Por indução em c . 
1.®). Para e«=0 vem 

a + 0 — 4 + 0 implica a = b 

e o teorema é verdadeiro; 
2 . ° ) . Se de A - T - « = 4 - } - N se deduz a-=b, então de 

a + n + 6 +- n4" 
ou de 

(a + n)+ = (6 + »)* 
deduz-se 

a + n — 6 + n por Pr3, 
e daqui pela hipótese a b . c, q. d. 

Conor.Ámo. Em vista do teorema 8 também 
c + a — c + 6 implica a — b. 

T E O R E M A 11. O zero ê único, isto é, só existe um 
inteiro para o qual é 

a + 0 — a 
qualquor que seja a . 

Bem. Suponhamos que existia outro inteiro u tal 
que a + tt — a qualquer que fosse a . Então seria por 
12 e / 3 

a u — a + 0 
e pelo teorema 10 

u = 0 
qualquer que seja a . 

T E O R E M A 1 2 . Se A^FCO então existe um inteiro 6 tal 
que a —6+. 

Dem. Como o zoro ê único, se a não fosse sucessor 
de algum inteiro seria, por Pr 4 , (definição do zero) 
o próprio zero, o que é contrário à hipótese a-jfeO. 

T E O R E M A 1 3 . Se A ^ T O então A + 

Dem. Por indução em 6. 
1.*), Para 6 — 0 vem 

a + 0 = £ 0 
por hipótese e o teorema á verdadeiro. 

2."). Se for a n (J verdadeiro então a-f-n+ — 
(a + ?})^ ó diferente de 0 porque o sucessor de um 

inteiro não podo ser zero, isto é, 
a + n+4rU 

o que conclui a demonstração. 

T E O R E M A 14, Se « + 6 = 0 então a = 0 e 4 = 0 . 

Dem. E a = 0, porque se fosse a^jtO pelo teorema 
13 era o + 6=jt0. 

Então vem 
« + j - 0 + 6 - 0 

e 
6 — 0 

T E O R E M A 1 5 . Se a equação a + x^b tiver uma so-
lução esta é única. 

Dem. De facto, se houvesse outra y seria a-\-y^b 
e por 12 e / 3 

a -f x — a + y 
donde 

x = y. 

D E F I N I Ç Ã O 3. Se houver um inteiro A ^ R O tal que 
a + x 4 

diremos que b é maior que a. Simbolicamente 4 > a . 
Com o mesmo significado escreveremos a < 4 que se 
IS a menor que 6. 

T E O R E M A 1 6 . A + > A 

Dem. Como a+ = o + l e 1 ^ 0 , pela Definição 3 
vem 

a11" > a . 

De a + ^ a + l deduz-se ainda se for que 
a + > l . 

T E O R E M A 1 7 . Se A^FCO então a > 0 . 

Dem. De facto se a=jt0 como a = 0 -f- a pela Def. 3 é 

a > 0. 

O teorema pode ainda enunciar-se : 
Zero é o menor de todos os números inteiros. 
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T E O R E M A 18. Se a > 6 e 6 > c então a > c . 

Dem. Se a > 6 e 6>e então será 
a — b + x o 6 - t + y cora í ^ O e y ^ 0 

logo 
a = ó + x — (c-Hy) + a; = c + (y + x) 

e como x + 0 (Teor. 13) é 
a >• e . 

T E O R E M A 19. Se a > 6 então ot+>6J". 

Z>ero. Se a > 6 então è a—b + x com x^tO e por-
tanto a+=-(6 + x ) + com ou 

a + = 6 + x+ = b* + x com x ^ O 
e portanto 

a+>Ò+. 

T E O H E M A 20. Se a+>-4+ então a>b . 

Dem. Se a+>b+ então é a^ — b^ + x^x-t-b^ com 
as=jtO ou a+-=(x + &)"í" e portanto 

a — x + b com x^=0 e a :> b. 

T E O R E M A 21, Se a>6 então a + e>ò +e. 

Dem. Por indução em c. 
1.»)í Para c — 0 vem 
Se <t>6 então a + 0 ;>6+0 e o teorema é verificado. 
2."'). Se de o > 6 se conclue que a + n > i + n então 

de o > 6 conclue-se que 
(d + e)+ > (b + c)+ 

por Teor. 19 ou seja de a>-& eonclue-se que 
a + e+ >• b + c+ 

e o teorema é verdadeiro para qualquer c de Na. 

T E O R E M A 22. Se a - f c > 6 + e então a > 6 . 

Dem. Por indução em c. 
Análoga à anterior. 

D E F I N I Ç Ã O 4. Se houver um inteiro x qualquer tal 
que 

a -f x = b 

diremos que b é maior ou quando muito igual a a . 
Simbolicamente 6 ^ o . Com o mesmo significado es-
creveremos Í K JÍ P que se lê a menor ou quando muito 
igual a b , 

Observe-se que se x-=0 então a—b e se , 
pelo Teor, 3, o>-6 . Então a<Vj significará também 
que ou a — b ou a<b . 

T E O R E M A 23. Se o ^ O então o > t . 

Dem. Como ct^O então pelo teor. 12 é a = 6+ = 
— 6 + 1 e pela def, 4 . 

T E O R E M A 24, Se O ̂ > 6 e b ^ a então A = 6. 

Dem. Se a^b então a-=b + x e se então 
b — a+y de modo que é 

a — (o + y) +• x — o + (y x) 
ou ainda 

a + 0 = a + ( y - f - x ) 

donde se conclue por Teor. 10 ser 
y + x — 0 e pelo Teor. 14 
y = x = 0 . 

Finalmente obtem-se 
a - b -I- 0 = & 

T E O R E M A 25. Se a ̂ >6 e então a J>c. 

Dem. Se e 6^>e è a*=»b + x e 6 —c + y donde 
a = ( e + y) + x = c + (x-t-y) e portanto 

a > c . 

T E O R E M A 26. Se et = A e 6 > e então a>• c . 
Dem. Se 6 > c então é 6=>e + x , x=f=0, logo a—c+x 

e portanto a > e . 

T E O R E M A 2 7 . Se í t = 6 e 6 ) > c então é 
Dem. Análoga à anterior. 

T E O R E M A 28. Dados dois inteiros quaisquer a e b, 
entre eles existe uma e uma só das seguintes relações 

a > b 
a - 6 
a < 6 

Dem. por indução em b. 
1.»), Para 6 = 0 vem 
se a = 6 
se 0 então pelo teorema 17 e o teorema é 

verdadeiro. 
2.°). Se para 6 — n uma e uma só das relações 

a >- n 
a — n 
a < « 

se verifica, então para b — n+ vem 
A). Ke a > n então <*=-n-}-B com x ^ O ou seja 

x > l (teor, 18) ou ainda *=-1 + y e daqui resulta 
a - n+ (1 + y) - (» + 1) + y = + V 

donde 
o > n + 

quer dizer : se a > n então ou 
o > n+ ou a = n+. 

B). Se a=-n então n+ —n + l = o - f l e a<.n+. 
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C). Se a < n então n=-a + a>, as^jt0, donde n+ — 
=~(ar!K)',"=íl-l-Jt,,• e portanto 

o < n + . 
E o teorema é verdadeiro qualquer que seja 6 de N0. 

D E F I N I Ç Ã O 5 . Diremos que a eBtá entre b e c (6<c) 
quando for 6 < a e o < c , ou abreviadamente 5<o<Cc, 

T D O B K H A 27*. Entre 0 e 1 não existe qualquer in-
teiro. 

Dem. Se existisse a tal que 0 < o < t então seria 
a ^ O pelo Teor. 28, e polo Teor. 23 era o que é 
incompatível com a hipótese o < l . Logo não pode 
existir um inteiro o entro 0 e 1 . 

EXERCÍCIOS: 
Demonstrar que: 
1). o>-£t (a não ó maior quo a ) ; 
2). o > 0 ; 
3 ) . A > O ; 

4). Se a > 6 e c><7 então a+c>-b+d (sugestão: 
empregue a > 6 e e—c e depois 6 = 6 o c>-d)-

5). Se iO>a então fc + e ^ a + o ; 
6J. Se e d ^ c então 6 + + c . 

3. Multiplicação 

D E F I N I Ç Í O 21. Se a, b , e c forem números inteiros 
quaisquer, chamaremos multiplicação ( x ) à operação 
que verifica as seguintes condições : 

MX. o x O - 0 
M 2 . a x i + = a x i + a m . 

T E O R E M A 2'. Se a e 6 são inteiros então axb é um 
inteiro. 

Dem. Por indução em b. 
1.*). Para 6 = 0 vem 

o x 0 - 0 por Ml 

o o teorema é verificado. 
2.°), Se for a X n um inteiro então 

é um inteiro visto a • n e a serem inteiros e em vir-
tude ainda do teor. 2. 

O teorema é então verdadeiro pelo teorema de 
indução. 

Observemos desde já que existe um absoluto para-
lelismo entre as propriedades da adição o as da mul-
tiplicação. Esse paralelismo pode ser aproveitado 
para evitar muitas demonstrações, desde que a axiomá-
tica usada para definir as duas operações seja análoga. 
Ora não ó o caso presente como se verifica compa-
rando os axiomas Al, A2 e Ml, il /2. Em alguns 
casos as demonstrações de propriedades idênticas da 
adição e da multiplicação são semelhantes, mas é fácil 
verificar que não o são em absoluto pela causa apon-
tada. E desde que as definições de adição e multipli-
cação sejam as do Grassman, que adoptamos, e o 
método de demonstração o de indução, em geral, é 
impossível decalcar as demonstrações das proprieda-
des da multiplicação a partir das da adição ou vice-
-versa, ainda pela razão da falta de simetria entre as 
fórmulas Al, A2 e Ml, M2; isto, mesmo que a 
adição se definisse em N0 e a multiplicação em Nt 

T E O R E M A 31. (Uniformidade). Se então 
a • c •=> 6 • o 

Dem. Por indução em c. 
1.*). Para c—0 vem 

a - 0 = 6 - 0 

e o teorema è verificado era vista de Ml. 
2.°). Se de a = 6 se puder deduzir o X n = 6 x n 

então desta última deduz-se 
a • n + o » í . n + b polo Teor. 3 

ou 
an+ ™ 6n+" 

portanto 
se a — 6 então a - => 6 - n"1" 

e o teorema ó verdadeiro. 

Teoheha 28. O . a - O . 

Dem. Por indução em a. 
1."). Para a —0 vem 

0 . 0 - 0 por Ml 
e o teorema é verificado ; 

2.°). Se for 0 . n=»0 então 
O. n+ - 0 . « + 0 - 0 c. q. d. 

C O E O L Í B I O . De M1 e Teor. 2 8 conclue-se que 
a .0 - 0 . a - O . 

T K O K K M A 2 9 . a. 1 — A . 

Dem. Como substituindo em Af2 vem 
a . O4" — a , 0 + a 

ou 
a . 1 — a 

ín Km voz do sinal X nsnremos Algumas vezúi o sinal - dq 
escreveremos mosmo ab por .• X*' eu a • ò 

> -: Costuma representarão por \ o conjunto ÍOfl et meros 
Inteiros positivos. 
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T B O B E H A 4 ' . 1 . a = a , 

Dem. Por indução em a . 
1.*). Para vem 

1 . 0 = 0 verdadeiro por M1; 

2.°). Se l . n = n for verdadeira será 

1 . n+ — l . n + 1 — re + 1 — 

e o teorema d verdadeiro. 

C O R O L I B I O . De Teor. 2 9 e Teor. 5 ' conclui-se que 
a . 1 — 1 . a —a . 

TEOREMA 3 0 . i > + . a = ò . a + a . 

Dem. Por indução em a . 
1.®). Para a—0 vem 

. 0 - 6 . 0 + 0 
0 - 0 

e o teorema é verificado ; 
2.°). Se for b+ . n —6. n + n então 

A + . n+ — Í + N + 6 + — (bn -4- N ) + 6+1 — bn + ( N + &+} — 
- bn + (n + [bn + (n + i ) ] * - [bn + (6 + n ) ] 4 " -

— [(bn + b) + n ] + - ( 6 n + + n ) + - bn+ - f n + 

isto é 

e o teorema é verdadeiro. 

TEOREMA 3 1 . (Distributividade). a. ( I + E) = A 6 + AC. 

Dem. Por indução em e . 
1.®). Para c —0 vem 

a . (6 + 0) - ab + a . 0 
ou 

ab — ab 
e • teorema é verificado; 

2.°). Se for o . (6 + n ) = o i + an então 
a. (6 + n + ) — a . (6 + j í )+ — a . (ò + n) + a = 

— (aS -+- an) + a — ab + (an 4- a) — ab + an+ 
isto d 

a . (6 -f « + ) -"DÒ + an+ e. q. d, 

T E O B E M A 8 ' . (Comutatividade). a. 6 — 6 . a . 

Dem. Por indução om 6 , 1.®). Para ò = 0 vem 

a . 0 - 0 . a 

que pelo Corolário do Teor. 28 é verdadeira, e o teo-
rema d verificado; 

2.®). Se for a . n — n . a então 

a . n + = are 4- n por M 2 

— na 4 - a 
— n+ . a pelo Teor. 30. 

TEOREMA 9'. (Associa tividade). (a . 6) . c —a . (6 . c) . 

Dem. Por indução em e . 
1.®). Para e = 0 vem 

(a . b) . 0 - a . (b . 0) 
0 — a . 0 

e o teorema é verificado; 
2.®). Se for (a . i ) . n - a . (6. n) então 

(a . 6) . n + — (a . fi) . n + a6 — a . (6 . n) + a6 — 
- a . [(6 .n) + 6] - a . (4 .n+) 

isto d 
(o . b) . n+ = o . (6 . n + ) 

e o teorema d verdadeiro qualquer que seja c de N a . 

TEOREMA 10'. (Lei do corte ou. da $im})li/icarão). Se 
a . 6 — a . c e a 0 então 6«=c. 

Dem. Como a ^ 0 será a —tf" pelo Teor, 12. 
O enunciado do teorema é então equivalente ao 

seguinte: nSe , 6 — d + . c então 

Dem. Por indução em d . 
1.®). Para d —0 vem 

de 0 ^ . 6 — 0*~.c deduz-se 1 . o — 1 . o ou 6 — c 

e o teorema é verificado; 
2.°). Se, de re+. 6 — n + , c se deduz que b — c, então 

será: de (n + )+ . 6 = (n' i ' )+ . c deduz-se re+. 6 - f -6 *= 
= . e + c pelo Teor. 30 e daqui por ser n * . 6 = n + . c 
que n + . 6 + 6 — n , H .ò + c e ainda pelo Teor. 10 

6 — c. 

Quer dizer que de ( n + ) + . 6 — (n+) + . c se deduz b — c 
então o teorema d verdadeiro para qualquer a 0. 

COROLÁRIO. Em vista do Teor. 8' também de b. a— 
-=c . t e se deduz 6 — e. 

TEOREMA 32. Se a = £ 0 e 6 ^ 0 então a b ^ O . 

Dem. Se a= / t0 e então a —e+ o 6 = (í+ e te-
remos 

c+. — e4", d + 

e como e + ^ O então, pelo Teor, 13, 

a . & ^ e + . d - f e + ^ O . 

T E O R E M A 33. Se o6 = 0 e a ^ t O então i —0 

Dem. Se a = £ 0 então a = c + e portanto 

a6 — c+. b — cb + b — 0 

e pelo Teor. 14 é c f i - 0 e b-0. 
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T E O R E M A 34, Se a6 =O então ou a = 0 ou 6 = 0 . 

Dem. Se for o=»0 é o6=-0 qualquer que seja b , 
polo Teor. 28. 

Se for a f̂c O então ê ò - -0 pelo Teor. 33. 
Das duas hipóteses decorre a tese do teorema. 

T E O R E M A 35. Se ab O então a 4=0 e 6 =jb O . 

Dem. De facto a e 6 têm que ser ambos diferentes 
de zero porque se um qualquer deles fosse igual a zero 
então por M l eTeor. 28 seria o6 = 0 . 

T E O B E M A 14' Se ab — 1 então <2 = 1 e 6 = 1 . 

Dem. Como aò —1 0 será, pelo Teor. 35 a ^ O 
e fi 0 ; logo ó a = c+ e 6 = ti1", e então 

ab — c+ — c+ d + cf = 1 
ou seja 

(c+d + <;)+~l 

e por ser 0^=>1, e o sucessor de um número ser único, 
vem 

c+ d + c - 0 ; 

finalmente pelo Teor. 14 
c+ ri ~ 0 e c ™ 0 ou 
O + c i - O e e — 0 

d = 0 e c = 0 e portanto 
a - c+ = 1 
b - d*- = 1 

T E O R E M A 15'. Se a equação «£ = 6, onde a ^ O , 
tiver uma solução esta è única. 

Dem. Se a equação tivesse outra solução y seria 
a.y — b 

e portanto 
ax ay 

donde, por Teor. 10', pois n ^ O 
x = y 

T E O R E M A SI'. Se 6 >• c e a^tO então ba > cu . 

Dem. Como a ^ O então ó a = £i+. Daqui o enun-
ciado equivalente: 

«Se 6 > c e a = d*- então bd:> cd*». 

Dem. Por indução em d . 
1.°). Para ti—0 vem 

de 6 >• c resulta 6 .1 >• c . 1 ou seja 6 . O*" >• c . 0+" 
e o teorema é verificado. 

2,°). Se de b > c resulta 6 . > c . n+ então de 
b > c resulta também, Ex. 4, pág. 21, 

6»+ + í>;» cn+ -I- c 
donde 

b («+)+ > o (n+)+ 
quer dizer de 

6 > c resulta b («+)+ > c (n+)+ 
e o teorema é verdadeiro qualquer que seja a =jfe 0 . 

C O R O L X R I O . Pelo Teor. 8' è também : 
Se a^tO e 6 ;> c então a6 >• oe-

T E O R E M A 22', Se a 4= 0 e ba> ca então 6 > - c . 

Dem, Como o =j= 0 ê a — d*", e demonstraremos o 
teorema por indução em rf. 

1.°). Para d = 0 vem 
de 6 .0+" > c . 0+ deduz-se 6 . 1 > c . l ou 6 > e 

e o teorema é verificado; 
2.11). Se, de 6 , t ( + > c , se deduz b >• c, também de 

(A) bd+• + 6 > cá"1" -(- 6 se deduz 6 > c 
porque de 

icf" :> cd+ se deduz bd+ + 6 >- cd* + b . 

Por outro lado 
(B) de ctf1" + b > cif*" + e deduz-se b > c 

pelo Teor. 22. 
Então de (A) e (B) deduz-se 6 > c , 

Quer dizer de 
-f b > cd+ -f- b e cd+ + b > cd+ + c 

ou seja do 
fctf" + b> cd*" -J- c deduz-se b > c 

e finalmente de: 
6. (íi+)+ ;> c. (d+)+ deduz-se 6 > c 

então o teorema é verdadeiro para qualquer a ^ O , 
Esta demonstração podia fazer-se mais simplesmente 

por processo análogo à do Teor. 21'. 

E X E R C Í C I O S ! 

Demonstrar: 

1). Se a^>6 o então ae^>6tí; 
2). Be a > í e então ac ':.>• bd-, 
3). Se (1 = 6 ^ 0 e c > t ! então ac > bd-, 
4), Se a=f= 0 e c~^d então a c ^ a d -
5). Se ac bc e c^rÜ então a ^ b , 
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4. Subtracção e Divisão 

A partir dos Teors. 15 e 15' é fácil fazer o estudo 
paralelo das propriedades da Subtracção e da Divisão, 
so definirmos a Subtracção em Na e a Divisão em Ni-
Quer dizer, vamos definir a Subtracção para todos os 
inteiros não negativos e a Divisão para os inteiros 
positivos, pois a classe Nd tem todos os elementos 
de iVi mais o zero. 

D E F I N I Ç Ã O 6. Dados a 
e b de Na, 

se existir um número 
x de No tal que 

a = b + a; 
diremos que x é <i dije-
rença entre a e b e escre-
veremos 

x a — b 
que se IS x igual a a 
menos b. 

D E F I N I Ç Ã O 6'. Dados a 
e b de N i , 

se existir um número 
x de Ni tal que 

a => 6 - x 
diremos que x é o co-
eiente de a por b c es-
creveremos 

x = a: b 
que se 13 x igual a a 
dividido por è>. 

Destas definições concluem-se logo algumas pro-
priedades destas operações, assim: 

T E O R E M A 3 6 . 

b + (a — b) — a 
basta notar que 

x o — b. 

T E O R E M A 3 7 , 

a — a = 0 

Dem. Como » = 0-^0 
por A 1 , resu l ta da 
Def. 6 a tese. 

TEOREMA 3 6 ' , 

b X (o: = a 
basta notar que 

x — a: b . 

TEOKEMA 3 7 ' . 

a : a = 1 

Dem, Como a = a . l 
pelo Teor. 29, resulta da 
Def. C a tese. 

Outras propriedades relacionadas com a ordem se 
podiam deduzir imediatamente, entre as quais, por 
exemplo, a seguinte: 

Se a <ib e o > x então a — x <C b — x . 

A condição para que exista x no caso da Subtrac-
ção é dada pela Def. 4, isto é, existirá a diferença 
a~b quando for a > b . 

Quanto à condição de existência do cociente no caso 
da Divisão, só se pode considerar depois do estudo da 
divisibilidade. Note-se porém que a relação a 6 
(leia-se a divide b) defíne-so paralelamente à relação 
re < b , sendo a primeira definida em Ni e a segunda 
em iV„. As propriedades das duas relações são aná-
logas e o seu estudo pode fazer-se paralelamente. 

Cabe aqui para terminar a demonstração dos se-
guintes teoremas: 

TEOREMA 3 8 . D = L . 

Dem. Como a + = a + l pela Def. 6 vem a tese. 

TEOREMA 3 9 . Entre a e a+ não existe qualquer 
inteiro. 

Dem. Suponhamos que existia um inteiro x tal que 
a <L x <1 a+; daqui se deduz qne 

» - ( K í - a í i i 1 — a 
ou 

0 < x — a < 1 
o como existe o inteiro x—a por ser x > a, conclui-
-se que, se entre o e existisse um inteiro, então 
também entre 0 e 1 existiria um inteiro, o que é im-
possível pelo Teor. 27*. 

Noto 

A independência dos axiomas duma teoria pode 
mostrar-sc do seguinte modo: constrói-se um sistema 
de elementos de natureza qualquer que verifiquem 
todos os axiomas com excepção de um. 

Tal construção prova que aquele axioma, que não é 
válido para os elementos do sistema, ó independente 
dos restantes axiomas que são verificados por tais 
elementos. 

Mostremos por este processo a independência dos 
axiomas da igualdade: 7 1 , 12 e / 3 . Para isso 
consideremos: 

1.°). O sistema Ni de todos os inteiros positivos e 
consideremos definida entre eles a relação «divide». 
Como se sabe diz-se que «a divide í » (simbolicamente 

quando existe um inteiro x tal que 6 = n . x . 
Então para cada par ordenado de inteiros a e b , ou 
a divide b ou a não divide b. 

Esta relação gosa das seguintes propriedades: 
1). a ~4 a qualquer que seja a ; 
2). Se o ^ i e H c então o ^ c j 

o não gosa da propriedade simétrica, isto é, em geral 
•Se a divide b, b não divide a». 

Assim, neste sistema, a relação «divide», definida 
para cada par de elementos de Nf , mostra que 72 é 
independente de 11 e I S . 

2.°). Consideremos ainda o sistema Ni de todos os 
inteiros positivos e entre os seus elementos definida 
a relação seguinte: 

«Diremos que dois inteiros a o b estão em relação 
se e só se | a-b | > 0 e | a - 4 | < 3 ® . 

' !> O s í m b o l o t í* — & I tom o s i g n i f i c a d o d o m ó d u l o d o — 
Esto 6, a—b so ::> í: o < — a no c a s o c o n t r á r i o . 
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Quando a estiver era relação com b escreveremos 
a SI b . Também aqui para cada par ordenado de ele-
mentos a e b, ou a está em relação com b, ou a não 
está em relação com b . 

Esta relação gosa das propriedades: 
1). a 81 a pois que | a—a | = 0 ; 
2). Se a&b então bsia, pois que [o — b| = |6 — a 

e não gosa, em geral, da propriedade transitiva, pois 
quo «se a Si b sendo |n —6| —2 e b Sic sendo \b — — 2 
e além disso a^c então a não está em relação com c 
porque | a—c = 4 :> 3». 

Este exemplo mostra a independência de / 3 . 

3.°). Consideremos finalmente o sistema de todos 
os números primos 

2 , 3 , 5 , 7 , 11 . . . 

e entre os elementos do sistema definida a seguinte 
relação: 

«Dois números primos a e b estarão em relação 
e escreveremos a f! b, se e só se a e b forem simul-
tâneamente impares». 

Assim dado um par ordenado de elementos a e 6 , 
Ou a está em relação com b ou a não está em relação 
com b . 

Esta relação gosa das seguintes propriedades: 
1). Se a R b então Í R a , pois que se a o b são 

primos impares b e a são primos impares; 
2). Se aR6 o b Re então a R e , por uma razão 

análoga à anterior; 
e não gosa da propriedade reflexiva cm geral, porque 

«2 não está em relação com 2» . 

Fica assim demonstrado que I I é independente de 
12 e / 3 . 

Os três sistemas e as relações aí definidas mostram 
então que no sistema de axiomas, que tomamos para 
caracterizar a relação de igualdade, estes são inde-
pendentes. 

Exemplos de sistemas que provam a independência 
dos Axiomas P„ I — Pt 5 , de Peano, podem ver-se em 
Formulário Matemático, 2." volume, de Peano. 

O método dos coeficientes indeterminados 
por Laureano Barros 

1, Os actuais programas do Ensino Liceal incluem 
alguns assuntos que ou não são tratados ou são muito 
mal tratados nos livros até há pouco adoptados. Pare-
ceu-nos, portanto, que poderia ter interesso a publi-
cação de um estudo correcto dc alguns destes assuntos. 
E assim, julgamos de particular importância a consi-
deração de certos pontos dos programas de Álgebra 
(6,° e 7.° anos) onde as ampliações a programas ante-
riores mais se fizeram sentir. 

Nesta ordem de ideias, começaremos por fazer uma 
referência breve ao método dos coeficientes indeter-
minados, ou, mais particularmente, aos teoremas em 
que esse método se fundamenta. 

A brevidade desta referência justifica-se pelo facto 
deste mesmo assunto já ter sido tratado nas páginas 
da Gazeta de Matemática: o n,° 22 publica, efectiva-
mente, um artigo do colaborador J. J. Rodrigues 
dos Santos, intitulado «Estudo de algumas proprie-
dades dos polinómios inteiros», para o qual chamamos 
a atenção do leitor. Neste artigo, a par daquelas pro-
priedades elementares dos polinómios que, actual-
mente, também são referidas nos novos programas, 
trata-se com particular detalhe do método dos coefi-
cientes indeterminados. Como se justifica então esta 
nossa nota? E que no teorema-base do método há, 

naquele artigo, um erro grave de demonstração (Notai) 
Por outro lado, o facto mais recente de em alguns 
cursos liceaís ser repetido esse erro e em alguns outros 
se usar uma forma ainda mais grosseira para tratar a 
questão, tudo isto decidiu-nos à publicação desta nota. 

Aproveitamos a oportunidade para acrescentar aos 
exercícios propostos por Rodrigues dos Santos, no já 
referido 22 da Gazeta, alguns outros, igualmente 
simples, mas que poderão ter algum interesse para os 
estudantes que pretendem submeter-se ao exame do 
3.° ciclo. 

2 . Como é sabido, um polinómio de grau n em a: é 
do tipo /„(£) a o "+ a l x" 1 + a2 x"~~z-\ t-a„_i x + a,,, 
onde o<i, a j , az, a„ são os coeficientes. O valor de 
um polinómio f„(x) para x—a representa-se por / „ ( « ) . 
Diz-se que um a é um zero ou raiz de / „ (x ) quando 

Um polinómio /„(ac) é identicamente nulo, quando é 
nulo para todos os valores de x ; por outras palavras, 
um polinómio idênticainentc nulo é o que admite para 
zero qualquer número real. Escreve-se / „ ( i ) = 0 . 

TEOJIEMA FUNDAMENTAL. Se /„(x) é identicamente nulo, 
são nulos todos os seus coeficientes. 


