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Outro processo de sumir de (8) as coordenadas
@ e y consiste em relaciond-las com z' e y'. Exem-
plifico supondo

al—elxp'? at

©) k\/r:,-::?—n, ou niatm it + (v — &) .
Das igualdades (6) se tiram 2'=(1—n) X-+ne,

y'=(1—n)Y+ny, da primeira destas e de (9)

(10) (n4 — ) 2? + 203 (1 — n) X +
2
+ﬂ3(l—ﬂ)2X’—f-‘—:—z(k’—-ﬂ3)—0,
e de ambas

(1) @Yy + B2 Xe = ”2—‘:(azrz +82X27) 4 '%:azbt

£t | 1
Daqui, fazendo ﬂTn (@2 Y2+ B2 X?) + % a?62=Z

sai a equaclo 82(a?Y2 4 B2X2)x?2 — 202 XZx +
+ Z2 — a'bh2Y?2 = 0 e resultante dela e de (10) serd
uma equag¢io do 8.° grau em qualquer das varidveis,
que define a envolvida e evito desenvolver. Simplifi-
co-a supondo n'=Fk, o que permite deduzir de (10) a
férmula

a1 1 a?
Xz—ﬁ X2 4 11-__:‘_
n 2n e?

e converte (11) em
— 2
vzl aaxe — ”_1xz+'ilf a
2n 2n e?
n—1 n4+l11—e? 2
= T | (Ml o T il o S i
- [ 2n 2, e
que define uma curva do 6° e 4° grau, que é a envol-
vida. Duas tangentes a ela tiradas pelos extremos

dum arco MN, cujas abcissas satisfazem & condig8o
2
@ 2 feap? +(1—J’c)1z, intersectario na elipse o arco
e
M'N'=k-MN.
4, Be a curva § for uma hipérbole, com o centro

na origem das coordenadas e os semi-eixos a e b ao
longo de abcissas e ordenadas, serio

b2a2 — a2y = a2b? = b22'2 — a?y'?,

a2 L a?yy — B ax' t
ab (xy' —z'y) Vetz?—a?
t!
_— —_— = a? b2
T W e

mas sendo a sua equagfo a mesma da elipse com a
simples mudanga de 52 em — b2, mantém-se para a pri-
meira cénica os resultados adquiridos para a segunda,
uma vez feita tal mudanga. E pois possivel numa
hipérbole marcar arcos cujos comprimentos tem um
cociente constante, e por meio de operagdes algébricas.

5. Dado numa cdnica centrada um arco PQ, tirem-
-se as tangentes pelos seus extremos até o ponto de
cruzamento T, pelo qual se faga passar outra conica
confocal com a primeira: e marque-se nesta um arco
P'Q' tal que as tangentes pelos seu extremos se cru-
zem na segunda. Diz o teorema do Dr. Graves que
é rectificdvel a diferenga PQ— P/ Q/;, mas marcando
na cdnica um arco P'M=PQ, essa diferenga con-
verte-se em P/ M—P/ Q'=Q' M. H4 pois numa cénica
centrada uma série infinda de arcos rectificiveis; e
na elipse ela é diferente da descoberta por Rodolfo
Guimaries.

MATEMATICAS ELEMENTARES

Axiomética de Peano

Demonstragdo das propriedades da adigdo e multiplicagdo
pelo método de indugédo
por J. da Silva Paulo

0. Introdugéo

Trata a Aritmética do estudo das propriedades dos
nimeros e a sua construgio pode fazer-se de vdrios
modos de acordo com a maneira como ¢ introduzido
o conceito de niimero, mas em todos eles ordenando
devidamente as proposi¢ies que formam o corpo da
teoria. Para essa ordenagfo deve ter-se em conta que

no desenvolvimento duma teoria dedutiva, como é a
Aritmética, o reconhecimento da verdade duma pro-
posiglio, isto é a sua demonstragBo, se obtem como
consequéncia légica de outras, anteriormente reconhe-
cidas verdadeiras. A demonstracio faz-se assim &
custa de todas ou parte das proposigdes que antece-
dem aquela cuja verdade se quer reconhecer, e, por
isso, torna-se evidente que tem de existir uma ou mais
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proposi¢des iniciais que, por serem as primeiras, nfio
poderfio demonstrar-se.

Aceitam-se, entdo, sem demonstragio certas propo-
sigdes, inicialmente, as quais tomam o nome indife-
rentemente de axiomas, postulados ou proposigies pri-
mitivas ",

E bem claro que tais proposigdes terfio de satisfazer
as seguintes condigdes :

1.9). Serem independentes, isto é, nenhuma delas
ser consequencia légica de todas as outras, ou o que
¢ a mesma coisa, ndo ser demonstravel a partir do
conjunto das restantes.

2.°). Nio serem contraditérias, isto é, delas nfo se
poderem deduzir légicamente duas proposigdes, que
sejam a negac¢io uma da outra.

3.2). Serem suficientes para a dedugio de todas as
propriedades, que se deseja estudar.

Procura-se ainda, em geral, que elas sejam as mais
simples possivel.

A sua introdugfio, para o desenvolvimento da teoria,
ou se faz tomando-as todas em conjunto, de inicio, ou
4 medida que se torna necessdrio para a construgio
do edificio légico.

Mas ndo bastam estas proposigbes. K neccssdrio
ainda a introdugio de conceitos que delimitam o
campo de aplicagiio da teoria e se referem aos entes a
que ela é aplicdvel. Esta definigfo faz-se tambem &
custa de conceitos ou ideias anteriormente definidos
e teremos, por isso, que partir de certas ideias primi-
tivas, que, do mesmo modo, nfio se definem.

Uma teoria assim construida e desenvolvida é o que
se chama uma teoria axiomdtica.

O conjunto de propriedades que se escolhem como
axiomas para uma dada teoria é um tanto arbitrdrio,
e assim se nos apresentam vdrias axiomdticas para a
mesma teoria.

Na teoria dos nimeros, pode assim comegar-se por
uma teoria dos nimeros inteiros ndo negativos, que
depois se ampliard sucessivamente, 4 dos nmimeros
inteiros, 4 dos racionais, &4 dos reais e finalmente
a teoria dos numeros complexos.

(1) Eugclides, ao axiomatizar a Geometria separou as propo-
sigdes inicials em dols grupos gue d i de i @
postulados. Agqueles nfio eram senfio o conjunto de propriedades
proprio para caracterizar as grandesas em geral, @ estes, 0s pos-
tulados, as proposi¢bes refl tes, mais especi aos
entes da geometria, se bem que nos Elemenfos nada se djga
acerca do que sfio os axlomas e os postulados. Qulz-se, depois,
justificar essa distinglio dizendo-se que ela se baseava na malor
on evidencia das proposi¢d o que & de apreciagio
muito subjectiva e por isso insuficiente. Hoje, nfio se faz dis-
tingio alguma, usando-se, indiferentemente qualquer das desig-
nagles citadas para aquele conjunto de proposigles que se
aceitam sem demonstraglio.

E este o metodo usado por Peano na sua teoria dos
nimeros e é éle que vamos seguir para a dedugio
das propriedades da adigio e da multiplicagio de
nimeros inteiros nio negativos.

1. Axiomaétlica de Peano

As ideias primitivas que se tomam na teoria dos
mimeros inteiros ndo negativos, de Peano, sio as de:

I,1. Ndmero inteiro " .

1,2. Sucessor de um inteiro

I,3. Zero.

O significado destes conceitos serd esclarecido com
os axiomas da teoria.

Representaremos por N, o conjunto dos inteiros
ndo negativos, os quais serdio representados por letras
minusculas (a,b,¢---), e o zero por 0.

O sucessor de um inteiro a serd representado
por a*.

O conjunto N, dos inteiros, bem como 0 e sucessor
sdo entfio nogdes primitivas, que aceitamos sem defi-
ni¢do como dados da experiéncia.

Entre os inteiros de N, existe uma relagdo, a que
chamaremos de igualdade, simbdlicamente represen-
tada por =, tal que dados dois inteiros quaisquer
a e b duas hipdteses se podem verificar: ou a relagio
existe entre eles e escreveremos a = b ou a relagio
ndo existe e escreveremos az=h. Esta relagio é
caracterizada pelas seguintes propriedades (axiomas):

Quaisquer que sejam a,b e ¢

I11. a=a

I2. Sea=2"> entdo b =a

I3. Sea=5beb=centioa=c.

As proposigies primitivas da teoria sfo:

P,1. Zero é um nimero inteiro.

P,2. Todo o numero inteiro a tem um iinico
sucessor at que ¢é também um nimero inteiro.

P,3. Se a e b sfo nimeros inteiros e at = bt
entfio a = b.

P,4. O sucessor de um nimero inteiro nfio pode
ser zero.

P,5. (Principio de indugio finita) .

Se K é uma classe de inteiros que gosa das seguin-
tes propriedades :

1.°). O pertence a K;

2.°). O facto de n pertencer a K implica (deter-
mina) que n* pertence tambem a K ;

entio a classe K contem todos os inteiros, isto &,
coincide com N,.

(1) Diremos muitas vezes niimero, nfimero inteiro, ou inteiro
por nimero inteiro nio negativo.
(2} Existe um principie de indugdo transfinita.
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O axioma P,1 diz-nos que o conjunto N, dos
nimeros inteiros ndo é vazio, pois contem pelo menos
o zero.

O axioma P,2 afirma que o sucessor de um mimero
é um nimero bem determinado, visto que ele ¢
unico, e podia enunciar-se sob a forma:

Se a=+56 entio at = bt.

Daqui se conclue que as=a*, qualquer que seja a,
pois se assim nflo fosse seria também at=(a*)t e
a nfio teria um iinico sucessor.

O axioma P,3 afirma a unicidade do antecessor de
um nimero dado, se chamarmos antecessor de at ao
nimero a@.

P, 4 pode enunciar-se sob outra forma: Zero ndo
€ sucessor de algum nimero. Ou entio:

Se a é um mimero e a=>5t entio az=0.

Veremos mais tarde que zero é o tnico elemento
que nfio tem antecessor.

O axioma P,5 vai permitir a demonstragio dum
muito importante :

Trorema 1. (Teorema de indugio). Se a uma propo-
sigio P (x) se pode fazer corresponder um inteiro =
de tal modo que:

1.°). Para z=0, P (0) é verdadeira;
2.°). O facto de P (n) ser verdadeira implica que
P (n*) também ¢é verdadeira ;

entdo P (x) é verdadeira para todos os inteiros de N,.

Dem. Seja K a classe dos inteiros para os quais
P (x) é verdadeira. Pela hipdtese do teorema tem-se :

1.°). O pertence a K, pois P (0) é verdadeira;
2.°). Se n pertence a K entiio n* pertence também
a K, pois que se P (n) é verdadeira também P (nt)
0é;
entdo K, pelo principio de indug¢fio, contém todos os
inteiros de N,, isto é, P (x) é verdadeira para todos
os inteiros de Ny, c.q.d.

Este teorema fornece-nos um método de demonstra-
¢do que sistemdticamente usaremos no que se segue.

A demonstragfio pelo método de indugiio consta entfio
de duas partes :

1.°). Verifica-se ou demonstra-se que a proposigio
é verdadeira para o inteiro zero; e

2.°). Demonstra-se que se ela for verdadeira para
o inteiro n o é também para o seu sucessor nt.

Derivigio 1. Ao sucessor de 0 chamaremos 1 (um),
isto é, Ot=1.

Poderiamos agora dar uma regra ¥’ para represen-
tagio de todos os inteiros, mas para o estudo que
faremos essa representagio niio interessa.

2. Adigéo

Derisigio 2. 8e a, b e ¢ forem ndmeros inteiros
quaisquer chamaremos adigdo (+) & operagio que
verifica as seguintes condigdes :

Al. a +0=a;
A2, a+ bt = (a+ b)t.

Demonstraremos agora pelo métode de inducio o
seguinte :

Trorema 2. Se a e b sfio inteiros entdo a+d é um
inteiro.

Dem. A proposigio P (x) é o enunciado do teorema,
e o inteiro x que vamos fazer corresponder 4 proposi-
¢do é o inteiro b.

Entéo verificaremas que:

1.°). Para =0 a proposi¢io é verdadeira. De facto

para b=0 vem
a+0=a por Al

e como a é um inteiro a proposi¢iio é verdadeira.

E demonstraremos que:

2.°). Se a proposi¢ioe é verdadeira para o inteiro n
ela também é verdadeira para o inteiro n*. -

Suponhamos entfio que

a+n ¢ um inteiro

como a+nt=(a+mn)* por A2 e como o facto de a+n
ser inteiro implica que (a+4n)* é um inteiro, por
P, 2, segue-se que a + n* é também um inteiro.

Entfo verificam-se as condigdes do teorema de in-
duﬂﬁa, a saber:

proposi¢cdo pode fazer-se corresponder um intei-

ro b, e

1.°). A proposigiio é verdadeira para b=0;

2.%). O facto da proposi¢iio ser verdadeira para
b=mn implica que ela é verdadeira para b=n*; entio

) A regra poderia ser & segulnte: os sucessores dos nime-
ros soriam formados do seguinte modo : 0t=1, 1+=2, 2+=8,
8+=4, 4+=5, b+=6, 6+=T, T+=8, 8+=9, S+=10,

o daqui por diante do seguinte modo: o de um ni

em que o Gltimo algarismo da direita seja diferente de 9 é o
nimere que se obtem substituindo 8sse altimo algarismo pelo
sou Bucessor ; se o nltimo algarismo da direita for um 9, subs-
titue-se este por 0 e o niimero, formado pelos restantes algaris-
mos & esquerda do 9, pelo sen sucessor formado pela regra
antecedente.

Algarismo chama-se a gqualquer dos nhmeros

0,1,2,8,4,56,6,7,8,9.
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o teorema é verdadeiro qualquer que seja o inteiro b
de N, que se adicione a outro inteiro a dado (.

Trorema 3. (Uniformidade). Se a=b entdo
a+e=50+c.

Dem. Demonstraremos o teorema por indugfio em c.
Entfo verificaremos que :

1.°). O teorema ¢ verdadeiro para e=0., De facto
a+0=56+0
o que implica, por A1, I2, I3: a=b, verdadeira por
hipétese.
2.°). SBe a+n=>b+n for verdadeira serd
a + nt = (a + n)* por A2
b+ nt = (b + n)* por 42.
Ora de a+n=>b+n deduz-se por P, 2 que
(@ + n)t = (b + n)*

e daqui e das igualdades anteriores, em vista de

12 e I3, que
a+ nt==>0+at,

Finalmente pelo teorema de indugio se conclue que
o teorema 3 é verdadeiro qualquer que seja ¢ de Nj.

Teorema 4. O+a=a.
Dem. Por indugio em a.
1.°). Para a=0 vem
0 +0=0 verdadeiro por A1.
2.9). Se 0+n=n for verdadeira serd
0+ nt=(0+n)r=nt+

e o teorema é verdadeiro qualquer que seja a, de Np.

Corordrro. De A1l e Teor. 4 resulta
a+0=0+a=a

TeoreMA 5. a+1l=at.

Dem. Como 0t=1 (Def. 1) é
a+l=a+0t=(a+0)t=a" por Al e P,2.

1) De algum modo so pode dizer que o toorema sendo ver-
dadeiro para 0 é verdadeiro para 1, porque sendo verdadeiro
para um inteiro & verdadeiro para o seguinte, e sendo verda-
deiro para 1 é também verdadeiro para 2 e assim por diante

Teorema 6. 14+a=at.

Dem. Por indugiio em a.
1.°). Para a=0 vem

1+0=0*F
e de

Ot=1
resulta

1+0=1

e o teorema é verdadeiro por A1.
2.9). Se for 14+n=nt* verdadeiro serd
1+ nt=(1+=n)t por 42
e como de

1+n=nt
se deduz que

(1 +n)* = (a%)* por P,2,
1t (nh)*

e portanto o teorema ¢ verdadeiro qualquer qne seja
a de N,.

serd

Cororirio. Dos Teor. 5 e 6 deduz-se
a4+ 1=1+4 g = at®

TeoreMa 7. a4 bt=at+b6.

Dem. Por indugiio em b.

1.°). Para =0 vem
a+4+0t=(a+0)t=at=at+0 e o teorema é verda-
deiro.

2.°). Se for a+nt=at+n verdadeira, serd

a + (nt)* = (a + n*t)t por A2
a + (n*)* = (a* + n)* por hipdtese
a 4+ (nt)t =at 4+ nt por 42

o que conclue a demonstragdo.

Teorema 8, (Comutatividade). a4-bw=bta.
Dem. Por indugfo em &.
1.°). Para b=0 temos
a4+0=0+a
verdadeiro pelo coroldrio do Teor. 4.
2°). Se for a+n=n+a serd

a+nt=(a+ n)t=(n+a)t=n+at
e como pelo teorema 7 é n+at = n*+a vem
a+nt=nt+a

o que conclui a demonstragio.

(1) Os Teor. 5 @ B justificam a regra que demos em nota para

para todos os Inteiros. No fundo é este ismo que justifi
o método.

a Tep gho dos intelros, pondo-a de do com os
mentos @ intuigles do aluno.
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Teorema 9. (Associatividade). (a+b)+c=a+ (b+c)
Dem. Por indugfio em e.
1.°). Para ¢=0 vem
(@a+8)+0=a+b
a+ (b+0) =a+5b
(a+d)+0=0a+ (b+0)

e o teorema & verdadeiro.
2.%). Se for (a+b)+n==a+ (b+n) verdadeira serd:

(@ +0) +nt=[(a+b) +n]*=[a+(b+n)]*=a+ (b+n)*
(@a+d) +nt=a+ (b +nt) e. q.d.

e

donde

Teorema 10. (Lei do Corte ou da Simplificagdo).
Se a+e=b+c entdo a=b.

Dem. Por indugio em e¢.
1.°). Para ¢=0 vem

a+0=25+0 implica a =15

e o teorema é verdadeiro;
2.°). Be de a+n=>b+n se deduz a=b, entlo de
a+ nt =5+ nt
ou de
(@ + n)* = (b + n)*
deduz-se
a+n=>b+mn por P3,

e daqui pela hipdtese
a=25b.

c.q.d.

Conrordrio. Em vista do teorema 8 também

c+a=c+ b implica a=15.

Teorema 11. O zero é unico, isto é, sé existe um
inteiro para o qual é
a+0=a
qualquer que seja a .

Dem. Suponhamos que existia outro inteiro u tal
que a+u=a qualquer que fosse a. Entdo seria por
I2e1I3

at+u=a+0

e pelo teorema 10
u=10
qualquer que seja a .

Teorema 12. Se a0 entfio existe um inteiro & tal
que a=>bt.

Dem. Como o zero é tnico, se a nio fosse sucessor
de algum inteiro seria, por P, 4, (definigio do zero)
o préprio zero, o que é contrdrio & hipétese a=£0.

Tronema 13, Se a==0 entlo a+b+0.

Dem. Por indugio em 5.
1.°). Para b=0 vem
a+0£0
por hipédtese e o teorema é verdadeiro.

2.°). BSe for a+n=0 verdadeiro entio a+nt=
=(a+n)* é diferente de O porque o sucessor de um
inteire nfio pode ser zero, isto &,

a + nt==0

o que conclui a demonstracgdo.

Teorema 14. Se a+b=0 entdo a=0 e 6=0.

Dem. £ a=0, porque se fosse a==0 pelo teorema
13 era a+650.

Entio vem
a+b=0+4+5=0

b=0

Treorema 15. Se a equagio a+wx=> tiver uma so-
lugo esta é wnica.

Dem. De facto, se houvesse outra y seria a-}y=5b
e por I2 e I3
at+x=a+y
donde
T=1y.
Dermsigio 3. Se houver um inteiro x==0 tal que
a4+ x=>5

diremos que & é maior que a. Simbdlicamente d>a.
Com o mesmo significado escreveremos a<b que se
1&¢ @ menor que &.

Trorema 16. at>a

Dem. Como at=a+1 e 150, pela Definigio 3

vem
at>a.

De at=a+1 deduz-se ainda se for a0 que
at>1.
Teorema 17. Se a0 entio a=>0.

Dem. De facto se a5=0 como a=0+a pela Def. 3 é
a>0.

O teorema pode ainda enunciar-se :
Zero € o menor de todos os nivmeros inteiros.
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Teorema 18. Se a>b e b>c entdo a>c.

Dem. Se a>b e b>c entdo serd
a=b+z e b=c+y comaxz£0 e y+0

logo
a=btaxz=(+y)t+tao=c+ (y+2)

e como x + y==0 (Teor. 13) é
a>c.

Trorems 19. Se a>b entdo at>b*.
Dem. Se a>b entio é a=b+x com x50 e por-
tanto at=(b+x)t com x50 ou
at=b + ot =b* + 2 com x£0
e portanto
at > b+,

Teorema 20. Se at>>b" entio a>b.

Dem. Se at>bt entlo é at=bt+z=x+0" com
#=40 ou at=(x+b)* e portanto

a=x+bcom x£0 e a>b.

T'eorema 21. Se a>b entlo at+ec>b+c.

Dem. Por indugiio em c.

1.°). Para ¢=0 vem

Se a>b entio a+0=>b+0 e o teorema é verificado.

2.°). Se de a>b se conclue que a+n>b+n entio
de a>b conclue-se que

@+ > b+t
por Teor. 19 ou seja de a>b conclue-se que
a+ct>b +ct

e o teorema é verdadeiro para qualquer ¢ de N,.

Trorema 22. Se ate>b+c entio a>b.

Dem. Por indugio em c.
Andloga a anterior.

Dermxigio 4. Se houver um inteiro = qualquer tal

que
a+x==>

diremos que b & maior ou quando muito igual a a.
Simbélicamente 4>a. Com o mesmo significado es-
creveremos a<_h que se 1& a menor ou quando muito
igual a b .

Observe-se que se z=0 entio a=b e se x50,
pelo Teor. 3, a>b. Entio a<lb significard também
que ou a=b ou a<<b.

Troreua 23. Se az=0 entdo a>1.

Dem. Como a==0 entdo pelo teor. 12 é a=bt=
=b+1 e pela def. 4 a>1.

Teorema 24. Se a>b e b>a entdo a=b.

Dem. Se a>b entio a=b+x e se b>a entdo
b=a+y de modo que &
a=(@+y)+rz=a+ (y + =)
a+0=a+ (y + =)
donde se conclue por Teor. 10 ser

ou ainda

y + =0 e pelo Teor. 14
y=ax=0.
Finalmente obtem-se
a=0+0=25%

Teorema 25. Se a>b e b>c entio a>ec.

Dem. Se a>b e b>c é a=b+x e b=c+y donde
a=(c+y)+x=c+(x+y) e portanto

a e,
Teorema 26. Se a=b e b >c entdo a>ec.

Dem. Se b>c entfio é b=c+xz, 250, logo a=c+=x
e portanto a >c.

Tronema 27. Se a=b e b>c¢ entdo é a>ec.

Dem. Andloga A anterior.

Trorema 28. Dados dois inteiros quaisquer a e b,
entre eles existe uma e uma sé das seguintes relagbes
a>b
a=>b
a<b

Dem. por induglo em b.
1.°). Para $=0 vem
se a=0 a=b
se a0 entfio a>b pelo teorema 17 e o teorema é
verdadeiro.
2.°). Se para b=n uma e uma sé das relagdes
a>n
aG=1n
a<n
se verifica, entdo para b=n* vem
A), Be a>n entio a=n+=xz com xz=0 ou seja
x>1 (teor. 18) ou ainda z=1+y e daqui resulta

a=a+(l+y)=@m+)+y=n"+y
donde
a>nt
quer dizer: se a>n entfo ou
a>nt ou a=nt
B). Se a=n entdio nt=n+l=a+1 e alnt.
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C). Se a <n entdo n=a+ 2, x50, donde nt =
=(a+x)*=a-x* e portanto
a<<nt,

E o teorema é verdadeiro qualquer que seja b de N,.

DrrFixigio 5. Diremos que a estd entre & e ¢ (b<<c)
quando for b<<a e a<c¢, ou abreviadamente b<<a<c.

Teorema 27*. Entre 0 e 1 ndo existe qualquer in-
teiro.

Dem. Se existisse a tal que 0<a<{1 entfo seria
a0 pelo Teor. 28, e pelo Teor. 23 era a>>1 o que é
incompativel com a hipétese a<<l. Logo ndo pode
existir um inteiro a entre 0 e 1.

EXERCICIOS :

Demonstrar que:

1). a’pa (a ndo é maior que a);

2). a>0;

8). a>a;

4). Se a>b e c>d entdo a+c>b+d (sugestio:
empregue a>b e c=c e depois b=b e c>d);

5). Se b>a entlo b+e>a+te;

6). Se b>a e d>ec entdo b+d>a+tc.

3. Multiplicagdo

Dermagio 2'. Se a, b, e ¢ forem nimeros inteiros
quaisquer, chamaremos multiplicagio (><) & operagio
que verifica as seguintes condigdes :

M1, ax<0=0
M2, axbt=axb+a".

Teorema 2. Se a e b siio inteiros entdo a><b é um
inteiro.
Dem. Por indugfo em b.
1.°). Para =0 vem
a><0=0 por M1

e o teorema é verificado.
2.°). Se for a><n um inteiro entdo

axnt=an+4+a

é um inteiro visto a-n e a serem inteiros e em vir-
tude ainda do teor. 2.

O teorema é entdo verdadeiro pelo teorema de

induggo.

) Em vez do sinal >< usaremos algumas vezes o sinal - on
escreveremos mesmo ab por a><b eu a - &

Observemos desde j4 que existe um absoluto para-
lelismo entre as propriedades da adigéo e as da mul-
tiplicagio. Esse paralelismo pode ser aproveitado
para evitar muitas demonstragdes, desde que a axiomd-
tica usada para definir as duas operagdes seja andloga.
Ora ndo é o caso presente como se verifica compa-
rando os axiomas A1, 42 e M1, M2. Em alguns
casos as demonstragdes de propriedades idénticas da
adigdo e da multiplicagio sfio semelhantes, mas é féeil
verificar que nfo o sfio em absoluto pela causa apon-
tada. E desde que as definigdes de adigio e multipli-
cagdo sejam as de Grassman, que adoptamos, e o
método de demonstragiio o de indugfo, em geral, é
impossivel decalcar as demonstragdes das proprieda-
des da multiplicagfio a partir das da adi¢lio ou vice-
-versa, ainda pela razio da falta de simetria entre as
féormulas A1, 42 e M1, M2; isto, mesmo que a
adigdo se definisse em N, e a multiplicagio em N, .

Teorema 3'. (Uniformidade). Se a=> entio
a-c=b-e
Dem. Por indugio em ¢.
1.°). Para ¢=0 vem
a-0=25-0
e o teorema ¢ verificado em vista de M1.
2.°). Se de a=b se puder deduzir aXx<n=bxn
entdo desta iltima deduz-se

a-n+a=>b.n+5 pelo Teor. 3

ou
ant = bnt
portanto
se a=>0 entio a-n*=5b.nt

e o teorema é verdadeiro.

Teorema 28. 0.a=0.

Dem. Por indugio em a.
1.°). Para a=0 vem
0.0=0 por M1
e o teorema ¢ verificado ;
2.°). Se for 0.n=0 entio

0.nt=0.n+0=0 e q.d.

Corordrio. De M1 e Teor. 28 conclue-se que
a.0=0.a=0.

Trorema 29. a.l=a.

Dem. Como Ot=1 substitunindo em M 2 vem
a.0r=a.0+a

ou
a.l=a

1) Qostuma representar-se por N o conjunto dos ntmeros
intelros positivos.
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Teorema 4'. 1.a=a.
Dem. Por indugfo em a.
1.°). Para a=0 vem
1.0 = 0 verdadeiro por M1;
2.°). Se 1.n=n for verdadeira serd
l.at=1.24+1=2+1=nt
e o teorema ¢ verdadeiro.

Cororirro. De Teor. 29 e Teor. 5' conclui-se que
a.l=1.a=a.

Teorema 30. d*+.a=b.a+ta.

Dem. Por indugio em a.
1.°). Para a=0 vem
. 0=58.040
0=0
e o teorema ¢é verificado;

2.2). Se for b*.n=56.n+n entdo
btoat=btn+ bt = (bn+n) + bt =bn+ (n + b)) =
= bn 4 (0 + by = [bn + (n + B)]F= [bn + (b + n)]*=

=[(dn + b) + n]t = (bn*t + n)* = bnt + nt
isto &
bt .nt = bnt4at
e o teorema ¢ verdadeiro.
Teorema 31. (Distributividade). a . (b+c)=ab+ac.

Dem. Por indu¢io em ¢,
1.°). Para ¢=0 vem
a. b+ =ab+a.0
ou
ab = ab
e o teorema ¢ verificado;
2.°). Se for a.(b+n)=ab+an entio

a.b+nt) =a.(b+n)r=a.(b+n)+a=
= (ab + an) + a = ab + (an + a) = ab + an*
isto é

a.(b+ nt) = ab + ant c. q. d.

Teorema 8. (Comutatividade). a.b=b.a.
Dem. Por indugiio em &.
1.°). Para =0 vem

a.0=0.a

que pelo Coroldrio do Teor. 28 ¢ verdadeira, e o teo-
rema ¢ verificado;
2.°). Se for a.n=n.a entdo

a.nt=an + a por M2
= na + a
= n*.a pelo Teor. 30.

Trorema 9'. (Associatividade). (a.b).c=a.(b.c).
Dem. Por induc¢io em ¢.
1.°). Para ¢=0 vem
(@.5).0=a.(5.0)
0=a.0

e o teorema é verificado;
2.°). Se for (a.b).n=a.(b.n) entio

(a.b).nt =(a.b).n+ab=a.(b.n)+ ab=
=a.[(b.n) + b =a.(d.n")

(a.d) .nt=a.(b.nt)

e o teorema ¢ verdadeiro qualquer que seja ¢ de Ny.

isto ¢

Teorema 10'. (Lei do corte ou da simplificagdo). Se
a.b=a.c e as=0 entdo b=c.

Dem. Como a==0 serd a=d* pelo Teor. 12.
O enunciado do teorema é entio equivalente ao
seguinte: «Se dt.b=d".c entlo b=c».

Dem. Por indu¢io em d.
1.9). Para d=0 vem

de O0t.5 =0%.c deduz-se 1.b=1.c oun db=c

e o teorema é verificado;

2.°). Se, de nt.b=n'.c se deduz que b=c, entio
sera: de (nh)*t.b = (nt)*.c deduz-se n+.b+4+ b=
=n*.c+e pelo Teor. 30 e daqui por ser nt.b=nt.c
que nt.b+4b=nt.b+c e ainda pelo Teor. 10

be=e.
Quer dizer que de (n*)*t.b=(nt)*.c se deduz b=c
entfo o teorema é verdadeiro para qualquer a == 0.

Cororirio. Em vista do Teor. 8 também de b.a=
=c.a e a=0 se deduz b=c.

Trorema 32. Se az£0 e b0 entio ab=0.

Dem. Se a0 e b0 entlo a=ct e b=d" e te-

remos
ct.dt met.d 4 et

e como ¢t =0 entlo, pelo Teor. 13,
a.b=ct.d +ct=£0.

Teorema 33. Se ab=0 e a0 entio 5=0

Dem. Se a=£0 entio a=c* e portanto
ab=ct.b=chb4+b=0
e pelo Teor. 14 é cb=0 e b=0.
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Trorema 34. Se ab=0 entio ou a=0 ou b=0.

Dem. Se for a=0 é ab=0 qualquer que seja b,
pelo Teor. 28.

Se for a0 entfo é b=0 pelo Teor. 33.

Das duas bipdteses decorre a tese do teorema.

Teorema 35. Se ab=~0 entfo a0 e 6£0.

Dem. De facto a e b tém que ser ambos diferentes
de zero porque se um qualquer deles fosse igual a zero
entfio por M1 e Teor. 28 seria ab=0.

Teorema 14' Se ab=1 entfio a=1 e b=1.
Dem. Como ab=1=£0 serd, pelo Teor. 35 a=£0
e b£0; logo é a=ct e b=d*, e entdo
ab =ctdt=ctd 4+ et =1
ou seja
(etd+e)r=1

e por ser 0*=1, e o sucessor de um nimero ser tnico,

vem
etd +c¢=0;

finalmente pelo I'eor. 14

ctd=0Q 6 ¢c=0

ou
0td=0¢e e=0
d=0e ¢c=0
e portanto
agmct=1
b=dt=1
Trorema 15'. Se a equac¢io ax=b, onde a0,

tiver uma solugdo esta ¢ wnica.

Dem. Se a equagio tivesse outra solugdo y seria
a.y=>b
e portanto
ar = ay

donde, por Teor. 10/, pois a0
=1
Teorema 21!, Se b >c¢ e a==0 entio ba > ca.
Dem. Como a=0 entio é a=d*. Daqui o enun-

ciado equivalente:

«Se b>c e a = dt entdo bdt > cdtn.

Dem. Por indugfio em d.
1.°). Para d=0 vem

de b>c resulta b.1>c.1 ouseja 5.0t >¢.0"

e o teorema é verificado.

2.°). Se de b> ¢ resulta b.n*>c.n* entlo de
b > ¢ resulta também, Ex. 4, pdg. 21,

nt +b>ent+ ¢
b (nt)t > ¢ (at)*+

donde

quer dizer de
b>c resulta & (nt)* > ¢ (nt)*+

e o teorema & verdadeiro qualquer que seja a=0.

Corordrio. Pelo Teor. 8' é também :
Se a0 e b>c entio ab> ac.

Teorema 22'. Se a0 e ba> ca entio d>c.

Dem. Como a=£0 é a=dt, e demonstraremos o
teorema por indugdo em d.
1.°). Para d=0 vem

de 5.0t >¢.0t deduz-se 6.1>¢.1 oun d>c¢

e o teorema é verificado;
2.°). Be,de b.d*>c.d" se deduz b > ¢, também de

(A) bdt + b >cdt + b sededuz b >c¢
porque de

bd+ > edt se deduz bdt + b>cdt L+ b.
Por outro lado
(B) de edt + b>ecdt + ¢ deduz-se b>c

pelo Teor. 22.
Entfo de (A) e (B) deduz-se b >e¢.
Quer dizer de

bat +b>ecdt+b e edt +b>edt + ¢
ou seja de
bd+ + b > edt 4+ ¢ deduz-se b>c¢
e finalmente de:
b. (@)t >c.(@)* deduz-se b>c
entdo o teorema é verdadeiro para qualquer a==0.

Esta demonstragio podia fazer-se mais simplesmente
por processo andlogo a do Teor. 21'.

EXERCICIOS :
Demonstrar:

1). Sea>be e>d entio ac> bd;
2). Se a> b e ¢>d entdo ac> bd;
3). Se a=b=0 e ¢ > d entdo ac > bd;
4). Se a0 e ¢ >d entdo ac> ad;
5). Se ac>bc e c50 entio a>b.
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4, Sublracgdo e Divisdo

A partir dos Teors. 15 e 15' é ficil fazer o estudo
paralelo das propriedades da Subtracgio e da Divisdo,
se definirmos a Subtracgfio em Ny e a Divisio em Njy.
Quer dizer, vamos definir a Subtrac¢fio para todos os
inteiros nio negativos e a Divisdo para os inteiros
positivos, pois a classe N, tem todos os elementos

de N; mais o zero.

Dermvigio 6. Dados a
e b de Ny,
se existir um mimero
x de N, tal que
a=0+4 =z
diremos que = é a dife-
ren¢a entre a e b e escre-
veremos
r=a—b
que se 18 x igual a a
menos b.

Derinigio 6'. Dados a
e b de Ny,
se existir um nimero
z de Ny tal que
a=b.x
diremos que = é o co-
ciente de a por b e es-
creveremaos
w=a:b
que se 18 = igual a a
dividido por &.

Destas definigdes concluem-se logo algumas pro-
priedades destas operagdes, assim:

Teorema 36.
b+ (a—0b)=a
basta notar que
z=a—b.
Trorema 37.
a—a=0
Dem. Como a=a-+0

por A1, resulta da
Def. 6 a tese.

Teorema 36/
bx<(a:b)=a
basta notar que
z=ua:b.
Trorema 37'.
a:a=1
Dem. Como a=a.l

pelo Teor. 29, resulta da
Def. 6' a tese.

Outras propriedades relacionadas com a ordem se
podiam deduzir imediatamente, entre as quais, por

exemplo, a seguinte:

Se a<b e a>z entlo a —x <b —x.

A condi¢fio para que exista z no caso da Subtrac-
¢do ¢ dada pela Def. 4, isto é, existird a diferenca
a—0b quando for a > b.

Quanto 4 condic¢fio de existéncia do cociente no caso
da Divisfio, sé se pode considerar depois do estudo da
divisibilidade. Note-se porém que a relagio a <b
(leia-se a divide b) define-se paralelamente a relagio
a < b, sendo a primeira definida em N; e a segunda
em Ngy. As propriedades das duas relagdes sfo and-
logas e o seu estudo pode fazer-se paralelamente.

Cabe aqui para terminar a demonstra¢io dos se-
guintes teoremas :

Trorema 38. at—a=1.

Dem. Como uat=a-1 pela Def. 6 vem a tese.

Trorema 39. Entre a e a* nio existe qualquer
inteiro.

Dem. Suponhamos que existia um inteiro x tal que

a <» < a*; daqui se deduz que
a—a<zr—a<at—a
ou
O<z—a<l1

e como existe o inteiro x—a por ser x> a, conclui-
-se que, se entre a e at existisse um iateiro, entdo
também entre O e 1 existiria um inteiro, o que é im-
possivel pelo Teor. 27*,

Nolta

A independéncia dos axiomas duma teoria pode
mostrar-se do seguinte modo: constréi-se um sistema
de elementos de natureza qualquer que verifiquem
todos os axiomas com excepgfio de um.

Tal construgiio prova que aquele axioma, que nio é
vdlido para os elementos do sistema, é independente
dos restantes axiomas que s3o verificados por tais
elementos.

Mostremos por este processo a independéncia dos
axiomas da igualdade: I1, I2 e I3. Para isso
consideremos:

1.°). O sistema N; de todos os inteiros positivos e
consideremos definida entre eles a relagio «divide».
Como se sabe diz-se que «a divide b» (simbolicamente
a < b) quando existe um inteiro @ tal que b=a.x.
Entfo para cada par ordenado de inteiros a e &, ou
a divide b ou a nio divide b.

Esta relac3o gosa das seguintes propriedades:

1). a <€ a qualquer que seja a;

2). Sea<beb<centioadc;

e nfio gosa da propriedade simétrica, isto é, em geral
«Se a divide 5, b nio divide a».

Assim, neste sistema, a relagio «divide», definida
para cada par de elementos de N;, mostra que 72 ¢é
independente de 11 e 73.

2.9). Consideremos ainda o sistema Ny de todos os
inteiros positivos e entre os scus elementos definida
a relagio seguinte:

aDiremos que dois inteiros a e & estdio em relagio
seesése [a—b|=>0e |a—-b|<3™

t1) O simbolo |a —b| tem o significado de midule do (a—Bb)
isto 6, a—b se a>b o b—a no caso contririo.
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Quando @ estiver em relagdo com & escreveremos
a®b. Também aqui para cada par ordenado de ele-
mentos a e b, ou a esth em relagdo com b, ou a ndo
estd em relagio com b .

Esta relagio gosa das propriedades:

1). a & a pois que |a—a |=0;
2). Se adb entdo bMRa, poisque |a—b|=|b—al;

e ndo gosa, em geral, da propriedade transitiva, pois
que «se a b sendo |a—b|=2 e b K¢ sendo |b—c|=2
e além disso a-£c¢ entio a nio estd em relagdo com ¢
porque |a—e |=4> 3».

Este exemplo mostra a independéncia de I3.

3.9). Consideremos finalmente o sistema de todos
08 mimeros primos

RSO A e |

e entre os elementos do sistema definida a seguinte
relagdo:

«Dois mimeros primos a e b estario em relagio
e escreveremos aRb, se e 86 se a e b forem simul-
tineamente impares».

Assim dade um par ordenado de elementos a e b,
ou a esid em relagiio com b ou a nio estd em relagio
com b .

Esta relagio gosa das seguintes propriedades:

1). Se aRb entio bRa, pois que se a e b slo
primos impares b e a sfo primos impares;

2). Se aRb e bRe entio aRe, por uma razio
andloga a anterior;

e ndo gosa da propriedade reflexiva em geral, porque

«2 nio estd em relagio com 2».

Fica assim demonstrado que Il ¢ independente de
12 e I13.

Os trés sistemas e as relagdes ai definidas mostram
entdo que no sistema de axiomas, que tomamos para
caracterizar a relaglio de igualdade, estes sfo inde-
pendentes.

Exemplos de sistemas que provam a independéncia
dos Axiomas P,1—P,5, de Peano, podemn ver-se em
Formuldrio Matemdtico, 2.° volume, de Peano.

O método dos coeficientes indeterminados

por Lauresno Barros

1. Os actuais programas do Ensino Liceal incluem
algune assuntos que ou nfio sdo tratados ou sio muito
mal tratados nos livros até hd pouco adoptados. Pare-
ceu-nos, portanto, que poderia ter interesse a publi-
cagfio de um estudo correcto de alguns destes assuntos.
E assim, julgamos de particular importincia a consi-
deragiio de certos pontos dos programas de Algebra
(6.° e 7.° anos) onde as ampliagdes a programas ante-
riores mais se fizeram sentir.

Nesta ordem de ideias, come¢aremos por fazer uma
referéncia breve ao método dos coeficientes indeter-
minados, ou, mais particularmente, aos teoremas em
que esse método se fundamenta.

A brevidade desta referéncia justifica-se pelo facto
deste mesmo assunto jd ter sido tratade nas pdginas
da Gazeta de Matemdtica: o n.° 22 publica, efectiva-
mente, um artigo do colaborador J. J. Rodrigues
dos Santos, intitulado «Estudo de algumas proprie-
dades dos polindmios inteiros», para o qual chamamos
a atengo do leitor. Neste artigo, a par daquelas pro-
priedades elementares dos polinémios que, actual-
mente, também sd3o referidas nos novos programas,
trata-se com particular detalhe do método dos coefi-
cientes indeterminados. Como se justifica entio esta
nossa nota? K que no teorema-base do método hi,

naquele artigo, um erro grave de demonstragio (Notal)
Por outro lado, o facto mais recente de em alguns
cursos liceais ser repetido esse erro e em alguns outros
ge usar uma forma ainda mais grosseira para tratar a
questfo, tudo isto decidiu-nos 4 publicagfio desta nota.

Aproveitamos a oportunidade para acrescentar aos
exercicios propostos por Rodrigues dos Santos, no j4d
referido n.° 22 da Gazeta, alguns outros, igualmente
simples, mas que poderio ter algum interesse para os
estudantes que pretendem submeter-se ao exame do
3.0 eiclo.

2. Como ¢ sabide, um polindémio de grau n em x é
do tipo f,(x)=ag ="+ ay =" 1+ay & 24 +a,_yx+a,,
onde ag,ay,az, -+ a, sdo os coeficientes. O valor de
um polinémio f, () para x=a representa-se por f,(«).
Diz-se que um « ¢ um zero ou raiz de f,(x) quando
fn(ﬁ) =0 K

Um polinémio f,(x) é identicamente nulo, quando é
nulo para todos os valores de =; por outras palavras,
um polinémio idénticamente nulo é o que admite para
zero qualquer nimero real. Escreve-se f,(x)=0.

Trorema FuNpAMENTAL. Se f,(x) € identicamente nulo,
sdo nulos todos os seus coeficientes.



