GAZETA DE MATEMATICA

the analysis of sigmoid curves», Aecta Biotheoretica,
vol. viir. Parts 1/m1).

Podemos generalizar ahora las conocidas curvas del
crecimiento heterogenico o allométrico de Huxney y
Teissier.

Pues si suponemos que ademas de (13) tenemos
otra ecuacion del mesmo tipo

ay xkt

(14) g=—
1 4 by ot

— en donde @« representa el tiempo fisico — y elimi-
namos entre (13) y (14) el tiempo =, nos resulta

azll!
15 i e S
8 (ay — by 2)™ + bam
que llamamos curva generalizada del erecimiento allo-
métrico 6 heterogonico y que permite explicar los di-
versos fenémenos del erecimiento enantrométrico hasta
ahora inexplicables.

Para subrayar su interés, recuerdense las palabras
del sabio bidlogo francés G. Treissier:

«ll n’existe donc pas de loi d’allométrie généralisée,
la seule généralisation actuellement possible consistant
a representer les croissances complexes par plusieurs
arcs de courbes puissances que separent des points
anguleux plus ou moins nettement marqués» ",

Para terminar, observemos que si calculamos la
distancia geodésica entre dos puntos (wyyy) (22%2)
teniendo en cuenta las férmulas (5) y (8) resulta
(16) d(A,B)—\/EL%

X4

Lo que nos dice, recordando la conocida ley psico-
fisica de Weser-Frcnxer, que la distancia entre los
dos puntos significa, en este caso, la intensidad de
la sensacion.

(1) G. Terss1ER : Les lois quantitatives de la croissance. Paris.
Actualités Scientifiques Hermann, 1937, n.® 455, pg. 31.

Inégalités

par Jean Aczél

I

Solutions des problémes et des exercices
de la partie Il

Propriye 6. Etant donnés xy et x3, sur la corde AB
(fig. 8) le point d’absecisse ¢y x(+ g2, a pour ordonnée
01.f (z1) +¢q2 f (#3) 5 sur la courbe y=f(x), le point

a

Xy | REELE, o %

Fig. 8

ayant méme abscisse que le précédent, a pour ordon-

née f(g1@1+gaxs). La corde laisse l'arc AB au-
-dessous d'elle si et seulement si (2) est satisfaite.

ProsrLime 7. Par
Fla e+ qaas) < 1 f(wn) + g2 f (%2)

pour les fonctions convexes au sens large, par
F(@y21+42%) >y f (@1) +42 / (x2) pour les fonctions
concaves, et par f(q121+q2%2) >q1.f (1) +q2 f (x2)
pour les fonctions concaves au sens large.

o

" ot g = P2
PP P1+p2

Propriue 8. Poser ¢y =
Prosrime 9. On a
Sge + qeog) = a (12 + 2 22) + b= qq (axy + b) +
+ g2 (axy +8) = g1 f (=) + 2./ (22),
puisque g+ qgo=1.
Prosrime 10. La fonection f(x)=1/x est concave

pour x<<0, et convexe pour x>0, En effet, on a la
relation

i L
(912 + ga =) (ﬂ +‘12‘)=9f+91€h(—1 +—’)+
Ly Ty La xy
+AE>A+ 2+ = (0 +q) =1
(puisque =+ 1/x>2, cf. I'Infroduction), done pour
xy,23=>0 (cf. Probléme 1),
(12) flyzi+ @em) = ——— < qf +
Q1T+ g2 T2
+ @z =@ f (@) + @2 f(z2),
et pour @y, x <0,

Sl + @) = —— > ==
(g1 24 2 ST a1y

+ qafwy = g1 f (1) + q2.f (x2)
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La fonetion f (x)=a? est convexe car, d'aprés (1),

(13) flg o + qay) = (@@ + qaw)? = gi o} +
+ 2,42, %5 + ¢373 < @17} + i g2t + @1 Q2 wi 4
+ 3ol = (g + ) ©1 %1 + (@1 + ¢2) 223 =
=27+ q@aoi = q f (=) + qa.f(xs) -

La fonction f(x)=+{/ est concave car, de la re-
lation suivante, conséquence immédiate de (1),

(%V-"s'i‘ﬂ'!?%),- qi = + 2q, ‘th‘”:xﬁ‘f‘
+@al <@gl + @ @aE + g+ ri=
=+ a=+ (@ + ) ae=q 2 +q:2;

on déduit que

flare + o) =+ Voo + @222 > /o +
+ @2V@ = g1 f (@) + @2 f (2) -

Prosuime 11. En posant gy =py/(p1+p2),q2=
=pa/(p1+p2), on a qi+qa=1, et les inégalités a
démontrer se transforment en

—————— < %+ g2 Ty <V %] + g2 03

qi/1+ qaf s
Or ces inégalités (qui expriment précisément le fait
que y=1/x est convexe pour >0 et que y=zx? est
convexe) ont été démontrées au cours du probléme
précédent (ef. (12) et (13)).

Exercice 6. Désignons par a et b les cotés du rec-
tangle, par K=2a+2b son périmetre et par A=ab
son aire. On a d=\a*+06?.

a) On a, d'apris la seconde inégalité du probléme
précédent (en y posant gy=¢s=1/2): (a+8)/2<
<|,/(a= + 092, cest-d-dire K/4 < d[y/2, légalité
n'ayant lieu que si a=b. C'est donc le carré qui ale
plus grand périmétre.

&) On a d’apris (1) ab=y/a?b?< (a2+52)/2, clest-
-a-dire A<d*2, I'égalité n'ayant lieu que si a=b.
C'est donc encore le carré qui a la plus grande aire.

Exercice 7. En conservant les notations de l'exer-
cice précédent, on a K/4<d[)/2resp. A<LdY2, on
cette fois K resp. A sont fixés. d est minimum quand
a=25; c'est done encore pour le carré que ce minimam
est réalisé.

Prosrime 12. La fonction y=a” est convexe, la
fonction y=clogx est concave (pour x=>0), car
d’aprés (1) on a les relations

a= =2 = fa*1 a*: << (a*1 - a*) /2,
@+ e |
log ( 12%)> log {/z; @2 = £y (log =y + log x) .

Propri:me 13. D'apris le probléme précédent, la
fonction log ® est concave, d'oil, en vertu de I'inéga-
lité de Jensen, il vient que

log (g1 @) + g2 22) > q1 log @) + q2 log @z = log /i s,

c'est-a-dire xfi xf: <<q; &+ gy 3, pour x;z=x,. L'iné-
galité 1/(q [z, + gafxs) <z{s xd: résulte de ceci comme
dans la démonstration du probléme 2.

Prosrime 14, La fonction y=(1+4)" est convexe
(cf. Probleme 12) et la droite y =1+ Ax rencontre la
courbe y=(1+%)* aux points d'abscisses x=0 et x=1.
(CF. la définition d'une fonction convexe au n°1 et la
remarque qui la suit).

Exercice 8. Posons a"=umy,b'=u,,1/r=qy,1/s=q,.
On a d'aprés (4) ab=wfixf:<q, r,+qxy=a’jr4 b[s.

Exercice 9. Posons zy=a/2,x.=5b,q; 2/3,q:=1/3.

On a d’aprés (4)
b = 4}z, = 4 ()P 2P L

<t(gmrsm) -1 (5)°

PronLime 15. On a

sin @y 4+ sin @, @)+ Ty Ty —xs
= ¥

i
2 2 2

done, puisque 0<cos [(x;—xs),/2] <1 si 0 <oy —as<w,
la fonction sinz est concave ol elle est positive,
c'est-a-dire pour 2nn<e<(2n+1)n(n=0,%1,%£2,...)
et convexe ou elle est négative, ¢'est-a-dire pour
2(n—)rn<ax<2nrw (n=0,+1,+2,-.-). De méme,
il résulte de la relation

€08 x4+ cos x3 x4 xy ry—2s
—_— =08 cos
2 2 2

que la fonction cos x est concave pour (2n—1/2) » <
<z <(2n+1/2) = et convexe pour (2n—-3/2) s<z <
<(2n—1/2) =, (n=0,%1,%2,...).

Prosvrime 16. a) En utilisant la relation z+1/2>2,
on a

(=5 + @) (@ + a3ty =
= (" + a} ol (zofm) + xf2y) + x3')" >
> (& + 22} 2y + =) = (a2} + 2.

b) Nous démontrons l'inégalité par recurrence sur »

pour n>0. La relation est vérifiée pour n=1
(ef. Probléme 11). Supposons que

W@ R <"V + w2
subsiste. On a alors
(.C‘_I + xn’t—i}n = 2 (J;n + ;\‘,’;)"_’ oS
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En multipliant membre 4 membre par I'inégalité (5),

on obtient
(3. + :@}"'H e 2 (xu+l + m:*‘)",

d’ott résulte l'inégalité 4 démontrer pour n>0. Pour
n<<0, on raméne le probléme au précédent en posant
n=—n'(n'">0),zi=1/z; et xi=1/x,.

¢) 1l faut d'abord démontrer l'inégalité analogue

a (9
(1) (g1 @} + g )"+
(@ =™+
En effet, on a
(@@ + gaat™)" (g eiH + quagt')" =
= (gF ot + ¢ 2 (o)) +)[mg) @ 0} + g 23")" >
> (¢t} + 2, g2 1 23 + g} )" =
= (g1 2} + g o)™
Or la relation a démontrer est vraie pour n=1 (voir
Probléme 11). Supposons qu'elle subsiste pour n—1,
ce qui revient A dire que
(@12t + gaoy™)" < (gs 2} + gz 2l)™™"
subsiste. En multipliant membre & membre par I'iné-
galité (14), on obtient
(1 2} + geod)™ < (@@t + g 23™)",
d'oli résulte I'inégalité 4 démontrer.

(g1 2t + gq xyt)"
(g1 =t qre)*!

Prosrime 17. Posons r=m/n; soit d’abord 0<m<n.
On a, d'aprés le probléeme précédent,

afag\'m S al\
=)

c’est-a-dire, en posant a}=¢, ,xh=4t,

G4+6 _[(ti+t\T
2 <(T)

De méme, pour n<<O<im; pour O<<n<<m, on obtient
Iinégalité opposée. Pour démontrer (6) on pose
r=m/n,r'=m'[a',2it=y, ,xi"=y,. On a m<<m' et
I'inégalité (6) se transforme en

(@7 + qyD)'"™ < (@ 7 + ¢ 930",
ce qu'on a démontré au probléme 16. Finalement,
pour démontrer (7), il suffit, en vertu de (6), de con-
sidérer le cas ot —r=r'>0. En posant z[=y, et
xy =y,, l'inégalité (7) est équivalent &
1

O/Y1+99/ys
qui n’est autre chose que la formule (4).

<yl yl<q Y+ @Y,

Propuive 18. Les courbes qui représentent les
fonetions y=f(x) et y=¢ (x) sont symétriques par
rapport 4 la droite y=« qui est la bissectrice du
premier et du troisiéme quadrant. La proposition
résulte de cette représentation géométrique.

Exercice 10. D’aprés (1) et 'inégalité démontrée
au probléme 11, on a

T tat

(rﬁ-l;) a.r.'_f_a:,‘
arrE L

‘=‘/s" P
et at < 5

Proprive 19. On a
e+ g2 o) = ¢ (b (g o + gaag)) <
<e(q¥ () + g4 (x2)) <qre (4 (=) +
+ 29 (b (@) = q17. (@) + 22 ()
Proprive 20. Le centre de gravité des poids
D1y P25 s Py sera le point
(P;ma+z)zwz+-~+mw* : Pm+nga+'j-+Pl-yk)_
Pitpat- Py Pr+Petcc Py
On voit ceci par recurrence. En effet, si le centre de

gravité des poids py, ps, -+, Py est
(Pl e R Vit Pumi ‘.'r'k-—i) y
Pir et Py Pt P

alors, par exemple, 'abscisse du point en gquestion
sera, d'apris la constrution indiqude,

Pir Byt Pugt Bymy
W) ( b il o Y
(P1t-+-+2im1) + 24
Pty
Propuiue 21. La démonstration se fait par récur-

rence, moyennant un calcul analogue a celui qui vient
d'étre effectuéd.

) +Pu %k

=

Proruime 22. Pour £=2, on a démontré 'énoncé
dans le texte. Pour k>2, on le voit par récurrence.

Proprime 23. Supposons que I'énoncé est vrai pour

k=271, 1l subsiste alors aussi pour k=2/, car
(Bt A ek
xai—1 +1+ R
+r (B | <
@)t f @)+ (o) kS (o)

o
La démonstration s’achive comme on I'a déja indiqué
dans I'énoncé du probliéme.

Prosriuve 24.
alors on a
( PrL®&yg+ Py X )= ( [ e Rl ol T Y ) -
b A o Pt
1y fois i fois
Byt oo FByF e F Byt o0
-f( 1 1 x l)<
patpate s

Soit pr=pi/v, Pa=palv, «*+ , Pe=p¥,
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-
. fois

+f () 2

iy fois
@)t @)+ @)+
[ Gl e ok o
X 1S @) 4 4p f ()
Pt P

Démonstration analogue pour les ¢y,qz,**
nels.

, i ration-

Prosriye 25. 11 faut démontrer que si r<<r', alors
(g 2] + = + @uaf)'"" < (@} + -+ + gr =)'
Supposons que 0<<7<<r' et posons a{'={, -+, @} =4
O<s=r/r'<<1. L’inégalité 4 démontrer se transforme

en

g+ - F @i <(@ b+ - + @t
ce qui, d’aprés le probléme 21, équivaut i la concavité
de la fonetion y=¢, laquelle a été prouvée au pro-
bléme 17. Le cas r<<r'<<0 se réduit au précédent en
considérant les réciproques. Si maintenant r=0<7/,

alors l'inégalité & démontrer devient

q q, r i
CHERE M (Q’t Ty e @)

done, en posant o} =¢, - ,:c;.'nt,, et en prenant les
logarithmes,

qrlogty + -+ g log & <log (g1ty + + quti)
ce qui équivaut 4 la concavité de la fonection log¢
(ef. Probléme 12). Démonstration analogue pour
r<0=r

Proerime 26. Puisque «; est le plus grand des
@y y-++, %, on a pour p=>0

!
(@af + - + a1 P <(@af + o + @ f WP =g,
et d'autre part
(q12f + = + @z WP > (g0 )P = =, ¥/g;.

Or f/q;—>1 lorsque p—co, ce que démontre que
M?-rfc,.. On a de méme pour p<<0, en posant
oy=min (xq, -+, x)

o< (@af + 0+ aef) P <= ai,
d’olt My —w, lorsque p— —oco.

Exercice 11, Soient a,b,c les cotés différents du
parallélépipide rectangle, S=2 (ab+-bc+-ca) sa sur-
face, o=4 (a+b+¢) la somme des longueurs de ses
arbtes, d—=y/a? b2 1 ¢ sa diagonale et V=abe son
volume. On a les inégalités

v - Yabheea g X0 2,

V13 = *Yabe < (a+b+¢)/3 = /12,

V¥ = /a2 - ot < (a2+-b2+¢?)/3 = d?[3,
0 a+b-+4e \/m d
127 3 Y

¢ V3

Tous les extrema sont done réalisés quand a=b=¢,
ce qui est le cas d'un cube.

Exercice 12. Soient a,b,c les ctés d'un triangle,
K son périmétre, A son aire. En posant 2s=a-b-+
+ec=K on a, d’aprés la formule de Héron, I'inégalité

A2 = Y5 5=a) s—0) 5—0) <
s+ (s—a)+(s—b)+ (s—e) K
< 4 R
c'est donc le triangle équilatére qui a la plus grande
aire.

Exercice 13. D’aprés l'inégalité qui lie la moyenne
arithmétique et la moyenne harmonique on a

L\ oL SRR & piog s

@y ay 5

> _k,

e
ay+---+ay ay+ - +ay
ce qui équivaut i la premitre inégalité 4 démontrer.
De méme

atta k
I 1jay+---+1/a,

Exercrce 14.

ag+-eeay <\/a?+--.-+azél.
% [ VE

Exgercice 15. U'aprés I'inégalité
oo | 26 ab? c?

e 206 o\ 36 &
e 62+E§> () (5) SN

b ¢
les extrema en question sont réalisés si a = 2=3"

Exercice 16. La convexité de la fonction log (1+4a®)
résulte de l'inégalité

x oty
2log(1+a. )==10g(1+2v’a*ua*‘:+a*.a’|)<
Llog (1 4 a* + a™ + a™ a™) =
= log (1 + a*1) + log (1 + a=) .
En posant aj=a”1, -+, a,=a" on a, par la convexité
de log (1+a7),

=5 . l 1 f‘ anE I 1 ’h
log 'Y/ (1Fas)~(1+a;) = og (1+a™)+-+log (1+a )>

k
2 =t
> log (1 it S k) — 108(1 +"Vaya, ).
La convexité de la fonction V’l +x? résulte de
linégalité
(ViFat +VItad)’ =2 4 2 + a3 +
+2Vitaitai+al o} > 2 + «f + 2} +

+ 2 Y1422 zatafal = 4 + (2+xy)%
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De la il vient que

\/1+ (a1+-«-+ak)=< Vitai+-+yI+a

k k

Exercice 17. Désignons par r le rayon du cercle,
par @q,---, ¢, les angles au centre du polygone, par 4
son aire et par K son périmétre. On a, d’aprés la
concavité de la fonction sin x:

rt k. 2 o+t 72 2r
P R Sk (—_- Nl o

3 §amgr<2 sin i 5 ksin ==
k
s % PO S G el b, . T
K=2 Yok (—.)qgk .

r§sm2<rsm oF r‘smk
Les extremas sont donc réalisés pour g = =g, =
= 2x/k, c’est-a-dire pour le polygone régulier.

3. Aulres propriélés caractérisant la convexité.
1l résulte immédiatement de la définition géométrique
de la convexité que si 4,B et C désignent trois

3
c
A
B
X s Xy X
Fig. 9

points successifs quelconques sur la courbe qui repré-
sente y=f (x), alors chacune des trois conditions sui-
vantes est nécessaire et suffisante pour que y=j (x)
soit convexe :

a) La corde AB est toujours au-dessous de la
corde AC;

b) La corde BC est toujours au-dessous de la
corde AC.

¢) La corde 4B a toujours une plus petite pente
que la corde BC.

On peut mettre ces conditions aussi sous la forme
algébrique suivante: Une fonection y=f(x) est con-
vexe si et seulement si 1'une quelconque des trois
conditions suivants est satisfaite :

a) On a toujours

@) =S @) _f@)—f@),

() < T < x3) .
Ly —Iy L3 —ay
&) On a toujours
f(‘cS) _f (‘T‘l) >f(.u;)—f($1) W (‘.151 < @y < .I'.:;) =

xTy— Xy T3—xy

¢) Ona tonjour;

S (ra) —f () <f(==s) — [ («2) :

Lg—y &y— T2

(g << ap << x3) .

On a évidemment des conditions analogues pour
caractériser les fonctions convexes au sens large, con-
caves et concaves au sens large. Nous utiliserons
maintenant ces propriétés pour démontrer quelques
inégalités.

Proprime 27. Démontrer que pour a>0, et pour
n=1,2,8,...

n(Va-1)> (+1) ("Va-1).

Prosrizme 28. Démontrer que la suite log (1+1/n)"
croit et que la suite log (1—1/n)~" décroit avec
n—+co (n=1,2,3,...). En déduire que la suite
a,=(141/n)" croit et que la suite &,=(1+1/n)"H
décroit quand # — co. Démontrer que tout a, est
plus grand que tout &, et que a, et b, sont arbitrai-
rement voisins lorsque n et m sont suffisamment
grands.

Il résulte du probléme précédent qu'il existe un
nombre et un seul, que nous désignerons par la lettre e,
qui est plus grand que tout a, et plus petit que
tout &, . On a donc

e=lim (1+1/n)" = lil:;l (1+41/n)"+!

e est la base des logarithmes naturels ou néperiens et
on écrira log, e=Inax.
Remarquons qu'on a aussi les relations

e=lim (1+1/x)* = li:;rg (141/x)*H

lorsque @ est une variable qui tend continiiment vers
+ co.

Proprizue 29. Soit ¢ une valeur réelle queleonque;
posons a, (§)=(L+¢/n)" et b,=(1+¢n)"*. Démon-
trer les relations

¢ =1lima,(f) =1limb, (f).
L - -] [ -]

L'interprétation géométrique de la convexité montre
qu'une fonction f(x) est convexe si et senlement si la
tangente en un point quelconque i la courbe qui la
représente, laisse la courbe au-dessus d'elle (fig. 10).
Nous supposons pour simplifier les choses que cette
tangente existe toujours; ce sera bien le cas pour les
fonctions que nous considérons ici. Rappelons que la
pente de la tangente en un point x n'est autre chose
que la dérivée f'(x) en ce point. L'intuition géomé-
trique prouve que la fonction j (z) est convexe si et
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seulement si f! (x) est strictement croissante, ou encore
si f!'(x) est strictement positive. On établira sans

q

Fig. 10

peine les propositions analogues pour les fonctions
convexes au sens large, concaves et coneaves au sens
large.

Prosrizme 30. Démontrer Uinégalité e*>x+1, qui
est valable pour tout = réel. [Utiliser le fait que la
dérivée de e est aussi e”].

Propriue 31. Déterminer la pente de la corde entre
les points d’abscisses = et #+1/n de la courbe inx.
En déduire la valeur de la dérivée de Inx. Démon-
trer I'inégalité Inw <<z -1 (x> 0). Démontrer que
(z—1)/r tend vers Inx lorsque r—0.

Prosrime 32. Nous utilisons les notations du pro-
bléme 25. Démontrer que

x5 —1 xf —1

xf —1
Mr(mnwz;"'sxs)éml—r—'l'?z b i o1

2
Démontrer que

M, (‘EI TEo PR 7:5&) tend vers M\‘J (a’l 2T2, ;wk) H
lorsque » tend vers O.

On peut énoncer sous une forme plus générale la
caractérisation des fonetions convexes donnée au dé-

J

X, ;g' Xz

Fig. 11 a

£y 3%

buat de ce n°. Une fonetion y=f (x) est convexe si et
seulement si la condition suivante est satisfaite: quels

que soient les points Py, Py, @y, Qs aux abscisses
Ty, %2, 81, Ep (2 < a5 By <<Ep) tels que g Ey, 2 by,

d

%y Xz 5 1

Fig. 115

E, X

le signe << étant valable pour au moins une de ces
deux relations, on a toujours

S lz2) —f (1) <f(Ez) —f () ¢
Ea—Ey

c'est-a-dire la pente de la corde Py P, est inférieure
A celle de la corde @y Q. De cette proposition on
déduit le cas a) du résultat donné au début de ce n°®
en posant z;=E;, le cas &) en posant xy=E; et le
cas ¢) en posant x3==%. On a évidemment des pro-
positions analogues pour les fonctions convexes au
sens large, concaves et concaves au sens large.

La2— &4

Proerive 33. Soit y=/f(x) une fonction convexe.
S0it g 3> US> -+ Dy, 0y > 153 -+ > ,; posons

S (1) =/ () Dy S (va) —f (uz)
= y Dy =

Dl ol 1Dk-
vy -y Va—U
RAORIADN
Ve — Uy

et Uy=u,Up=uy+up, -, Uy =uy + 3+ -+ + 1,
Vi=v,Va=v{+ vy, ,Vi=v+1+ - +v,. Suppo-
sons que Uy <Vy,Up<Vp,:,U,y <V, mais
U, = V,. Démontrer que

(15) Uy (Dy— D) +Up (D2 — Dy) + -+ +
+ Ui (Dymy = D) + U, D, < V1 (Dy — D) +
+Va (D2 —Ds3) + -+ + Viey (Dymy — D) + Vi Dy

En déduire que
uy Dy +up Dy + -+ 4w, Dy <vy Dy + v Dy + -+ + v Dy

Prosrime 34. Démontrer que la condition suivante
est nécessaire et suffisante pour que la fonction
f(x) soit convexe: Quels que soient les valeurs
MU DS DU DD S, tels que,
U< VU U < VT, ey Uyh Ut U <Y
+vpt-c iy, mais wytupt-c U, < vyt vp4--- +
+v;, on a
(16)  f(u) + /() + -+ + S () <f(v) +

+f (W) + - + f(w).



10

GAZETA DE MATEMATICA

[Néceasalre utiliser le probléme précédent; suffisant:
vy+vptre Y
POBEr Uy == Up = -+ = Uy = -———_]
k

C'étaient Hardy, Littlewood et Pélya qui ont prouvé
que le critére précédent est néeéssaire. La démons-
tration qu' on obtient i partir du Probléme 33. est
due & M. Ladislas Fuchs. M. J. Karamata a remar-
qué que le critére est aussi suffisant. On a le signe
opposé dans (16) pour une fonction concave.

Exercice 18. Soient =y et = deux polygones inscrits

au cercle. Soient gy >a > - >a, et by >b > >
les cotés de =y et de =, rangés par ordre décroissant.
Supposons que a;<<by,a; <<by,---,a,<b. Désignons
par A; l'aire et par K; le périmétre du polygone =,
(i=1,2). Démontrer que 4;> 4, et que K, > K,.

v
Solutions des problémes et des exercices
de la partie lIl.

Prosriue 27. Par la convexité de la fonction a,
on a

n(Va—1) =

almtt _ g0
1/n+1
(n + 1) ("'va-1).

Prosrime 28. Par la concavité de la fonction log =,

on a g
e log (1 + ;) —log1
log(l + —) - <

n x

n

r_‘l.‘n_ﬂ,,u

1
{IOE(1+n_+I—)_logl=log(1+%)n+l
n

1
a4l
et
— lug(l - __) —log1
g (1 __) 1
=
log (1 ———) —logl 3
= 1 ey n-j—l)
- n41

La croissance de a, résulte aussitdot; celle de b, ré-

sulte de ce que
1 -1
o e -

b=(1+—) C
"(1_ n-1;-1)_n'

Il suffit de démontrer que b, > a, pour le méme
indice n, ce qui résulte de

bl! a"
o = b (1 2 —) - BT
a, n
Ceci montre aussi que a, — b, - 0.

Prosrime 29. Posons n=tE, on a alors
a, () = (L+ t/n)" = (L + 1/5)% "
Démonstration analogue pour b, (¢) .

Proeriue 30. y=w=+1 est I'équation de la tangente
au point =0 i la courbe y=e* qui est convexe.

Proprime 31.
1
n(z+1fn)—In=z i (1 % _) e i,
1/n ®

lorsque n —+c0 - y=xz—1 est I'équation de la tangente
au point #=1 a la courbe y=Ina, qui est concave.

Posons g=x" alors on a
r—1 -1 Inp—Inl\—
ke WAL = nx (ﬂp = ) —Inx.

r inp

Inx

Prosrime 32. D'aprés le probléeme 25 et le probléme
précédent, on a

I ape < In'Yq @] + - + g, 2f =
1 q B kz'._l
=l (@ E e g < T IS o
zi—1 zp—1
=g ssiabn “qinzyt e olnz,=-

=[nxfi-xfk.

Proprime 33. Par la convexité de f(x), on a
D;—D; >0 pour i=1,2,. -, k—1, d'oi résulte (15),
d’apris les hypothéses sur U; et V;. (15) s'écrit sous

la forme
Uy Dy+ (Up=Uy) Do+ ... + (U — U,—y) Dy<V3 Dy +
+ (Va—=V1) Dg + -+ + (Vi — Vi) Dy,

qui n'est autre chose que la relation 4 démontrer.

Prosriue 34. On a d'aprés le probléme précédent
(wg—vy) Dy + (02 — %) Dy + -+ + (w4 — v) D, <, 0
c’est-a-dire, par la définition des D,

(f () —f(v) + (f (u2) —f(vg)) + =+ +
+ (f(m) — f () <0.

‘U1+l’z vy,

>opatatn
Vit

D’autre part on a vy >

<f(m)+

=y = Yy =y, done kf

+S @)+ S (0.
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Exercice 18, Désignons par 9,93, +,9, les angles
au centre de =, par ¢4,¢s,---,% ceux de =, et po-

sons ¢,y =+ =¢,;=0. On a évidemment Zj_l 9 <
= 2:-:1 %:(7=1,2,- ’k-]’) et E:-l P _Ei’;l i -
On voit, par le probléme 34 et par la concavité de la
fonetion sin o, que

S i A
Ay = — Fsing, <= Y sin§; = 4,
2 2 ]

o K o K &
-9 in— < 2 in — = K.
2 r§am2< r§sm2 s

4. Fonctions convexes de plusieurs variables.
Dans ce n°-ci nous géneraliserons la notion de conve-
xité A4 des fonctions de plusieurs variables. Une
fonection z=F" (x; , x5 ,--+,x,) de n variables sera dite
convexe si pour tout couple de points (xf", xfV,-.., xl)
et (xf®, e ---2¥) et pour tout couple de nombres
positifs g; et gs, tels que g;4-¢2=1, on a l'inégalité

(A7) F(gald +graf?,qua)+geaf?,
<q F (@2, -, 2l) + g2 F (af), «f, -

e +geal) <
s xd).

Cette inégalité est I'inégalité de Jensen pondérée a n
variables et a deux termes. Dans le cas d’une fonction
#=F (x,y) de deux variables, l'inégalité (17) s'écrit

(17bis)  F(g171 + @222, @191 + G2 42) <

<q F(ey,m) + a1 F (22,9)

La signification géométrique de cette inégalité est
évidente : La surface qui représente la fonction
z=1I"(x,y) est située au-dessous d'une quelconque de
ses cordes(c'est pourquoi on appelle parfois les fone-
tions convexes de plusieurs variables, des fonctions
sous-linéaires). De l'inégalité (17) on déduit, de la
méme fagon qu'au probléme 21, I'inégalité pondérée
de Jensen & n variables et a & termes, que le lecteur
aura soin d'éerire explicitement.

Pour qu'une fonction continue z=1F (x,y) de deux
variables soit convexe, il faut et il suffit que l'inéga-
lité symétrique de Jensen

o+ Y1ty F (xq,y1) +F (22, ¥3)
(18) F( Ty )< 5 .

déduite de (17) en posant g;=g;, soit vérifide. D’ici
on déduit, comme au probléme 22, qu'une fonction
continue de deux variables z=F (x, ) est convexe si
et seulement si elle vérifie I'inégalité symétrique de
Jensen & deux variables et a4 & termes

Byt a2y Yat o U
19 F
o op (B WE L
= F(“’i:y:)f""f‘F{xﬂyﬂ r
k

Le lecteur pourra vérifier ces résultats et les ex-
pliciter pour les fonetions de » variables z=I"(x,,
@5, -+ 2,). On a évidemment des définitions et des
propositions analogues pour les fonctions de plusieurs
variables convexes au sens large, concaves et con-
caves au sens large.

Il est aussi facile & voir (ef. Problémes 23 et 24)
que si une fonction z=1F (x,y) de deux variables
[de n variables], non nécéssairement continue, véri-
fie I'inégalité symétrique (18), allors elle vérifie aussi
I'inégalité (19) et l'inégalité (17), mais cette derniére
avec des poids rationnels.

Prosrime 35. Démontrer que la fonetion F (x,y)=
—=\/2y est concave, que la fonetion

F (z,y) = °log (a* + a)
est convexe, et que les fonctions F (x,y)=a% yn
@©@>0,0>0,q1+ g2 =1) et F(x,2, ;) =
—xfizf - oh (>0, >0, 1, 4.>0, g1+ g+ +
+¢,=1) sont concaves.

Prosrime 36. Démontrer I'inégalité
(20) @ + e + ) @04 e+

3 ;5"“)'1 i (a,iu 4+ s+ a;:ik'u)l,, >
Sl e e 209 4o xR 49,
Soit r>1 et 1/r+1/s=1, démontrer I'inégalité
(@f + a5 + -+ + @) (b + bf + -+ + b1)' >
>a1by + @by + - b,
(Inégalité de Holder). A quoi se réduit cette inégalité
lorsqu'on pose r=s? (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Prosrime 37. Démontrer que la fonction F' (2, y) =

r A/
— (z +y ) et plus généralement que la fonction

2

F (2,2, ,2,) = (w)h'(rb*l} est
convexe. [Poser dans l'inégalité de Hiélder d'abord
a=7/(r—1), by=(@1+22)", by=(y1+y2)". Introduire
ensuite a,=xy, ag=1y,, puis ay=ux, az=1y3; et ajouter
les deux inégalités].

Prosriue 38. Démontrer I'inégalité (r>1):

[(ag + b)) + (@2 + b2)" + -+ + (@ + &) ] <

< (af + az + o+ + ap)'’r + (b + b5 + -+ + BT
(Inégalité de Minkowski).

Exercice 19. Démontrer l'inégalité

uf uf uf (uy+us+ - +1)"
S N Gthr, M IO N B, B ) 2L o SESAR
L +v¥" +"§_l (v +va+ - - vy

Exercice 20. Démontrer l'inégalité
“Via+by) (az + 2) - (a + b)) >"Va,a3 - a +
K
+ Vo ke B,
ot k& est un entier positif.

(continua)



