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Jubileu do Prof. W. Sierpinski

Em 1948 em Varsévia teve lugar a ceriménia come-
morativa do 40.° aniversdrio da actividade cientifica
e universitdria do Prof. W. Sierpinski, grande mate-
médtico, um dos fundadores e eminente representante
da Escola Polaca de Matemdtica. A comissfio encar-
regada de organizar a celebragio e presidida pelo
Prof. K. Kuratowski, actual presidente da Sociedade
Polaca de Matemdtica, resolveu efectuar a cerimdnia
do jubileu cientifico durante a reunifio do 6. Con-
giesso dos Matemdticos Polacos que teve lugar em
Varsdvia de 20 a 23 de Setembro de 1948.

A vasta e importante obra do grande matemdtico
polaco compreende mais de 500 notas e memdrias,
publicadas em numerosos periédicos matemdticos
polacos e estrangeiros. Sio notdveis sobretudo as suas
contribuigdes na teoria dos conjuntos, topologia geral,
hipétese do continuo, etc. Um dos seus méritos ¢ o
de ter sido o fundador e director de Fundamenta
Mathematicae, um dos mais importantes jornais mate-

Além dos matemdticos polacos associaram-se i ho-
menagem e enviaram saudagdes numerosos cientistas
estrangeiros, academias e sociedades cientificas de
muitas das quais é membro.

A revista Portugaliae Mathematica tem a honra de
contar entre os seus colaboradores o distinto matemd-
tico que publicou no vol. 5 um trabalho. M. Z.

Matematicos portugueses no estrangeiro

No actual ano lectivo encontram-se no estrangeiro
exercendo func¢des docentes e fazendo investigagio
os matemdticos portugueses: em Berkeley, U. S. A.,
na Universidade da Califérnia, o Doutor Hugo B.
Ribeiro encarregado de cursos e participando na acti-
vidade de alguns semindrios; na Argentina, o Prof.
Doutor Anténio A. Monteiro, convidado para profes-
sor da Universidade de S. Juan onde rege a cadeira
de Andlise; e na Franga, em Nancy, continuando os
seus trabalhos de investiga¢iio o Doutor Alfredo Pe-
reira Gomes, bolseiro do C. N. R. 8., que faz parte
dum grupo de jovens matemdticos sob a direegio dos

maticos do mundo. Profs. Dieudonné e Schwartz. M. Z.
MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR — COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. C. — Avrcesra Superior—1.° Exame de frequén- 8x—2

cia — 1949-50.
1.° Ponto

2083 — Mostrar que a sucessio:

V3, V3+y3, V3+\/3+V'§:

é convergente e calcular o seu limite.

2984 — Calcular a primitiva da fungio
2x—1
Vbxi—dw+1
% 2 —8x+17
2985 — Dada a fungio f(£}‘_a:?:i-1_
cular f(0), os pontos que anulam a fungio e o seu
limite quando x—+oo; b) calcular os extremos e os

intervalos de monotonia; ¢) calcular os pontos de
inflexfo; d) representd-la graficamente.

a) cal-

2.° Ponto
2986 — Mostrar que a sucessio de termo geral
1
B Tt ATE . D

é convergente ¢ caleular o seu limite.

2987 — Dada a fun¢io f(1)=——m——vo—,
’ ) + ¢ —2rf—z+1

calcular: a) o seu dominio de existéncia no campo
real; ) a sua primitiva.

2988 — Considere a fungfio f(x)=x+T1 (x). a) re-
presentd-la graficamente; &) indicar, justificando, se
admite no intervalo 0<lxz <1 limites superior e in-
ferior, e mdximo e minimo; ¢) calcular analiticamente
as derivadas laterais no ponto x=n.

F. C. L. — Avcenra Surerior — 2.° exame de frequén-
cia, 1948-1949.

2989 — Determine o centro, os eixos e as assintotas
da hipérbole (2x4-1)2—(4y—1)"=1. Indique os pon-
tos em que a tangente ¢ paralela i recta y=2z.

2990 — Mostre que a curva

y=mr + p + ¢ () [lim ¢ (z) = 0]
-0

admite uma e uma s¢ assintota nfo paralela a 0OX
e prove que a convexidade, quando de sentido inva-
ridvel, estd voltada para essa recta.
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2001 — Mostre que a sucessio de Fourier nunca
ganha variagGes quando x ecresce. Passando ao caso
de f(x) ser polinémio inteiro, enuncie e justifique a
regra dos sinais de Descartes (raizes positivas e rai-
zes negativas), Examine a hipétese de se anular um
coeficiente com antecedente e consequente do mesmo
sinal. Considerando o polindmio f (x) ordenado se-
gundo as poténcias de w—a generalize a regra dos
sinais.

2992 — Supondo ¢ (u) e ¢ (u) diferencidveis em

uy e f(x,y) diferencidvel em P (a=g(ug),b=1 (up)),
mostre que f[p (u),¢ (u)] ¢ diferencidvel em wuy.

2093 — Escreva as relagdes que caracterizam p(z,y)
e ¢(r,y) como fungdes diferencidveis em P (a,b)
e considere a hipdtese de p(z,y) e g (x,y) serem
as derivadas parciais de z=f(z,y) .

F. C. L. — CourrLEmexTOs de Arcesra — Questdes pro-
postas em exames de frequéncia.

2994 — Defina o conceito de grupo cociente. Pondo
5=(123456) e representando por &, H respectiva-
mente o grupo gerado por ¢ e o grupo gerado por o%,
construa uma fun¢do pertencente a H em G, e de-
termine o grupo cociente G/H. R: Por exemplo,
uy=17z; +%;5, como fungio de zy,z,%3,%s, pertence ao
grupo H em G, pois que as substituigies de G que a
deizam invariante sio 1 e o8 =(14) (25) (36) . Pondo
agora Wy—zs+25,Uy=23+25, as substituigbes de G
efectuadas sobre os zz traduzem-se nas substituigies
I,(123), (132) sobre os un. Tem-se pois

G/H = | 1, (123), (132) |

(€ claro que H € invariante em G).

2995 — Sejam R, H, T respectivamente as fami-
lias das rotagbes, das homotetias e das translagdes
no espago. Mostre que: a) HUT=HT; 6) T é um
subgrupo invariante de HT'; ¢) HT ¢é um subgrupo
invariante de RHT; d) o tnico elemento de 7' per-
mutdvel com todos os elementos de RT' é a identidade.
R: a) Toda a homoletia h e toda a translagio t fi-
guram em HT , sob as formas h-1 e 1.t; reciproca-
mente, o produto duma homotetia h por uma transla-
¢do t ¢ uma homotetia ou uma translagio conforme h==l
ou h=I1; portants, HT econtém HUT e HUT con-
tém HT ouseja HUT=HT; b) Se for v uma trans-
lagdo definida por wm dado vector v, a transformada
de t por meio de uma qualquer homotetia o € a trans-
lagdo definida pelo vector ¢ (v); entdo, quaisquer que
sejam heH,teT,t eT, tem-se (ht)t (ht)"'=
=h(tt't')h='eT (poisque tt't™'eT); c) A trans-
Sormada duma translagio v (definida pelo vector v),

mediante uma rotagio p, € a translagdo definida pelo
vector p (v); entdo, quaisquer que sejam reR,heH,
teT,t'el", tem-se
(zht) ¢/ (rtht)"' =r[h (tt' ') h~*]r'eT;

andlogamente para as homotetias. d) Seja ainda + a
translagdo definida por v; se p € uma rotagio =1,
tem-se p(v)5=v (e portanto prp~'st), a ndo ser que
=1 (ou sgja v=0).

29006 — Considere a proposigio: «Dada uma equa-
¢do algébrica f(z)=0 de coeficientes racionais e uma
fungio racional ¢ (z) de coeficientes também racio-
nais, existe necessiriamente uma outra fungfo racional
¢ (2) de coeficientes racionais tal que a={(p(2)),
sendo o uma raiz qualquer de f(z)». Mostre que esta
proposigiio ¢é falsa. Restrinja a hipdtese de modo a
tornar a proposigio verdadeira e faga a respectiva
demonstragio. R: Seja f(z) =22—3 e ¢ (z) =122; como
@ (1/5):3 , € claro que ndo existe nenhuma fungdo ra-
cional b, de coeficientes racionais, tal que

Vi=1i(:(vV3) =40,
pois que  (3) (e portanto V/3) teria entio de ser ra-
eonal. A restrigdo a impor € esta: «representando por
ay, %, @, a8 raizes de f(z), os nimeros ¢ (x), .
9 (2,) devem ser todos distintos». Com efeito, ¢ (%)
e ay, como fungies de a), a3, ,u,, pertencem ambas
a um mesmo grupo; portanto, desde que @ (z1) , - , 9 (2,),
conjugadas da fungdo ¢ (a1), sejam numéricamente
distintas, o teorema de Lagrange assequra a eristéncia
duma fun¢do racional §, de coeficientes racionais, tal
que a;=Y(9(x)), para i=1,2,..-,n.

2997 — Defina os conceitos de homomorfismo e de
isomorfismo entre grupos. Prove que o grupo das ro-
tagdes em torno dum dado eixo nfio é isomorfo ao
grupo das homotetias com um mesmo centro. R : Supo-
nhamos que existe um tal isomorfisme, T, e seja ¢ a
rotagio de 120° em torno do eixo dado; como o periodo
de ¢ € 3, também o da homotetia 0==T (p) deverd ser 3;
entio, designando por v arazdode 6, serd r3 arazdo
de 8, e portanto r3=1; mas daqui vem r=1 ou seja
6=1, e assim o periodo de 0 serd 1, e ndo 3, o que
€ conéraditério.

2998 — Equivaléncia a respeito dum grupo. Diga
em quais das seguintes geometrias um tridngulo
rectingulo e um tridingulo equildtero sfo figuras
equivalentes: a) geometria euclideana; b) geometria
afim; c¢) geometria projectiva; d) geometria analag-
midtica; e) topologia. Em quais destas geometrias
uma circunferéneia é equivalente a uma recta? Justi-
fique as respostas. R : Dasta observar que: a) Um
triangulo equildtero nunca € semelhante a um tridngulo
rectdngulo; b) dados dois tridangulos, existe sempre uma
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afinidade que transforma um no outro; ¢) toda a afi-
nidade € uma projectividade ; d) as transformagdes cir-
culares respeitam os dngulos; e) as afinidades sio
transformagies bicontinuas., Uma recta é equivalente a
uma circunferéncia em geometria analagmdtica, pois é
sempre possivel passar duma para outra mediante um
deslocamento seguido duma inversdo (transformagies
circulares).

F. C. L. — CowrrLemexTos pe Avrcesra — Exame final,
1948-1949.

2999 — Conceito de grupo de Galois. Determine
o grupo de Galois da equagiio z3—5=0 a respeito
de Ra e indique um corpo a respeito do qual o grupo
da mesma equagio seja Az. R: Representando por
ay 3,23 G5 raizes da equagdo, a fungio

Vo= (21 — @) (21 — a3) (22 — =)

serd igual 4 raiz quadrada do descriminante, ou seja
V=) =27-5% = 156/ =8 ¢ Ra; por outro lado, as rai-
zes de z3—5=0 sdo irracionais; portanto, nem a fun-
gdo V das raizes (pertencente em sentido restrito a Ag)
nem as fungdes ay+ap, a1 +a3, a2+ a3 (pertencentes aos
restantes subgrupos maximos de S;3) tém o valor numé-
rico em Raj logo, o grupo de Galois da equagio a res-
peitode Ra € Sy. Arespeito de Ra(y3-i), o grupo
de Galois € Ay [€ facil ver que nenhuma das raizes de
23—5=0 pertence a Ra (;/5 . 1)] ’

GEOMETRIA

F. C. L. — Geomerria Descritiva — 1.° exame de fre-
quéncia — 1949-50.

3004 — Transformagio desemelhangaem Ry; defi-
nigio e propriedades.

3005 — Determinar a intersecgio dum plano = de-
finido por duas rectas paralelas com um plano B defi-
nido por duas concorrentes. (Sem escolher posigdes
especiais que facilitem a resolugiio).

3006 — Dado um paralelogramo [ABCD] com
nenhum dos lados de nivel nem de frente, determinar
o simétrico de [ABCD] a respeito da recta AB.

3007 — Considere um tronco de pirimide quadran-
gular de bases paralelas, do qual se conhegam apenas
as projecgSes horizontais das bases. Supondo dadas
as projecgdes horizontais de trés pontos, dois deles
gituados sobre lados nfo paralelos das bases e o ter-
ceiro sobre uma aresta lateral, determine a projecgio
horizontal da secgfio feita no tronco de pirimide pelo

3000 — Demonstre que toda a equagfio ciclica a
respeito de A é resolivel por meio de radicais a res-
peito de a. Considere em particular o caso da ciibiza
ciclica.

3001 — Estudo da redutibilidade duma equagio
através do sen grupo de Galois.

3002 — Conceito de raiz duma equagio de coefi-
cientes varidveis.

3003 —Isomorfismos entre grupos abstractos. Prove
que o grupo aditivo dos nimeros pares ¢ isomorfo ao
grupo gerado por uma translagio (s£7), mas nfo é
isomorfo ao grupo aditivo dos nimeros racionais. R:
Seja t uma translagio ==1; se a cada nimero par
2n fizermos corresponder a translagio ™, a transfor-
magdo © assim definida serd um isomorfismo. Temn-se,
com efeito: @ (2m+42n) =& (2 (m+n) )= e
= (2m) - ® (2n) ; além disso, ® ¢ biunivoca, tendo-se
o~ (v¥) =2k . Suponhamos agora que existe um {somor-
fismo © do grupo aditivo dos nimeros racionais sobre
o grupo aditivo dos nimeros pares, e ponhamos r=07"(2);
vird 2=0 (r)=0 (r/2+r/2)=0 (r/2) +0 (r/2), ou se¢ja
2=20 (r/2), e portanto © (r/2)=1; ora © (r/2) sé
pode ser um nimero par.

Fununciados e solugles dos n.® 2004 a 3003
de J. Bebastilio e Silva.

DESCRITIVA

plano definido pelos trés pontos (aplicando o conceito
de homologia). R: Sejam M ,N,P os pontos conside-
rados, V o vértice da pirimide e [ABCD] uma das
bases do tronco. Da base [ABCD] passa-se para a
referida seegdo mediante uma homologia © , cuja pro-
Jjeegio horizontal é uma homologia plana, ©', de centro
V!. Sobre a linha poligonal [A'B'C'D'] e sobre os
raios V'M', V' N', V' P! encontram-se os pontos M'
N, PV, que sdo transformados por ©' respectivamente
em M',N' P'. Assim, a homologia ' ficard definida
pelos dois ternos homélogos (M' ,N',P7),(M', N/, P"),
o0 que permite achar os transformados de A',B',C', D'
por meio de @' e portanto a projecgio horizontal da
secgao.

3008 — Mostre que o produto de duas homologias
planas afins com uma mesma direcgio d ¢ ainda uma
homologia afim de direcglio d. R: Sejam ®y, ®» duas
homologias planas afins de direcgiio d (num mesmo
plano). Sendo ®y, ®y colineagdes, o produto ®y by serd
também wma colineagdo. Por outro lado, como as rectas
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dedirecgdo d sdo invariantesem ®; e em @y, também
serdo invariantes no produto ©y®s. A transformagdo
®y by € pois uma colineagido em que as reetas que unem
pontos homdilogos passam todas pelo ponto ooy, o0 que
quer dizer que &y, € uma homologia de centro ooy,
g. e d.

F. C. L. — Grouerria Descritiva — 4.° Exame de fre-
quéncia — 1949-50.

3009 — Defina colinea¢io e homologia entre dois
planos. Mostre que uma homologia plana de eixo im-
proprio é uma homotetia on uma translagio.

3010 — Determine a intersecgio duma recta » obli-
qua, com um plane =« ndo projectante, definido por
uma recta ¢//LT e por um ponto P*[r.

3011 — Dados 4,B, com cotas e afastamentos
distintos, situados fora de v e de ¢, determine a
distincia de 4 ao plano definido por LT e por B.

3012 — Dado um tridngulo [ABC], com nenhum
dos lados de nivel nem de frente, determine os eixos
da projecgdo vertical da circunferéncia [c¢] ecircuns-
crita a [ABC]. Como se chama a colineagdo @ que
faz passar de [¢'] para [¢']|? Em que sfo transfor-
mados por ® os eixos de [¢"]?

3013 — Mostre que dois trapézios situados num.
mesmo plano = sfo sempre projectivos entre si. R:
Sejam [ABCD], [A*B* C*D*] os dois trapézios,
com AB[/CD, A*B*//C*D*. Existira pelo menos
uma transformagdo de semelhanga © (de a sobre a)
que transforma o segmento CD no segmento C* D*.
Designando por Ay, By, Cy,Dy os transformados de
A,B,C,D por meio de @, e supondo AjzEA,
Bi==B (o que € sempre licito), € ficil ver que a homo-
logia © deeizo C* D* edecentro Ay A*.B;B*, que
transforma Ay em A*, faz passar de [A; By C; Dy
para [A¥* B* C* D*]. Portanto ®® serd uma trans-
Jormagdo projectiva que transforma [ABCD] em
[A* B* C* D*], o que prova a afirmagdo.

F. C. L. — Geomerria Dgzscritiva — Exame final —
1948-49.

3014 — Descreva as diferentes espéeies de helicdi-
des regrados que conhece. Em que caso é que as
geratrizes dum helicoide sfo todas cénicas? Que par-
ticularidade apresenta a linha de estricgio nestas
superficies, sendo o eixo vertical? Justifique a res-
posta.

3015 — Dado um hiperboléide duma folha definido
por trés directrizes, dy | v, ds//LT ,dy | @y, pede-se
a determinagio duma geratriz gendrica da superficie
e do plano central desta geratriz. Como determinaria
o ponto central ?

3016 — Sejam ny,n, duas rectas de nivel nfo
complanares e designe [s] a superficie regrada gerada
por uma recta que se apoia sobre ny,n, e forma com
v um dngulo dado. Determine uma geratriz genérica
de [s] e o respectivo plano assintético. & [¢] uma
paraboldide ? Justifique a resposta. R: Sega P um
ponto qualquer de ny; o lugar geométrico das rectas
que passam por P e formam com vy o dngulo dado é
um cone de revolugdo [y], que se pode assumir como
cone director de [o]. As eventuais geratrizes de [s]
que passam por P, obtém-se achando a intersecgio de
ny com [y| e unindo com P os pontos de intersecgio
(2,1 ou O solugdes). Supondo que g € uma geratriz
assim obtida, o plano assintético de g serd o plano
tangente a [y] ao longo de g. A superficie [s] ndo
serd um paraboldide, porque: a) no caso de o angulo
dado ser maior que 0, as geratrizes que se apoiam
sobre ny, n; ndo sdo todas paralelas 4 um mesmo plano;
b) sendo o dingulo dado igual a zero, [v] degenera em
dois planos paralelos.

F. C. L. — Geomerria Descrimiva — Exame final —
1948-49,

3017 — Enuncie e demonstre o teorema de Chasles
relativo a superficies regradas.

3018 — Sejam a,b rectas de perfil nfo compla-
nas e designe [x] a superficie regrada que admite
a,b como directrizes e ¢, como plano director.
Dado um plane =« obliquo, determinar as direcgdes
assintdticas da secgio feita por 2 em [x]. R: Me-
diante uma mudanga de plano horizontal, € possivel
tornar as rectas a,b de nivel; entdo o paraboliide
passard a ter wm plano director de nivel e outro de
frente, e por conseguinte wma geratriz t de topo e uma
oulra v, vertical: as projecgies verticais de todas as
geratrizes da frente passam entio por (t'') e as pro-
Jecgies horizontais das geratrizes de nivel, por (v'').
Se for f a geratriz de frente tal que f"'[|v, e n a
geratriz de nivel tal que n''[/h, , € claro nffx,f/[a e
portanto tais geratrizes fornecem as direcgles assinté-
ticas pedidas.

3019 — Defina condide e mostre como se aplica
a teoria da concordincia 4 determinagfo de planos
tangentes a uma tal superficie.

Enunciados e solugdes dos n.°® 3004 a 3019
de J. Bebastifio e Silva.



GAZETA DE MATEMATICA

21

CALCULO

F. C. C. — Circuro IsFiniTesiman — 4.9 Exame de fre-
quéncia — 1949-50.

1.2 Ponto
3020 — Primitivar as fungdes:
a?41 1 = log =
@ (3x2—2—2) Bt+cosz  (x—4)5’
2.° Ponto
3021 — Primitivar as fungdes:
2 /2% + 357 s+1
e A+ 37 —_—
(x2—2x+2) (£—1) v \/2—3}3

F. G. P.— Circuro — 4.° exame de frequéncia —
1.* chamada — 3 de Fevereiro de 1950.

1. Ponto
3022 — Calcular o verdadeiro valor de

T
%'~ parax = 0.

y = (sec x)
3023 — Determinar os mdximos e minimos de
P+l +y—8a34+ 1222 —-4=0.
N dae .
cos x - sen 2x

e
3025 — Calcul — dn .
0 acuarl A1 o5 e

3024 — Calcular J

3026 — Dada a equagBo ¢2>r — 2 pgs + p?t =0
fazer a mudanga de varidveis: x=v, y=w, s=1u,
sendo w a nova varidvel dependente.

2.° Ponto

3027 — Determinar os mdximos e minimos de

Yy = senx + §cos2x, no intervalo 0 < e < =

3028 — Sendo x? + a3 + a2 — y2 = 0, calcular y"
no ponto (0,0) .
3029 — Calcular _fsen x log sen 2 da .

8 dx
3030 — Calcular -/: ‘m .

3031 — Dada a equagio r — ¢ = 0 mudar as va-
ridveis independentes sendo @ = pché, y = psho.

Nota — O aluno deve resolver um problema de céileulo dife-
rencial o outro de cdleulo integral.

INFINITESIMAL

1 8. C. E. F. — 2.2 Caperra — 4.° Exame de frequén-
cia extraordindrio — Fevereiro de 1949.

3032 — Demonstrar a igualdade:

i o m!nl
J; (@ = " (6 = @) de = (b — ¥ e

R: Faga-se x—a=y e integre-se por partes. Vem

Ay

)

mi-1 b—a

.m i, L= n + = _y___ — -— L
y*(b —a—y)dy = m_|_1(b a—y) L 1

n b—a

m-1 e e =1 dq

+m+1£ yrEbe—as— )y,
ou
n
Im,n_m+1ImH.n—l'

I I el TS 5%
m,n m+1 m+2 m+3 mtn, 0
n! n!m!

- (_m+1) (m+2) - (m+n+1) % (m+n+1)1°
3033 — Estudar o integral

fm d
y  (z+a)yz—b
e calculd-lo na hipdtese de ser convergente.

1‘}0

1
R: Seb>—alim(x—b)Tx
x=+b+0

(x.'..a) ‘/x_;b_ﬂ-+b
e o integral € convergenlte.
Fazendo x—b=t*

* dx 9 A -
_[ (x+a) Yx—b -fu‘ at+b+t?
2 t ol 3
= —1 are g —— [ rr—
\/a+b[ ‘l/a-l—h:lo Va+hb
3034 — Demonstrar que os planos z+y+2=2,
x4+2y+3z2=4, e 2r+3y+4z="T7 formam uma super-
ficie prismdtica. Determinar as direcges das arestas
e os dngulos formados pelos planos dois a dois.
R: a) A caracteristica da matriz dos coeficientes é dois.
O sistema € indeterminado de grau 1 e incompativel
visto os caracteristicos serem diferentes de zero. Us trés
planos formam pois wuma superficie prismatica.

b) As arestas sdlo as rectas de equagies :
X+y+z=2 x+y+z=2
{x+2y+3z-4 {2x+3}'+4z=7

x4+ 2y +3z2=4
{2x+3y+4z==?.
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A sua direcgdo comum pode ser definida por:
I+IJ+E)AI+2J4+3K)=1+2J +K;
I+J+EK)A @RI +8J+4K)=1+2J +Kj;

ou

I+2J+3K) ARl +38J44K) =1+ 2J + K.
c) Angulos dos planos, dados pelos cosenos:

cos by = 1+2+3=@; cos Oy = §—-‘{§E,
vayia 7 29
101/406
e cos g = ”

I. 8. C. E. F.—2.* CaDEIRA—
1949, Junho 17.

3035 — Ca[cular 0 integral

= l—wz—y- dw dy
T+atty?

estendide ao circulo de centro na origem e raio 1.
R: Fazendo x=gcosa e y=psena vem

~ T
I= dadp=2 d 4 -
JJ \/1+=” "o e/ 155
2"3;3{0 qu Vi_ezdpg

2.° exame de frequéncia

=[1+p? 1—¢ \/1“92 r—2
2 1+ g
valor que pode obter-se fazendo, por exemplo,
1—p2
- 2,
142

3036 — Achar as curvas tais que o comprimento do
arco contado a partir da origem & fun¢io da ordenada.
Analise os casos 1) s=y?/2, e 2) s=senhy.

R: s=f(y). Logo \/1 -3 (%Y;)z bRy

dy ot L A T —
dx EiVW e dx i\/[t (y)p—1dy,

x+cwifp/[f‘{y)]z—l dy donde x+c=++o(y).
1) Se s=f(y)=y22, x+c=if{/mdy=
1
-} oY (y¢/¥2—=1 — arcsenhy)

2) Se s=f (y)=senhy, x+c=if\/c_oshzy—l dy =
=+ coshy ou y=arccosh (x+c).

MECANICA
F. C. C.— Mecinxica Racrovarn —4.° Exame de fre-
gquéncia — 1949-50 — Ponto n.° 6.

3044 — Determinar em coordenadas polares a tra-
jectéria dum ponto P que se move sobre um plano.

3037 — Determinar sébre o plano z+y+2=1 um
ponto tal que a soma dos quadrados das distincias
deste ponto aos pontos A4 (0,0,0) e B (1,1,1) seja
minima. R: f(x,y,z)=x?4+y24224 (x—1)24(z—1)?

fy (x,5,2)=0 (x+y+z—1=0
Jd(ff) o
o(x,y) i S P (1/3,1/3,1/3)
0 (f, f.l)= o s
d(x,2)

Solugbes dos n.% 3032 a 3037 de M. A. Soares Madureira

I. 8. T. — C{ucuro — 4.° exame extraordindrio de
1949-50.

3038 — Dadas as matrizes A e B verificar que as
matrizes AB e BA tém valores proprios comuns.

3039 — a) Niumeros derivados. &) Maior e menor
fungdo. ¢) Integrais de Denjoy e Perron. d) Sob o
ponto de vista da primitivagio em que termos o inte-
gral de Denjoy generaliza o integral de Lebesgue.

3040 — Dada a fun¢io
f@,y,29) = (log )t/wz

a) verificar que é homog(,nea e aplmar o teorema de
Euler. &) Verificar que as suas derivadas parciais
sio homogéneas.

1. 8. T. — C4rcuLo — 1. Exame ordindrio de 1949-50.

3041 — Com que amplitude os integrais de Rie-
mann, Lebesgue, Denjoy e Perron resolvem o problema
da primitivacfo ?

3042 — a) Independéncia linear. &) Independéncia

funcional. ¢) Teorema de Peano.
3043 — Dadas as matrizes
01 0 | I R T4,
09 10
A=|0 0 1 B = o0 01l
e 0 a—2 0

a) Verificar que elas ttm um valor préprio comum
b) Calcular a de modo a que tenham mais valores
proprios comuns.

RACIONAL

A grandeza da velocidade radial é constante e igual
a 2 e a grandeza da velocidade transversa é também
constante mas igual a 1/2. Uma das posigdes ocupa-
das pelo ponto tem as coordenadas 6==/2,r=2.
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3045 — Considere o ponto Py(+1/2,0) situado
sobre a curva y+2=x?. Este ponto P, é a posigdo
inicial dum ponto mdvel P que descreve a curva
atrds citada com uma aceleragiio de que apenas conhe-
cemos a direcgio ¢ o sentido; a direcglo ¢ a definida
pelo eixo dos XX e o sentido é o da parte positiva
para a parte negativa do mesmo eixo. Caleular a gran-
deza do vector aceleragiio em fungdo do tempo. O sen-
tido do movimento é o sentido retrégrado. Condigdes
iniciais: para t=0 é v=1.

3046 — Num movimento central existe a relagfo
v=a/r entre a grandeza da velocidade e a grandeza
do raio polar r. Determinar a equagiio polar da tra-
jectéria e a expressdio de r em fungfo do tempo.

F. C. C.— Mgcixica Raciovan — 4.° Exame de fre-
quéncia — 1949-50 — Ponto n.° 8.

3047 — Um ponto P move-se sobre um plano de
tal maneira que as grandezas das velocidades radial
e transversa sfo constantes e iguais a 1. Determi-
nar em coordenadas polares a trajectéria do ponto
mével. O ponto ocupa no seu movimento a posi¢io
0=n/6,r=8.

3048 — Um ponto mével desereve a curva y24-2=x
com uma aceleragdo constante em direc¢do e sentido;
a direcgfo é a definida pelo eixo dos XX e o sentido
é o da parte positiva para a negativa do mesmo eixo.
Calcular a grandeza da aceleragdo em fungio do
tempo. O sentido do movimento ¢ o sentido directo.
Condigdes iniciais: para =0 é v=2,m=4 e y=+/2.

3049 — Num movimento central existe a relagio
v=2/r entre a grandeza da velocidade e a grandeza

do raio polar r. Determinar a equagéo polar da tra-
jectdria e a expressio de r em fungio do tempo.

I. 8. T. — Mecinica Racroxar — 1.° exame de frequén-
cia extraordinario — 1950.

3050 — Averiguar se, em relagiio ao sistema dife-
rencial:
d.l:i dSCg dmn

P bk i L Yt 37

+ @, =0,

a fungio I =f(‘-1'1$2""-'5.-) dV ¢ um invariante
v
integral,

3051 — Conceitos de geodésica no cdleulo variacio-
nal e no cdlculo absoluto: sua identificagfo.

3052 — Conceito de fungio harménica. Proprie-
dades.

1. 8. T.—Mgecinica Raciosar—1.° exame de frequén-
cia ordinario — 1950.

3053 — Um ponto P move-se no plano Oxy com
movimento uniformemente acelerado sobre uma para-
lela ao eixo Oz . O triedro de referéncia Oxys estd
animado duma rotagdo uniforme em torno de Oz.
Determinar a aceleragfio de transporte do ponto e a
sua trajectdria.

3054 — Estacionaridade dos integrais duplos.
Relagdes entre o problema da estacionaridade do in-

tegral f f (p? + ¢°") dx dy e do problema de Dirichelet

3055 — Conceito de medidas em geometria das
massas, Medidas negativas e medidas vectoriais.

PROBLEMAS
SOLUCAO RECEBIDA

2542 (Gaz. Mat. n.° 34) — Mostre que

= Y 1 1 m !
St a1 ((n~1)! = (m+n—1)!)
R: Raciocinemos por recorréncia. Para m =1,
tem-se
TR T
=m+p) ®+O)! n! n!(n-1)!
1 (n—1) (n—1) !
Ta-1| al@=1)! ]'

1 [n(—1)!—(a—1)!111
ﬁ[ n!(n—1)! I'_'

1 [n!l=(n-1)!1! 1 1 1t
n—1| (@—1)!n! J o—1[(—1)! at]’
quer dizer, a igualdade € valida.

Suponhamos entdo que ela € ainda vilida para
m =k, fsto é:

s _ P! 1 1 k!
O Bami~ia Ln_m T kT n——l)l]




