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GAZETA DE MATEMATICA

Inégalités

par Jean Aczél

v

Solutions des problémes et des exercices
de la partie IV

Prosrime 35. La concavité de F (z,y)=|zy ré-
sulte de (z,+2,) (i +¥2) =w1 Y1+ 21 Y2+ T2 Y1+ T2 Y2 >

> @ Y1+ 22 @3 Y1 Yo+ 2 o= (V2 v+ Vs 1)
La convexité de F (x,y)="log (a*+a") résulte de

2log (f;_’:ﬁ + aﬁ) =

= log (@™ a™ + 2\/a" a® a% a% + av a% 1<
< Iog (a,’l a*t 4+ a® a¥ + a% a® + a" av.) -
= log (a™ + a") + log (a* + a%).

Pour démontrer que F (z,y)=a%y% est concave, il
faut vérifier I'inégalité
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c'est-a-dire, puisque g;+gs=1,
(1) @iyl + ohyl < (21 + 22)" (v1 + y2)=.
Or, en utilisant la seconde inégalité (4), on a

(24 +29)" (Y1 +y2)" @y +xp Y1+ Y2
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ce qui équivaut A la relation (21). La concavité de
F (g yg, v y@,) =2y @y -~ &3 se démontre d’une

maniére complétement analogue.

Prosrime 36. En divisant les deux membres de
I'inégalité (20) par %k, on obtient l'inégalité de
Jensen & k termes et & n variables pour la fonction
F(zg @5y, @,) = xi' wy' -+~ xy"; sa validité résulte
de la concavité de cette fonction. Pour démontrer
I'inégalité de Hélder posons dans (20) n=2,1/r=
=q1,1/s=qz,a;=2f", .-, af =¥, bl-x;”"”!bk-mg‘}
I'inégalité de Cauchy-Schwarz s'éerit:

(a} + a3+ =« + a})"2 (b] + b3+ - + )2 > a1 b1 +
+ azby + 0 A+ ayby.

Proprime 37. En procédant comme nous l'avons
indiqué, on a

@+ +nh+wr<
<@+ YD [+ @) + (v + )T T
» @+ttt
< (a5 + y)V [ + @) + (i + ¥)T *
et, en ajoutant ces deux inégalités,
@ +y)'" + (5 + yi)”’
[(m1+wz}'+(y1+yz}'l ’

(@ +x2)" + (n+ y2)' <

c'est-a-dire
[(ws + =)" + (1 + )] < (2] + ¥))"" + (23 + 93)'"

En divisant les deux membres par 27, on trouve
[ :!:ri-:!:g) (y1+yz)’:|“" (:!: +yr 1ir (xv_l_yr)h"

qui est I'inégalité de Jensen demandée. La convexité
de F(xy, x5, -+, ) =[(xj+ - +=})/n]'" se démontre
d'une fagon analogue.

Prosrive 38. L'inégalité de Minkowski n’est autre
chose que l'inégalité de Jensen & k termes pour la
fonction F (z,y)=[(="+y")/2]"".

Exercice 19. En posant a; =v,* "7 ... g, =
mvkl‘p—llrp,bl mu”‘at 30 PV g bx'-uafﬂm"“}’f(}’-l),l‘—l)
dans I'inégalité de Hilder, on a

—t 1lp
(vg+-+v) *? (uf_“+ +v—?_—;') > (ug e +w).

Exercice 21. En posant a,=a®, -+, ay=a%, by=
=a¥, .+, b=a' et en tenant compte de la convexité
de la fonction %log (a*+a) (cf. Probléme 35) il vient

log "V (@ +6y) (a+5y) =
log (a®' +a"1 ) +---+log (a™ +a's)
— T >

~ log(Varar+* VirD,).
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