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negativa. Ora, sendo a>h>0 fem-se a™>b" e, subs-
tituindo em B, a™ por b™, tem-se: E <2bm+—ab™—
—bott=b™ (b—a) <0, c q. p.

3070 — Dada a equagdo x*—2ax+56=0, determi-
nar a e b de modo que uma das raizes seja dupla da
outra e que a soma dos seus quadrados seja igual a
125. R: Eliminando %; € X3 em X|+%X2=2a,%;+Xp=b
e xy=2x, obtem-se Ba”—9b =0. Por outro lado, x}+x3=
= (%1 +x%2)2—2x; - X,=4a2—2b=125. Resolvendo o sis-
tema formado pelas duas equagies em a e b, obtem-se
a=15/2 ¢ b=>50.

3071 — Demonstrar que o lugar geométrico dos
pontos do plano cujas distincias a duas rectas do
mesmo plano estiio numa razio constante, ¢ uma recta.
R: Sejamn 1y e vy duas rectas concorrentes em O. O lugar
geométrico dos pontos P pedido € a recta t, sobre a qual
assentam as hipotenusas de todos os triangulos rectin-
qulos cujos vértices sio P, 0 e os pés Py e P, respectiva-
mente sobre vy e vy, das perpendiculares bairvadas de P
sobre estas duas rectas. Com efeito, os triamgulos rectin-
gulos [P'P{O],[P"P{ O],--- sdo semelhantes entre si
e, portanto, PO/ PTP|—PT0 /P Pji= .- —k,. Para
os triangulos [P'PLO], [P" Py O], -
também semelhaites entre si, ter-se-4: P'Q [ PTP] =
=PTO/PT P} = .- =k,. Logo, por divisio ordenada :
PP}/ PTP] = P"PY[PTP] = -.- = ky/ky = const., que
prova estarem entre si numa razdio constanle as distan-
cias dos pontos P (P, P",.--) as rectas vy ers.

Sendo ry[/r3, a recta r ¢ a paralela a 1y € T3 condu=

rectiongulos e

zida por um ponto P satisfazendo s condigies do
problema.

3072 — Dados trés pontos nio colineares, sobre o
plano, tragar uma recta que diste de um dos pontos
um comprimento dado e que diste igualmente dos
outros dois. R: Sejam A, B e C trés pontos, dum
plane =, ndio colineares e d o comprimento dado. As
rectas de = distando d dum dagueles trés pontos, A,
por exemplo, constituem a familia de tangentes i circun-
Sferéncia de centro A e raio d. Sdo solugies do problema
proposto, os elementos desta familia que equidistem de B
ede C: as duas rectas 1y e vy tangentes it cireun feréncia,
centrada em A e de raio d, paralelas a BC e as duas
tangentes, ry e 15 a esta mesma circunferéncia, concor-
rentes em M, ponto médio de BC, quando existirem.
(Note-se que as rectas ry e vy determinam em geral com
M, B e C e os pés das perpendiculares baizadas sobre
elas de B e C, dois triangulos rectingulos i{guais).
Designando por dy a distincin do ponto A a BC conclui-
remos os sequintes resultados :

1.°). Sendo d<AM: a) com d==ly, existem as quatro
solugies distintas, vy, ra, ry e rg; b) com d=dy, existem
trés solugies distintas, pois que uma das solugies ry ou 1y
coincide com Ty ou Ty}

2.°). Sendo d=AM (o que ecclue a possibilidade de
ser d<<dy): a) com d>dy, existem trés solugies distin-
tas, ry, vy @ T3=ry; b) com d=d;, existem duas solugies
distintas ry (ou r3)=ry=ry e 13 (ou ry);

3.°). Sendo d=>AM (o que torna impossivel ser d;>)
existem apenas as duas solugies distintas vy e 3.

Solugdes dos n.% 3061 a 3072 de Orlando Morbey Rodrigues.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Arcesra Svreriorn— Exame final — 1948-49

3073 — Descreva e justifique a determinag¢io da
caracteristica dum sistema de m equacdes lineares
a n incdgnitas.

3074 — Escreva a condi¢fio de ortogonalidade das
arestas dos diedros A definido por
{ Ae +By+Cs+ D=0
Az + By 4+C=z=+ D' =0
e 7 definido por

He+ Ky + Lz + M =0
Ho+ K'y+ L'z4+ M =0

Relacione esta condigio com a matriz

stid, B
e m fsc] = & &1,
5 H'K'L

3075 —Sendo 7y ,7y, 7, as raizes de f(x) =
=pox" + P& + -+ + Py + p,, (uais sAo as
de F'(x)=(—1)"f(x) f (—x) ? Mostre que F (x)=0 se
reduz ao grau subduplo. Designando por G (x)=0 a
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equagfo reduzida, determine os coeficientes de g (z) =
=(—1)"G (x) . Na hipdtese de f(z) ser real e g (x)
apresentar v variagdes, quantas raizes reais pode
ter f(x) ?

3076 — Por ordem crescente de valores, sejam
Ly, Xy, -0, @, as raizes reais do polindmio real f (x)=
=poa"+py b p, € @y ,dp, e, ®, OS TESpec-
tivos graus de multiplicidade (zj+ap+ -+ + 2, =p<n).
Qual o nimero minumo de raizes de f'(x) nio infe-
riores a ® nem superiores a ,? Prove que f(x)
admite raizes imagindrias (p<<n) sempre que f'(x)
se anule: a) antes de x; ou depois de x,; B) mais de
uma vez entre x; e xy,. Prove ainda que f(z)=0
admite (pelo menos) um par de raizes imagindrias
por cada minimo positivo ou mdximo negativo da
fungio f(x).

3077 —Deduza um limite excedente para os médu-
los das raizes do polindmio o (z)=ay+ajz+ -
ooy Tt

F. C. L. — Avcenra Surerion — 2.° exame de frequén-
cia, 25 de Abril de 1950, 1.* chamada.

3078 — Mostre que f(x, y) diferencidvel é funcio
continua. Indique (e justifique) alguma condigfo de
diferenciabilidade de f(x,y) em P (a,b).

3079 — Prove que ndo se anulando f(r) em (a, b)
é par (possivelmente zero) o mimero de variagdes
perdidas pela sucessio de Fourier de f(x) a pas-
sagem de w==a a w=>b. Quantas variages pode
perder a sucessfio de Fourier de
f(x) = (@—u1)? - (x—23)3 (x24+1) dezxz=a a w=10,
a<<xy, ra<<b. Estabeleca alguma das condigdes de
Fourier e dé a sua interpretagiio geométrica.

3080 — Estude a marcha da fun¢io f(x) no ponto
w=a na hipitese em que f(r) — f(a) tem ai um
zero duplo. Figure a imagem de uma func¢io f(x)
nas condigdes referidag, dé a equacio da tangente no
ponto M (a, f(a)) e descreva o comportamento da
fungfio f(2) — f (a) . Extremos e assintotas da ima-

1
gem de f(r) =x + —— . Mostre (por um pequeno es-
Vax

bogo) a situagfio da curva a respeito das suas assin-
totas, e justifique convenientemente o tracado.

3081 — Em que condigdes se garante para a equa-
¢io f(x, y) =0 uma raiz y = ¢ (), tomando no
ponto © = a o valor de fun¢do continua nesse ponto?
S#o tais condigdes suficientes para que ¢ (x) saia di-
ferencidvel no ponto a? Em caso negativo que mais
se hd-de exigir da funglo f(z, y) para tal efeito.
Verifique se a equagiio:

f@,)=@E+)yP#+99 +[(2+2)2+3)]y—23x =0
define implicitamente alguma fun¢fio ¥ = o (x) uma
imagem corrente pelo ponto P (1,1). Em que di-
recgio 7 Concavidade dessa imagem nas vizinhancas
desse ponto. Enuncie algum conjunto de condigles
suficientes para que exista ¢'' (a), valor finito.

I 8. A. — Maresiricas Gerats — 1.° Exame de fre-
quéncia, 1950.

3082 —a) Escrever uma equagio cartesiana com um
86 parimetro que represente todas as rectas que pas-
sam por (1,0) excepto x=1. &) Para cada re:ta »
deste feixe considerar a recta ' do mesmo feixe
que faz com ela um angulo de 45° contado de »
para »' no sentido directo e o ponto P de inter-
seecdo de »' com Oy. Escrever uma equagiio carte-
siana a que satisfagam os pontos das rectas r (se
os houver) que distem 1 dos correspondentes pontos
P.c) Para que valores do pardmetro se obtém real-
mente pontos do lugar geométrico.

3083 — a) Que pontos de w—y+1=0 distam 2,8
de 344y +3=07? &) Que figura é representada pela
cquagio ay +2x=07

3084 — Calcular sob a forma =z + ¢y o mimero
[V (cos =/12 + i sen = /12)]%.

I. 8. A — Maremiricas Gerats — 2.° exame de fre-
quéncia, 1950.
3085 - Para que valores de = ¢ convergente
5 ‘1""
E ?

= n(n+3)
o "
3086 —Sabendo que e* =1 +2 I—', caleular 1/"/e
n=1 7

sob a forma decimal com um erro inferior a 0,00001 .

3087 — Caleular a drea S do tridngulo de vérti-
ces (0,0), (x,0) e (=,y/2—y/2—=22) e a parte princi-
pal do infinitésimo S em relagio a =.

3088 — Seja y=f(x) uma fun¢io de varidvel real
definida no intervalo [—1,1]. Sabendo que: a) O
conjunto dos valores de f (x) neste intervalo ¢ a
unifio do intervalo definido por 2<y <3 com o
conjunto constituido pelo unico ponte y=5; &) f(x)
é continua em | —1,1[; ¢) f(1)=3=1lim f(1—h),

h—»+0
caleular o valor de f(—1).
3089 — Estudar a derivabilidade da fung¢io
w? se existe algum nimero natural n tal que

1 1
S @)= ey

a3 para os restantes valores de .
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3090 — Derivar

— [arecosee (3z—1)]%.

€I
s —log. (1 =17
cop 2 tog. (L2 )+tgx

3091 — Escrever a equagio geral das tangentes a
1
curva definida por y = - eas das tangentes comuns a
x
esta curva e 4 pardbola y=ux?.

I. S. C. E. F. — Mareudricas Gerais — 1. Exame
de frequéncia — 1950, Marco, 27.

3092 — Quando se diz que certo conjunto (x) é li-
mitado a direita? Como se define o respectivo limite
I. de Weierstrass ? Caracterize esse limite pelas suas
relagbes com os elementos do conjunto. Prove a exis-
téncia de L na hipdtese considerada.

Indique os pontos de acumulagio e limites de
Weierstrass I e [ de (x,) onde w,=1+2(—1)*""'—
—(—1)yn. Tem a sucessio u, limite? Justifique.
R: O conjunto (u,) € a soma de dois conjuntos (uy)
e (Wyiq) cada um com sew ponto de acwmulagio ; estes
sio —1 e 3. Os limites de Weierstrass sdoresp.: Li=4,
1= —3/2. A sucessdo niio tem evidentemente limite, pois é
decomponivel em u_, com limite—1, & uy, com limite 3.

3093 — Quando é que a série de termo geral u,
se diz econvergente ? Enuncie e demonstre o primeiro
teorema de Cauchy para as sérivs de termos positi-
vos. Enuncie seus coroldrios. Defina intervalo de con-

a0
vergineia da série f(x) = 2 a,a" e descreva as suas

1]

propriedades. Relaeione os intervalos de convergéncia
o o

das séries [ (r) = 2 a, " e g¢(xr)= z na, ="',
v 1

R: Caleuiem-se os intervalos de convergéncia das séries

com o sequndo critério de Cauchy :

(n+1)_|3nui. |3u+||_

lim

|x| <<l e lim

| ﬂI "

wl)
an

3094 — Caracterize por meio de desigualdades que
a fungdo f () ¢é continua no ponto a. Mostre que
f(r) se anula em (a,?d), pelo menos uma vez, se for
continua nésse intervalo e se f(a+0) - f(6-0)<O0.
Estude a continuidade e derivabilidade da fungio
S () assim definida:

@ =|

R: Se¢ja a real ndo inteiro ou quando inteiro igual

|x|=<1.

Portanto intervalos {iguais

(—-‘l [lim

a, .
ol ,1 ﬂiﬂl
a

a?* — 1 para » nio inteiro

x + 1 para = inteiro

a —1 ou+2; para x =a a fungio f (x) € continua
wvisto que limf (x) = a? — 1 = f(a) e nestes mesmos
1=a

pontos f'(a) =2a. Para x inteiro diferente de —1
e +2 a fungio tem descontinuidade de primeira espé-
cie com saltos medidos por | x2—x—2 |.

3095 — Defina fungdo crescente num ponto. Fi-
gure uma fun¢io g (x) crescente em a (propria-
mente crescente) mas com derivada nula nesse ponto
e exprima por um cociente que ela ¢ crescente em a.
Prove que se g (x) tem derivada em a e & erescente
nesse ponto, g'(a) & positiva ou nula. Se [ (z) estd
nas condig¢fes da fungdo g (r) anteriormente figu-
rada qual o sentido da concavidade de f(x) na
vizinhan¢a de a? Prove a afirmagiio que fizer. Deter-
mine a tangente &4 curva y=ux/(x—1)% no ponto de
de abcissa ©=2 e diga se na vizinhauga desse ponto
a curva fica para cima ou para baixo da tangente.
R: A equagio da tangente é y—2=—3(x—2); nas
vizinhangas do ponto de contacto (2,2) a derivada é
negativa, curva decrescendo, e ' (x) positiva, concavi-
dade para eima, Curva acima da tangente.

3096 — /7 () admite a como zero de multiplici-
dade «. Qual a expressio de f(x) —f(a) em torno
desse ponto ? Exprima que f' (z) admite a como zero
de multiplicidade =, aplique a f(r) —f(a) o teo-
rema dos acréscimos finitos e deduza daf uma nova
expressio de f(x) em torno de a. Designando
por a-+6(x—a) o ponto intermédio introduzido pele
teorema dos acréscimos finitos prove que § tende
para certo limite significativo quando « tende para a .
Caleule esse limite na hipétese de a=2. R: Por ser

f'(a) =f"(a)=--- =1 (a) =0 e *1! (a) £ 0 a férmula de

. (:“_a}ﬂ-kl %41 .

Taylor di f(x) —f(a) = @i - (xq) e deri-
-

vando estu expressio vem f' (x) = u £547V Ixg) e

L)
@ .
mudo que o teorema de Lagrange da
6% (x—a)= (a1

ol

f(x) —f(a) = (x —a) (x1) -

As duas expressfes arrasiam a igualdade

e
di_oue=\/ 1 Seam=2,6-y3/2.

17 (@t1)! atl

-2

b
-3

1. 8. C. E. F.— Muaremaricas Gerais — 2.° Exame de
frequéncia, 1950, Junho, 29.

3097 — Calcule a primitiva da fungiio
1

*r) =—x arc sen ¥ — ———— -
/@ tgx + cotgw
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Descreva e justifique o método de primitivacio por

partes. R: Pz arcsen 2?2 — P — — =
tg x + cotg @
P | x3 1
- arec sen x? — P ——x—-~‘—Pﬂaenm oS & =
2 Vicet 2

2 1 p-—— #l
—Z—arcsenz’+§\/1—x‘+icus 2+ C.

3098 — Indique sob que condigbes a equagio
Sf(x,y) =k (k constante) define implicitamente uma
fungio univoca y =+ (x) na vizinhanga do ponto
P (a,b).Pode a equaciio definir mais do que uma fun-
¢do univoca? Justifique. Supondo f(x,y) diferen-
cidvel em P (a,b) prove que y=g (z) é diferencidvel

d
no mesmo ponto. Deduza dai a expressio de d—y
©

3099 —Dado o sistema de n equagdes a n incognitas
al x, =4 (h indice mudo, i =1,2,---,7) escreva a
sua equa¢do matricial indicando os elementos das
respectiva matrizes. Supondo | 4| = |a}| 50, deduza
da equagio anterior a regra de Cramer.

3100 —Se¢ja P(x) um polindmio inteiro em x de graun
e de coeficientes racionais Mostre que se P(x) =0
admite a raiz racional z+/B admite também a raiz
a—Y/B. Como se acham as raizes duplas dam poling-
mio? Determine a condi¢io para que a equagio
@34 pr +q=0 tenha uma raiz dupla. Ache por meio
da sucessfio de Sturm a condi¢do para que o polino-
mio P (x) = «3+pr+q tenha trés raizes reais e
distintas. R: Para que exista raiz dupla P (x) e sua
derivada ndo podem ser primos entre si. Achando o
m. d. e. pelas divisies sucessivas obtemos

1. O pLy fo=x%+ px+q
8 0 p fi =3x2+p
0—2p — 3q fa = — 2px — 3q
_Qq+2p2

—4p? —27q? fy = — 4p3 — 2732

A sucessiio de Sturm serd:

fo=x3+px+q, fi=32+p, f =— 2px —3q,
fy = — 4p? — 27q2.

Para f, ter raizes maltiplas deverd ser f3=0, por-
que entio o m. d. e. (fy,f;) f2 e o zero duplo € o zero
de f,.

Para que fy tenha as trés raizes reais deverd ser
(e € suficiente) fy=> 0 porque entio € necessiriamente
p<0 e para — co a sucessio de Sturm dd 3 varia-
ghes e para + oo da 0 variagies. Se p>0 ja 30
e sendo fi >0 vem f; ecrescente e portanto com wuma
tunica raiz real.

Solugies dos n.** 3092 a 3100 de J. Ribeiro de Albuquerque.

I. 8. T. — Mareudricas Gersis —1.° Exame de fre-
quéncia extraordindrio — 16 de Marco de 1950.

3101 —a) Verificar a seguinte identidade:

(-41)° = r.:t:osE + :'aen—?lf-~
(1—3)" 2 1

b) Interpretar geomitricamente a identidade para
n=2 e justificar todas as operagdes, analiticas e geo-
métricas, efectuadas nas alineas a) e ). R: Us com-
plexos conjugados 141 e 1—i tém o mesmo modulo e
argumentos, por ex. =4 e —=[4 respectivamente. Logo,
o seu cociente terd por midulo 1 e argumento w/2.
A formula de Moivre para o expoente n inleiro permile
concluir a identidade proposta.

3102 — a) Calcular o verdadeiro valor da expres-
ali:+ blf:_'_clfs x
sio: (—3——-—) para ® =oo. &) Enunciar e
justificar as regras seguidas ne cdleulo da alinea
anterior.

3103 —a) Dada a equagio f(x,y)=0, onde o
primeiro membro ¢ uma fun¢io homogénea, calcular
as duas primeiras derivadas da fun¢iio y (x) definida
implicitamente. Explicitar a fun¢fo, partindo do conhe-
cimento das suas derivadas. ) Justificar as regras de
derivagdo utilizadas, assim como uma propriedade
importante das fungdes homogéneas a que necessiria-
mente recorreu. R: Supondo f(x,v) uma fungio homo-
génea diferencidvel, de grauw de homogeneidade a tem-se
x4y -fi=a-f(x,y) (identidade de Euler). Como
€ f(x,y)=0 tem-se fi=—(y/[x)-f;. Substituindo este
valor em y' (x)=—f/f, obtem-se y'=y[x donde y''=
=(y'-x—y)/x2=0. De y" =0 resulta y'=c e y—ex=d
(e e d constantes arbitrarias). Porém, a homogeneidade
de f(x,y) implica que seja d=0 e, portanto f(x,y)=
=y—cx.

I. S. T. — Maremdricas Gerais — 2.° Exame de fre-
quéncia ordinario — 4 de Jalho de 1950.

1.2 Parte

3104 — Dada a curva de equagio y=e™=*, calcular
as ordenadas dos pontos de inflexfio com um erro infe-
rior a 10~*. Utilizar para esse fim o desenvolvimento
em série inteira da faun¢fo exponencial neperiana.
R : As abeissas dos pontos de inflexdo da curva de equa-
¢io y—e~" sio as raizes de y''—=2 e~ (2x2—1)=0
ou sejam x=+1/2 por ser y"(+y1/2)£0. As
ordenadas pedidas obtém-se caleulando, a menos de
10-2%, a soma da série numéerica que se obtem, fazendo

x=+/1/2 no desenvolvimento de Mac- Lavriy
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i - x4 6
e =k i N P -l n
y=e* =1 x+2! 3!+.,.+( 1~

2 + e
Tomando apenas os 4 primeiros termos da série, o que
garante um érro sistemdtico inferior, em valor absoluto,
a 1/381<1/200, tem-se, y~1—1/24+1/8—-1/48 =
=20/48 =~ 0,60 com um érro de cdleulo, tambem inferior,
em valor absoluto, a 1/200. Desta forma, y=0,60 € o
valor comum, com a aprocimagdo pedida, das ordena-
das dos dois pontos de inflexdo da curva dada.

3105 — Resolver a equagiio 3ad 4 1122 + 17 & +
+24=0. R: —8/3 e (—1+/111),2.

e+2y+a=0
z41=0

o valor de a de modo que por ela passe um plano
3e—2z=0
3y—22=0"
¢io desse plano. R: A familia de rectas dada permite
determinar uma familia de feizes de planos de equagio
x+2y4aztata=0 (x e a reais). Em cada feixe
desta familia ¢ possivel determinar um plano perpendi-
cular a r pois, com efeito, terdo que ser paralelos, o

, determinar

3106 — Dada a recta {

perpendicular a » E{ Escrever a equa-

CALculLO

I. 8. A. — Circvro InFrsiresivan & pas Prosannapanes
— Alguns problemas dos 1.°* exames de frequén-
cia — 1949-50.

3110 — Calcular ] \/“ "fde R: oa(s/2+1).
F a—x
"

idx
(z*+x+1)
1 (x*4x41)' 3

3111 — Calcular [ =-J PESTL

R: S g
TR G A

+ :-—-arctg2—

3112 —Sendo f(x,y) uma fungiio homogénea de
grau o, continuamente derivdvel até 4 2.2 ordem,
provar que é:

P R

¥
i 2 e
e 2y o iy T dyt A )/ (@,9)

a?

R: Aplicando o teorema de FEuler (s derivadas par-

f of
ciais % e :i_v , que siio fungies homogéneas de grau a —1,

vector normal do plano ;1.(1 12,a) e o vector u (1,2,3)
da recta r para o que basta ser a=3. O problema
admite, portanto, uma infinidade de solugies ; todos os
planos da familia, a wma s6 parametro, de equagio
x+2y +3z+a+3=0.

2.2 Parte

3107 — Estabelega o desenvolvimento da fun¢io ex-
ponencial neperiana, emn série inteira, pela aplicagio,
depois de demonstrar, do teorema respeitante i série
de Mae-Laurin. Em relagio ainda com o problema
n.° 3104, enuncie as propriedades das séries numéricas
utilizadas na resolugdo daquele.

3108 - Justifique os métodos empregados na reso-
lugdo da equagio do problema n.® 3105, de acordo
com a natureza das raizes encontradas.

3109 — Feixe de planos: deduza a sua equagio.
Perpendicularidade entre rectas e planos: enuncie as
condigdes, provando-as. Estude o caso particular dum
dos planos bissectores do Angule formado pelos pla-
nos dos xz e dos xzy, estabelecendo as condigdes para
que uma recta no espago lhe seja perpendicular.

Solugles dos n.%" 3101 a 3106 de Orlando Morbey Rudrigues

INFINITESIMAL
i o pf r
"3}«1*‘ "’a'iay-:(‘_”:;?_

Multiplicando por x a primeira destas igualdades,
por y a sequnda e somando-as vem, notando que, por

td 2 F
hipdtese, ¢ i = L 3
dxdy  dyodx
Ot f )t ot
Y | R
& Jx? * ydxc)v Jdy?
of of
=1 — — |=(=—=1)af(x,y).
] [ e ECE L)

v
3113 —Sendo z=1'+u" — —; u=al—y? v=0y €
w

2
w=y+1, determinar ok no ponto (x,0).
dx dy

R: Tem-se

‘; = wu12x 4 (2v - })y

.4 w
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donde

J*z 1 1

+ 2xu™?[u + wu logu — 2yw (w — 1
g Y

B!
= 2x (1 1 2y —1.
(dxay)u.m o loee)

1. 8. A. — CArcuro INFiNtTESIMAL E DAS ProBanivipapes
— Alguns problemas dos 2.°* exames de frequén-
cia — 1949-50.

3114 — Caleular F' (y) sendo
H
F(y) = ] log (22 + y") dx.
L}

1
R: 2aretg-.
y

3115 — Resolver o sistema
z—2y+e—t—2=0
2e+t+1=0
2y —z2+8=0
R: Sistema compativel e indeterminado
x=—2/3
y=(—3)2
zZ=2 y
t=1/3
3116 — Sem resolver o seguinte sistema, determi-
nar y de mode que ele seja compativel :
e+ by —24+3=0
28 +2=0
z—y+3—-0=0
Yo Bi—=1m0
R: Formada a matriz dos coeficientes dus incégnitas
i—1

2

2 01 P e e
Y A verifica-se que € possivel extrair dela wm
0 1.2

2 01
determinante de 3. ordem ndonuloa=1 —1 3 |=—-9,
0 12

que poderemos tomar para deferminante principal.
Havendo apenas uma equagdo ndo principal existe um
@nico determinante ecaracteristivo que terd de ser nulo
para que o sistema seja compativel, isto €:

20 1 9

=0, donde 6=1/5.

1-1 3-—
01 2—
2 0-1

=

3117 — O sistema
Yoo=m — 2z, — iy
Yz = & + By
Yy = x4 + By
define ou niio uma transformagdo linear? DPorqué ?
R: Ndo, porgue o midulo da substituigdo,

1-2-1
M=|1 0 5| € nulo.
01 3

3118 — Sendo
¥ = 2] + o} + of + x
Y=} — 2o} + Dy iy + ay
Yy = =} + s (B2, 4 Oy — 22,) + 35, 2y + 22,
Ys = 3r @y + 3oy 2y + 2 + 2y wy
quantos yy hd funcionalmente independentes? R : A
matriz das derivadas parciais tem caracteristica 3,
ﬂ"’t Va3 ¥a,Va)

=0 e existem jarobianos de
d (XyyXg5 X35 Xy)

pois
O(¥1s¥es¥s) . r
T2 nio identicamente
J (-\"I IR ) x&)
nulos. Logo hi 3 fungies independentes.

3.7 ordem, por exemplo

3119 — Sabendo que a fung¢fo caracteristica da
distribui¢io binomial é f(f)=(pe'+4q)"¥ achar a fun-
¢do caracteristica da distribuigio de DPoisson. R:
A fungio caracteristica da distribuigdo binomial, £ (t) ,
pode tomar a forma :

f(t) = (pe' + @ = (pe' + 1 —p)* =[I + p (¢t =]
Quando uma distribuigdo tende para oulra o mesmo
sucede s fungies caracteristicas ; ora a distribuigio
L4
binomial tende para a de Poisson quando { i ’
N—=co
sendo limpN=m. Prdozimo do {imite pode-se substi-
k'
tuir p por m/N e assim a fungiio caracterisiica da dis-
tribuicao de Poisson sera:

HgERe

CAt e oy
1 'ﬁ (et — ul — (oD

3120 —Sejam  y, (j =1,2,:--,N) N varidveis
casuais estocasticamente independentes e todas elas
com a seguinte distribuigdo :

i |\P (y{) l
|

-z

|
! q
1| »

N
Notar que = == 2 y; tem parametros p e V.
=1
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A partir deste facto:

1). Sendo @ uma varidvel casual com a distribuigfio
de Bernoulli, obter E (z) e V (x) mediante as suas
relagdes com E (y) e V (y);

2). Achar a fun¢io caracteristica da distribuicio
binomial e deduzir dela E (x) e V (x). R:

E (y)=E (v))=p; V() =E (D) -E2(y)=pa
entio

j=1 =l
N N
V(x) = V(z }'s) =2 V) =Npq.
i=i =1
2). A fungiio caracteristica da distribuigio de v; é:
£, (t) = E (') = pe'+ q.
A fungio earacteristica da distribuigdo de x ¢€:

N
F (o) =160 = (et + )"
Donde: :
E (x) = F' (0) = pN
V(x) = F"(0) — [F' (0)]? = pqN.
Solugdes dos n.° 3110 a 3120 de Zdézimo Pimenta de Castro
do Rego.

I.S.C. E. F. — Axdrise InFrviresiman — Exame final
— Outubro de 1949.

3121 — Escrever até aos termos do 2.° grau inclu-
sivé o desenvolvimente tayloriano da fungio

f@,y,2) = VEr g+

segundo as poténeias de (x—1), (y—1) e (z—1). R:
i=2 1 d -

fx,y,2) =f(1,1,1) + E"‘—, ((K‘:)I‘I ’(X—l) -

& (j—;)‘_m(_v 1)+ (giz).( —1)]"’ Do

=3+ =[x—D+Fr—-D+@E—-1]+

1
l/_g[
+1 : —2—:[(x—1)2+ Or =124+ (z—1pF—
2 3y3
—(x=1) (y=1)—(x—1) z—=1)=(y—1) (z—1)] + Rs.
3122 — Sendo 4 e B dois pontos fixes e P um
ponto varidvel e gendo 0 um Angulo (P_E,P_é), mos-
trar que a direc¢io do vector grad ¢ é normal em P
i circunferéncia que passa por 4,8 e P.
3123 — Dada a equagio
(22y + y* — ay) do + x?dy =0

determinar um factor integrante da forma ¢ (2)/«?,
sendo z=y/x. R: De y=xz wem dy=xdz+zdx e a

equagio toma a forma (x3z 4 x323)dx +x3dz = 0.
Multiplicando por s (z)[x3 tem-se 5 (z) - (z + 23) dx +
+9 (2)dz=0, e como o 1. membro € diferencial exacta:

L ASTESRRERY TUN BT T o, L Lo
i ox o (2) 234z
dunde = (2) = —1— - —_)'—3 , ¢ finalmente
c(#3+z) e(y+y3)
w(z) 1

¥ ey +yY)

I. 8. C. E. F.— Axdrise IsFixrresimarn, — Exame final,
época milicianos — Dezembro, 1949.

3124 — Seja A (x,0) o pé da ordenada dum ponto
P da curva C. A distincia do ponto A4 A tangente
em P ¢ AM—a. Supondo a constante achar a equa-
¢do da curva.

- dy
R: r=ay14p? -
b \/ +p* com p i

dy dx ap dx a

§ — N —— ey w——
dc dp iFpz dp  Jitp?
X + Cy = arc senhp — p = senk (x+Cy)

d
d—i = genh (x+C,) — y= cosh (X-i—Cﬂ + Cz .

3125 — A curva a’v’=y? (x—«) tem um ponto de
inflexdo. Achar a drea limitada pela curva, pela orde-
nada desse ponto de inflexdo, e pela ordenada do ponto
z=22. R:

3 5
y'=—a(x—a) ’—i—iax(xfu)—;, y'=0—2+x=42a

42 xdx
e A =2a 1 3%
f?z ‘/x_“

Fazendo x—a=1?, tem-se:

~41 ax dx V%

x
1) e ___“2_} (ax + at?) dt =
22, Vx—a. Va

3-- —
=}E‘/3— 8'31‘/&:

A=2(12¢y3-8)aaya/3.
3126 — Achar os mdximos e minimos da fungfo:
s=(z+2)(y+3)ay.

e portanto:

k:
o @y ) (7 +8) =0~y =0 x=—1 y=—3

(E—x(x+2)(2y+3)=0—o-x—-0

ay

A= —2 y——§
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Os pontos a analisar sio:
(—1,-3/2),(0,0),(-1,0),(0,-3) e (-2,-3).
Jiz Jrz
=— =2y (y +3 = —— = (2x + 2) (2y 4- 3) ,
st £ R T T (2x +2)(2y +3)
Pz

tﬂd—y—z='2‘((x+2)-

r e t decem ser de sinais contririos para haver maxi-
mos e minimos. A imica solugdo que serve é (=1, —3/2)
pois que neste ponto r ,t e s tomam respectiramente
os valores —92,—1 e 0 e s?—rt owvalor —9/2<0).
Logo hd um minimo para x=—1 e y=—3/2 que é
B=-=9j4 .

Solughes dos n.% 3121 a 3126 de Mario S8, Madureira

I. 8. A. — Mecinica Racrovan & Teomia Geran bE
Miquinas — 1.° exame de frequéncia — 1949-50.

3127 — Sendo ®=,y,z as coordenadas de P em
relagio ao triedio 0ijk, provar que é plano o
campo vectorial definido pela funcio :

V(P)==zi—38zj+ 3y —=2) k.
R: Sejam v (A) e v (B) dois quaisquer wvectores do
campo. Por ecemplo se
{ A(1,0,0)
B(0,0,1)

§ v(A)=—-k
erenos { ¥ (B) = i — 3j
Se considerarmos o plano P=0+2 (i+3j) —uk (h,u—
— parametros) verifica-se que todos os vectores do campo
the sdo paralelos pois, gquaisquer que sejam X,y e %
€ sempre possivel encontrar vcalores de 3 e u tais
A *
sl x—3y
no da forma a=k (3i+j), com k qualguer, € facil de
ver que a derivada dos vectores do campo sequndo esta
direcgio ¢ nula. Logo, o campo € plano.

. Sendo os vectores normais a este pla-

3128 —Em relagdo ao triedro Oijk com P (x,y,2)
o campo vectorial (v) ¢ definido pela fungio
v(P) =i + 2*j — yk.
Calecular o fluxo divergente de uma esfera de raio r»
imersa no campo. R: Aplicando o teorema de Osto-
gradski e notando que div v (P)=1, resulta imediata-
mente que o fluxo divergente pedido vale 4=13[3.

I. 8. A. —Mecivica Racroxan & Troria Geran pe
Miquinas — 2. exame de frequéncia — 1950-49.

3129 — A figura representa um trem de engrena-
gens, cuja roda condutora é a primeira da esquerda.
Junto de cada roda estd indicado o seu mimero de
dentes. Poderd sem alteragio da razio de transmissio,
substituir-se este trem por uma iinica engrenagem

&0 51
1 1l ] |
28 I
34 35
| 10 oS

com a mesma roda condutora ? Sendo a resposta afir-
mativa quantos dentes deverd ter a roda conduzida?
R: Sém. 60 dentes.

3130 — O ponto material P estd animado de movi-
mento circular uniforme em relag¢io ao triedro Oijk;
o vector deslizante velocidade angular é:

08 = (2,0,0) (4i + 3§).

A partir do instante ¢t=>5s no qual ocupa a posi-
¢io A4(2,0,-3), P fica submetido apenas i ac¢lo
de uma forga F, com a direcgiio e o sentido de Qe
de intensidade igual a 20 kg. Sabendo que a veloci-
dade de P no instante ¢=10s vale v (10)=Ti+24j,
caleular a sua energia cindtica neste instante. R:
A wvelocidade no instante t=>5s €

v(5) =@ A (A—C)=—9i+12j.
Aplicando o teorema da impulsio temos :
mn

m (Ti + 24j) —m (— 91 + 12j) = fmf'ersﬁdt

5
donde, supondo o wmetro a unidade de comprimento,
m=>5 w. m. m. Kntio a energia cinética pedida serd :

1 1
3™ V= 3 ° 5 - (49 + 576) = 1562,5 kgm.

3131 — Sabendo que o momento de indreia em
relagdio a um plano de simetria da esfera Lomogénea
de raio R e densidade p vale [ =4 =p R%15, cal-
cular os comprimentos dos cixes do elipsoide de
inéreia relativo a um ponto da superficie limitante.
R: As faces dum triedro triortogonal de vértice P —
ponto qualquer da superficie da esfera — e em que um
dos eixos coincide com o eixo diametral que passa por P
sdo planos principais de inéreia. Referida a este triedro
a equagdo do elipsoide de inércia em relagdo a P serd :

x! }.! zﬂ
BLR
TN T
BrgR® 9BrpR* 28rp RS

Donde vem para comprimentos dos eixos do elipsoide:
S S s R W
RV 2mR’ TRV TR

Solugles dos 0. 3127 e 3131 de Zizimo Plmeunta de Castro
do Rego.



