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Solugbes dos n.% 3164 a 3160 de Otilia C. da Cunha Telas

NOTAS DE MATEMATICA

Sobre a aproximagdo fornecida pelos desenvolvimentos em fracg@o conlinua

Quando do ndmero A se eonhece apenas que os
primeiros n+1 cocientes incompletos do seu desen-

volvimento em fracgdo continua sfo ag,ay,-,a,,
> PR 1

costuma calcular-se pela férmula A—Q <é’_
n "

um limite superior do erro que se comete em tomando

P
por A a sua reduzida de ordem n,—". Mas pode

n
deduzir-se uma féormula um pouco melhor do facto de
estar o cociente completo de ordem n, isto ¢, 0o nimero
cujo desenvolvimento em fracgio continua seria
@, @,pq4 "+, certamente comprendido entre a, e a, +1.
A estd portanto compreendido entre

P, % Byit Py (a,+1) Pooi+ Pry
@ 0, Qe + Qs (@ +1) @y + Qg
expressdes cuja diferenga ¢, em mddule, inferior a
1
@ (@t Qum)

Se é inédita, deve-se a ideia que conduz a esta f6r-
mula ao meu antigo aluno Jorge Manuel Pinheiro
Guerra que, ignorando a formula usual, resolveu assim
um problema de uma aunla prdtica e que se nido tem
disposto a redigir esta nota embora lho tenha pedido

varias vezes.
Renato Pereira Coelbho

CRITICA DE LIVROS

Compéndio de Algebra — 3.° ciclo, por Anténio Augusto Lopes
(Aprovado oficialmente como livro Gnico — Disrio do Governo, Il série, 24 de Junho de 1950)

1. S@o ndimerosos os livros publicados no nosso pais
para o ensino da Matemdtica nos Liceus. Pode afir-
mar-se, porém, sem perigo de exagero, que sio raris-
simos o0s que, pelo seu nivel cientifico, se podem
considerar recomenddveis. Acresce a circunstincia
infeliz de serem quase normalmente postos de lado os
livros que, pela sua seriedade e pelo cunho renovador
que apresentam, deviam merecer da parte dos profes-
sores e das entidades oficiais um ecarinho e uma pro-
tecgfio dignos deles. E, por exemplo, o caso da Arit-
mética Racional de A. Aniceto Monteiro e J. Silva
Paulo que constitui, sem divida, uma tentativa mara-
vilhosa de racionaliza¢io do nosso ensino de Aritmé-
tica Racional.

O novo Estatuto do Ensino Liceal, criando o sis-
tema do livro wunico, vai dar uma maior possibilidade
de esquecimento dessas poucas obras que deveriam ir
entrando na ferramenta de trabalhe de estudantes e

professores. Nio ¢ nosso objective discutir aqui o
problema do livro tinico. Embora em desacordo com o
sistema criado, aceitamo-lo, neste momento, como
coisa assente ao destacar a alta responsabilidade dos
autores desses livros iinicos e das Comissdes de Apre-
ciacio dos mesmos, nomeadas pelo Ministério da Edua-
cagiio Nacional, uma vez que o ensino de cada disci-
plina fica sujeito, praticamente, durante um periodo
minimo de cinco anos, & orientagdo dum #nico guia.
Da seriedade e do valor formativo desse ensino, onde
a acgio do professor ficon limitada, é indice o livro
que for adoptado.

O trabalho que vamos apreciar foi aprovado como
livro tnico de ensino de Algebra (3.° ciclo). O seu .
Autor é professor efectivo dos liceus e tem publicado
ultimamente wdrios livros de exercicios ou de texto.
Nenhum, porém, lhe poderia criar a responsabilidade
deste pelas razdes seguintes:
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a) apresentou-o a concurso para ser aprovado como
livro inico;

b) destina-se aos estudantes do 3.” ciclo dos liceus,
onde o ensino pode e deve revestir um cardcter de ri-
gor maior que nos dois ciclos anteriores;

¢) algumas das matérias nele versadas, talvez as de
tratamento mais delicado, exigem um grande cuidado
na exposigio, dada a sua importincia em estudos
subsequentes.

E tendo em vista os trés aspectos agora citados que
vamos criticar este Compéndio de .&Igebra.

2. Numa primeira leitura deste livro colhe-se a
impressdo de que se trata duma obra em que o Autor
s@ preocupou em corrigir a forma de tratamento de
certos assuntos, incorrectamente estudados em muitos
dos livros portugueses anteriores. Essa preocupagfo
revela-se, nomeadamente, na forma como s3o apresen-
tados os elementos sobre tungdes de varidvel real,
onde transparecem certas intengoes louvdveis como,
por ex., a de distinguir fungdes e expressdes analiticas;
certos aspectos do estudo dos polindmios; o problema
das indeterminagdes; a discussio das equagdes do
primeiro e segundo graus nos casos em que o coefi-
ciente da mais alta poténcia da incognita tende para
zero; a forma de introdugdo no cdlculo algébrico dos
nimeros complexos a duas unidades.

Este seria, sem divida, um aspecto positivo a salien-
tar, se uma observagdo mais atenta niio descobrisse a
falta de cuidado na apresentagio da maior parte des-
ses mesmos assuntos. Nota-se afinal que o Autor nio
pensou, suficientemente, sobre os elementos de estudo
de que se serviu ou entdo abastardou a forma expo-
sitiva, de modo a destruir, parcialmente nuns casos,
noutros totalmente, a utilidade que resultaria da cor-
recgio de erros que hd muito fazem escola no nosso
ensino liceal. Muitas vezes seria preferivel deixar
as coisas como até aqui.

H4, porém, um capitulo, que desde jd destacamos,
onde mesmo uma leitura descuidada encontra reais
deficiéncias e erros notdveis: é o cap. II, subordinado
ao titulo geral Limites. Ndo desconhecemos as difi-
culdades de apresentacio deste assunto a estudantes
dos liceus, mas ndo podemos esquecer a importincia
capital dos diferentes pontos abordados nesse capitulo;
basta que nos lembremos de que a nogio de limite é ba-
se de toda a Andlise. Dar ideias erradas ou estabelecer
confusdes neste dominio ¢ prestar um péssimo servige
ao Ensino da Matemdtica e aos estudantes. Ora, o que
o prof. A. A. Lopes apresenta ¢ uma exposi¢io confusis-
sima e, pior do que isso, com erros e imprecisdes, que
de forma alguma deveria servir (e estd decretade
que vai gervir!) como medelo de ensino. Repetimos:
consideramos difieil a apresentagio correcta e clara

deste assunto a estudantes dos liceus, mas, em virtude
da indubitivel importdncia do mesmo, entendemos
que nfio se pode descurar a sua forma de tratamento.
E julgamos que um estudo mais atento do que aquele
que possivelmente fez o prof. A. A. Lopes, uma ati-
tude eritica mais vigilante (em todo o livro se nota
auséncia de senso critico) ou até a utilizagio de mais
elementos de consulta, poderiam ter evitado bastantes
dos aspectos negativos que estamos a referir. Parece-
nos, por exemplo, que as Ligdes de Atgebra e Andlise
do prof. Bento Caraga (que o Autor nfio cita na
bibliografia) podiam fornecer quase todo o material
para uma exposigido elementar, correcta e acessivel, da
teoria dos limites. Também, o Curso de Algebra
Superior do prof. Vicente (Gongalves, que o Autor de
certo consultou, visto estar inserto nas indicagdes
bibliogrificas, estudado com o cuidado que exige,
evitaria tantos erros e imprecisdes.

Antes de entrarmos na concretizagio de alguns pon-
tos anteriormente focados, queremos dizer que, Aparte
um ou outro pormenor, a exposigio de alguns assuntos
é correcta e clara. Citamos como exemplos; Cap. V
(Equagdes e principios de equivaléncia) e Cap. VII
(Sistemas de equagdes do 1.° grau a duas incégnitas)
no 6.° ano; Cap. V (Equagdes irracionais redutiveis
ao 2.° grau) e Cap. VI (Trindmio de 2. grau) no 7.*
ano. Note-se, porém, que mesmo aqui nfo houve sensi-
vel progresso, visto quase todos estes assuntos serem
ja tratados de forma aceitdvel em livros anteriores, o
que ndo ¢ de estranhar atendendo i sua natureza.

3 — Como dissemos, este livro apresenta algumas
tentativas de correcgdo a livros anteriores, também
destinados ao Ensino Liceal. Infelizmente, esse intuito
n#o resultou, como vamos provar com alguns exemplos.

Assim, no Cap. I (Fungdes duma varidvel real),
onde nos parece ter havido a preocupagiio a que alu-
dimos, além de vdrias imprecisdes que nos abstemos de
citar, destacam-se o0s erros segunintes. Depois de defi-
nidas as fungGes algébricas e transcendentes (difi-
nigdes rigorosas sem divida), o Autor ao exemplificar
a 2. categoria diz: «Por exemplo, sfo transcendentes
as fungdes definidas pela igualdade

3 ot
y-.::"; e y—1+z+f—+---+f—+~~
2 n

A primeira porque a varidvel independente figura
com expoente irracional e a segunda porque sdo em
nimero infinito as operagdes que incidem sobre a
varidvel independente, embora todas sejam racionais»
Pergunta-se entiio: A funglo

y=1l+z+a®+ 2"+ ., |2|<1,

¢ transcendente? NHo hd fungbes algébricas que se
podem desenvelver em série? O que o Auter poderia
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dizer é que a representaciio explicita duma fungio
transcendente, com o recurso exclusivo as operagoes
racionais, exige sempre uma infinidade de operagdes-
De resto, dada a maneira por que foram definidas as
fungdes algébricas (e, portanto, as transcendentes), o
Autor nunea poderia invocar qualquer justificagio
légica — isto ¢, baseando-se exclusivamente nas defi-
nigdes dadas — para a transcendéncia das fungoes
que indicou como exemplos. Ainda sobre a classifi-
cagio de fungdes, esta outra observagio: Uma vez que
o Autor considerou irracionais tedas as fun¢des algé-
bricas nio racionais impunha-se que dissesse que
existem fungdes irracionais (no sentido definido mno
xt— 1

bz—1"
citado como exemplo, em virtude das equagies gerais
de grau superior ao quarto nio serem algébricamente
resoliveis (as suas raizes nio podem, em geral, expri-
mir-se em funglio dos coeficientes, utilizando um
nimero finito de operacdes racionais e extragio de
raizes). No mesmo capitulo, ao definir fun¢des mong-
tonas, diz: euma fung¢io y (x) diz-se crescente para o
valor z, da varidvel independente, se a desigualdade
x>z, implica f(x) > f(x,) ». Esta definigio estd
completamente errada e o Autor teve, talvez, essa
impressdo pois, logo no periodo seguinte, embora em
termos vagos que ndo convém em Matemitica, fala

livro), que nio sdo do mesmo tipo de y =

na vizinhan¢a do ponto (mantendo no entanto = > x;).

No capitulo III (Propriedades dog polindmios intei-
ros) encontramos deficiéncias da mesma ordem. Por
exemplo, na defini¢do de adigio algébrica de dois
polinémios P(x) ¢ Q(x), chamando S(x) a soma
diz que « S(x) ¢ uma expressio analitica cujo valor
numérico, para cada valor da varidvel, é igual a
soma dos valores numéricos dos polinémios parcelass.
I uma mareira de definir S(z), mas o que nio pode
concluir-se logicamente da defini¢io, como faz o

_Autor, ¢ que S (x) é outro polinémio. Onde reconhece
o Autor a evidéncia desta conclusio? Idéntica obser-
vacdo se poderia fazer para o produto. Havia uma
forma de evitar estas dificuldades, dan lo defini¢des
JSormais das operagdes. Asgim, para a soma dir-se-ia:
sendo P(x)=a,a'+a, 2" ' +---+a, ¢ Q(x)=byz"+
+by w*~! 4 ...+ b, , chamar-se-ia soma S («£) ao poli-
némio S (z)=(ay+b,) «"+---+(a,+b,) . No caso de
serem diferentes os graus dos dois polindmios, a
redugiio ao caso anterior seria imediata, aerescen-
tando termos de coeficiente zero ao polinémio de
menor grau. No mesmo capitulo, na demonstra¢io de
que todo o polindmio inteiro equivalente a zero &
identicamente nulo, hd uma referéncia ao método de
indugdo completa (que o Autor afinal niio utiliza),
referéncia que pode induzir em erro. O Autor, em
lugar de fazer a indugfio ¢ esclarecer o método, faz a

verificagdo da propriedade enunciada para polino-
mios do 1.° e 2.° graus e depois diz: «Procedendo
por indug¢do, podemos (o grifado ¢ nosso) demonstrar
que se o teorema ¢ verdadeiro para um polindmio de
grau n—1, também o ¢ para um polinémio de grau u ».
Ora, para proceder por indu¢fio, nfio havia necessi-
dade da verificagiio da propriedade para polinémios
do 2.° grau; havia, sim, necessidade de provar que a
verificagdo para polinémios de grau n—1 implica a
sua verificagio para polindmios de grau n. 86 assim
se teria feito uma auténtica demonstragio. Aquele
apodemos», que grifamos, sugere que a verificagfo de
que P (n—1) implica P (n) ¢ uma coisa estranha i
indugfio e jd consequéncia dela.

O Capitulo IV (Frac¢bes algébricas racionais)
revela a mesma auséncia de senso critico. Por exem-
plo, demonstra-se, a pig. 110, que multiplicando ou
dividindo ambos os termos duma frac¢io algébrica
por uma expressdo analitica, nio identicamente nula,
se obtem uma fracgfo equivalente &4 dada. Antes de
mais, note-se que o Autor fala em fracgdes equiva-
lentes (e lida com este conceito), sem priviamente
definir a equivaléneia de fracgdes. Nio é, porém, este
ponto que queremos frizar; o que pretendemos é
denunciar a faléncia total daquela demonstraciio
(e doutras semelhantes) visto que, no seu decurso, se
utilizam propriedades nfio demonstradas. Assim

J
de 'E‘Q=P tira (%-Q)-E-ap-l‘} e depois

P
i (Q-E)= P-E apelas propriedades da multipli-

cagdon (o grifado é nosso). Estas propriedades — aqui
a propriedade associativa — mesmo que demonstradas
para polinémios, podiam ser aplicdveis neste caso ?
Nio! E tdo necessdrio mostrar que

P nelL. o). 5
7 @B =(3 Q) E

P—E - e Ainda no Capitulo IV
QFE . P ’
relativamente ao § 11 — Simbolos de impossibilidade
— e § Il — Simbolos de indeterminagio -— queremos
fazer as seguintes observacoes:

a) o Autor ndo pds em relevo a unidade essencial
dos dois pardgrafos. Afinal, num e noutro ponto,
trata-se de casos, onde sdo inaplicdveis certos teore-
mas de limites, relativos ao produto e ao quociente.

b) Uma vez que resolveu falar em simbolos de
impossibilidade (e talvez tivesse de o fazer em virtude
de se tratar de um tdpico do programa) o que se
impunha era a explicagio do termo empregado. Que
faz o Autor, nessc sentido? Depois e algumas con-

como mostrar que
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sideracdes a propésito do simbolo o conclue: «quer

dizer, quando = tende para a, a fracgdio proposta ¢
um infinitamente grande; ¢ este o significado algé-

; e or e W ;
brico da fracgio m que, por este motivo, é um sim-

bolo de impossibilidade». Esta explicacio satisfaz ?
Parece-nos que ndo. O que se deveria apontar ¢ a
impossibilidade de solug¢io da equagdo 0-x=k(k=£0).
De resto, tendo dito no Cap 1I que um infinitamente
grande ¢ uma varidvel, com que direito dd aquele

k k
nome ao simbolo — 7 Quanto ao simbolos codnr R
0 k ©o

entendemos que niio deviam aparecer como simbolos
de impossibilidade. Caso se quisesse referir a estes
simbolos, havia um lugar indicado para isso no Cap. II.

¢) Como explica o Autor a designacfio de simbolos

0
de indetermina¢io? Quanto ao simbolo ] diz: «a frac-
0
¢io ° ndo tem significado e pode representar qual-

0
quer mimero, porque pondo o= k, vem 0.%k=0 para

todos os valores de /k ». Isto estd precisamente s aves-
sas; o que havia a assinalar é a indeterminagio da
equagio 0:x=0, e, porque a.x=4(a0) admite

]
a solugdo —, torna-se natural considerar 0 como
a

. - - -~ - (==
simbolo de indeterminagio. Quanto ao simbolo —
(= =]

s0 em termos de limites seria possivel tratd-lo. Assim:

sendo lim f(x)=co e lim & (x) =k (k==0) é dbvio que
T—ra x—+a

lim f(x) F(x)=c0, qualquer que seja k. Daqui o

= ->a

escrever-se a igualdade simbilica k+oo=oo e consi-

2 G oo ; ’
derar-se depois o simbolo — como simbolo de inde-
oo

terminaciio, ems virtude de £ ser um nimero qualquer.
Ainda aqui o Autor pds as coisas is avessas e, além
disso, nio sentin necessidade de recurso a termos de
limites. Andloga observagiio se poderia fazer para o
simbolo 0. co.

d) No pardgrafo relativo a indeterminagbes, ora se
fala em frac¢des algébricas racionais, ora se fala em
fraccdes algébricas. O Autor esqueceu que nesta iltima
categoria, segundo a sua «wlefini¢io», cabem fracgoes
cotg @
log e
poder afirmar que as indeterminagdes do tipo g s¢

como, por ex., . Desse esquecimento resultou

0 ;
reduzem as do tipo m estudardo e, por outro lado, sé

0
ter estudado as indeterminacdes da forma 0 no caso

das fracgbes algébricas racionais. Como faz entio
cotg o

essa redugiio com o exemplo —— (z=0)?
log =

O capitulo relativo a nimeros complexos a duas
unidades, onde houve a nitida preocupaciio de sair
dos moldes anteriormente usados nos livros do Ensino
Liceal (e, até aqui, achamos muito bem) nfo reveste
o possivel caracter de rigor e, sobretudo, ¢ um mau
capitulo do ponto de vista diddctico. O Autor, em
lugar de manter até 4 altura conveniente a notagio
(a, &), para designar os pares ordenados, preferiu
a utiliza¢fio de a+4i, que emprega desde o inicio
da exposi¢io, embora faca certas observagdes cor-
rectas quanto ao sinal 4+ e ao simbolo . Aparecem,
como consequéncia, confusdes entre o sinal 4+, no
sentido inicial, e o sinal + , sfmholo operatério de
adi¢fo, confusdes que o Autor nio conseguiu desva-
necer, embora o tenha tentado (nfio devemos esquecer
a categoria dos estadantes a quem se destina a expo-
si¢do). Ora, parece possivel esclarecer tudo isto.
Assim, (1) definindo no conjunto dos pares (a,bd)
a igualdade e a adigio — defini¢ies habituais —
segue-se imediatamente que todo o complexo se pode
considerar como soma de dois outros: (a, b)=(a,0) +
+(0,8) . Tendo-se definido também produto de um
complexo por um mimero real, mediante a igualdade
k-(a,b)=(ka,kb), ¢ legitimo escrever

(@,8) =a-(1,0)+5-(0,1)

onde os sinais + e - sfo sinais de operagdes. Os
complexos e;=(1,0) e e;=(0,1) (que facilmente se
reconhece serem irrediitiveis um ao outro pela opera-
¢io de produto de um deles por um nimero real —
operagio jd definida) constituem as dwas unidades
do campo complexo. Observe-se, de passagem, que o
Autor niio se refere na sua exposi¢io as unidades do
campo, desligando-se assim, por eompleto, do titulo
do capitulo. Qualquer complexo (a,4) pode obter-se
da base (conjunto das duas unidades) por meio dos
nimeros reais a e 5. Definindo seguidamente o pro-
duto de complexos pela igualdade

(@,8) - (¢d) = (ac — bd , ad + be)
ou (aej+bes) « (vej+dey) = (ac—bd) ey 4 (ad+bc) e

¢ fdcil estabelecer que ef=e) - e;=€; € que e -ey=
=€ ey=€; ef=—¢;, € - (a,b)=(¢,b)=(a,b) e
o que mostra que a unidade ¢; desempenha no campao
complexo o mesmo papel que 1 no campo real. Por
outro lado, ¢ fdeil mostrar que entre os mnimeros
complexos da forma k.e; (k real) e os mimeros reais
I se pode estabelecer uma correspondéncia isomorfa,

) wLighes de Algebra e Analises, Bento Caraga,
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podendo portanto convencionar-se escrever k em lugar
de k-e;, o que corresponde a assimilar os nimeros
k-e; aos numeros reais & (como 1-e==g;, escre-
ver-ge-4 1 em lugar de e;). Nestes termos ¢ (a,b)=
=a+b-e, e'=—1., Usando a letra ¢, em vez de
e; , aparece entio a forma a+&{ para o par (a,h).

4 — Os exemplos podiam multiplicar-se. Parti-
cularmente, o livro é fertilissimo na apresentagfo de
formas imprecisas de expor, contradigbes e inferién-
cias ilegitimas. Porém, limitamos por aqui as cita-
¢oes. Antes de passarmos ao capitulo 11 — Teoria de
Limites — apontemos outro facto, que se¢ nos mostra
absolutamente incompreensivel. No estudo da equacio
de Diofante aw +by =¢, ao demonstrar que
D (a,b)=1 implica a existéneia de solugdes inteiras,
o Autor serve-se de uma equagio auxillar au—bv=1
e prova para esta equagiio a existéncia de solugdes
inteiras. Que necessidade, melhor, que vantagem ofe-
rece a cquacgiio auxiliar na forma utilizada pelo pro-
fessor A. A. Lopes? O que o Autor diz para a
equagiio auxiliar poderia dizd-lo, ipsis verbis, para a
equagdo sem mais nem menos rigor. O que poderia
ter feito era associar i equagiio ax+by=c a equagio
auxiliar Au—Bv=1,onde A e I sio os méduloes de
a e b. Conseguiria assim manter-se no quadro da
Aritmética dos mimeros positivos, a que estio limi-
tados os alunos. £ o que faz, por exemplo, o Prof.
Vicente Gongalves no seu Compéndio de Algebra
para o 7.° ano. O que nfo se compreende, de modo
algum, ¢ a substituicio de ac+by=c poran—bv=1.

5 — Deixamos para lugar a4 parte o capitulo 11
sobre Limites. Quer pela forma infeliz por que &
tratado este assunto, quer pela sua importincia,
entendemos que lhe devia ser dado um especial relevo.
Mas, porque esta critica ja vai longa e ainda porque
julgamos que pode ser itil aos leitores da «Gazeta de
Matemitica» de qualquer modo ligados ao Ensino Li-
ceal a publica¢ido dum pequeno estudo sobre limites,
que abranja os diferentes tépicos do programa, dei-
xaremos, para um proximo mimero, parte do (ue
queriamos dizer 4 volta deste assunto. Por agora,
vamo-nos limitar a apontar algumas das deficién-
cias de que enferma a exposi¢io destu matéria no
livro do professor A. A. Lopes.

As nogdes de «infinitamente grande» e «infinita-
mente pequeno» sio apresentadas sob forma con-
fusissima. O Autor, depois de abordar (e bem) o caso
de eucessoes de termos positives, parece pretender
gencralizar ao caso de fungdes de varidvel continua.
No entanto, tudo fica tio pouco claro que nds pro-
prios (e ndo podemos neste momento deixar de
recordar vs estudantes do 6. ano) nio sabemos se o

Autor se refere a fungdes de varidvel continua ou a
sucessdes, ao concluir, a pig. 45 e 46, com as defini-
gdes respectivamente, de infinitamente grande e de
infinitamente pequeno. No caso de se tratar de
fungdes de varidvel continua, as defini¢fes nfio servem;
no 2.° caso (hipdtese que consideramos pouco provi-
vel) tudo ficou restrito a sucessdes, tornando-se por-
tanto deslocados os exemplos que apresenta e, pior
do que isso, ficando sem base tudo quanto é exposto
a seguir.

A nog¢do dada de «infinitésimos simultineos» (expres-
sfio infelicissima, mas oficialmente consagrada...)
ndo tem qualquer contelido"'. Em face dessa definiciio,
pag. 47, todos os infinitésimos siio simultdneos. O Au-
tor em periodo seguinte —numa semi-correcgio — fala
na possivel dependéncia entre ¢ e §, achando que
essa dependéneia estd implicita na definigio dada (!!),
mas mesmo esta referéneia é infeliz e inconsequente,
como o revela o exemplo que deu a seguir, exemplo
que completa a péssima (e errada) exposigio deste
nimero do § 1. Os n.** 4 e 5 do mesmo § I, respeitan-
tantes a leis operatérias e outros teoremas sobre
infinitésimos, apresentam vdrias deficiéncias, embora
de menos gravidade; ¢ por ex., lamentivel o enun-
ciado seguinte: «Se a e b sfAo duas quantidades
finitas e fixas e se a diferente de a—¥& ¢ um infini-
tésimo, essas duas quantidades sfo iguais».

O § II — limites de varidveis e de fungdes — man-
tém o nivel do pardgrafo anterior. De resto, alguns
dos seus erros niio sio mais que a repetigio dos que
aparecem no § I. Come¢a o Autor por definir, neste
§ II, «limite de uma varidvel independenter (terd
sentido falar-se em limite de uma varidvel indepen-
dente ?) dando uma «definigfos inteiramente destituida
de sentido, que nfio traduz possivelmente o que estava
no seu espirito. Na definigio de limite de uma fun-
¢do, pag. 56, o Autor, & maneira de sintese, diz:
aEsta definigio traduz-se analiticamente pelas desi-
gualdades 7) |x—a|<<e; |y —b| <3 e significa:
— aos wvalores de x que verificam a primeira corres-
pondem valores de y que verificam a segunda, quando
¢ e § s@lo positivos e arbitririos, Nos termos a
parte final do n° 3 — A, da pdg. 48, § depende, em
geral, de e». Notam-se aqui erros e contradigdes;
assim, por um lade = e § sfo positives e arbitri-
rioe (erro grawve) ¢, por outro lado, § depende em
weral de =, isto & § =f(z), o que contradizendo a
primeira afirmagio, mantém contudo o erro, visto
que seria essencial frizar o cardcter de independéncia
de § e ndo de =, como o Autor sugere escrevendo

(1 O prioprio Autor usa o termo em seutidos difercotes; ora
considerando infinitési figadus como siudnimo de Infinitdsi-
mos slmultiineos, ora considerundo dois iufinitésimos quaisquer

como simultfingos.
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3=f(2). O n.° relativo a limites & direita e limites &
esquerda mantém estes erros.

Quanto ao § 1V, relativo 4 continuidade, tudo se
passa afinal no mesmo plano do § II. Destacamos no
entanto: o titulo do n.° 17 — defini¢do intuitiva
de continuidade — e respectivas consideragdes; as
observagdes que seguem a definigio analitica de con-
tinuidade, pag. 72; tudo quanto diz sobre continui-
dade a esquerda e a direita.

6 —Em conclusfo, parece-nos que a obra, objecto
desta critica, niio satisfaz para ser utilizada como
livro tnico de ensino. Nio podemos deixar de repetir
neste momento algumas das afirmacdes feitas de
infeio. Recai, nfio sd sobre o Autor, mas também sobre
a Comissio que apreciou os livros em concurso, a

PROB
SOLUCOES

2399 (Gaz. Mat. n.° 31) — Mostre que (1)

= ! i 2
lim Pl (11 I}""”"" i (__B-“) -

e '6—1
R: Pretende-se caleular a soma da série cujo termo
geral € lim . (n )= Ponkameos
n—sx nv!
I n
% (n) = (L) (-t
!ii"l
g (n+1)

lim ————,
n—% 1 {l']]

Lim"/o (n) € estes limites sdo iguais.
n=—»®

Sabe-se que, se existe também existe

Ora

nip=—1) =1
fmﬂ]_i_n-—-!:‘m p J-— =D 3 A
n—»o g?(n) n»® | n+1 4 e

) 1y r—=t
Para determinar a soma da série Z p (—\ , notemos
@
7

p=1
o

que a série geomélrica 2 X, convergente no intervalo

Pl
uw

z p!("—' 5

p=1
obtida da anterior por derivagio termo a termo, € uni-
formemente convergente em (—1,1) e, porisso, a sua

X
aberto (—1,1), tem por soma et série
=%

(") E este o snunciado corrocto do problema e nfio o publi-
eado, por engano, no n.® 31 da revista.

alta responsabilidade de terem fornecido a professo-
res e estudantes um maun instrumento de trabalho
que nio preenche devidamente as condigdes exigiveis
em livros desta indole. Admira-nos sobretude que
nenhum dos professores da Comissfo de Apreciagio
tivesse sentido a gravidade dos erros e defeitos que
apontamos (ou outros que nio referimos). E nido hd
divida de que pelo menos a Comissfio, colectiva-
mente, ndo a sentiu, pois de contrdrio seria obrigada
como esti expresso em disposi¢des legais, a propor
ao Autor as modificagdes convenientes.

Que essas modificagbes aparegam brevemente, ou
pelo menos na préxima ediglo deste trabalho, para
bem do Ensino da Matemdtica no nosso pais.

Liavreano Barmos

LEMAS

RECEBIDAS

x

. Como a derivada

soma pode calcular-se derivando

—X

: 3 1 . BN, L
de == ho ponto = € precisamente o F Sfica
provado o que se pretendia.

2543 (Gaz.. Mat. n° 34)— Mostre que
Iim(ﬁ (pl) ﬁ p') -
0 ] —
R: Seja f(n) = o (n)/ (n); Sabe-se que, se existe
Im_ (g (n) = (n—1)/@ (@) — 4 (@ —1))], também

eciste lim f(n) e estes limites sdo iguais. Fazendo
w

n—e

entdo ¢ (n) = ﬁ (ph)7* e ¢ (n) = 2 pi, vem

p(m)—p(@n—-1) (n\/m)
Y@—¢ @) ?
] 1
Sabe-se ainda que, se existe Lim -{H—H

=0

1im"\/6(n) e estes limites sdo iguais (caso seja 6 (n)>0).

n—e0

Pondo 6 (n)=mn!/n", tem-se

0(n+1)_“m n “=-e"
w=x \n+41 )

donde se conelui que lim f(n)=e™", c. q.d.
n—»%

, tamhém existe

lim

as= 0 (n) 3

Solugho dos 2 proLlemas anteriores de José C. Morgado J.er



