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nagio do m. d. c. (método das divisies sucessivas), lem-
-se: m. d. ¢. (5n+2,2n+1)=m.d.c. (2n+41,n)=
=m. d. c. (n,1)=1 qualquer que seja n inteiro, c. q. d.

3146 —Dado o trinémio f(x) = (k—1) 2+ kz+k—2
de raizes x, e x, determine k de modo que as raizes
satisfagam &s relacdes oy <<l<<w,<<3. R: O enunciado
deve pretender a determinagio dos valores reais de k.
Para que o valor 1 esteja compreendido entre as raizes
Xy € Xy, reais e diferentes, de f(x), terd que ser:

(k—1)-f(1) =3k —1)*<0,
desigualdade impossivel qualquer que seja k real.

3147 — A partir do desenvolvimento de (z+a)™,

deduza que (2)4-(’;')4. ).,. +(m)=2m_,

se m ¢ par. R: Desenvolva-se o bindmio

(x43)® = é(f) ey

1.°) — Faga-se x=a=1 e obter-se-a,

(1) 2= — g(?“)

2.°) — Faga-se x=1 e a=—1, obtendo-se,

(I 0=§(—1)~(';_‘).

3.%) — Some-se ordenadamente (1) com (1I). Anular-

-se-iio, no 2.° membro, os termos da forma (2[‘"_]'_ I) 5

m/2

resultando: 2"=2. Z (211) se for m par. Dagui,

R = T i‘.“(zk)

k=1

c. q. p.

3148 — Uma esfera de raio R e um cone de revo-
lagdo cuja base tem de raio R e cuja altura é 2 R
estdo assentes num plano =. Seccionaram-se os dois
solidos por um plano « paralelo ae plano =. Caleular

a distincia « dos dois planos 2 e = de modo que se-
jam iguais as dreas dag secgdes produzidas na esfera
e no cone pelo plano «. R: Sejam respectivamente r,
e 1y 08 raios das circunferéncias, secgies determinadas
na esfera e no cone pelo plano a. Seja B um plano
perpendicular a = contendo o centro da esfera e o eixo
do cone. Considere-se a) na sec¢io diametral da esfera,
produzida por B: o triangulo rectingulo de hipote-
nusa R e catetos ry e R —x de que sdo vértices o centro
da esfera, o centro da circunferéncia, secgio por a, e um
dos 2 pontos comuns & secciio da esfera, por «, e @ secgdo
da esfera, por . Donde, r,=\yR*—(R—x)*; b) na
secgio que contem o eiwo do cone: o trianguto rectin-
qulo de catetos vy, e 2R — x, semelhante ao triangulo
rectingulo de catetos R e 2R (raio da base do cone e
eizo do cone). Consequentemente, da semelhanga destes
triangulos, resultard ry=(2R—x)/2. Como tem que
ser mri==ri, obtem-se, substituindo valores e despre-
zando a solugdo x=2R, sem interesse, x=2R/5.

3149 — Construa um tridingulo conhecendo um lado,
o ingulo oposto e a mediana relativa ao lado dado
(utilize o método dos lugares geomeitricos). R: Do conhe-
cimento dum lado AB e da mediana referente a este
lada, conclue-se que os possiveis vértices C dos triiin-
gulos procurados pertencem a uma circunferéncia de

centro no ponto médio M de AB e raio igual ao com-
primento da mediana. O conhecimento do angulo «
oposto a AB permite concluir que os vértices C dos
tridngulos a construir sio pontos dos quais o segmento
AB ¢ observado sob um dado angulo «; pertencem,
portanto, aos arcos capazes do angulo « em relagdo
a AB. (Vd. construgiio deste lugar geomeétrico, p. e. em
Elementos de Geometria — 3.° ciclo — Nicodemos e
Calado). As intersec¢ies daquela circunferéncia com
estes dois arcos da cireunferéncia tendo AB como corda
comum, sdo os vértices dos quatro tridngulos cuja cons-
trugdo € possivel, inicas solugdes do problema.

Solugdes dos n.% 3144 a 3149 de Orlando Morbey Rodrigues

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUEL\ICIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F.C.L.— Avcrsna Superron — Exame final — 1949-50.

3150 — ¢) Enuncie e demonstre uma condigio
necessdria e suficiente para a existéncia de raizes
iguais num polindémio f(z). Como se comporta o
cociente f(z)/f' () relativamente aos zeros de f(z)?

t) Estabelega as relagdes a que devem satisfazer os
coeticientes do polindmio @i+ pr?-+gr+r para que
admita uma raiz tripla. Que se pode afirmar neste
caso da natureza das raizes suposto f(z) real? E se
os coeficientes forem racionais ?
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3151 —Resolva algibricamente a equagio #12—1=(),
Refira-se a um método de abaixamento que também
possa ser usado no cdlculo das suas raizes.

3152 — Enuncie e demonstre o teorema de Laplace
relativo ao desenvolvimento dum determinante segun-
do os menores de ordem m contidos em m filas para-
lelas da sua matriz. A que se reduz esse desenvolvi-
mento na hipotese de existir apenas um menor
significativo de ordem m nessas m filas?

3153 — Em que condigdes se multiplicam matrizes ?
Como se caleula o determinante da matriz P=A.B,
supondo 4 (m><n) e B (n>m). Prove que é | P|=0
sempre que n-<<m. Supondo n=m, de quantos modos
ge pode fazer o produto | A| > | B |? Justifique.

3154 — Enuncie e demonstre a regra de derivagio
dum determinante. Calcule a derivada de
¢(x) ¢(x) =(x)
¢(a) $(a) =(a)
p(8) Y(B) =(&)

e prove que para algum e exterior ao intervalo (a,b)

se tem

¢'(c) V() ='(e)
#(@) $(a) =(a) [ =0.
g(®) () =(b)
Suapde-se que as fungdes ¢ ,¢,n sfo regulares e com
derivadas nfio conjuntamente infinitas em nenhum
ponto interior de (a,b).

I. 8. C. E. F. — Maresiricas Gerais — 4.° exame
de frequéncia — 29 de Marco de 1950.

3155 — Defina vizinhanga de um ponto, e ponto
de acumulagio de um conjunto (r). Enuncie e
demonstre o teorema de Bolzano-Weierstrass. Diga
o que ¢ necessdrio e suficiente para que u seja limite

da sucessfio u, sem que seja ponto de acumulagio

do conjunto (u,). Que é o ponto « no conjunto (u,)?
Prove que uma sucessio nio tem dois limites finitos
distintos. Qual ¢ o limite mdximo da sucessdo
w,=u,+ v, s¢ forem u e v os limites maximos das
sucessdes u, e 0,7 Justifique.

3156 — Se a soma dos n primeiros termos de uma
série for S, =A—1/n, diga se a série ¢ conver-
gente e, em caso afirmativo, qual ¢é a soma ? Qual é
o limite do termo geral u, daquela séria ? Justifique.
Sejam u,’e v, os termos gerais de séries de termos
positives; se para n>m é u,,/u, v, /v, < 0 que
pode afirmar sobre o ecaracter das séries? Enun-
cie e demonstre o segundo teorema de Cauchy.

Determine o menor inteiro = por forma que as séries

1 1 X
u, = - log (1 + .,) e v,=— sgejam da mesma
n n ne

natureza. R: Selim u,/v,=1 as2séries serdo da mesma

natureza, e como se tem u,[v,~n>"%.log (1+1/n)" e

portanto 1=1imn*?<limlog(1+1/n)*=1lim n"‘s’
n=gn n=

n=30
deverd ser a=2. A série u, € convergente e as séries

v, 8do convergentes para a > 2.

3157 — Enuncie e demonstre o teorema de Cauchy
e mostre que &le contém como caso particular o

teorema de Lagrange. Calecule 1im (tgx)* ™2,
r=m[2—0
lim (x—wf2)log tg x
R: 1lim (tgx}"_"‘rg - ™0 ol
x=m[2—0
eulando agora o verdadeiro valor do expoente vem :
logt
lim (x—=/2) logtgx — lim —E_5%
x=7[2 x=T[2
x—x/2
sec’;
il 2
o Thi e b SRR
g A > =, | R —sen 2 x
(x—=/2)? 2
—2(x —=/2
“Tih (x==/2)
x=m/2 CO82x
donde

= x-mf2 __ =
'L:ﬂ?‘u{tgx) el =1.

3158 — Seja v a imagem da funglo y = f(z).
Figure M (x,y) sobre 4 e tome o ponto médio
Q(X,Y) do segmento OQ. Deduza a equacio
Y=g (X) da curva deserita por ¢ quando M per-
corre y. Supondo que esta idltima curva tem uma
assintota obliqua y=mx+p, prove que também a
primeira admite assintota obliqua e ache a sua
equaglo. Compare as direcgdes das duas curvas nos
pontos correspondentes M e Q. R: As coordena-
das de Q sio X=x/2, Y=y/2; portanto a equagdo

1
da curva v serd 2Y ={(2X) ou Y= Ef(?)i}.
Como se tem
m=limy/x=1imY/X ¢ p=1im (y—mx) =
i=m X=ox I=wm
=1lim (2Y —m 2X) = 2lim (Y — mX)
Xm0 Xm0
a equagdo da assintota @ curva y serd Y=mX+4p/f2.

dy 1df(2X) d2X 1 £ (x)- 2 dy

et (| o e | %) - -_——
dX 2 d2X dX 2 dx

as tangentes em pontos correspondentes das duas curvas
tém coeficientes angulares iquais; as Jduas curvas tém
tangentes paralelas.

De
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3159 — Seja ¢ um zero triplo da fungio f(x) no
intervalo (a,b). Prove que a sucessio ¥ (z) de
Fourier perde na sua primeira parte Lrés variages
seguidas quando = passa por c.

Deduza a partir da sucessfio de Fourier a regra
dos sinais de Descartes.

I 8. C. E. F. — Maremiricas Gerats — Exame final —
1.* época — 4950, Julho, 20.

3160 — Determine o valor do parimetro p que
torne compativeis as equagdes:

z—2y—¢t+ 2u=4
20—y —2+u=—1
y+2u=3

8 —2%+u=——1
z+4y 4+t +pu=—10.

Ache a solugfio do sistema.
R: Condense-se a matriz

1=8=19 4 0 P S
$ =1 g 0=1 T AN RS R
0 3 6% al=do' ¥ O @ i
8 D=k Y=tlsl0:8 1 =518
i 4 1 p~10 0 6 2(p—2) —14
1-2-1 g 43 p-2=d 2 4
T g 3 10 2 3
10 00 =0 =18sl0 0 L-IT =B}
-1 =2 =31 e 0 6 =9 =18
0o 0 2(p-14-32] [0 0 0 (p+20)30
i =2 =1 2 4
0 1 0 2 8
~10 0 1 <=1 =B
0 0 0. =8 =98
0 0 0 (p+20—15) 0

a dltima equagio serd compativel com as restantes para
o valor de p=—5. O sistema proposto serd entdo
equivalente ao seguinte :

x—2x —t+2u= 4 com a solugdo x =1

y+2u= 8 y ——21
t—1Tu =—31 t=3
— %1 =— 18 u=2

3161 — Escreva o desenvolvimento em série inteira
de = de f1(zs) ede f(x) =log|2+ «|. Em que
hipétese é que o desenvolvimento de f(x) se pode
obter do de f'(x)? R: Temos

-]

- [1_- _.__ﬁ (_])u I-

1 xt
= §¥ (—1) 3 (para | x| < 2)

e primitivando termo a termo vem :
1 xOH1
- — — S
U =52 (1) et C
absolutamente convergente para |x|<<2. U (x) serd
a primitiva de t' (x) onde for uniformemente conver-
gente, portanto em gualquer intervalo inlerior ao seu
intervalo de convergéncia, e se U (x) € convergente num
extremo do seu intervalo de convergéneia absoluta entio
nesse mesmo intervalo ¢ uniformemente convergente.

Em conclusio :
C N
+ 2 {— = ) 5

e tem de ser rwcessdrmmente C =log 2.

log|2 + x| = (para|x|<2)

3162 — Faga a contagem e separagio das raizes
da equac¢io 4x3—5z?—14x—6=0 e calcule em pri-
meira aproximagdo a maior das raizes reais. R: Os
limites dus raizes sdo l=—1 e¢ L=3. A4 sucessio de
Sturm achada pelo algoritmo das divisies sucessivas e
fp=4x3—5x2—14x — 6, /2 =1f; =6x2—-5x—T,
fo = 193x + 143 e fy= 54.

x | -1|-3/4]-1/2] 0 | 2

T N e e b
Vfi + = me
Wl= | | F| %] =]*
STEl =
var.| 3 1|10

Hé trés raizes reais uma das quais, a maior, entre 2 e
3, as outras duas entre —1 e 0. Fraccionando o
intervalo (—1,0) as raizes ficam na primeira metade
(—1,—1/2) e partindo de nove encontra-se uma raiz
—3/4; baimando de grau encontram-se as outras duas
1+/3 Querendo caleular a maior pelo método de
Newton, o extremo favordvel €3 e vem 3 —15/64=2,76.

3163 — Defina fungio continua num ponto e limi-
tes f(a—0) e f(a+0). Estude a continuidade da
fungdo y=1/(1+a'*) (a>0) no ponto de abecissa
z=0. R:

lim
h=0

1

Tam 0

1+at
(a>1) h positivo; 0 mesmo limite =1 (a<<1).
lim -
=0 ——
14+a*

Os limites laterais sdo diferentes; tudo depende do
valor da fungdo para x=0.
Solugdes dos n.*® 3156 a 3163 de J. Ribeiro de Albuquerque

=1 (a>1) omesmo limite =0 (a <1).
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CALCcuLO

F. C. L, — Circono IsFisiresiman — 4.° exame de fre-
quéncia de 1949-50 — Ponto n.° 1.

3164 —Seja «',y',2' a soluglo do sistema de
equagdes lineares
Te —y—2=0
—8x+y—Tz=T0
0z —y—92—-40=0
e sejam z'',y', 2" os denominadores respectiva-
mente da 1.%, da 3.* e da 5.* reduzidas da fracgio con-
tinua [5,3,5,1,5]. Ache a equagio cartesiana do
plano, que passa pela origem dos eixos coordenados
e ¢ paralelo as rectas, que suportam os vectores
u=u'eg+ye +z'ey, u'=x"e;+y'e+2"e;.
R: Obtidos pela regra de Cramer, a solugio do sis-
tema propesto x'=16, y'=111, z'=1 e pela lei de
formagdo dos denominadores das reduzidas duma frac-
gio continua, x''=1, y'"=16, z''=111, serdo
u'=16e +11le;+e; ¢ u' —e; + 16e: + 111 e;y-
A equagdo pedida serd

x ¥ z
16 111 1| =0 ou 2461x — 355y + 29z = 0.
1 16 111 |

3165 — Determine i por forma que as equacdes
2t —22—-2=0 e 234+ 2?4 ix + 1 =0 tenham raizes
comuns. Em seguida ache os valores dessas raizes.

R: O resto da divisio de P(x) = xA—x2—2 por
Q(x)=x34+x2+ax+2a € Ry(x)=—ax2+1—2, que
nunca pode ser identicamente nulo e o da divisio de

Wa—2
Q(x) por Ry(x) é R,(x)= +: = (x+1) que se

anula identicamente para =1 e ly= —2; a estes
valores correspondem vespectivamente,
comuns das equagdes propostas, +i e +/2 .

3166 — E dada a equagio
u? 222+ 42 +2)u+ a2 =0

onde 2 representa um parimetro real diferente de
zero. a) Indique quantas fungdes reais de varidve]
real wu (x,y,z) pode a equaglo definir nas vizi-
nhangas do ponto P(rg,yp,2) da quddrica 2a? +
+4y2 4+ 22—2=0; b) Atribua a 1 um valor con-
veniente e determine seguidamente dw, no ponto
genérico da quddrica. R: a) Sendo em P(xy, Vo, 2)
u? +4u 4+ 32=0
4—32>0
2u 4+ 4£0
=0

como raizes

0< <4

e portanto
{ u=—2+y132

INFINITESIMAL

a equagdio define duas fungdes reais de varidvel real
nas wvizinhangas desse ponto. b) Atribuindo a 1 o
valor \/3 vem
uy (X0, Y05 %) = —1, uz(%0,Y0,20) = —3 e
duy = 4xpdx + 8y, dy + 2zpdz,
duy; = — 12 x,dx —24 yydy — 6 z5dz.
F. C. L. — Cirovro InFrsiresmman — 1.° Exame de
frequéncia 1949-50 — Ponto n.° 2.
3467 — Sejam x', ', 2! respectivamente o 1.°, 0 3.°
e 0 5.° cocientes incompletos do desenvolvimento em

4
frac¢io continua do nimero — e seja =',y",2" a

301
solugiio do sistema de equagdes lineares
8r+y—2z=1
—dr—y+z2=14
2e+4+6y—-2+12=0
Ache um dngulo formado pelas rectas que suportam
os vectores u'=x'e;+y' es+2'e3 e u'=a'"" e;+y' e;+
+z'' 8y. (Eixos ortogonais). R: Determinados x'=1,
y'=24, 2'=8 e x"=3, y'"=1, z'"=24 como
x! x!r+yl )"” 1_er " 99
-‘/xrz,', Yz ‘/x”2+,}7rf+y_;'!d 3 5@
sera solugio do problema

€os p =

99

= arc cos —

b 586

3168 — Ache a equagfio reduzida ou candnica da
quddrica da equagio x?—y?+z?—zz+y=0. Classi-
fique a superficie. R: A quddrica € um hiperboldide de
duas folhas, cuja equagio reduzida € 4x2—6y2—222=1.

0<qy<=/2.

(z—2)+y*+22=9
2 +2y+2:—9=0
onde A representa um paridmetro real.

a) Para que valores de A define o sistema, nas visi-
nhangas do ponto x =1, quatro fun¢bes reais de
¥u (=) " { 7 (2)
h=1,2 h=1,2
b) Atribua a 3 um valor nas condigdes da alinea

d dz,
anterior ¢ caleule seguidamente (ﬂ) e (—‘)
z=1

o d;l? =1

3169 — E dado o sistema {

varidvel real {

R: a) Sendo, para x=1

(1=2)*+y2+22=9 }.Bg;é_ﬁ‘/g;\_;z

¥+z=4 7 =
u e, dai 2
2y 2z 0 z=2 I'L/:T V2r—z
- + |
2x—»20
e verificando-se a condiglo 2A—A?=>ou seja D<r<<2,
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o sistema dado define 4 fungies reais de varidvel real,
nas vizinhangas de x=1.
b) Fazendo =1, vem

V3

3'1"2-"/—5’

5 Zlﬂ2+?:
2 2
.Yz=2+%'! Zz=2—‘/7*

dyy _2V2+1 dv, 2y2—1
Qe e T o AR Sy o T

(o) 0, (o) -

dx

Solugbes dos n.% 3164 a 3160 de Otilia C. da Cunha Telas

NOTAS DE MATEMATICA

Sobre a aproximagdo fornecida pelos desenvolvimentos em fracg@o conlinua

Quando do ndmero A se eonhece apenas que os
primeiros n+1 cocientes incompletos do seu desen-

volvimento em fracgdo continua sfo ag,ay,-,a,,
> PR 1

costuma calcular-se pela férmula A—Q <é’_
n "

um limite superior do erro que se comete em tomando

P
por A a sua reduzida de ordem n,—". Mas pode

n
deduzir-se uma féormula um pouco melhor do facto de
estar o cociente completo de ordem n, isto ¢, 0o nimero
cujo desenvolvimento em fracgio continua seria
@, @,pq4 "+, certamente comprendido entre a, e a, +1.
A estd portanto compreendido entre

P, % Byit Py (a,+1) Pooi+ Pry
@ 0, Qe + Qs (@ +1) @y + Qg
expressdes cuja diferenga ¢, em mddule, inferior a
1
@ (@t Qum)

Se é inédita, deve-se a ideia que conduz a esta f6r-
mula ao meu antigo aluno Jorge Manuel Pinheiro
Guerra que, ignorando a formula usual, resolveu assim
um problema de uma aunla prdtica e que se nido tem
disposto a redigir esta nota embora lho tenha pedido

varias vezes.
Renato Pereira Coelbho

CRITICA DE LIVROS

Compéndio de Algebra — 3.° ciclo, por Anténio Augusto Lopes
(Aprovado oficialmente como livro Gnico — Disrio do Governo, Il série, 24 de Junho de 1950)

1. S@o ndimerosos os livros publicados no nosso pais
para o ensino da Matemdtica nos Liceus. Pode afir-
mar-se, porém, sem perigo de exagero, que sio raris-
simos o0s que, pelo seu nivel cientifico, se podem
considerar recomenddveis. Acresce a circunstincia
infeliz de serem quase normalmente postos de lado os
livros que, pela sua seriedade e pelo cunho renovador
que apresentam, deviam merecer da parte dos profes-
sores e das entidades oficiais um ecarinho e uma pro-
tecgfio dignos deles. E, por exemplo, o caso da Arit-
mética Racional de A. Aniceto Monteiro e J. Silva
Paulo que constitui, sem divida, uma tentativa mara-
vilhosa de racionaliza¢io do nosso ensino de Aritmé-
tica Racional.

O novo Estatuto do Ensino Liceal, criando o sis-
tema do livro wunico, vai dar uma maior possibilidade
de esquecimento dessas poucas obras que deveriam ir
entrando na ferramenta de trabalhe de estudantes e

professores. Nio ¢ nosso objective discutir aqui o
problema do livro tinico. Embora em desacordo com o
sistema criado, aceitamo-lo, neste momento, como
coisa assente ao destacar a alta responsabilidade dos
autores desses livros iinicos e das Comissdes de Apre-
ciacio dos mesmos, nomeadas pelo Ministério da Edua-
cagiio Nacional, uma vez que o ensino de cada disci-
plina fica sujeito, praticamente, durante um periodo
minimo de cinco anos, & orientagdo dum #nico guia.
Da seriedade e do valor formativo desse ensino, onde
a acgio do professor ficon limitada, é indice o livro
que for adoptado.

O trabalho que vamos apreciar foi aprovado como
livro tnico de ensino de Algebra (3.° ciclo). O seu .
Autor é professor efectivo dos liceus e tem publicado
ultimamente wdrios livros de exercicios ou de texto.
Nenhum, porém, lhe poderia criar a responsabilidade
deste pelas razdes seguintes:



