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A fungéo de Dirac— Sus interpretacdo malemética

por Ruy Luis Gomes

Segundo a Mecinica Quantica quando um sistema
fisico de n graus de liberdade se encontra no estado
(fisico) representado pela fungdo normada

H;,---:,,],J l¢ |2dey---dz, =1,

a densidade de probabilidade correspondente i posigio
xy -+, no espago f* das configuragdes possiveis,
é |¢(zy---2,)|?. Por outro lado, na estruturacio
geral (da Meciinica quintica) essa densidade de pro-
babilidade aparece sob a forma

’?(yn---y.}&(y:---yi) dyy -+ dy,

em que x representa o conjunto ordenado zy---x, e
3 (yy---y,) a funglo prépria da grandeza-posigio
em IR* referente ao valor =y .z, .

Concretamente 5, (yy---y,) tem de satisfazer'" a

() Y18 (U1 9) = @1 8s (1 )
ynaz (yi'"y») = 'ans{yi'"yn)?

juntamente com uma condi¢do de normalizagio.
Ora, para satisfazer a (1) terd de ser

(2) 3.(yi--y) =0 para y,s=x,i=1-n;

no ponto w@y+--x,, §, (yy-++y,) fica indeterminada.
Uma fun¢do nestas condigdes é, porém, incompativel

com uma relagiio de normalizagio

(3) JR 8, (g1 y) dyy - dy, = 1.

No entanto, se tomarmos (2) e (3) como equagdes
definidoras de um novo tipo de fungio, 4 qual ainda
sejam aplicdveis as regras ordindrias do cdleulo com
fungdes, deduz-se, de (2),

(1) Cousultar qualquer obra de Mecfinica Qulntica.

(4) JR" (=) — ¢ (y) 3. (y) dyy-++dy, =0,
donde

Jm ¥ () 32 (y) dyy -+~ dy, = JR_ ¥ (¥) 3, (v) dyy -~ dy,
ou finalmente

G @ = [ ¢ @) dndy,
por forga de (3). =
E esta expressio de ¢ (x) identifica os dois valores

[$(=)i* e U;z_q,(y) 5, (y) dyy - dy, ;

da densidade de probabilidade, de acordo com os
principios gerais da Mecéinica Quintica.

Ora, se ¢ certo que nenhum matemdtico legitimard
a dedugdo de (5), pois nenhuma verdadeira fungio
satisfaz a (2) e (3), de todos é sabido que a pseudo
fun¢do &, (), introduzida por Dirae, presta grandes
servigos em diferentes dominios da Fisica Mate-
mitica.

Este facto, ao lado de muitos outros no campo
do cdleulo operacional ®, abre uma nova crise no
conceito de fungio e, assim, surge a questdo de saber
como veneer essa crise.

Antes de responder a essa interrogagfo, vamos,
porém, considerar, 4 parte, a igualdade

o

@ v@ =) @) dndp--dy.,

para demonstrar que nio existe fungio alguma que
Ihe satistaga.

Para isso ¢ necessdrio comegar por definir a fami-
lia v das fungdes ¢ que figuram em (5). Ora, como
do ponto de vista da Fisica, nos interessam apenas

(2) Consultar L. Schwartz — Théorie des Distribulions, pags, 5-8,
Tome I, Act, Se. Ind., Hermann — Paris, 1960,
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aquelas que tém norma, | 4|2 dyy---dy,, finita,
RBn

vamos obrigd-las 4s duas condigBes: 1) serem conti-
nuas sobre todo o espago B"; 2) serem nulas no ex-
terior de um conjunto compacto.

O teorema que pretendemos demonstrar, formula-se»
pois, nestes termos: ndo existe fungdo, 5, (y), que
verifique (D) sendo eV .

Se exigirmos que §, (y) seja continua sobre todo R,
a demonstra¢fio pode fazer-se do seguinte modo @,

Raciocinando, por comodidade de notagiio, em fl,
admitamos, por absurdo, que existe uma tal fun¢do
Sf(y). De duas uma: ou f(y)=0 ou hd, pelo menos;
um ponto yy==x no qual f(y) 0. Na primeira
hipotese temos

J F() 4 () dy =0 para § qualquer,
R

enquanto que nds podemos arranjar uma fungfio ¢,
tal que § (£)5£0. Numa palavra— ¢ impossivel satis-
fazer a ().

Na segunda hipdtese, construamos um intervalo
[a,4] de modo que ce[a,b],x¢[a,b], e f(y) tenha
em [a,b] imfimo e supremo do mesmo sinal.

Tomando ¢ (y), assim definida

@) =0 y<a
Y() =(y —a)(y—06?2 a<<y<h
) =0 i<y

04 @[ 4O S dy= | (v=a) =)'/ ) dy,

donde a impossibilidade de (3).

Repare-se, de resto, em que o fulero da dedugio
anterior estd no seguinte: se f(y) ¢ continua num
ponto ¥, e R* relativamente a R", e se [ (y)0,
existe um intervalo de R" contendo ¥, tal que nele f'(y)
tem um infimo e umn supremo do mesmo sinal.

Esta demonstragio €, pois, aplicdvel todas as vezes
que 08 pontos de continuidade de f(y) com relagio
a R formam um conjunto tal que o sen complementar
tem medida— /. nula, como acontece quando f(y) ¢
integrivel-Riemann em todo intervalo de R

Demonstra-se ainda facilmente a impossibilidade
de (5). quando exigimos ™ de f(y) a condigfio:

B, Goursat—Cours d' Analyse Mathématique, Tome [11, 1923,
vigs. 545-546.

i Digo exigimos porgque a somabilidade de f num compaeto,
K, nflo implica necessarlamente a somabilidade de r%. Hasta

1
considerar a fuuglio ((y) = —— no compacto [0, 1]. Na verdade
Vi

Al g ) j
J (—Z & finito, ao contririo de d_y -
ovy v ¥

Sf(y) e f(y), sdo somdaveis'") em todo conjunto com-
pacto de R".

Imaginemos, por exemplo, que n=1 e tomemos as
fungdes ’

Yo () =sen (Zm + 1)y, 0y <2
ba)=0 , ¥y<0 e 2xgyg.

Suponde que @ = =/2, terd de ser

W (3) = [ b7 @)

ou seja
e
(=)= [ [sen @m+1) ) /@)y, m=0,1,.
Ora, como
7an
Jo sen (2p+1)y-sen (2¢+1)y-dy=0, p£p,

temos

an b |-
= [ [ sen (2m+1) ¥ - f(y) d!fJ s
A3 o el 2 (. 7
-::fs w2 <J 0 7

ou

2w e OO |
¥ d.
Jo ) y>§’ =5
o que ¢ absurdo.
Posto isto, vamos dar uma demonstracio absoluta-
mente geral da impossibilidade de

®) OEN MICFHOETR
quando § € qualquer fungio de W e f(y) wma fungdo
determinada, somdvel em todo compacto™ de B

Comegamos por recordar o ?

Teorema de Urysohn™. Dado wm conjunto fechado
F de R* contido num conjunto aberto G, € sempre
possivel construir uma fungdo continua sobre todo IR*
tal que

g () =1 y bel
g (x) =0 , weR—G
I (x) <1 , 2eG—F.

i Eoa desigualdade de Bessel, que so obtém desenveolvendo

f:"' [/ () —Zay sen (2m+1) y] dy=0,
com
I
ﬂm=—f S{y)sen (2m+1 ydy.
t3 0

% Por putras palavras, vamos demonstrar que o eperador ou
tranformagdo linear A ({) = (®), = fizo, § g 4, ndo é redutivet

au in!egruff g],{y)/(y)dy. no qual f representa um fungio
B

Somavel om todo compacto de fn,
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Vamos fazer a Jemonstragio na hipétese particular
de se tratar de R!, mas devemos desde ji acentuar
que o teorema, vdlido em R", se estende a espacos
muito mais gerais.

Suponhamos, entfio, para facilidade de representa-
¢do geométrica, que F ¢ o intervalo fechado [a,b]
e G o intervalo aberto (¢,d), de tal modo que
e<a<b<d.

10

1
!
o % 7 d

Como mostra a figura, o trago indefinido a cheio
corresponde a uma solugdo do problema.

Ora, dos tridngulos semelhantes cad e cxg(r),
tira-se

¢(2) ez
‘P(w)=T=“‘=

——3 N | | e e e 3
ca  p(z, B — (c,d) +¢(x,[a,b])
degignando por ;(x, M) a distincia™ do ponto
ao conjunto M .
No caso de F e, F'C G, serem conjuntos de R",

o, R — Q)
= ]
plo, B —G)+p(x, F)

como se verifica imediatamente.

Passemos agora 4 demonstragio da impossibili-
dade de (5). Tomemos um intervalo fechado K e escre-
vamos o seu interior como soma de uma infinidade
numerdvel de intervalos fechados sem pontos inte-
riores comuns :

p (x) =

i(‘ﬁ'} et Z KJ 5
=1
Como 1, = ¥} K;, que é um conjunto fechado, estd

re=i
contido em ¢ (K), que ¢ um conjunto aberto, podemos
aplicar o teorema de Urysohn, construindo uma fun-

¢do ¢, e W, tal que

dy (@) =1 vel,
o (@) =0 we R — i (K)
0<h (@) <1 zei(K)-,

Ora, introduzindo ¢, em (5), vem

W@ =] f(=) ¢ (c)ds

if(K)

ﬂj::, f(x)de + ’ ' l-;-,.(uc)f(,n:)dac

visto f(x) §, () ser somdvel em ¢ (K) e coincidir
com f(c) em [I,.

(71 O infimo das distiineins de = aos poutos de M,

Mas, como a medida- L de i (K) — I, tende para

1
zero com ® —, tem-sge
n

lim ¥, (0) = (@) de.
: /1K)

Agora, dois casos se podem apresentar: a origem,
0, pertence a i (K); a origem, 0, é exterior a
i(K).

No primeiro caso, também pertence a [, para n
suficientemente grande e dai resulta que

Pl ;

pois §,=1 paraxel,.
No segundo Ve R, — i (K) e, portanto, ¢,(0)=0,
donde

0':.},- ! @

Obtidos estes resultados, tomemos um intervalo K
que contenha a origem no interior e escolhamos
depois o8 K; de maneira que 0¢i(K;),j qualquer,
como ¢ sempre possivel.

Teremos, entio,

: Bl/ r':.(x) {f&)‘:lx. = E} J;f (x) do =
= E l v’).f(-ﬁ) de =0,

i (K
e este absurdo mostra que ndo pode existir fungio
J(x) nas condigdes enunciadas .

[Continna)

NOTAS

('] Funglo somdvel num conjunto ¢ aquela, que
tem integral - L finito nesse conjunto.

2] O teorema de Urysohn ¢ vdlido em espagos
muito mais gerais (consultar, por exemplo P. Ale-
xandroff und H. Hopf — Topologie, erster Band, pp.
73 -8, Berlin, 1935).

[3] Dada uma forma linear continua como &, por
por exemplo, A (4)=1% (x), em que 4 é uma fungiio
continua dum intervalo fixo [a,4], e = um ponto
determinado de [a,b), Hadamard demonstrou que se

5
pode sempre escrever A () = limj K, ()Y (y) dy,
n a

sendo K, (y) uma fun¢io continua (consultar C. R.
Acad. Se. Paris, 9 de Fev.° 1903). Mais tarde F.

*b
Riesz, demonstrou que A () =J K (y) d= (y), sendo
a

2 (y) uma fungio de variagio total limitada (consul-
tar C. R. Acad. Se., Paris, 149, p. 974) .

M ¢, & nlo-negativa e nfio excede 1, portanto de valor
inferfior 8 um nimero independente de n .



