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to M A distincia a do eixo Az (ponto que pode ser
escolhido sobre Az) possua um movimento de acele-
ragio tangencial constante e igual a 4. %) O movi-
mento obtido na alinea precedente pode, em projeccio
sobre Ozy, obedecer i lei das dreas relativamente
a 07 Justificar a resposta e, nio sendo afirmativa,
dizer qual deveria ser a lei do movimento helicoidal
para aquela condigdo ser satisfeita.

3215 — Um ponto material M de peso mg e massa
m ¢ obrigado a mover-se sobre a pardbola perfeita-
mente polida y?=2ax cujo eixo Oz é vertical. Além
do peso actua sobre o ponto uma for¢a constante m¥
paralela a Oy. a) Escrever as equagdes do movi-
mento de M sob a forma de Mac-Laurin. 4) Escre-
ver o integral da for¢a viva expresso nas coordena-
das do ponto e das suas primeiras derivadas. ¢) Sa-
bendo que o ponto no instante £=0 se encontra na
posi¢io de ordenada y-=a, calcular a velocidade que
deve ser-lhe comunicada nesse instante para que
atinja o vértice da pardbola com velocidade nula.

3216 — Um disco circular vertical de centro C e
raio & pode rolar sem escorregamento sobre um eixo
horizontal AB. Um fio inextensivel ES DM estd
fixo em E & periferia do diseo, aplica-se sobre ele,
abandona-o horizontalmente em S ¢ depois de passar
através de um anel D perfeitamente polido eai ver-
ticalmente sustentando na extremidade um peso p.
a) Sabendo que em C ‘actua uma for¢a horizontal
F', calcular o seu valor de modo que o disco e o
ponto estejam em equilibrio (aplicar o teorema dos
trabalhos ou das veloeidades virtuaig). &) Caleular
as componentes da reacgdo que se desenvolve no
ponto de contacto do disco com a horizontal AB.

1. 8. T. — Meci~sica Racrovar— Exame final — Outu-
bro de 1950.

3217 — E dado um sélido S ecujo elipsoide de
inércia, em relagio ao ponto fixo O do sdlido, é de

revolugdo. O sdlido estd animado dum movimento de
Poinsot em relagiio ao ponto 0. Escrever as equagdes
de Buler e integrd-las, determinando as equacdes do
movimento. R: Sefa Ax2+Ay*’+Cz2=1 a equagdo
do elipsoide em relagio ao ponto O. As equagies de
Euler serdo:
d d dr
d—i +kqr=0, d—ti—kpr=0, E~t~=0,(k-=§ - 'l),
que, integradas, dio
p = czsen pt 4 czcospt
q=cgsenpt—cycosut
r=2¢ey.

O sélido tem pois um ento de rotagio em torno
do ponto O, definido pelo vector e pI+qJl4rK.

3218 — Um ponto P, de massa m, move-se sem
atrito, sobre uma recta OP que, por sua vez, estd
animada duma rotago uniforme, num plano fixe (Oxy),
em torno da origem O. Nio hd forgas activas. Achar
a forga viva, escrever as equagdes de Lagrange e as
equagdes candnicas de Hamilton. R: Em coordena-

das semi-polares {E, LS‘} E) serd
P—0=re® w — rotagio
e a forga viva toma a forma 2T = m (r'? + r? w?)
As equagdes do movimento serdo entio

1
Fpr=m (r'"" — r w?) rFszﬁmrl’mz.

w=ke

o

3219 — Verificar que o ponto P definido pela
equagio

by (P—By) + by (P—By) + - +b, (P— B,)=0
é o centro de gravidade dum sistema de massas
by,bs---b, colocadas respectivamente nos pontos
By,B:+-B,. R: Da expressio corrente que define
o centro de gravidade M (G —0) == = m, (P,—0) resulta
imediatamente % m; (G—P)=0, igualdade equivalente
@ equagdo proposta.

Solugles dos n.* 3217 a 1219 de J. Gaspar Teixzelra
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A nuestro juicio, el mérito principal de la obra que
vamos a presentar reside en el hecho de contener un
vasto y bien elegido material experimental de geo-
metria algebraica. En tal sentido, lo consideramos de
inestimable valor para el especialista de aquella dis-

ciplina. Dicho material encuentra su lugar, no solo
en la parte expositiva del texto, sino también y espe-
cialmente en las numerosas notas y en los ejemplos
y ejercicios, puestos al final de cada pdrrafo y de
cada capitulo, seleccionados con el fino espiritu geo-
métrico que poseen los autores, ambos distinguidos
investigadores en el campo de la geometria alge-
braica.
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En cambio, la exposicidn tedrica aparece en forma
que, tanto en la ordenacidn como en la fundamenta-
cién, no estd a cubierto de los reproches que pudiera
dirigirle un eritico no muy exigente; como conse-

cuencia, creemos que un principiante, que no posea:

mas conocimientos previos que los elementales de
geometria proyectiva y dlgebra que los autores
suponen en el Prefacio, ha de tropezar con grandes
dificultades para la buena comprensién de muchas de
las cuestiones tratadas en el libro. Por todo ello, mas
que una Introduccion a la Gueometria algebraica
(en el sentido, p. ej., de Kinfihrung in die alge-
braische Geomelrie de van der Waerden, o de la obra
de Hodge-Pedoe: Methods of Algebraic Geometry, cuyo
tnico tomo aparecido hasta ahora fué resefiado en el
n.° 37 de esta Revista), el libro ha de considerarse
como una vision panorimica de la misma, desde un
punto de vista principalmente intuitivo.

El método seguido es el llamado algébrico-geomé-
trico de la geometria algebraica cldsica; los aspectos
transcendente v topoldgico quedan fuera del objecto
de la obra. El rigor no parece haber sido la preocupa-
¢ién fundamental de los autores; estos admitem expli-
citamente en el Prefacio que, en lo relativo al
lenguaje, han procedido con «a certain degree of
informality», principio liberal que han extendido
generosamente, y no siempre de modo explicito, a la
demostracién de una gran parte de los teoremas.

Por encima de las observaciones precedentes, queda,
sin embargo, el substancioso contenido intuitivo y la
cuidadosa y detallada informacion que contiene el
libro, destinado a prestar grandes servicios ain a
aquellos, y nos sentimos inclinados a escribir aespe-
cialmente aquellos», que se ocupan de geometria alge-
braica desde el punto de vista abstracto al que se
debe| conviene no olvidarlo! el renacer del interés
universal por esta interesante y siempre viva rama
de la matemdtica.

Damos a continuacidn un detalle de las principales
cuestiones tratadas en los distintos capitulos. El Cap.
I es de introduccidn y en el se da, de una parte, la
estructura del espacio proyectivo S, junto con las
principales propiedades de sus transformaciones
proyectivas y de las figuras elementales ligadas a
ellas; por outra parte, se establecen los conceptos
de variedad algebraica irreducibles, correspondencias
algebraicas y variedades racionales. En el Cap. II se
estudian las propiedades proyectivas de las curvas
planas algébricas: polaridad, elementos singulares,
subadjuntas, género aparente, ...; y se consideran
las curvas racionales y elipticas, ddndose algunas
nociones sobre las curvas de géneros 2, 8 4. Lias trans-
formaciones cuadrdticas planas constituyen el objeto
del Cap. III, se utilizan luego para la resolucion de

las singularidades y para la definicidn de los puntos
infinitamente proximos. También se definen en él,
el género de una curva y se da la multiplicidad de
interseccion de dos curvas en un punto miltiple. El
Cap. 1V, titulado Correspondencias racionales, con-
tiene las correspondencias (m,n) en las variedades
racionales de dimensién 1, correspondencias entre
planos y variedades de dos dimensiones, la regla de
Zeuthen y sus aplicaciones, férmulas de Plucker y
Cayley, asi como la determinacidn de los caracteres
prineipales de las eurvas definidas como interseccidn
de superficies. El theorema Af+ By de Noether y
sus aplicaciones es el tema del Cap. V. En los Cap.
VI, VII, VIII se estudian los sistemas lineales de
curvas planas y de superficies en S3; y su interpre-
tacidn como representaciones planas de las superfi-
cies racionales y como representaciones en S de las
variedades racionales de tres dimensiones.

De modo natural aparecen entonces las transfor-
maciones cremonianas generales del plano y algunas
particulares del espacio S;. De dichas transforma-
ciones se hace aplicacidn a la resolucidén de singunla-
ridades puntuales y lincales de las superficies. El
contenido de estos eapitulos es de fundamental impor-
tancia en geometria algebraica. El Cap. IX estd dedi-
cado a los caracteres proyectivos de las curvas y
superficies de S,; se estudian espccialmente las
superficies regladas v las racionales, al mismo tiempo
se dan algunos invariantes numéricos de las superfi-
cies tales como: el género aritmético, ¢l invariante
de Zeuthen-Segre y el de Castelnuovo-Enriques. La
geometria de los espacios reglados de 8; v Sy y sus
diversas representaciones puntuales en espacios
proyectivos de mas dimensiones, constituyen el objecto
del Cap. X.

En el Cap. XI se expone brevemente la Geometria
numerativa. Se establecen las {érmulas fundamen-
tales del cdlculo de Schubert y se estudian problemas
numerativos referentes a cénicas y cuddricas. Se
enuncia el principio de la conservacién del mimero
y se establecen las condiciones para su validez si-
guiendo el andlisis del prineipio debido a Severi.

Los dos 1iiltimos capitulos, XII y XIII, estdn dedi-
cados a la geomctria algebraica propiamente dicha
de las curvas y superficies, es decir a la geometria

'birracional sobre una curva y sobre una superficie.

En el XII se estudia la geometria sobre una curva;se
definen, para los grupos de puntos, la equivalenciay las
series lineales. La serie candnica se define, siguiendo a
Enriques, mediante la serie jacobiana. Se hacen apli-
caciones al estudio de las correspondencias con valencia
y aladeterminacién de la férmula de Cayley-Brill para
el nimero de coincidencias en una correspondencia.

El teorema de Riemann-Roch se deduce a partir
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del teorema de reduceidn de Noether y se aplica luego
para estabelecer el teorema de Clifford y, en el estudio
de las curvas en S, , para darlas férmulas de postu-
lacién de una curva. En el Cap. XIII se hace un
estudio muy somero de la geometria sobre una super-
ficie, las cuestiones tratadas tales como: sistemas li-
neales de curvas, curvas excepcionales, caracteres
virtuales de las curvas, sistemnas jacobiano y candnico,
curvas adjuntas, teorema de Riemann-Roch,...
aparecen solo iniciadas y gran parte de los resul-
tados enunciados se basan sobre otros cuya demos-
tracion, por la difieultad intrinseca de la cuestidn,
excede los limites que los autores se han sefalado
para la presente obra y, en consecuencia, se ha de en

buscar las memorias originales o tratados que se in-
dican.

G. Agcochea (Madrid)
86 — COXETER, H. 8. M.—Regular Polytopes—
Methuen & C.» Ltd. — London—1948. Preco 50 s. net.

O livro em referéncia é um livro atraente para
todo aquele a quem a geometria, e em especial o
estudo dos poliedros, seja motivo de agrado.

O titalo no entanto precisa desde jd ser esclare-
cido. O que é um politopo? Um politopo é uma figura
geométrica formada por porg¢des de recta, de planos
ou de hiperplanos. Assim no espago a duas dimensdes
toma os nomes particulares de poligono, rede, drvore
ete.; no espago a trls dimensdes o de poliedro ete.
Shlifi que escreven uma grande monografia sobre o
assunto chamava-lhes polyschema.

Diz o autor que o seu livro se pode considerar uma
continuagio dos «Elementos de Euclides», porquanto
os fundamentos dos assuntos tratados se encontram
na literatura grega de hd cerca de 2.000 anos.
No entanto deve notar-se que o estudo de assuntos
como os do Cap. V, o Kaleidosedpio, 86 teve inicio
no século passado. Apesar disso a afirmagfio é verda-
deira pois parece que os «Elementos» tiveram como
fim principal o estudo dos poliedros regulares aos
quais era atribuido significado esotérico.

Recentemente a revivescéncia destes estudos é em
grande parte devida aos aprofundados trabalhos da
cristalografia que chegou a descobrir que muitos
poliedros aparecem na natureza como cristais. O tra-
balho de F. Klein «Vorlesunger iiber Ikosaeder und
die Auflssung der Gleichungen filften Gradesn(!) veio
tambem por em evidéncia a necessidade e vantagem
de tais estudos embora sob aspecto diverso.

O desenvolvimento da Topologia Combinatdria é
também causa de tal aprofundamento. A «Analise
Situs» cujas primeiras manifestagbes nos aparecem

(') Existe uma tradugfio inglesa intitulada: Lecfures on the
Icosahedron. London 1917 — tradoglio de G. G. Morris.

com problemas euriosos como o problema das pontes
de Kinigsherg, da coloragio dos mapas, do pro-
blema das gares, ete, e para cujo estudo tantos mate-
mdticos notdveis como Poincaré concorreram, ¢ ainda
uma das causas deste florescimento dos estudos que
o livro encerra.

Tem o livro, a grande qualidade, para os que se
iniciam nestes trabalhos, de por e tratar as questdes
desde o inicio, dando todas as nogdes necessdrias i
boa compreensio do assunto, ainda que elas sejam
muito elementares. B um livro que o aluno do pri-
meiro ano das nossas escolas superiores, pode come-
car a ler com a certeza de o entender e com ele ir
até A fronteira do conhecimento actual do &4ssunto.
E muito claro e as demonstragies, se nem sempre
830 dum rigor logico extremo, tem no entanto a van-
tagem de serem bastante simples e compreensiveis &
primeira leitura. A maior dificuldade que o leitor
encontrard, julgo, que serd a da nomenclatura e a das
notagdes que apresentam no entanto nitidas vanta-
gens sobre as anteriores.

O trabalho é resumo da actividade do autor desde
1923, em que publicou a sua «Dimensional Analogy»
e de que este, é o desenvolvimento.

Aos que se interessam por tais estudos aconse-
lhamos vivamente a leitura deste livro.

Para se ter ideia resunida dos assuntos tratados
se dio a seguir os titulos dos capitulos :

I — Poligonos e poliedros, IT — Scélidos regulares e
quase-regulares, III — Grupo das rotagdes, IV —
«Tesselations» e aHoneycombs», V—O Caleidoscdpio,
VI — Poliedros estrelados, VII — Politopos ordindrios
em espagos a mais de trés dimensoes, VIII —'Tran-
caturas, IX — A demonstracio de Poincaré da For-
mula de Euler, X — Formas, vectores, e coordenadas,
XI—Poligonos de Petrie generalizados, X1[— Secgbes
e projecgdes, XIV — Politopos estrelados.

No fim de cada eapitulo dd-nos sempre o autor um
desenvolvimento historico do assunto, o qual estabe-
lece as ligagBes com os trabalhos anteriores; e no
final do livro apresenta bibliografia abundante que
permite desenvolver aquelas partes da matéria que
mais possam interessar cada qual,

Estd ainda o livro cheio de belissimas gravuras
que muito esclarecem e elucidam o leitor facilitando
o trabalho.

E um livro que, segundo cremos, serd acessivel
até ao leigo com curiosidade das coisas da matemd-
tica em geral e danqueles capitulos da geometria, em
particular, desde que tenha um minimo de preparagio.

Um sd senfio a apontar, o prego, que se justifica,
ainda assim, dada a qualidade do trabalho tipogri-
fico e das gravuras.

J. da Silva Poule



