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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Arcesra Surerior —- 1. exame de fre-
quéncia 1949-50.

< 3182 — a) Demonstre que toda a sucessio mond-
tona tem limite.

Seja
i [( a\" 2n—1
u..=-~{ 14+—) — —
2 ny n

[ 224 (14 2) ]} <o

b) Mostre que uyx e wuy, sfo sucessdes mono-
tonas. ¢) £ a sucessBo u, convergente? No caso
negativo indique os seus limites mdximo e minimo.
d) Com que valor de @ pode convergir a sucessio
de termo geral u? (responda i pergunta sem calcular
o valor de (u,)?).

3183 — a) Defina uma série absolutamente con-
vergente e mostre que a soma duma série absoluta-
mente convergente é independente da ordem dos seus
termos. b) Como se comportam a esse respeito as
séries simplesmente convergentes? Em que funda-
menta a resposta? ¢) u,/a, tem limite finito com u,
qualquer e a,>0. Sendo Za, uma série conver-
gente prove que Zu, é uma série absolutamente
convergente. Na hipotese de L a, ser divergente em
que condigbes pode ainda Zwu, convergir absoluta-
mente? E convergir simplesmente? d) Verifique
pelas conclusdes anteriores a convergencia absoluta
da série de termo geral log (1+2/n%).

3184 — Seja f(z) uma fungio continua no intervalo
aberto (a,b) com limites laterais f(a+0) e f(—0)
de sinais contrdrios. Mostre que f(z) se anula em
algum ponto interior a {(a,d).

3185 — a) Mostre que uma fungdo com derivada
finita num ponto ¢ nesse ponto continua. &) Deter-
mine a derivada na origem de g (z)==f(x) em que
f(x) ¢ uma fun¢lo continua nesse ponto. ¢) Pode

p 1
para esse efeito ser f(:)—arctg; i

3186 — a) Seja y=f(z) uma fun¢fo limitada num
conjunto (xz) com pontos em qualquer parte (z,f)
do eixo real. Verifique que a fungio o (z) estd de-

finida para qualquer valor finito de = (w(x) é a
oscilagiio de y no ponto de abcissa =) . &) Consi-
derando a hipétese de f(x) estar definida para
qualquer valor de = e s6 admitir pontos isolados
de descontinuidade, prove que o mesmo acontece
com w ().

F. C. P. — Algebra Superior — 4.° exercicio de revi-
830 — Dezembro de 1950.

3187 — Seja (A/B) uma ecisdo definida no con-
junto dos nimeros racionais positives. Provar que
1/
(E/K) ¢ também uma cisSo, sendo 1/B e 1/4,
respectivamente, os conjuntos dos inversos dos ele-
mentos de B ede 4. R: a) Todo o niumero da
classe 1/B € menor que qualguer nimero da classe
1/A; b) como qualquer nitmero racional pertence a
A ou B, sendo x um nimero racional, o seu inverso
1/x (também racional) pertence a A ou B; portanto
X pertence a 1/A ou 1/B.
iz
trans-

1
3188 — Provar que a relagio z' = i
—iz

forma o segmento do eixo dos =z compreendido
entre os pontos z=1 e z=—1, numa semi-circun-
feréncia de centro na origem, que passa pelos pontos
/=1 e z'=—1. R: Consideram-se os valores reais
de z, tais que |z|<{1. Para esses valores, ¢ claro
que, sendo

; (+iz)
LT Usindtin

o médulo de z' éigual a 1, e o sew argumento 4
varia entre — =2 e = [2-[cosf >0]. Para z=1,

1—224+2iz
1422

lﬁz"i__ 2z
= i
1422 1422’

vem z'=1,epara z=—1, z'=—1.
x 22 1423
3180 —a) Se wkyFz, ese |y y2 1493 | =0,
z 82 1423

provar que 1+ayz=0. R: Note-se que

x x* 1+4x3 x 221 1.0x “x2
¥y A4yl =y 'y2 Llckxye|d v ydp.
z 22 1423 5 z2= 1 1 U7 S L
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6) Calcular, a partir da definigio, o determinante

s ek
A=|0 1 0].
023100 -1,

3190 — Resolver discutindo-o, o sistema linear
z+y+e+t=1
ar + by +ce +dt =k
adx+ by +ctz+diit=k?
e+ By +cde +d3E= 13,
3191 — Sendo z e B dois numeros reais definidos
por pares de sucessdes convergentes,
{ﬂls e B T R
b1y by, ey by oee
a'y,aly, o ,ah, e
{b't;br!: s ,b{‘,—--
provar que o par de sucessoes
{(a1+“|1)f2={az+ar2)f2: vy (aytag )2, -
(b1 +0'1)[2 , (ba+0'3)[2, -, (bu+ 80)[2, -+
define um numero real e gue esse nimero é precisa-
a+p

mente

3192 —8Sendo ¢ uma varidvel real de quadrado
menor que 1, provar que o afixo dum ndimero com-
plexo z=2—1+{/A—# pertence sempre & circunfe-
réncia de centro no afixo do nimero —1/2 e raio 1/2.

3193 —Resolver, grificamente, o sistema de equagdes

{ |a —i| =2
le—(@1 + )| =[2+(1 + 9]

3194 —Se X=a+ib e X'=a—ib, provar que
0s numeros X" — X' (n, inteiro e positive) e
Gl L D e M :
X" sfio imagindrios puros. Nofa — Recorrer a
representagfo trigonométrica.

3195 — Partindo da identidade
a+tb
—c+id
justificar o seguinte teorema de de Euler: «o pro-
duto de dois nimeros, cada um dos quais é a soma
de quatro quadrados, é ainda a soma de quatro
quadrados».

¢ = id
a + b + 2 4+ dt = ’
a—ib

3196 —Se =,y ,z nio sio todos nulos e se
ax + by + ez =0
bx + cy + az =0
cx + ag; +bz2=0
provar que, ou a+b+¢=0 ou a?+&%+c*—ab—ac—

—be=0.

Solugles dos n.** 8187 a 3189 de A. Andrade Guimarles

1. 8. C. E. F. — Mareudiricas Gerats — 2.° exame
de frequéncia — 30 de Junho de 1950.

3197 — Defina fungdo homogénea e demonstre que
a derivada parcial de uma tal fungfo é também ho-
mogénea. Verifique a homogeneidade da fungdo g (y/x)
e calcule o seu grau. Supondo a funglio g (u) diferen-
cidvel mostre que a funglo g (y/x) verifica a identi-
dade de Euler. R: Como g (yt/xt) = t' g (y x) para
x5=0e t>0, entdo g (y/x) € homogénea de grau zero.

Posto isto vem: x- g', (y/x) - (— y/x) +y - &y (y/x) -

1
- 0. g (y/x) ea fungdo verifica a identidade.

3198 — Defina integral no sentido de Riemann de
uma fungio f(x) limitada no intervalo (a, ). Defina
primitiva da mesma fun¢fio no mesmo intervalo. Se
f(x) é integrdvel e primitivivel em (a,b), como se cal-
cula o seu integral naquele intervalo? Justifique. Des-
creva e justifique o método de primitivagio por decom-

3xz—2
posigiio e calcule a primitiva de ek EP TN
-2z
3x-2 2x—-2
BeP — Px2.gen x = P - AR
x2—2x x2—2x x(x—2)

— Px%.sen x = log C(x? — 2x) (x—2) +
+ x2cosx — 2 (xsenx + Co8Xx).

3199 — Prove que efectuando a operagio de Jacobi
sobre um determinante o valor deste ndo vem alterado.
Descreva o cdleulo abreviado de um determinante
(n>3). Enuncie o primeiro teorema de Laplace e
aplique-o 4 segunda coluna do determinante

0B =
= o 02
[CER o

(Defina préviamente os termos com que enunciar o
teorema de Laplace). R: O teorema de Laplace a que
se refere a questdo € o sequinte: um determinante € a
soma dos produtos dos elementos de uma fila pelos res-
pectivos complementos

2 1 [12] |12
a=—3x|3 3|+2><| |—1 ‘

3 3 21

3200 — Trate o problema da determinagdo das
raizes inteiras e fracciondrias de uma equagio al-
gébrica de coeficientes inteiros e deduza condigdes
necessdrias de existencia dessas raizes. Prove que
a equacio f(x)=0 de coeficientes inteiros ndo admite
raizes impares se um, pelo menos, dos nimeros f(—1),
S (+1) for impar.
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1. 8. C. E. F. — Marewiticas Gerars — 2.° Exame de
freqaéncia — 2.* chamada, 1950, Julho, 15.

3201 — Calcule a primitiva de f(x) = —T———ﬁ +

+sen?z - cos @ . Descreva e justifique o método de
primitivagio por substitui¢io. R:

2 1
x(x_n+Paenzx-casx—JgP(:’-sen?x»cosx»{-
- 2 2 send 2

Pl— —=)=——+1logC-
3 (x—l x) Baiits ( )

3202 — Dada a fungfio z=f(z,y) quando é ela
diferencidvel no ponto P (a,b)? Supondo f(x,y) dife-
rencidvel em P (a,bd), seja M (x,y) um ponto vi-
zinho de P e calcule o limite da fungfio qnando o
ponto M se desloque para P. Justifique. Sendo
x=0 () e y=¢ (¢) e as fungdes ¢ e ¢ diferencid-
veis no ponto & que faz o (f)=a J(4)=>5 indi-

5 dz
que o valor da derivada = no ponto #. Para

s=(x+y)?+ 2y e com xz=sent e y=cost calcule

dz
- m to t==/4. R:
= o ponto /

] [ e th‘

GEOMETRIA

F. C. C. — Geomerria Dgscritiva — 2.° exame de
frequéncia, 1950 — Ponto n.° 1.

3205 — Conduzir por um ponto do 1.° bissector
uma recta que faga dngulos de 50° com uma recta
vertical de afastamento 4cm. e com a L. T. R: 4
recta pedida € a 3. aresta dum triedro cujas faces
medem 50°, 50° e 90°. As outras duas arestas sdo
paralelas a L. T. e & recta vertical respectivamente.

3206 — E dado um plano cujos tragos formam
4ngulos de 45° com L. T. Por um ponto qual juer do
plano conduzir as rectas deste que formam angulos
de 60° com uma recta vertical de afastamento nulo.
R: Considere a superficie conica de revolugio de eixo
vertical, vértice no ponto de intersecgio da L. 'T. com
o plano dado e tendo por meridiana principal duas
rectas que fazem dngulos de 60° com o eixo. Determine a
scegdo feita nesta superficie pelo plano dado. As rectas
pedidas sdo as paralelas conduzidas pelo ponto as duas
rectas que formam a secgdo.

3203 — Enuncie o teorema de d'Alembert e deduza
a decomposi¢io em factores primos de um polinémio
de grau n. Determine um polindmio de grau minimo
e de coeficientes racionais que admita a raiz /2, a
raiz dupla 2—¢ e que assuma o valor 4 para z=2.
R: ag(x —V2) (x + VI (x —2+ i) (x—2 — i)t =
=ay(x2—2) [(x—2)2 +1]* e para x =2 vem 2a;=4
portanto 2 (x2—2) [(x — 2)2 +1]2 € o polindmio pedido.

3204 — Enuncie o 1.° teorema de Laplace e o seu
consequente. Justifique este iltimo. Verifique que é
nulo o determinante A e determine uma composigio
linear das linhas.

R O
el I AR A
1 -3 3 0

-1 ) =5 4

R: Pelo primeiro teorema de Laplace aplicado a
primeira coluna :
2(50) + 2(—25) +1(—50) —1(0) =0
e aplicando o consequente s outras colunas veem as
relacdes :
—1(50) + 4 (—25) —3 (—50) + 0(0) =0
2(50) + 0(—25) + 2(—50) +3(0) =0
—1(50) + 2(—23) +0(—50) +4(0) =0
que somadas ¢ representando por Ly L, Ly L, as ma-
trizes linhas e por 0 a matriz nula de tipo (1><4):
(80) Ly + (—25) Ly + (—50) Ly + (0) Ly = 0

Solugbes dos n.% 3197 a 3204 de J. Rlbeiro de Albuquerque.

DESCRITIVA

3207 — Por um ponto de cota 3 em. e afastamento
4 em. conduzir os planos que distam 2cm. da L. T
R : Planos tangentes conduzidos pelo ponto a uma su-
perficie cilindrica de revolugdo tendo a L. T. por eizo
e cujas geralrizes distam 2 em. deste.

Ponto n.° 2

3208 — E dado um plano vertical inclinado 60°
sobre o plano vertical de projecgfio. Conduzir por um
ponto do 2.° bissector uma recta que forme dngulos
de 55° com esse plano e com a L. T. R: Considere
com vériice no ponto dado um triedro em que uma das
faces € limitada por uma paralela a L. T. e por uma
recta normal ao plano dado. A recta pedida € a 3.2
aresta deste triedro cujas faces medem respectivamente
550, 35°. ¢ 30°

3209 — Determinar os pontos dum plano horizon-
tal de cota 3em. que distam 5cm. duma recta do
plano horizontal de projecgdo que faz com a L. T.
um angulo de 40.° R: O lugar dos pontos € constituido
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pelas duas rectas da secgdo do plano dado, na superfi-
eie cilindrica de revolugdo cujo eixo € a recta do plano
horizontal de projecciio e cujas geratrizes distam 5 em.
daguele eixzo.

3210 — Por uma recta do 1.° bissector, cujas pro-
jeccdes fazem com a L. T. dngulos de 60.°, conduzir

ANALISE

L S. C. BE. P. — Ax{uise IxFixirisivan — 4.° exame de
frequéncia ordindrio — Fevereiro 1949.

dr e, em

3211 — Estudar o integral J (;r,ﬂ +1)3

caso de convergéncia, calculd-lo. R: O integral € con-
vergente porque

limx*-
=00

dxi4
1)
Integrando por partes tem-se :

=1(s=5>1).

" 3_3“_d xdx
Ju (l+x5)s X-[ (1+x=)z:| j kx3+1}2“
xdx J
0 mz—x+ﬁ§ [1 Sy
2 r*  2x—1
_§[log (K-}'l)]o +ﬁju e dx
3 S A T 3.
9 s (RB—xt+1p 9
Bn 6 1 5 9
= _1(,, 2%\
vai 3 yat arctg( ﬁ)] 9( + 1/3)
g )
3212 — Caleular I = [ # S TR BN
J 1—acos x + a?
it -
I "; 1 1/2 —a?2 4 1 -é:
'J i o b LY
1 a? )
Gl FE)
F -

(14-a?)(cos?x/2+sen?x/2)—2a (cos?x/2—sen? 3}2)-__

™
® . i IR | dx .
=4 (2 2) f_ (1—a)? cos’ x/2+(1+a) sen? x/2
0

MECANICA

F. C. P. — Mrcisica Racroxar —Qutubro de 4950 —
1.* chamada.

3214— Um referencial rigido Az yz cujo eixo Az
coincide constantemente com Oz estd animado de um

os planos que fazem A&ngulos de 40° com L. T.
R: Planos tangentes conduzidos pela recta dada a
uma superficie cénica de revolugdo tendo por vértice o
ponto comum & recta do 1.° bissector e L. T, esta
por eixo e de angulo no vértice igual a 80° .

Solugles dos n.°® 3205 a 1210 de Jodo Farinha

INFINITESIMAL

= Ay as ';
Byt v e S
0

o + (1—a?) v (ina) [arc

3 A 14-a
S B i

sec? x/2 dx/2
(1—a)? + [(1 +a) tgx/2]?

™
(1+a) tgx/27]7 &
1-a ]o

3213 — Dd-se um tetraedro ABCD; sejam §,,
Sg. S¢, Sp quatro escalares iguais as dreas das faces
do tetraedro. Considerem-se quatro vectores normais
as faces, dirigidos do interior para o exterior do
tetraedro e de mddulos iguais a K.S,, K S,, KS; e
KSp, sendo K um mimero positivo; demonstrar
que a soma destes 4 vectores ¢ nula. R:

K
Sm—g—] \U/\AB+ \B;‘\ \I)-l

+ AD A AC + ch A UB

mas
il i — — — —
OD s B = B0, 0N e AR o AL
- —— e — — —
CD A CB = (AD — AC) A (AB — AC) =
~AD A AB — AD AG— AC A AB
Logo : !

K[— —_— —_—— —— ——— e
5= §|—AC,!\AB + AB A AD -+ AD A AC +

e — —= — —— —
+AD AAB—-—AD AAC—AUAAB | =0
T
Note-se que os vectores nas ecireunstincias do pro-

>

blema sio o produto de pelo produto externo dos

vectores arestas do tetraedro.
Solugbes dos n. 3211 a 3213 de M. Soares Madureira

RACIONAL

movimento helicoidal relativamente a Oz yz. a) Fi-
xar as leis temporais de variagiio de z (cota de A)
e de ¢ (4dngulo de Az com Ox) para que o movi-
mento seja de passo p e ainda de modo que um pon-
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to M A distincia a do eixo Az (ponto que pode ser
escolhido sobre Az) possua um movimento de acele-
ragio tangencial constante e igual a 4. %) O movi-
mento obtido na alinea precedente pode, em projeccio
sobre Ozy, obedecer i lei das dreas relativamente
a 07 Justificar a resposta e, nio sendo afirmativa,
dizer qual deveria ser a lei do movimento helicoidal
para aquela condigdo ser satisfeita.

3215 — Um ponto material M de peso mg e massa
m ¢ obrigado a mover-se sobre a pardbola perfeita-
mente polida y?=2ax cujo eixo Oz é vertical. Além
do peso actua sobre o ponto uma for¢a constante m¥
paralela a Oy. a) Escrever as equagdes do movi-
mento de M sob a forma de Mac-Laurin. 4) Escre-
ver o integral da for¢a viva expresso nas coordena-
das do ponto e das suas primeiras derivadas. ¢) Sa-
bendo que o ponto no instante £=0 se encontra na
posi¢io de ordenada y-=a, calcular a velocidade que
deve ser-lhe comunicada nesse instante para que
atinja o vértice da pardbola com velocidade nula.

3216 — Um disco circular vertical de centro C e
raio & pode rolar sem escorregamento sobre um eixo
horizontal AB. Um fio inextensivel ES DM estd
fixo em E & periferia do diseo, aplica-se sobre ele,
abandona-o horizontalmente em S ¢ depois de passar
através de um anel D perfeitamente polido eai ver-
ticalmente sustentando na extremidade um peso p.
a) Sabendo que em C ‘actua uma for¢a horizontal
F', calcular o seu valor de modo que o disco e o
ponto estejam em equilibrio (aplicar o teorema dos
trabalhos ou das veloeidades virtuaig). &) Caleular
as componentes da reacgdo que se desenvolve no
ponto de contacto do disco com a horizontal AB.

1. 8. T. — Meci~sica Racrovar— Exame final — Outu-
bro de 1950.

3217 — E dado um sélido S ecujo elipsoide de
inércia, em relagio ao ponto fixo O do sdlido, é de

revolugdo. O sdlido estd animado dum movimento de
Poinsot em relagiio ao ponto 0. Escrever as equagdes
de Buler e integrd-las, determinando as equacdes do
movimento. R: Sefa Ax2+Ay*’+Cz2=1 a equagdo
do elipsoide em relagio ao ponto O. As equagies de
Euler serdo:
d d dr
d—i +kqr=0, d—ti—kpr=0, E~t~=0,(k-=§ - 'l),
que, integradas, dio
p = czsen pt 4 czcospt
q=cgsenpt—cycosut
r=2¢ey.

O sélido tem pois um ento de rotagio em torno
do ponto O, definido pelo vector e pI+qJl4rK.

3218 — Um ponto P, de massa m, move-se sem
atrito, sobre uma recta OP que, por sua vez, estd
animada duma rotago uniforme, num plano fixe (Oxy),
em torno da origem O. Nio hd forgas activas. Achar
a forga viva, escrever as equagdes de Lagrange e as
equagdes candnicas de Hamilton. R: Em coordena-

das semi-polares {E, LS‘} E) serd
P—0=re® w — rotagio
e a forga viva toma a forma 2T = m (r'? + r? w?)
As equagdes do movimento serdo entio

1
Fpr=m (r'"" — r w?) rFszﬁmrl’mz.

w=ke

o

3219 — Verificar que o ponto P definido pela
equagio

by (P—By) + by (P—By) + - +b, (P— B,)=0
é o centro de gravidade dum sistema de massas
by,bs---b, colocadas respectivamente nos pontos
By,B:+-B,. R: Da expressio corrente que define
o centro de gravidade M (G —0) == = m, (P,—0) resulta
imediatamente % m; (G—P)=0, igualdade equivalente
@ equagdo proposta.

Solugles dos n.* 3217 a 1219 de J. Gaspar Teixzelra

BOLETIM BIBLIOGRAFICO

Nesta seeclio, alim de extiractos de eriticas aparccidas em revistas estraugeiras, sorfio publicadas eriticas do livros
@ outras publicagbes de Matemética de que os Autores ou Editores eoviarem dois exemplares & Redacglio

85—SEMPLE, J. G., and ROTH, L.—Introduclion
to Algebraic Geomelry. Oxford, at the Clarendon
Press, 1949. xvi+446 pp. Price 30s. net.

A nuestro juicio, el mérito principal de la obra que
vamos a presentar reside en el hecho de contener un
vasto y bien elegido material experimental de geo-
metria algebraica. En tal sentido, lo consideramos de
inestimable valor para el especialista de aquella dis-

ciplina. Dicho material encuentra su lugar, no solo
en la parte expositiva del texto, sino también y espe-
cialmente en las numerosas notas y en los ejemplos
y ejercicios, puestos al final de cada pdrrafo y de
cada capitulo, seleccionados con el fino espiritu geo-
métrico que poseen los autores, ambos distinguidos
investigadores en el campo de la geometria alge-
braica.



