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On the maximum

by J. M- S. Simdes

To Mr. Mario Sousa Santos,

1. In this paper we consider finite sets

of equalsigned real numbers deno-
ted by ,n, ¢+ for which m%u implies
We shall prove the following
THEOREM 1. Of all sums of N products
of j factors, formed with the Nj elements of
a given set (iji) of real positive numbers taken
without repetition, the folloioing one, denoted
by S. will take a maximum  value
p=N
st = 2 'pj-jti epj-jt2 eceTpice

p=l

In fact, it is always possible to obtain S.
starting from an arbitrary sum Si by inter-
changing successively the positions of the
numbers n, these changes being chosen in
such a way that the sums intermediately
obtained will take nondecreasing values. The
aim of such changes will be to assemble the
j lowest elements of (w,) — obtainment of

* A previous version of this paper has been awar-
ded the «Prémio F. Gomes Teixeira — 1962».

value

of sums of products*
Pereira
in appreciation and affection

as a term of the
lowest remai-
term —

the product n, en, ssen,
sum —then to assemble the j
ning elements of («;) in another
?2zli*nN, ,*.. T~ "<i so on.

Fundamentally, one needs to show that
one of the sums obtained from

S* = n,n, esenicn, *A + n., B + R
—where A and B are products of m and
R stands for the sum of the remaining
terms — by interchanging either and
n, or Kjeeen and k factors of B, will be
at least equal to S,.

Suppose then that we interchange the
numbers and n, in S,. We get
S'k\ = Mje+" nunic+iA + n, B -{-R and it
may be Si\ =S,. Our aim is to get a sum
Sk+ir>S, therefore, if S, <.S, we inter-
change ?i +een and k factors of B, this
way we obtain, as we shall see, a sum
Si ~>8S,.

In fact, being
S,., —S=>(n.i —n)n-n, A —B) < 0,
we have n, eeen <A > B .
B—N-Q

as Mfcti < n, ,
Under these conditions and setting



with N standing for a product of k factors,
we have

St+i'—Sk=(ny - rik—iV)(w, i *Q—n,, -"4)>0.
This becomes clear if we remark that
essrik<™N and thus, from nyrij, + A>B=

=N'Q we get Q<_A (positive numbers!);
and, on the other hand, multiplying the ine-
qualities rik+i < n, and Q< A we have
wifcie Q< n, <A .

Plainly, at most j — 1 operations of this
type will suffice to obtain a sum where the
term n”n, seenj already exists ; and then the
others N—1 terms of S+ will be succes-
sively obtained in a similar way.

S. takes the maximum value for we start
from an arbitrary sum S* and, never
decreasing, we get S+ .

The conclusion of this theorem still holds
if n is the only negative ; in this case
when constructing the product ?i,sserij we
may always obtain Su+i*> Su by interchan-
ging w*, and n, in S,.

As a consequence of theorem 1 we can
prove :

THEOREM 1la. |If the elements of (n) are
negative {except perhaps nj), the sum deno-
ted by S+ in the theorem 1 loill take a maxi-
mum value if the products have an even num.
her of factors and a minimum value if they
have an odd one.

In fact, multiplying all the numbers con-
sidered in the THEOREM 1 by — 1 we get a
set (w,) in the present conditions; moreover
if the number of factors of the products is
even all sums will take the same value, ifit
is odd all will take a simetric one.

Finally, if we are concerned with products
of two factors we can prove THEOREM 1 for
sets of unequalsigned real numbers
denoted now in such a way that m<« im-
plies n, =n, .
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The proof is quite imediate; we have
found later a similar theorem in [1] but there,
it is the case where two sets (ni) are given
that is dealt with.

2. Suppose now that we take a set
of positive numbers greater than 1 and con-
sider the sums of products of any number
of factors that can be formed with these
numbers.

Let two sums where the same number of
terms will be products of the same number
of factors be called of the same type.

We shall prove the following

THEOREM 2. The maximum
sums of the same type will

sum S+ of all
be obtained by

taking the elements nj in non-decreasing  order
and forming loith them the products in non-
-decreasing order of the number of factors.

For example, ifthere are no products with
less than k factors but there are m products
with k factors, we must take the m <k lowest
Mi and, in accordance with Theorem 1, we
shall construct with them the maximum sum
of these m products. Then, we consider
those of the remaining terms that will have
less factors—say, p products ofj (> k) fac-
tors. We take from the remaining n.  the
p *j lowest ones and, still in agreement
with Theorem 1 we construct the maximum
sum of these p products. And so on.

The proof of this theorem is similar to
that of Theorem 1. We shall consider two
operations that will permit us to obtain S,
starting from an arbitrary sum #j of the
same type and we shall show that it is always
possible to perform these operations in such
a way that the sums intermediately obtained
in the process will take nondecreasing values.

Let us investigate these operations.

The aim of one of them is to obtain from
a sum

S = A en~ *e.n., N+ B<nu+t] + R
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— where we suppose all with i<z
already distributed as in S+ —another sum

/IS'"AT? where the product nn+\ eee «*

w_.;.., will appear; this being achieved by
permutating in 8 either n,+i and n, or
n,'--n,., and k + 1 factors of B .

We remark here that with this operation
we intend to assemble in the same term, the

elements n, n.. i, eeew, +i, 1; so the
terms with less thaD k + 2 factors will be
already formed like in 8+ and n_, ..i will

not appear in anyone of these terms.
For this reason B will be, in fact, a pro-
duct of at least k + 1 factors.
Let us interchange then n”~+j+i
We get

with m,.

«= N en_e>e WstHftlists+i+ B en, + R
and
SS —8=(n_...i —n)(4em .e¢ rc, —5).

As our aim is to obtain a sum 8 "> 8,
if Si —S < 0 we interchange n-eeen, fc
with k + 1 factors of B . In this case we obtain

= NB< (implied by ~ - S < 0),
B' < A . Multiplying this one by n._.i
we obtain B'ra-j-*+i < .dw, which proves
the assertion.

The other operation is concerned with the
fact that each term of j factors (for example
n-'w,.i es.m"'+jli) can be constructed within
another one which may be a product of more
than j factors. As all are greater than 1,
if we interchange the product n, ees
with another product of j factors as well,
say nn, <ee+ew/,, which is already a term of
the initial sum, we get a new sum equal or
greater than the former.

In symbols, from

we get
< n,

n+jri

S —nn, eeerin+ An-ni eeew"+j-i + R

where all n with i< z are already distri-
buted as in S+, weget S = n, eee« ., i-f-
\-A en, eeen-\-R and S'— 8=(n,
— n---n)(1 — A)=>0 for n, eeen,,, _, <
< n eeerih and A > 1.

By means of this two operations we can
get the sum 8+ from an arbitrary one, say

eeoe nz+j_i J—

£, = J[*N en, + n, seew_.j..n,...i + Si, through intermediate sums which will
where B = N «B' and iV is a product of take sucessively nondecreasing values and
k + 1 factors, and we can show that thus Theorem 2 is proved.
S.-S=(n, eeeH, -2V) (B'«,..., - A n,)>6.
In fact we have n.eesn~+ic<AN and on REFERENCE
account of the inequality An- eeen ., .  >jB = [1] HARDY, LITTLEWOOD, Pdlya. alnequalitiesu.

On the stochastic convergence of random vectors

in real Hilbert space
por Jodo Tiago Mexia

1.  Introduction it —to study the stochastic convergence

The main objectives of this paper are :

i —to obtain lower bounds of the proba-
bility of events that are the intersection of a
denumerable or finite family of events, rela-
ted each one with a random variable.

of sequences of random vectors as arising
from conditions imposed on the sequences of
the components with the same index. The
case we are mainly interested in is when the
vectors have denumerable sets of components
although we also consider the case when
there is only a finite number of components.



To accomplish (i) we will jointly utilize
the technique of passing to the comple-

mentai and probability inequalities of the
TCHEBYCHEFF type namely the BIENAYME-
-TCHEBYCHEFF and PEARSON inequalities. To

accomplish (ii) we take the results pertaining
to (i) as a point ofdeparture and utilize a te-
chnique introduced by TIAGO DE OLIVEIRA [5].
We shall begin with the study ofthe denu-
merable analogue of the multinomial case,
then wewill generalize our results to larger
classes of random variables and, using the
same technique, obtain new results. After-
wards and through the same methods we
will reach specific results concerning the
finite W e end presenting consistent
estimators of the quantities introduced.

case.

2. A first case

The. results presented in this section are
contained in the laws of large numbers
obtained for randon elements inBanach spa-
ces by EDITH MOURIER [3] but are derived
through a much more elementary technique.

Let us start by obtaining some fundamen-
tal inequalities; from

Pr A2 Pr(n)
and
) (4-*£)-(Pr(ii)~Pr(B))
we bave
@ Prof=l--PrauUn
A1- 2 Pr (A

it is easy to give to (2) the following form
with a more general turn :

GAZETA D EMATEMATICA

©) [VI-.(Pr(r)ntl-

In the finite case:

(4) [Vi-*~t(Ai) }-qt)]-~

SAPT (VA ~ 2 1T

Let us consider a probability space with a
denumerable set of possible outcomes Wt

with probabilities , and let be the
number oftimes that in «w»experiences we

obtain <uus . W e have
. rii
Pri n( Pi < 0
n
i
-2* Pi
»=1 n

as follows from inequalities (2) andfrom the
BIENAYME-TCHEBYCHEFF inequality: so that
we obtain:

7li
(5) pr D -Pi
nt

Let wus study the stochastic limit of:
2 -Pi
o=

and prove :

PROPOSITION 1.

2" m O
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P : Let us write:

and

It's easy to see that JV(C) is finite and de-
pends only on «E» and Y, has mean value :

2 Pie« We also have

=W(e) + |

; - X
(o Pi < 44 (e)
X 1 16 (#(0)2.
and :
Pr r»- 2 * A AC)
ia»(S)+

which are consequences respectively from
(5) and from the BERNOULLI theorem. Let

us observe that 2 pi is the sum of

the absolute values of positive deviations

->Pi) and of negative deviations:

(") Let us suppose that the indexes «i» where
classified, through classifications C, j = 1,eee,V, in
disjoint subsets C*, and write:

*I = 2 “ijand 2 Using first
it »

(5) and then (4) we obtain

a p( N n
nezj \ <5

\ +00

— <pA - 2 Pi — > implies that the

sum of the negative deviations must be

Z._j_:,; this fact jointly with

wk 2

Nl < T

implies that the sum of the positive deviations
must be <e/2. As we have

n ni
. niv(e))l
i=l
2 Pi
we see that
Pr Fr»- 2 P<\<M

< 4tf(e))]}

-(4(#(0) + 1)-

x 1 —

From (4) and the definition of N(e) follows

Pri Y - 2

Pi < _in

rii

n N zr- pi “4iV(0)]}~

71

and then, from (1), we get

(6) pr( 2 Pi
oi=|

X | -(4("M(«))a + 1)

which proves the desired result.



Let us define now the stochastic convergence

of random vectors in an HILBERT space by.

(7) (ana) ifand only if:

% Co

where a, = (a,), a= (a). We have

8 217-6,1~ . /) (a-0)"0
D= V >

whose truth is verified easily by squaring
both sides of the inequality. From (7) and
(8) follows

(9) L2Ki-«<I1*0j-&£a)

so we have

(10)

where m=(n) and p = (Pi). We also
have, due to (1), (6) and (5), the following

stronger result :

(4 #00)3 + 1)

n <

Observing (6) and (11) we conclude the

smaller N(s) is the better. As 2 Pi= 1

a series of non-negative terms we can reor-

der it.Let 2 Pi—1>"°° ~° series after the

terms having been reordered
order and write

in decreasing

GAZETA DE MATEMATICA

ive) =My 2771-6/4;

it is easy to see that

(12) 12 N(s) £ N(). -
As we see that V ? < 1 we may have
P > q and whatever N we may have

jPi < =— we see that it is impossible to

obtain distribution — free bounds for iV(e)
and A’ (e).

3. Generalization of the results

We will now consider larger classes of a
random variables. The PEARSON inequality:

(13) Prfle-pXe)nrl--n

where a@.» is the r —th order absolute
moment of the deviations of «c» from its
mean value may be found in SAVAGE [4].
From (3)and (13) we get:

(14) ProHilA-AreoWI- 2-/~f

where «(3,,i» is the r, — th order absolute
moment of the deviations of from it's
mean Let's now generalize proposi-
tion 1. We have :

PROPOSITION2. Let \x\, with X=(X,00),
be a sequence of random vectors in a real
HILBERT space with non-negative (non-
-positive) components, whose mean values

are independent of an». If, whatever

00
2 i

may be an», we have =#< + ">
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+ 00

and: % fi,ni <+0O, where «(3,, ;» is the
t=i .
?-th order absolute moment of the deviations

of <ix.T> from «fx» we have
where

a; -"fx = (fx)

P: In KOLMOGOROV [1] it is proven

1s

that if the series 2 I | convergent,

00
the mean value of 2*7 '°

so that E — 2"'-

[i* is the mean of xi,

We can now write

#*(c)=Mm|2f~r#-e/ 4| ;

+ 00 1¥*(e)
and 7, = 2 X, =H— ~x,J.
i=2V*(e)+l i=l
Using
PAPTr |la?.., - fti| Xa} a’,
and

2 TW-0)-[vtvr,, )]
=1
we see that [V *-*(ay.;2p;)]. So as
() Mantainingthe definitions of C/,», supposing
only that they are finite, and of pj. and writing
Vjii® 2 *i"° obtain by using first (14)and
16Cj,j
then (4)

2orCn (n (it -n <)) >

O Pro..
>1- 2 2

where the definition of «p,-....» is analogues to that
of pr, ie

7

N*(e) depends only on and as if

y {z\ ¢+ Si?) = u,

aen;

where <igy>is conti-

nuous, and [V *-* (*1™)] 5 then
tt™ = g (z\, **°, Z'V)5u, MEXIA [2]; we have
A*(e) +00
v 51l— 2 vi= 2
so that
»,= Pr[l y.- 2 ~ ~ x 1"
[ i=A™(e)+ ©J

Using (14) we obtain

Pr H N<-7T;

V1o 2R

Then through the same technique that we
used in proving proposition 1 we obtain:

(15) Praz2i<i-f*i|<n

from Wand(s)we have

(16) PrAa2(Ar-H) <0~

V1 -
i= « -> o+ 00

Our thesis is now proved.

Observing (15) and (16) we see that the
smaller N* (e¢) is the better, as before we
can introduce:

where the a”s are the reordered in



decreasing order. We see that :

(17) 1~ W* (0Z N*(s)
We will now obtain a result related to
proposition 2 but free from the restrictions

we imposed on the sign and mean value of
the components :

PROPOSITION 3('). Let \,\,
= (x,.,), be a sequence of random vectors
in an real HILBERT space with means
If there exist positive numbers «/«,,£» such that

00 00

for S,,= 2 and K, = 2

<=j >
we have :

with ce, =

$r,n,i/K,i

n -*s -f- 00
then

[o0)
2 kn.i — P-n.il*-0
|

and if there are numbers «a » such that

2 {\>-n,i— oiif - O, then xZa, where
i=1
a = (ai).
P: From (14) we have

Prop) (a:..i — fx < y)A,, ) X
AN Cviflidi.iL . ET
ro. r . r
In i=] «71i ‘In
as
EH (I»n,i — "il< =6 i) —

using (1) we get

GAZETA D E MATEMATICA

prag e _CMKAN PN

n

putting n, = tlH, we obtain

18 PrA2PP»F _rvij<nr ~

‘ 71 — -f- 00

due to (1) and (8)we then

(19) Pr 2

(*»,* —F»

i gy

n -+ + 0o

%t

due to (1) and the triangular property of
metric we get :

(20) Pr(t/ 2 (*«,;-a.)' <e +
+
A3 11 Kn -5.
: 7 -> + 00

so that we see that out thesis isnow proven.
Propositions 2 and 3 can easily be gene-
ralized if instead of considering only mo-
ments of the r-th order we would consider
moments of orders r,,i r.
We now will prove:

PROPOSITION 4(!). Let A be an real HIL-
BERT space; «? a continuous function defi-

™ If we admit that «gt> is i.e. then it can be
shown in the same way that:

(3) (x,iai) -> (9(x,,)Z2g{x)).
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ned in A, and X\ , where x, = (x,..), a
sequence of random vectors of A and such
that

a) There exists at A such that

d&a) - O,

where
@ =

(r»n,i),

has as components the mean values of the

components of x,.

b) There exist positive numbers aft »
for which Hn K, ->-0. Then g(x)!*g(a)
, MH+@

D : Due to the fact that «™» is a real
HILBEET space and
X,,Z.2, «g» being continuous, foreach e>0,

there exists VI (E) > O such that:

to (a) and (b) we have:

(<26 ,a) <y («j) ->(\g(b)-g(d)\< )

so, due to (1) we have

Pr(db, a) < {*(e))"Pr(lg(b) ~

-9(a)\<s)

so, as X, Za, we see that our result is now
proved.

We are now going to show by an example
that there are sequences for which the con-
ditions of proposition 3 are satisfied. Let us
take

iVk*) = Y#(WyY/-j--«<) +

+©
with S<= 2 "'Vs;< + <» and H{X)

such

that

X < 0-+1I(x)=0; x > 0 ->jff(ar) = 1

we get: (3,,,,. = A i f we  write
"N« = v/~ w o Se.

>+
and

Yy «

n- +
so we have
n + 00

It's clear that the other condition is satisfied.

4. The finite case

We are now going to consider results for
the finite case. Let <ix, ¢+, xd be «iV» ran-
dom variables with mean values «p.;». From
(4) and (13) we get

Pr(f) i-fiv<ig)»1-2
i=1

and as

N

) N s
(21w i< 2°7)>
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due to (1), we get

2_I»<-FI|< 2

(21) =i i=i /

6

Let's introduce io li" the euclidean metric

© 2 («'-K)"

We have

[n(i*. ]
2 (»»,£-a0’<E

it's easy to see, using (4), that

(22) | J 1(0?,.i a)

where «,, = (IC,,) and a = (a,-).

5. Estimation of N(e), N(e), N*(0O and
N*(e)

Let wus begin by the estimation of TV(e).

reorder the fractions — in decreasing

order : 2a;, and write

...,ij. eoe
A 1
2 2»,M"1-E/4 -

V' (e) = Min

and

There exists TV such that

n> N

_g_/\ < Z

GAZETA DE MATEMATICA

For n> TV we have
M
P.
[d, #0 )1
ff(e)-i - J -Vie)
2 v,<i-j-.<2n,
2 2»,i<l-s/4-~"7-< 2 1zn,j)-

(/7(0 = f"(E))

so on account of (1), (5) andthetransitive
property ofimplication we get

23y P, (f?2(O0=1V(0)XI-ifP? ->1
If «s(n)» is a finite function we have:
20  plim (e - vEeysm =0

JI -»-+ CO

so we see that the asymptotic distribution
is a Heaveside distribution.
Using the same technique we obtain:

Y%, Min{2~71-,/4-"}%

rw i

TV*»(@)= Min|2»n,»"fi-6/4- VZ»]

TV*»(€)=Min J2 F » B - al4- VAN

where r'>2r andthe «,, » are the «Xyl
reordered in decreasing order. I fs(n)isa
finite function we obtain:

(25) 0= plim(A>"(s)- TV(e))s(n) =

= plim (TV*' () - TV* (s))s(n) =

= > lim (TV*" () — TV*(1)) 3(n)

so that the asymptotic distributions are also
the Heavside ones.
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as equacdes geral/s
com um
de

determinado
liberdade

por P. de Varennes e Mendonga

1. ObjecMvo—Ao0 publicar este artigo s6
num aspecto 0 nosso intuito terd acaso exce-
dido objectivos meramente didacticos — o de
chamar a atengdo para a superioridade for-
das equacbes de MIRA FERNANDES (*) e
de assim procurar fazé-las sair do esqueci-
mento em que injustamente as mantém ainda
a maioria dos programas universitarios.

mal

2. Preliminar — Consideremos o sistema
material C sujeito apenas a ligagdes bila-
terais.

Suponhamos ser possivel encontrar um
nimero u finito de parametros (coordenadas
gerais) q,(s = 1,2, +++,u) tais que todo o

ponto PeC ¢é funcdo somente dos q. e do
tempo t, univoca e bidiferenciavel :
(1) P=P(,.0..... .q..1).

Entdo, o deslocamento virtual oP de P

no instante t tem a expressao

(2) JpAJJJ JJ, («=l,2,...,»)

eq

(*) FERNANDES, A. de MIRA (1940) —Equazioni  delia

Dinamica. oPortae Math.» 2: 1-6, 1941.

e o seu deslocamento real dP no intervalo
de tempo elementar dt sucessivo ao instante
t vale

(3) dP=247~2* + 47°" -
, dq, dt
Sejam as seguintes as h < u equacles de
ligacdo (compativeis e independentes) néao
consideradas quando da escolha dos u para-
metros g, (diferenciadas quando holénomas):

(4) 27>-A 4 ireR= o (r= 1,2,-.h),
S

onde tanto os <p,, como os n, sdo funcgdes

de i e dos @, As equacdes (4) correspon-
dem num deslocamento virtual (compativel)
de C

©) 2,.,3,. = o.

O sistema C tem, por
k = u—h graus de liberdade.
Tirem-se de (4) os valores de h dos dqg, —
por exemplo, os de dq..,, dQ,.2 >+¢+>d q,
— e sub8tituam-se em (3). Entdo, estas equa-

cbes convertem-se em #

conseguinte,
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6 dp=2ldfc+idi O=1.2. . 2),

onde tyj e E sdoainda funcdes de
ess . (,, t. Correlativamente é

a\.q%,

) 3p =2E-H"

O nosso ponto de partida nas deducgdes
subsequentes serd a equacdo simbodlica da
dindmica ou forma lagrangeana do principio
de d'ALEMBERT :

(8) s[(F,-mFO0|aP] = o.

onde S representa a soma estendida a todo
o sistema, | € o sinal de produto interno,
m a massa de P, e P"= d'P/di’ asua

aceleracdo e F, aresultante das forcas que
lhe estdo directamente aplicadas noinstante t.
Como se sabe, esta equacdo € valida na
auséncia deatrito ou desde que se considerem
as forgas deatrito incluidas nas forcas directa-
mente aplicadas.

3. Meétodo dos multiplicadores de La-
grange- EquacOes de Lagrangee equagdes
de Appell — Substituindo (2)em (8), vem

S mP')124r-2"]=""
donde

2S1"(/,-7«P")|4”131. =o.
© 2 I_( « )Iéq‘J 0

As (5)formam umsistema de h equacdes,
que séao lineares e homogéneas nos Sq..
A equacdo (9)é também linear e homogénea
nos éq.. Logo, para que (9)seja satisfeita
por todas as solugcbes do sistema (8), hdo-de
os seus coeficientes ser combinacdes lineares
dos coeficientes das equacgdes (5). Quer dizer,
tem-se
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(10) S (F;m¥")\ + 2 N ? « =0

dg.

E no raciocinio anterior que consiste o
chamado método dos multiplicadores de LA-
GRANGE. Sdo os >, quese designam por mul-
tiplicadores de LAGRANGE.

As u equagdes (10), juntamente com as h
equacdes (5), formam um sistema de u + h
equacdes que, para dadas condigdes iniciais,
determina as u coordenadas gerais q.,€ 0S
h  multiplicadores I, em fun¢do do tempo.
Os qJt), por (1), fornecem P em funcéo
de t, isto é, definem o movimento de C;
pode verificar-se facilmente que os A,, embora
em geral naosejam suficientes para as cal-
cular, estdo relacionados com as forgas de-
vidas as ligacOes traduzidas pelas equagdes (4).

Por (2), o trabalho virtual das forcas
directamente aplicadas vale

3TF, = S(£,)3P) = 2 fa| — W .

equacdo que mostra ser

c)P"

=S (F,
(11) Q ( o

a componente segundo a coordenada ¢, deum
vector do espaco de configuracdo w-dimen-
sional, o vector forca generalizada actuante
sobre o ponto representativo de C.

Substituindo (11) em (10), esta equacéo
converte-se em

(12) 8 @;“\-n-) G0 =

As equacOes de LAGRANGE obtém-se dando
nova forma ao primeiro membro de (12)
mediante a introdu¢do da energia cinética
de C:

Q.+

(13) S (mV?)

onde P'=dP/di ¢é a velocidade de P
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Vejamos como.

Derivando S(mP em ordem ao

d g,

dq,
(14) ShnP"| | |

(" 71-)3-"[-"(

Por outro lado, supondo os g, (bem como

tempo, vem

donde

0s q'= dg/dt) independentes, a despeito das
relacbes (4), tem-se, por derivagdo de (13),
(15) dT ( , dP
da.
e
(16) = S mP
dq'". dqi

e de (1)ou (3)tira-se

, dqg, ot
donde

dv , dav . dpP
d. .  dgdg. dtdj.

(p=1,2,- u) e

ap’ ap
(18)

dqi dq,
logo, é

dpP 2
(19) w . 2P
daq, dg.dt

da,

B

pois a bidiferenciabilidadeimplica a igual-
dade das derivadas cruzadas.
Substituindo (19) e (18) respectivamente

em (15)e (16), resulta

dq, L

\dqgijlJd
ar /| ap-
ai SNP g
expressdes que convertem (14) em
dw\ { OT\<
(20) S JI»P
daq, dqi dq,

A substituicdo de (20) em (12) fornece

finalmente as equagbes de Lagrange, com
multiplicadores,
drv dT or
(21) Q+2 "7
dqg', / dgq,

Derivando a energia de aceleracdo de C,

S p:
(22) A = (m ™)

em ordem a g, e atendendo a que de (1),
(3) ou (17) se tira

, ag.
donde
apP
(23)
dg'J dq,
vem
d A
(24) = S(
dg'. K dg'J
v« p_ I d P

A substituicdo de (24)em (12) conduz as
equacbes de Appell, com multiplicadores
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(25) A >+ 2\o>
dqd Q g=r,

4. Supressdo dos multiplicadores.
Equacdes de Appell propriamente ditas—
Vejamos o0 que sucede quando se substituem
em (8) as (7), em lugar das (2). Fica

2S1(P,-mP")

i13~ = 0.

Ora, os 5qj sdo arbitrarios e independen-
tes. Logo, tem-se

ou
(26) S(MFM%) = S(~|%).

Por (7), o trabalho virtual
directamente aplicadas vale

das forcgas

que mostra serem agora

(27) Q..S(F.\1)

as componentes da forca generalizada.

Derivando
tempo, vem

S(nP' | ty) em ordem ao

[SMP 11)]>= SM-P"1J)+ SMmP1f)
ou, fazendo

(28) 5 = S(mP'[S,

(29) S(,P"|fe= [S(mMF[i)J-~-

De (6) tira-se

(30) Pr=21/2i +1>

donde

e, por (13),

(31) SMP<fo) = S(mp ° "

Mediante (27), (29) e (31), a equacdo (26)
escreve-se

(32)

Contudo, em geral, por ser

ap
¢ também

agj a2 l"’

de modo que nao é possivel dar a (32) a
forma (21) com supressao dos multiplicadores.

No caso de o sistema C ser holénomo é
que, por reducdo do nimero de pardmetros
ao minimo k (coordenadas livres), ha iden-
tificacdo de (6) com (3), obtendo-se as equa-
cdes de LAGRANGE, sem multiplicadores ou
propriamente ditas :

ioT oT
(33)

Semelhante impossibilidade para os siste-
mas anolénomos ndo ocorre com as equacdes
de APPELL. De facto, por (30), tem-se

donde
(34) c)P

e, por conseguinte, derivando em ordem a
qj a energia de aceleragdo [(22)], vem
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(35)

e assim a substituicdo em (26) de (27) e (35)
fornece

(36) ¢ A 0- =

dg?

1,2,...,/¢c)

a primeira forma das equacBes de Appell, sem
multiplicadores ou propriamente ditas.

Considere-se
de C)

a funcdo (constrangimento

B3T) 7= - S P")'d

m

1. + A - S (F\W) + b,
1 \'m*

onde b representa uma qualquer
independente das aceleracgfes.

Derivando-a em ordem a (',
atendendo a (27) e (34),

grandeza

resulta,

dy _ dA

(38)

d A _
-Qj,

de maneira que (36) equivale a

(39) dy _ o
d

a segunda forma das equagdes de Appell, sem
multiplicadores ~ ou propriamente ditas.

5. Método das caracrerisHcas cinéticas.
Equacdes de Maggi, equacdes de Levi-
-Civifa-Amaldi e equacdes de Mira Fer-
nandes — Dividindo por dt as equacfes (4),
tem-se

(40) 2 &+ =o0.
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Para maior clareza, escrevamos”por extenso
este sistema de equacdes :

21121 + 212?22 + o + TUTT + Ti,*+igi+\ +

+ hTi«qu + VlI= °
oo + 225’k + ?2,%+i q'k+\ +

+ eee + 22«5« + V),= O

L2+ 722722 +

M 20+ 2012+ eee+ 2M2* + 2Aft+] gk +

H h ?/«5» + A= 0.

Trata-se de um sistema de h equacles
lineares a wu incdgnitas e, recorde-se, ¢
u—h=k> 0. Para o resolver, pelo teo-
rema de ROUCHE-MERAY, ddo-se valores arbi-
trarios a k das incognitas (escolhidas para
ndo principais) e resolve-se o sistema obtido
por meio das féormulas de CRAMER.

Para fixar ideias, suponhamos tomar para
incégnitas ndo principais os k primeiros q'.
A sua arbitrariedade permite fazer

QL= «nti F «2i2 + see+ «kie + (3

Q2= «12°\ + «222 + soe+ «42 + 2

Akd + «2%°2 + "Moo+ F*Fr< 4 fik >

. gk =

ou seja, abreviadamente,

Jf & U>»'= » »'eet)!’

(41) a.=2
i

onde os e- sdo também arbitréarios.

Deste modo, continuando a resolucdo da
maneira acima recordada, vém para valores
das incégnitas principais

(42) gq's"= 2«MUMH +
(™ =k-fl,k4-2,¢M).

Os sistemas (41) e (42) englobam-se escre-
vendo

(43) ,i= 2«,.
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Os parametros arbitrarios e, dizem-se
caracteristicas cinéticas.  Querendo, podem
alids fazer-se coincidir com k determinados
dos ', para o que basta escolher conve-
nientemente os coeficientes das equacgdes (41);
mas tal ndo é necessario.

O sistema (5) fornece correspondentemente
(44)
onde arbitrarios sdo tambhém os parametros
infinitésimos 0 ej.

Substituindo (44) em (2), resulta

(45) 3P=2 2*M— >

equacBes que, introduzidas em (8), fornecem

sf6-mFOIS 2«/«—"°"H1l_=7°
L . aq, J
ou
2 S\(F,- mv")l 13s. =0,
/L , aq.J

donde se deduz, por motivo da arbitrariedade
dos 5 sj,

(46) Si(F,—mpP»)12 *i«c— 1 =0

ou
47) ANT RN
2«J.SUP™ dq
Fagcamos
(48)

isto é, atendendo a (11),

(49) Y-= 2«/.S(£]|4")
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Por sua vez, (20) fornece

50) 2«WrcP"i4--") =

A introducdo de (49)e (50) em (47) conduz
as equacdes de Maggi:

m H (/\) 1 /\] TI
Derivando (43) em ordem ao tempo, vem

gi' = 2"i»**.H ,

donde se tira

dg'J
deli

(52)

Derivando agora a energia de aceleracéo
A [(22)] em relacdo a ej, resulta, atendendo
a (52),

dA dA dq dA

(53) =
dg'J de.7 2 @ dg'J

Ora, comparando (21) com (25), vé-se

que é

dA dT daT
dqg'J \dg',/ dag,

5 4)

de modo que (53) ainda se pode escrever

2ei"MIW)

ou, por (51),

dgA

dA
de]

(55)

que sdo de designar
-Civita-Amaldi,

por equacbes de Levi-
apesar de terem sido deno-
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minadas pelos seus autores

APPELL» (*).

«equacles de

Mas, por outro lado, em vista de (23) e
(52), ¢é
JP" _ . 4P" dq'J _ . dv
ae . 92 ¢j dg*

de maneira que, derivando em ordem a ej a
funcdo y [(37)], resulta imediatamente

ou seja, por (46),

que sdo as equacbes de Mira  Fernandes.

6. Confronto das equag¢bes de Mira
Fernandes com a segunda forma das equa-
¢bes de Appell propriamente diras — As

equacdes (56), ay/de'}] = 0, e a segunda
forma das equacdes de APPELL [(39)],
dy/dq'/ = 0, constituem as duas maneiras

de reduzir a forma mais condensada as equa-
¢Bes gerais da mecénica dos sistemas com
um determinado ndmero finito de graus de
liberdade.

A sua identidade é apenas aparente, pois
um exame atento logo mostra que as equa-
¢bes de MIRA FERNANDES tém maior genera-
lidade, visto ndo obrigarem a escolher as
caracteristicas cinéticas entre os qi.

Isto implica que as equacfes (39) possuem,
em comum com as (36), uma particularidade
que facilmente passa despercebida.

(*) LEVI-CIVITA, Tullio & Ugo AMALDI — Lezioni
di  Meccanica  Razionale, Vol. I'l,Parte |1.Bologna,
Nicola Zanichelli, 1926. (Nuova edizione, 1951,
p. 395-397.)

17

Eeferindo-se as (36) em termos validos
mutatis mutandis para as (39), eis como o
proprio APPELL no-lo indica no trecho que a
seguir se traduz (*), substituindo as notacGes
pelas empregadas no presente artigo :

«, L,

) ja--qi, f4=n-"14="r-
da'{ dqi dqg'é
Vé-se que, para as escrever, basta calcular
a funcdo A e exprimi-la de maneira que nédo
contenha nenhumas outras segundas deriva-
das além das dos pardmetros Cj, q%, ¢+, g*.,
cujas variacdes sdo encaradas como arbitra-
rias. Pode suceder que esta funcdo A,
calculada em funcédo de , %, ¢+, gk+h
(& + h = w) contenha as suas primeiras de-
rivadas q\, q%, **+, q'k+h e as suas segundas
derivadas q[, ', ¢, qi+th', as relacdes

rq., = «,...i q\+ «2fc+i 22+ h

gi+h = «lk+h q'l+ 2]: +h<2 + ees¢ +
+ <*kk+h qu +

ddo q'k+\, ee+,qgi+h em funcdo linear de
o\ 192> eee)g*> > derivando em ordem ao
tempo, obtém-se também q,.,, *** ,qgl+th em
funcdo linear de ([ pode, por-
tanto, fazer-se sempre de modo que a funcao
A ndo contenha outras segundas derivadas
além de q\, q\j, ***,q".[**¢]. Uma vez a
funcdo A assim preparada, podem escrever-
-se as equacdes (10).»

Parece fora de davida que estas operacfes
«ocultas», que as equacgdes (36) e (39) sé por
si ndo deixam transparecer, as tornam menos
perfeitas que as equagdes de LEVI-CIVITA-
-AMALDI e de MIRA FERNANDES.

(*) APPELL, Paul — Traitté de Meécanique Ration-
nelle, Tome I1l. Paris, Gauthier-Villars. (4° éd., nouv.-
tirage, 1931, p. 384-385; 6' éd., 1953 p. 391.)



18

Um Teorema

sobre quasigrupos

GAZETA DE MATEMATICA

subtractivos

por Eliane Cordeiro da Silva f)

Em [1] ddo-se varios sistemas de axiomas
para quasigrupos subtractivos. Cada sistema
¢ constituido por dois axiomas independen-
tes. Assim, por exemplo, mostra-se que
um quasigrupo subtractivo é um grupoide
<<?,> que verifica as seguintes condicdes:

(1): beba= a, quaisquer que sejam
a,beG;

(2) cbeca= ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG.

No mesmo artigo (Teorema 3), mostra-se
que um grupoide <£7?,.> que satisfaz as

condigdes
(& a equagdlo ax = b tem pelo menos
uma solucdo quaisquer que sejam a,beG;
(b) acebc = ab, quaisquer que sejam

a,b,ceG;
é¢ um quasigrupo com identidade direita.

E facil verificar que um grupoide < 6?2, « >
que satisfaca as condigbes (a) e (b) néo é
necessariamente um quasigrupo subtractivo.

Com efeito, consideremos um grupo nao
abeliano <(?,©> e definamos em G a
seguinte operacéo. :
as*b=2ad©b~",

quaisquer que sejam a,b e G.

<(?,+> satisfaz as condicdes (a) e (b) e,

(*) Bolsista do Instituto de Fisica e Matematica,
Universidade do Recife, Brasil.

no entanto, ndo é um quasigrupo subtractivo,
porque, por exemplo,

b-ba = 60(6a)-'= bQ(b ©cr')-* =
= bo(aQb-)=f=a

em virtude de <(?,©>
abeliano.

0 objectivo desta nota é estabelecer o
seguinte

ser um grupo néo

TEOEEMA : Um grupoide <G,-> é um
quasigrupo  subtractivo, se e s6 se tem lugar
algum dos seguintes sistemas de axiomas:
Sistema S:

S1: a equagdo ya= b tem pelo menos

uma solucdo quaisquer que sejam a, beG;

S2: cbeca= ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG.
Sistema S':

S'1: a equacdo ax= b tem pelo menos
uma solugdo quaisquer que sejam a,beG;

S'2: cbeca= ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG.

DEM. Basta provar que o0s sistemas de

axiomas S, S' e j(l), (2)j sdo equivalentes.

1) S=>8".

Como S'2 = S2,
S=>5'l.

é suficiente mostrar que
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1JSeja y uma solucdo qualquer da equacdo
ya—b. Da condicdo S 2, tem-se

bb —ya+sya= aa,

quer dizer, o elemento aa —i
dente de a.

Além disso, i
pois

€ indepen-

€ uma identidade direita,

bi = yayy =vya = b,

qualquer que seja be 6 .
Tem-se ainda,

i+ab = aa+ab = ba,
e, portanto,
acsib = ai *(icya) = ai cay =yi = vy,
isto é, a equacdo ya = b tem uma JUnica
solucdo, y = a«ib .

Consideremos agora a equacdo ax = b.
Se esta equacdo tem solucdo, entdo

X = Xi=ai-ax = ab.
Como
ax = ai-ab = bi = b,

concluimos que a equacdo ax = b tem efe-
tivamente solugdo, x = ab, quaisquer que
sejam a, be G, o0 que prova S'1.

2) §'=>[(1).(2)].

Basta mostrar que *'=>(1), visto ser

(2) = €'2. Ora, em virtude das condigdes
S'1 e AS'2 tem-se, designando por X um
elemento tal que ax = b,

bb=ax *rox = (Xx*xa) (Xx*xa) =

= Xa *Xa = aa,

donde se conclui que o elemento aa= i é
independente de a.

19

E, como, para todo be O,
bi = ax *aa —ax = b,
o elemento i é uma identidade direita de
<0, o>
Finalmente, tem-se

b-ba = bi-bha = ai —a
como pretendiamos maostrar.
3) [(1),(2)|=>E.

Como S2 = (2), basta provar que
,(2)]=>#1. Ora, esta implicagdo € ime-
diata, visto que num quasigrupo as equacdes
ax = b e ya = b tém uma (Unica) solucéo.
Isto completa a demonstragdo do teorema.

OBSERVACAO : Notemos que um grupoide
que satisfaga aos axiomas S1 e (b) nédo é
necessariamente um quasigrupo subtractivo.
Com efeito, estes axiomas sao verificados
pelo grupoide <(?, «> dado no inicio desta
nota e, como ja vimos, este grupoide nao é
um quasigrupo subtractivo.

E interessante observar ainda que um
grupoide pode verificar os axiomas (b) e S2
sem, no entanto, ser um quasigrupo subtrac-
tivo. Assim, por exemplo, o grupoide
<H, +> ([1],8 2), em que a operagdo =« &
definida pela seguinte tabela

H a b
a b b
b b b

satisfaz os axiomas (b) e S 2 e nem sequer

€ um quasigrupo, visto que a equagdo
bx —a ndo tem solucdo.
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La Induccidén

por Eduardo

A los profesores
mis

INTRODUCCION

De acuerdo con recomendaciones didacticas

recientes, el método de la induccién matema-
tica pronto ha de ser tema de explicacion en
la segunda ensenanza.

Los textos corrientes entre los  profesores
no son ricos en motivaciones adecuadas a la
exposicion 'y a la comprension  dei razona-
miento por recurrencia. Por fortuna, el exce-

lente y ampliamente difundido How to solve
it, de George Polya, Illena un notério vacio
en cuanto a la ensenanza dei mecanismo induc-

tivo, pues aporta inteligentes detalles cuyo
conocimiento  todo professor agradece.

A nuestro juicio, falta, sin embargo, un
enfoque historico de la cuestion, destinado a
rastrearia  desde los remotos y oscuros —orige-
nes hasta los dias presentes, cuando se mani-
festa plena de sugerencias y posibilidades de

integracion cultural. El
toria de la Matematica
la informacién

especialista en His-
cuenta, sin duda, con
bibliografica y, acaso, con los

testimonios necesarios para reconstruir las eta-
pas sucesivas de la argumentacion inductiva;
pero, en realidad, no tratamos aqui la historia
de este interesante tema de la matemética  sino
en la medida parcial requerida por nuestro
intento — repetimos — de ofrecer un enfoque
histérico que satisfaga algunas exigéncias didac-

(") Doctor en Matemética. Profesor de la Univer-
sidad Nacional dei Sur — Bahia Blanca.

H. dei
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Matematica

Busfo (*)
de matematica secundaria que han sido
alumnos.
ticas. Queremos, pues, suministrar una serie

de motivaciones mas para el logro de wuna

mayor comprension de un modo de razona-
miento cuya naturaleza misma aparece con
nuevos relieves si se la trata segun su linea
evolutiva a través de los tiempos.

La relaciéon de las principales conexiones
histéricas dei problema de la induccion mate-
matica, que tantas implicaciones tiene, ha de
servir — asi lo esperamos—para provocar el
inter és de los alumnos secundarios, cuyafuerte
apeténcia cultural no siempre es aprovechada

al maximo en los cursos cientificos de segunda
ensenanza.

A pesar de lo dicho, el presente trabajo
estd dedicado a los professores y no a los dis-
cipulos ; por lo menos, en principio. Mas esta-
mos seguros que los ensenantes haran llegar a
los jovenes, en oportunas dosis bien acondicio-
nadas, algunos elementos de los muchos y
variados que en esta reselia ofrecemos. La
experiéncia personal les ha de dar la pauta
que mejor convenga a los alumnos.

La finalidad didactica de nuestra  exposi-
cion y el circulo de lectores en quienes se ha
pensado al redactarla, determinan el nivel y
la extensién de los comentarios que siguen. No
se requieren  conocimientos  especiales para

abordar el contenido de este folleto ;pero cierta
madurez intelectual y alguna somera infor-
macion acerca de los fundamentos de la mate-
matica, se necessitan para interpretar cabal-

mente el alcance de las palabras de los dlti-
mos capitulos, donde la dificultad de los pro-
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blemas tan sbélo enunciados brevemente en la
mayoria de los casos, nos ha obligado a cortar
y poner punto, sopena de salirnos de los limi-
tes que nos habiamos fijado antes.

Procurando  ser sencillos y parcos, cuando
los temas se tornan complejos o demasiado
polémicos hemos preferido remitimos a alguna
obra especializada y de facil acceso, donde
podria satisfacerse la legitima avidez dei pre-
sunto lector.

Bahia Blanca, Noviembre de 1968.

EL AUTOR

DEMOSTRACIONES POR 1NDUCCION

MATEMATICA

1.1. Empezamos por hacer una advertén-
cia respecto de la denominacién ainduccidn
matematica».

La palabra «induccién» es capaz de pro-
ducir equivocaciones y, para no caer en ellas,
se emplea el aditamento calificativo de «mate-
matica». Algunos autores la llaman, en cam-
bio, «induccién completa» y otros aun, pre-
fieren evitar lisamente la voz «inducciony,
causante de interpretaciones erréneas, y
aconsejan decir «recurrencia» por todo nom-
bre.

La ultima denominacidén nos parece lamas
oportuna y practica, porque no favorece como
aquellas a mantener una confusidén bastante
comun entre los principiantes. En efecto, el
método de la demostracidon por recurrencia
difiere completamente de esa inferéncia induc-
tiva, de la cual nos valemos en la vida diaria
y en la ciéncia de la naturaleza, para apren-
der a partir de la experiéncia reiterada.

La inferéncia inductiva nos hace extraer
conaecuencias générales mediante la obser-
vacion de un nimero finito y tal vez pequeno
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de casos particulares, en los cuales se reitera
una caracteristica comun a todos. Pero la
conclusion obtenida es cierta s6lo cuando
hemos podido verificar uno a uno, sin excep-
cion, los casos que constituyen el objeto de
observacion ; es decir, cuando haa sido obser-
vados todos, sin dejar ninguno. De otro modo,
la conclusién obtenida por inferéncia induc-
tiva es cierta cuando hemos procedido por
enumeracion completa.

Si no hubiésemos tenido a nuestro alcance
la enumeracién completa (sea porque no la
hayamos efectuado voluntariamente, sea por-
que resulte infinita o sencillamente imprac-
ticable), la inferéncia inductiva todavia nos
brindard una conclusién (no cierta sino) pro-
bable 6n relacion a alguna caracteristica de
los casos observados, siempre que no hayan
aparecido  ejemplos contraproducentes. Este
tipo de conclusiones se obtienen por enume-
racion incompleta y son los mas corrientes
en las ciéncias.

Vamos a ilustrar la inferéncia inductiva
por enumeracién completa y por enumera-
cion incompleta.

Si revisamos uno a uno los libros de una
biblioteca y observamos, sin excepcion, que
tratan temas literarios, llegamos a laconclu-
sién cierta de que la biblioteca es de litera-
tura (Enumeracién completa).

Si nos limitamos a revisar un conjunto de
libros de esa biblioteca, pero no la totalidad
de ella, estaremos constreiiidos a extraer la
conclusion probable de que la biblioteca es
literaria, siempre que no hubiésemos bailado
ningin volumen no literario (Enumeracion
incompleta). La conclucién es tanto maspro-
bable cuanto mayor sea el nimero de las
reiteradas observaciones.

Las conclusiones surgidas de la inferéncia
inductiva (completa o incompleta) no son pro-
posiciones demostradas, en el sentido l6gico
dei término. Podemos decir de ellas que han
sido verificadas (en forma total o parcial,
respectivamente).
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En cambio, la recurrencia (inducciébn mate-
matica o inducciébn completa) es, eu primer
lugar, UQ método de demostraciéon al cual la
matematica echa mano a fin le deducir pro-
posiciones estrictamente validas en una infi-
nidad numerable de casos, sin requérir, no
obstante, una infinidad de pruebas.

Conviene insistir en este punto : la recur-
rencia es un método de demostracidon, no de
verificacion. Es, por ende, esencialmente
diversa de la inferéncia inductiva.

Es verdad, empero, que muchas innova-
ciones en matematica se conjeturan antes de
demostrarse ; y es verdad también que, en
el proceso de conjeturar, la mente humana
procede muchas veces inductivamente, como
lo atestiguan trabajos de psicologia de la
invencién. Pero la incorporacion de una pro-
posicion al dominio matematico exige, en
absoluto, el cumplimiento de los requisitos
de la ciéncia demostrativa. La recurrencia
sirve los propoésitos de esta; no debe ser
confundida, pues, con la induccién de las
ciéncias naturales.

Para comprender mejor lo que acabamos
de expressar, veremos algunos ejemplos
matematicos, donde hacemos uso correcto o
incorrecto dei método de recurrencia.

1. 2. Leamos con atencién los enunciados
y demostraciones que siguen :

a) Demostrar que 1+ 2+ 3ese+ n =

=+ 1)

L]
, para cualgmer n natural.

Muchos alumnos estdn tentados de razonar
como si se tratase de una proposicién que se
somete a prueba experimental. Dirian, poco
mas o menos : «La formula es cierta porque
se cumple sin= 1, 2, 3, 4,5, etc. Inferimos,
pues, que es verdadera».

En matematica un razonamiento tal es inad-
misible, aunque sea del tipo que emplean la
fisica, la quimica, la biologia, para verificar
una hipétesis probable.
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El método de recurrencia, como veremos
luego, trasciende la conjetura y afirma la
proposicion deductivamente.

b) Demostrar que todo numero naturat de
la forma m*+ n+ 41 esprimo. (?)

Esta famosa expresién propuesta por Leo-
nhard Euler (1707 a 1783) «parece» cierta
porque se verifica paran= 0,1,2,3, ¢ ,39;
es decir, se verifica en los primeros cua-
renta (1) casos. .. Sin embargo, para n = 40,
resulta un nUimero compuesto : 40° + 40 +
+ 41,,=1681 = 41°.

| Para quo nos sirve este hermoso ejemplo?
Para precavemos de las conjeturas inferen-
ciales no demostradas y para distinguir, de
una vez por todas, una demostracion mate-
matica de una induccién natural.

¢) n planos dividen al espado
tes. (?)

Otra vez la misma historia. Si n= 1, la
proposiciéon se verifica ; si n= 2, también ;
si n—3, también. Sin embargo, cuatro pla-
nos dividen al espacio en catorce partes, y
cinco planos lo dividen en veintidos.

O sea, la proposicién anterior no se veri-
fica para n= 4 nipara n= 5 el teorema no
es cierto en general, a pesar de que una con-
jetura apresurada permitia suponerlo.

(En general, lo cierto es que n planos divi-
den al espacio en n{fn — 1)+ 2 partes).

En matematica (y en ciéncia natural) basta
que un solo caso contradiga a una férmula
conjeturada como valida en general, para que
tal féormula quede negada en general (En
matematica, definitivamente ; en ciéncia natu-
ral, transitoriamente).

en 2° par-

La proposiciéon general b) quedé invalidada
al verificar que n —40 no la satisfago, o sea
que 40° -(-40 + 41 no es primo ; la proposi-

cion c¢) queddé invalidada al verificar que
n=4 (6 n=25) no la satisfacen.

< Serd necesario recurrir a una infinidad
de verificaciones para asegurar la validez

general de una férmula como la a), por ejem-
plo ? Si asi fuese, nunca estariamos en con-
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diciones de afirmar que una proposicién como
la a) es cierta en general, porque existe impo-
sibilidad de realizar infinitas verificaciones.
Afortunadamente, el método de demostra-
cién por recurrencia nos proporciona la clave
para razonar correctamente en estos casos
dei quehacer matematico.

El esquema es notable por su sencillez.
Ante una proposicién general en donde inter-
vienen los nimeros naturales 1,2
(0, acaso, 0,1,2 ,**+,n, *++)y cuya verdad

’--o'n , 000

debemos demostrar, procedemos en tres
etapas :
1.° Demostramos que la proposiciéon es

cierta para un primer elemento (para n= 1
6 para n = 0, por ejemplo). Como éste
constituye un solo caso, basta una verifica-
cion de la féormula ; verificacion que es valida
por enumeracion completa.

2.° Demostramos que la proposicion es
cierta para n—k + 1 si la hemos supuesto
cierta para n = k, siendo k un nimero natu-
ral  cualquiera.

3." iCumplidas las etapas 1.°y 2.°, afir-
mamos que la proposicion es cierta en gene-
ral». La afirmacion es trascendental, en el
sentido de que traspasa los limites de cual-
quier posible experiéncia. Reparemos bien :
se apoya en que, para un primer elemento
se verifica (0o se demuestra) la proposicidn,
y que supuesta valida para un elemento cual-
quiera, se demuestra valida para el siguiente
elemento.

La tercera etapa constituye el principio de
recurréncia (o de induccidn completa) cuya
esencia e implicaciones culturales intentare-
mos dilucidar histéricamente, a partir dei
Cap. | I .Por ahora contentémonos con paran-
gonarlo con la sucesiéon de una herencia
dejada por un primer magnate con orden de
transmitiria inalterada indefinidamente, sin
que ninguna vicisitud la modifique nunca.
Condiciones muy fuertes; condiciones idéa-
les, sdlo exigibles en el dominio de la
razon.
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Para conceder vigéncia al principio de'
recurrencia es condicion esencial que las eta-
pas 1° y 2.° sean demostradas. De otra
manera, décimos que el principio de recur-
rencia se apoya en la demostracion de dos
teoremas prévios : uno se refiere al primer
elemento y otro concluye la validez de la
proposicién para un elemento cualquiera si
se la supone para el elemento anterior. La
segunda condicién significa que la férmula
sometida a prueba constituye una propiedad
hereditaria e inalterable, transmitida dei caso
/c-6simo al siguiente, cualquiera sea k.

El principio se halla condicionado, pues,
a dos teoremas. A doB teorémas y no a uno
de los dos. EIl profesor debe insistir sobre
este particular. ..

Pasemos ahora a ejemplos concretos para
mostrar la aplicacidn correcta dei principio
de recurrencia y para mostrar, también, los
efectos que produce una aplicacion incor-
recta.

d) Demostramos por recurrencia la con-
jetura planteada en a)

TEOREMA. 1-f24-3 + eeet n= " ("°

para cualquier n natural.

Primera etapa (Teorema d 1) : La férmula
es cierta para n = 1.

En efecto, tomando n = 1,
verifica, pues resulta

la formula se

Esta verificacion directa basta; l6gicamente.
Segunda etapa (Teorema d +2): Si la for-
mula se supone valida para n = k (siendo K,
cualquiera), es también valida para n= k + 1.
Partimos de la hipotesis de d <2, que con-
siste en suponer cierto que

» ifix3.
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Sumando k + 1 a ambos miembros de la
igualdad y operando de acuerdo con las regias
de la aritmética, se obtiene :

1+ 2+ 3+ ...+k + (k + 1) =

Kk +\)(k+ 2
2

que es lo que procurabamos demostrar, por-
que la dltima expresién es la misma que
resultaria de la formula d) si se reemplazase
en ella n por k + 1.

Como acaba de verse, ya se ban cumplido
las etapas primera y segunda, y, por tanto,
es aplicable la tercera etapa, la cual equivale
a afirmar que la formula d) es valida en gene-
ral por haberse demostrado d 1)y d - 2).

Ha quedado demostrado por recurrencia o
inducciéon completa el teorema

,Bsl + 2+ 3+ —-+n_ "(" '\ cual-
2
quiera sea n natural.
Si el lector se sirve cotejar el razona-

miento que hemos efectuado a lo largo dei
parrafo correspondiente al ejemplod), con el
que habiamos presentado en a), recibird una
patente aclaracién de la diferenciaque existe
entre una demostraciéon y una simple conje-
tura inductiva.

| Es imprescindible cumplir las trés etapas
para la correcta aplicacién dei método demos-
trativo por recurrencia ? La respuesta es afir-
mativa, como los ejemplos que vienen a con-
tinuacion lo evidencian.

e) Es imprescindible demostrar la etapa
primera. De lo contrario Regariamos a con-
clusiones erréneas como la omisién de esta
etapa permite extraer. Asi, el falso teorema:

Todo nudmero natural iguala al siguiente, se
fundamenta en haber «demostrado» que
n-=n+ 1, para todo natural (!). En efecto,
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pensariamos luego de haber omitido la veri-
ficacion que impone la etapa primera, si supo-
nemos que k = k+ 1 (etapa segunda, Bola),
se deduce que k+ 1= k+ 2, pues esta
Gltima igualdad (!) se obtiene de la anterior
sumando 1 a ambos miembros.

Si, en virtud de cumplirse la etapa segunda
(y no cuidando que debe cumplirse, ademas,
la primera) aplicamos (mal) ahora la etapa
tercera, concluiriamos afirmando que
n= n+ 1, para todo n natural. Esto impli-
caria afirmar tambion que todos los numeros
naturales sou iguales entre si; lo cual no
es cierto.

A tan grave error hemos sido conducidos
por no haber respetado la etapa primera;
aquella que nos habria exigido verificar que
n=n+ 1se cumple sin= 1, y, como esto
no es verdad, pues 1 no es igual a 2, no
tenemos derecho a aplicar la etapa tercera ;
es decir, el principio de recurrencia no cabe
en este caso.

/) Es imprescindible demostrar tambidn
la etapa segunda. Sobre este particular nos
basta con recalcar algunas observaciones que
ya tenemos hechas.

Las conclusiones erroneas b) y c) verifi-
can, no obstante ser falsas, la etapa pri-
mera : ambas se cumplen para un primer ele-
mento natural.

Sin embargo no son ciertas eu la segunda
etapa, pues no valen para el siguiente de
cualquier k, como lo hemos notado a través
de casos particulares en los ejemplos b) y ¢).

Del mismo modo como reclama la verifi-
cacion para el primer elemento, el principio
de recurrencia exige el cabal cumplimiento
de la segunda etapa, donde se pone de relieve
el caréacter hereditario, inalterable, de una
propiedad que se trasmite desde ese primer
elemento indefinidamente.

En Induction and Analogy in Mathematics
(volumen | de Mathematics and Plausible Rea-
soning) de Georg Polya, se plantea un pro-
blema paradojal muy ilustrativo de lo que
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importa la eleccidon de un elemento cualquier
en la segunda etapa de la demostraciéon por
recurrencia. Helo a continuacién :

Considerando que las paralelas son rectas
del plano que se cortan en el infinito, demos-
traremos (!) que an rectas cualesquiera del
plano tienen un punto en comun».

La proposicion es obvia para n= 1y para
w= 2 (aln tratandose de paralelas, como
hemos dicho). Supongamos ahora que la pro-
posicidn es cierta para n= k. Eutonces, para
«probar» que es cierta para n —k + 1 razo-
namos asi :

De las k + 1 rectas elegimos k. Estas
pasan por un punto, segin hemos supuesto-
Una de ellas y la (k + 1)-ésima recta pasan,
entonces, por un punto, pues asi lo liemos
verificado para n = 2. Luego, las k + 1 rec-
tas pasan por un punto dei plano (!).

La conclusiéon es falsa, sin embargo, por-
que tres rectas distintas no pasan  necesaria-
mente por el mismo punto dei plano. Por
consiguiente, al tomar en consideraciéon Kk
rectas dei plano, bastara suponer que por lo
menos dos son distintas para no poder infe-
rir necesariamente que dichas k rectas y la
{k + 1)-ésima se cortan en un solo punto.

Esta paradoja nos ensena que para aplicar
correctamente el principio de recurrencia, es
esencial que las condiciones de la herencia
estén precisamente enunciadas y valgan para
cualquier n. No basta que valgan para algu-
nos n (como .aqui, para n= 1, 6 n= 2,
nada mas).

1. 3. Para familiarizar al alumno con las
trés etapas dei método de recurrencia, el
profesor debe encomendar varios ejercicios
de demostracidon. Una coleccion muy atil es
la de los capitulos I y I 1de I.S. Sominskii,
The method of mathematical induction, Blais-
dell, N. York y Londres, 1961.

La practica del método facilita la correcta
interpretacion y torna comprensible al alumno
el enunciado dei principio de recurrencia,
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que los textos corrientes presentan ya como
axioma ya como teorema.

Algunos de esos enunciados se transcriben
a continuacién :

(1.3.1) «Supongamos haber demostrado:
a) que el numero 1 (o el cero) tiene la pro-
piedad P ; b) que, en la hipotesis de que el
nimero natural k tiene la propiedad P, se
demuestra que el numero natural k + 1 tam-
bién la tiene. Entonces todo numero natural
tiene necesariamente la propiedad P».

(1.3.2) «Para demostrar que una propie-
dad P de los nGmeros naturales es general
para todos los numeros mayores o iguales
que uno de ellos llamado m, basta verificar :
a) que P se verifica para m; b) que supuesto
que P se verifica para n”™m, se prueba que
P se verifica para n+ 1D.

En este enunciado, 7 oficia de primer
elemento.

(1.3.3) «Sea N el conjunto de los nime-
ros naturales y se trata de verificar cierta
propiedad. Entonces

(1) La propiedad es verdadera para a=1;

(2) [VpeN: verdadera para a=p]
=>[verdadera para a=p + 1]
=>[verdadera V «e N]».

La precedente enunciaciéon reviste una
forma aceptable para un enfoque moderno
de la matematica elemental. Es particular-
mente interesante porque pone de manifiesto
la vinculacion de las implicaciones. Se deberéa
cuidar que los alumnos sepan traducir al len-
guaje corriente lo expresado por los simbolos.

(1.3.4) «Si a un conjunto pertenece un
primer niumero natural, y con cada elemento
Su sucesor, entonces a ese conjunto pertene-
cen todos los nimeros naturales».

Como hemos tomado aqui el amplio con-
cepto de «conjunto» como equivalente al de
«clase de férmulas que verifican cierta pro-



26

piedad», la manera de expresar el principio
de recurrencia que acabamos de dar, ofrece
la particularidad de usar las breves nociones
que sobre la teoria de los conjuntos se ense-
flan en los colégios secundarios.

1. 4 Aunque no las utilizaremos a menudo,
merecen parrafo aparte las llamadas defini-
ciones por recurrencia (0 definiciones  por
induccion) que el alumno encarard en estu-
dios posteriores. Las caracterizaremos por
medio de un ejemplo.

Imaginemos haber construido la tabla de
multiplicar correspondiente al nimero natu-
ral a, basdndonos en la nocién previa de suma
de naturales. La tabla seria de la forma:

axl —a
ax2 = 2a
ax 3= 3a; etc.;

otorgando a a diversos valores se consiguen
diversas tablas de multiplicacion. ,;Cémo
ascender, de esas tablas particulares, a una
definicién de la multiplicacién de los nume-
ros naturales ?

La definicibn por recurrencia nos suminis-
tra la respuesta satisfactoria. Para el caso
dei producto de nUmeros naturales, bela
aqui :

(1.4.1) «Sean a, n, numeros naturales
cualesquiera, y sea n+ 1 el sucesor de nj
entonces la multiplicaciéon de nameros natu-
rales queda expresada por :

ax 1= a
laX (n+ 1)= ax n+a.po

Notense los dos pasos seguidos : la defini-
cion dei producto de a por el primernatural,
y la definicién dei producto de a por el
siguiento de n. Evidentemente, este paso
unido al primero significa reconocer la pre-
sencia de un ingrediente hereditario, inalte-
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rabie, a lo largo de todos los nimeros natu-
rales. Sobre la base de ambos pasos esta
cimentada, pues, la definicién por recurren-
cia (o por induccion).

(1.4.2)
quier justificacion

Es posible comprobar que cual-
de una definicion por recur-
rencia implica unajustificacion de la demos-
tracién por recurrencia, y reciprocamente.
Excede al nivel impuesto a este folleto, con-
siderar el detalle de tan interesante cuestion ;
pero es indispensable tener en cuenta el
resultado anotado, pues en virtud de él nos
eximiremos de mayores comentarios acerca
de las definiciones por recurrencia.

Por otra parte, quien desee ahondar el
tema podra recurrir al capitulo 6 de Evert
W. Beth, The foundations of  mathematics,
1959.

(1«4.3) Para finalizar, vamos a sefialar
las notas tipicas del método de recurrencia.
Primero, la existéncia de un ingrediente here-
ditario, inalterable; segundo, la presencia de
una sucesioén que tiene un primer elemento,
y que no termina.

El método se aplica, entonces, si existe
una propiedad que transita a lo largo de
todos los elementos de un conjunto numera-
ble, sin excepcion alguna y sin manifestar
modificaciéon alguna.

Con esta nocion general y un tanto impre-
cisa por el momento, vamos a rastrear los
oscuros origenes histéricos dei método de la
induccion completa. Con el animo de ilumi-
mar mejor su significacion y alcances hemos
de indagar antes las diversas modalidades de
algunas antiquisimas argumentaciones donde
se evidenciaba algln tipo de ingrediente here-
ditario, inalterable a lo largo de muchas (aun-
que no necesariamente infinitas) etapas de un
proceso. Después hemos de estudiar mas
especificamente las primeras demostraciones
donde el método se aplica con el suficiente
rigor como para no confundirlo con otro
ninguno.



GAZETA DE MATEMATICA

EL «INGREDIENTE HEREDITARIO» EN
ARGUMENTACIONES ANTIGUAS

2. 1. Aunque impreciso y todavia oscuro,
uno de los primeros testimonios donde atis-
bamos el empleo de una espécie de «in-
grediente hereditario» en argumentaciones
demostrativas, se remonta a varios siglos
antes de Cristo. Por lo menos en Europa,
pues del Oriente nada sabemos en estos
aspectos.

Acaso el sofista Brison de Heraclea (siglo
V a. C.) y, seguramente Polixenes, a quien
le ha sido atribuida la paternidad dei argu-
mento, emplearon en actitud polémica, un
tipo de razonamiento que fue llamado argu-
mento dei Tercer nombre y que reviste la
forma de un proceso deductivo donde es
patente la intervencién de caracteristicas he-
reditarias inaltérables.

De Polixenes se sabe que vivio en Siracusa
entre los anos 367 y 344 a. C. Por este pe-
queno lapso de su vida, colegimos que fue
contemporaneo de Platon, quien circunstan-
cialmente estuvo también en Sicilia en diver-
sas oportunidades.

Platon alude a Polixenes en el Parménides,
con ocasion de criticar aquella argumentacion
dei Tercer hombre, atribuible como hemos
dicho a Polixenes, y cuya finalidad era inva-
lidar la teoria platdnica de las Ideas, poniendo
de manifiesto dificultados de orden l6gico o
filoséfico que los miembros de la Academia
discutian mucho. Por eso Aristoteles {Meta-
fisica, A. 9) alude al argumento dei Tercer
hombre cuando revista las criticas suscitadas
por la concepcién platonica, y, en EI-Soph.
lo cita como sofisma, Ubiquémoslo histoérica-
mente.

Platén no presta atencién a lo peculiar de
las cosas visibles y tangibles, sino a lo que
ellas tienen de comidn, o sea, a lo general,
que es de naturaleza puramente inteligible.
No lo particular de cada cosa por separado
es lo esencial y permanente, sino aquello que
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tienen en comun con otras cosas de la misma
clase. A esta cualidad comdn, que desde
Aristoteles denominamos «concepto», Platén
la llama «ldea».

En la Republica (X, 596 A) dice Platon :

«Suponemos que una ldea existe cuando
damos el mismo nombre a muchas cosas
separadas.»

Las ldeas forman el mundo existente por
si mismo, eterno, invariable y s6lo accesible
por el pensamiento. Los seres sensibles, en
cambio, no son sino las sombras o imagenes
dei superior mundo ideal, como lo enseiia el
muy conocido simil de la caverna (Eep., li-
bro 17).

Las ldeas platénicas son ademas los mo-
delos perfectos e inmutables de los cuales las
efimeras cosas sensibles toman la razén de
su aparente existéncia.

Hay ldeas de cuanto sea posible ; no Uni-
camente de las cosas naturales, sino también
de los productos artisticos, de las relaciones,
de las actividades, de las cosas valiosas y de
las indignas, etc. En una palabra, una verda-
dera duplicacion del mundo : el sensible y el
inteligible. Y tal duplicacién es la consecuen-
cia necesaria de postularse en el Parménides
(130, B-D) que todo cuanto existe como sen-
sible tiene su razén de ser en una ldea.

Pues bien, el argumento del Tercer hom-
bre asume formas diversas para rebatir al
platonismo. Una reviste caracter de sofisma
(Si décimos, ael hombre pasea», no estamos
hablando de la lIdea de hombre — que es
inmovil — ni de un hombre particular; dobe-
mos concluir que nos hallamos refiriéndonos
a una tercera espécie de hombre); pero nos
interesa destacar aquellas enunciaciones donde
aparece un ingrediente hereditario que se
reitera, inalterado, muchas veces.

Asi, se atribuye precisamente a Polixenes
este razonamiento : «Si el hombre existe por
participar de la Idea de hombre, existe asi-
mismo la razén entre hombre particular e
Idea de hombre, y tal razén no es ya ni
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Idea de nombre ni nombre particular; es una
tercera espécie. Y asi siguiendo, indefinida-
mente.»

No cabe duda alguna que la argumenta-
cion puede explayarse para objetar la exis-
téncia de los dos mundos platénicos. Polixe-
nes podia arglir como se dice a continuacion.

Dos cosas particulares semejantes deben
su semejanza a la Idea general de tales cosas,
pues la Idea otorga la razéon de ser de la
semejanza entre las dos cosas particulares.
Pero & a quién ha de atribuirse la razén de
ser de la semejanza que existe, a su vez,
entre la antedicha ldea y cada una de las
dos cosas particulares ? Por ejemplo, si la
Idea de hombre esta constituida por las notas
comunes de los hombres particulares, la
semejanza, ahora entre un hombre particular
y la Idea misma de hombre, i qué razén de
ser posée ?

La semejanza entre la ldea "general de
hombre y eljhombre particular, no puede
fundamentarse ni en la ldea ni en el hom-
bre ; porque en aquella esta la razon de la
semejanza de seres particulares y no la razén
de la semejanza entre un ser particular y
una ldea. Por consiguiente, la razén de ser
de la semejanza entre la ldea y el hombre
particular ha de residir aparte de uno y otra,
es decir, en un Tercer Hombre, en una nueva
entidad.

Mas, analogamente, la razédn denser de la
semejanza entre el Tercer hombre y la ldea
de hombre es imposible hallarla en una u
otro de éstos ; entonces, se infiere que ha de
residir en una nueva entidad aln, que llama-
remos el Cuarto Hombre. Y, asi, prosegui-
remos hasta el infinito. He aqui un regressus
in infinitum, que para los griegos significaba
una gravisima dificultad y que, l6gicamente
hablando, contradice el postulado de la du-
plicacion del mundo, admitido por Platén en
el  Parménides.

No nos compete discutir los alcances filo-
soficos dei argumento dei Tercer hombre.
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Pero los esquemas dei razonamiento de
Polixenes nos resultan de sumo interés, por-
que en ellos vemos cémo cierto ingrediente
pasa de etapa a etapa discursiva con el mis-
mo grado de vigor, .repitiendo los mismos
efectos sucesivamente, y, cual una herencia
perfecta e inalterable a través de las infinitas
instancias que recorre, los elementos de la
sucesién admiten igual aporte logico ; con lo
que se asegura una consecuencia final valida
para la totalidad de los elementos que reciben
la herencia.

El argumento dei Tercer hombre termina
siendo un razonamiento basado en el ingre-
diente hereditario inalterable, tan caracteris-
tico del método de la induccién matemaética.
No es que sea en estricta verdad una demos-
tracion por recurrencia en el sentido que cor-
responde otorgar hoy al método demostrativo
que nos ocupa, pero en el argumento dei
Tercer hombre se observa el transito de la
propiedad hereditaria de una etapa a la
siguiente, todo a lo largo de una sucesion que
comienza en las efimeras cosas sensibles de
Platon y se remonta bacia el infinito, provo-
cando desazén en la mente ldgica de los
griegos.

Este primer testimonio, vago, nebuloso,
informe, dei razonamiento por recurrencia,
nos ubica dentro de una problematica gene-
ral que sale del ambito filoséfico puro e
invade nuevos dominios dei pensamiento dis-
cursivo.

2. 2. En el dominio matematico los grie-
gos también han empleado razonamientos
donde se utilizan ingredientes hereditarios.
También un siciliano (;sugestiva coincidén-
cial), el genial Arquimedes de Siracusa (287
a 212 a. C.) nos ha legado varios testimo-
nies geométricos dei método récurrente, al
cual otorga una forma muy precisa, casi inob-
jetable.

En verdad, Arquimedes proporciona testi-
monies directos e indirectos. Estos vinculan
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su nombre a los de Eudoxo de Cnido, Eucli-
des y, otra vez, Platon, como bemos de mos-
trar a continuacién. De los testimonies direc-
tos hablaremos con amplitud en el Capi-
tuloni.

El primer testimonio indirecto es el postu-
lado, boy llamado de Eudoxo, que Arquime-
des enuncia en trés de sus obras. Asi, el
postulado V del primer libro de Sobre la
esfera y el cilindro dice textualmente :

«5. Ademaéas, de lineas desiguales, de
superficies desiguales, de cuerpos desiguales,
lo mayor excede a lo menor en una magnitud
tal que si se la suma a si misma (reiterada-
mente), llegara a exceder a cualquier ma-
gnitud dada de entre las que son comparables
consigo y con otrax.

En la introduccion de La cuadratura de la
parabola, también Arquimedes declara admi-
tir como lema :

«... el exceso por el cual la mayor de dos
areas desiguales excede a la menor, al ser
sumado a si mismo (reiteradamente), puede
bacerse exceder a cualquier area finita dada».

Y dice que diebo lema era conocido por
gedmetras anteriores a él.

En la introduccion al tratado Sobre las
espirales y con el fin de demostrar diversas
proposiciones que alli trata, explica Arqui-
medes que,

«... previas a ellas y como es usual en
otras obras geométricas, se hallan las propo-
siciones que permiten probar aquellas. Y
aqui también, como en los libros previamente
publicados, admito el siguiente lema :
que si hubiera dos lineas desiguales, o dos
areas desiguales, el exceso por el cual la mayor
excede a la menor, al ser continuamente agre-
gado a si mismo, llega a exceder a cualquier
magnitud dada entre aquellas que son compa-
rables con ella o con otra».

Todos estos enunciados de Arquimedes
involucran procesos reiterativos con inter-
vencion de un elemento hereditario muy sim-
ple, en verdad. Arquimedes recoge, en esta
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materia, el pensamiento de hombres como
Eudoxo de Cnido (Cnido era una ciudad de
Caria, en Asia Menor, sobre el Mar Egeo).
El nombre de Eudoxo (406 a 3557 a. C.) se
enlaza corrientemente con el de Euclides,
pues la materia del libro 'V de los Elementos
es adjudicable al propio Eudoxo, quien pasa
como el primer sistematizador de la teoria de
las proporciones.

Si fuera asi, como parece, la definicion
cuarta dei libro V de los Elementos euclideos
se debe, acaso, a Eudoxo de Cnido (o a
algin gedmetra anterior a él, que nadie cita).
La definicion cuarta expresa :

«Se dice que las magnitudes estan entre si
en razon, cuando al ser multiplicadas son
capaces de excederse una a otra».

De otra manera : La magnitudes se dicen

tener una razon entre ellas cuando al ser
multiplicadas pueden sobrepasarse unas a
otras.

La definicion es indispensable en la teoria
de las proporciones y, atendiendo a la pre-
sunta paternidad de su enunciado, ha pasado
a llamarse postulado de Eudoxo, o bién,
debido al reconocimiento que de él ha efec-
tuado Arquimedes en los textos antes citados,
donde se lo proclama presupuesto necesario
de importantes proposiciones geométricas, se
lo cita hoy con el nombre de postulado de
Eudoxo-Arquimedes y se lo expresa con estas

palabras :
Dadas dos cantidades homogéneas  diferentes,
existe siempre un mdltiplo de la menor que

supera a la mayor.

El postulado no presupone que las magni-
tudes sean conmensurables o no lo sean, vy,
justamente en esto radica su notable mérito
histérico, pues al valerse de él para funda-
mentar la teoria de las proporciones quedaba
bien soslayado el problema de la inconmen-
surabilidad, que tanto escandalo habia pro-
vocado entre los mismos pitagéricos, que la
descubrieron a su pesar.

Ello aparte, como el postulado de Eudoxo-
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-Arquimedes no veda la posibilidad de apli-
carlo a cantidades tan grandes o tan peque-
nas como se quiera, y al establecer la razdn
entre las magnitudes, si el denominador es
muy chico respecto dei numerador, estd como
predisponiéndose a la aceptacion de un pro-
ceso infinito; aunque, bien es cierto, los grie-
gos, en particular después de Zendén de Elea,
evitaban tratos con el infinito cuya indole no
habian logrado conocer.

2. 3. Sin embargo, no nos parece dema-
siado arriesgado aventurar la conjetura de
que Eudoxo tuvo cierta propensiéon al uso de
argumentaciones en las cuales se rastrean
procesos hereditarios que continGan indefini-
damente. Dentro de este tipo de argumenta-
ciones creemos ver el segundo testimonio indi-
recto, entre los antiguos ; testimonio vincu-
lado asimismo a Arquimedes y a Eudoxo. Se
refiere al después llamado principio de exhau-
cion.

Si bien el nombre dado a este principio
data del siglo Xil, parece que el primero en
proponer un problema de exhaucién fue Pla-
ton (428 a 347 a. C), al preguntar si seria
posible agotar el espacio entre la esferay el
dodecaedro inscripto mediante la sucesiva
intercalacion de otros cuerpos. Eudoxo, que
se hallaba muy vinculado a Platén, consideré
atentamente el problema y lo transfiri6o a
volimenes, 4&reas y longitudes en general,
sentando el siguiente principio :

Dadas dos cantidades desiguales,
de la mas grande una parte
mitad y se continda haciendo lo mismo, se
llegara a encontrar una cantidad seguramente
menor que la mas pequena de las dos cantida-
des dadas.

El principio se ha empleado y se emplea
en muchas cuestiones geométricas. Consiste
en el agotamiento de diferencias ocasionado
por la repeticion de una operacion heredita-
ria. Asi, todo poligono regular circunscripto
posée area mayor que la dei circulo corres-

si se quita
mayor que su
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pondiente, y todo poligono regular inscripto
posée area menor que dicho circulo. Aumen-
tando el numero de lados, el poligono cir-
cunscripto resultante disminuye su area y el
poligono inscripto la acrecienta. EIl proceso
se torna exhaustivo en el sentido de que
ambas areas se aproximam todo lo que se
desee.

Ahora bien, demostrando que si se supone
el area dei circulo mayor que la de los po-
ligonos circunscriptos se llega a un absurdo,
que también se llega a un absurdo suponiendo
que el area dei circulo es menor que la de
los poligonos inscriptos; y suponiendo la
vigéncia dei principio de exhaucién, se arriba
a la conclusién de que el area dei circulo
iguala al area dei poligono regular circuns-
cripto y a la dei poligono regular inscripto,
si el namero de lados ha crecido  suficiente-
mente.

Este procedimiento demostrativo, denomi-
nado «de exhaucion» desde el siglo xn y que
la Historia atribuye a Eudoxo de Cnido por
inspiracion de Platén, es el mismo que
Arquimedes de Siracusa utiliza con éxito en
problemas de cuadraturas. (Ver, por ejemplo,
Cuadratura de la parabola).

2. 4. Para cerrar el capitulo sobre atisbos
dei ingrediente hereditario en argumentacio-
nes antiguas, vamos a invocar un testimonio
especial recogido por Euclides (siglolll a. C).

La proposiciéon 20 dei libro 1 X de los
Elementos expressa el famoso teorema de que
los nimeros primos son mas que cualquier
cantidad fija de nameros primos.

Vamos a detallar la demostraciéon euclidea,

simplificando tan sdlo la notacién, con el
propo6sito de aclarar aun mas el proceso
argumentai.

Empiezo por un caso particular, viene a

decirnos Euclides. Sean dados trés numeros
primos a,b ,c. Digo que, aparte de estos
trés, hay otro nimero primo.

En efecto, si tomo ae<bec+ 1, este nuG-
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mero ha de ser primo o no serio, pues una
tercera alternativaes imposible. Si a*bec +1
fuese primo, la tesis de mi caso particular
habria quedado probada; si asbec+ 1 no
fuese primo, deberia admitirse (de acuerdo
con la proposicién 31 dei libro V11 de los
Elementos) que es divisible por algdn nimero
primo d. Pues bien, d difiere de a, de b
y de c; diré por qué.

Si d fuese igual a a, o igual a b, o igual a
¢, entonces a-b-c seria multiplo de d ; y como
tambion ae<bec-f~1 es multiplo de d de
acuerdo con lo que acabo de admitir, habria
que concluir que

aebec+ 1 —a-bec

es también multiplo de d; o sea, que 1 es
multiplo de d, lo cual es absurdo.

Po6r tanto, d difiere de a, de by de c; vy,
como por hipotesis d .es primo, acabo de
hallar, pues, un nimero primo, mas que los
trées dados previamente en mi caso particular.

Hasta aqui la demostracién euclidea. Keflé-
xionemos un poco sobre ella. Euclides no
ignora que la prueba ofrecida se atiene al
caso particular de que haya trés primos. Sabe,
adernas, cual es el proceso que impulsa la
demostracion ; proceso que, aunque ilustra
un caso particular, se lo présenta como inte-
grado por evidentes etapas sucesivas, que
son : 1) bailar el producto de los numeros
primos dados, 2) sumar la unidad al producto
anterior, 3) discutir si dicbo producto sumado
a la unidad es primo o no lo es. Ante el
esquema de este proceso, el caso particular
considerado oficia, ciertamente, de un caso
cualquiera, 'y, por lo que evidencia, sabese
que el teorema es verificable en el caso
siguiente, en donde se empezaria por los cua-
tro primos a, b, cy d. Por otra parte, la pro-
posicidon seria obvia en oportunidad de con-
siderar sélo el primer primo a.

En la demostracion de la proposicién 20
debe sobreentenderse que se admite la posi-
bilidad de prolongar el proceso hereditaria-
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mente, con lo cual quedara entonces probado
que el nimero de los nimeros primos es infinito.

Por cierto, una reflexion ad-hoc como la
precedente no aparece en forma explicita en
el texto euclideo ; pero con todo derecho ha
de presumirse que quienes lo leyeran alaluz
de una critica aguda tendrian que finalizar
dandose cabal cuenta dei mecanismo demos-
trativo subyacente ; mecanismo que se apoya
en un tipo de inferéncia en muchos puntos
similar a la que conforma el método de recur-
rencia.

No es la proposicion 20 dei libro 1 X de
Euclides la Gnica que se sustenta en ese tipo
de inferéncia. Numerosas definiciones y varios
teoremas de los Elementos abonan la conje-
tura de que el procedimiento de recurrir al
siguiente era manejado con entera naturalidad
y parecia innecesario ponerlo de manifiesto
como si no se le otorgase una categoria excep-
cional, ya que, segun vemos, existia un tacito
reconocimiento  dei ingrediente hereditario que
se consume en el método de induccion.

La proposicion 20 antes citada es la mas
reveladora dei ingrediente hereditario que
décimos ; pero no es la Unica de los textos
euclideos que nos inclinan a pensar de modo
analogo. E Il mismo principio aflora en Def.
V, 17 ; Teor. V, 22 ; Teor. V11,14 ; Teor.
VII, 27 ; Teor. 1 X,12; Teor. |1 X, 13, donde
se lo nota adoptado sin ser proclamado, como
si fuese parte natural de una argumentacion
por antigua nunca cuestionada.

2. 5- Laconclusién que debemos extraer

.de los testimonios invocados en los parrafos

2+1 a 24 es que algunas notas que hoy
vemos patentes en el principio de induccién
completa provienen de argumentaciones muy
antiguas, algunas de las cuales es imposible
rastrear hasta los origenes sin duda remoti-
simos. Como rasgo comun de todas esas argu-
mentaciones exhibimos el ingrediente heredi-
tario que siempre aparece como Proceso que
agota una totalidad. Asi, en el argumento
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del tercer hombre, nos conduce a unainfini-
tud de jerarquias ; en el postulado de Eudoxo-
-Arquimedes, nos confirma en un conoci-
miento de base empirica cuyos primeros enun-
ciados no tienen porque incluir una infinidad
de etapas, pero involucran una herencia inal-
terable ; en el principio de exhaucion también
se observa una reiteracion sin pausa y, en
este caso por cierto, indefinidamente ; en la
proposicion 20 de Euclidesy en los teoremas
similares precitados, es clara la presencia dei
elemento que se trasmite constantemente
igual a través de todas las infinitas etapas
dei proceso.

No pretendemos afirmar que todos estos
ejemplos sean evidencias dei principio de
induccion completa. En ellos, reiteramos,
bailamos atisbos de una actitud dei razona-
miento ; la misma que, pasados los siglos,
iria a concretarse en enunciados precisos e
inconfundibles. Pero, justamente, por baber
existido en diversos tipos de argumentaciones
el rasgo que hemos llamado «ingrediente
hereditario», el método de la induccién com-
pleta ha parecido algo natural y sencillo.
Pero apenas se lo problematiz6, devino una
cuestion ardua y oscura.

El profesor no debiera problematizado,
pues, hasta tanto él mismo no lo capte en
profundidad. Téngase en cuenta que quienes
intentaron fundamentarlo logicamente fueron
mentalidades propensas a reflexionar inten-
samente sobre los métodos de demostracidn
y de descubrimiento.

DESCUBRIMIENTO DEL PRINCIPIO
DE RECURRENCIA ARQUIMEDES
Y MAUROLICO

3. 1L En el capitulo 1l hemos hablado de
los testimonios indirectos ofrecidos por
Arquimedes de Siracusa (287 a 212 a. C.) res-
pecto dei ingrediente hereditario, una de las
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notas caracteristicas de la recurrencia. La
hemos visto en el postulado de Eudoxo-Arqui-
medes (2 «2) y en el principio de exhaucién
(2-3).

Ahora nos toca referir
rectos.

Arquimedes aplic6 muchas veces argumen-
tos donde se manifiesta indudablemente el pro-
ceso matematico inductivo. E | segundo libro
de Sobre el equilibrio de planos contiene
varias instancias de ese proceso con motivo
de unas figuras alli calificadas o llamadas
afiguras inscriptas en la manera consabida».
Detengamonos en este punto por un ins-
tante.

testimonios di-

Sea un segmento de parabola, es decir, la
porcién de plano limitada por una parabola
y una cueida. Por el punto medio de la
cuerda tracese la paralela al eje de la para-
bola. Desde la interseccién de esta paralela
con la curva (vortice dei segmento), tracense
las dos rectas que pasan por los extremos de
la cuerda. Quedan asi formados : un trian-
gulo inscripto en la parabola y dos nuevos
segmentos de parabola. E| triangulo, dice
Arquimedes, es una figura inscripta en la
«manera consabida».

En cada uno de los nuevos segmentos de
parabola repitase la operacion anterior, y en
los segmentos sucesivos procédase de igual
modo...

La figura resultante al unir los vértices
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obtenidos en cada etapa, se denomina figura
inscripta en la «manera consabida».

Esto aclarado, la proposieion 5 dei libro

segundo de Sobre el equilibrio de planos,
expresa:

Si en un segmento parabdlico se inscribe
una figura en la manera consabida, el centro
de gravedad dei segmento queda mas préximo

al vértice dei segmento, que el centro de gra-
vedad de la figura inscripta en la manera
consabida.

No es necesario transcribir la demostra-
cién de Arquimedes sino tan sélo destacar el
esquema dei razonamiento empleado por él.

En primer lugar, Arquimedes toma un seg-
mento de parabola y un tridngulo inscripto
en la manera consabida. Demuestra aqui que
el centro de gravedad dei segmento de para-
bola se halla mas cerca dei avértice» que el
centro de gravedad dei tridangulo.

En segundo lugar, Arquimedes considera
la figura inscripta siguiente, es decir, un pen-
tagono inscripto en la manera consabida v,
para el, demuestra que el centro de gravedad
dei segmento de parabola se halla mas pro-
ximo al «vértice» que el centro de gravedad
dei pentagono inscripto de la manera con-
sabida.

En tercer lugar, Arquimedes afirma lo
siguiente: «Usando este ultimo resultado, y
procediendo de la misma forma, podemos
demostrar la proposieiéon para cualquier
figura inscripta de la manera consabida».
Con esta afirmacion, da por concluida la
prueba.

Repasemos nosotros las etapas de la argu-
mentacién arquimediana: 1) propone, por
definicién, una ley de formaciéon de los suce-
sivos casos de figuras inscriptas de la manera
consabida ; 2) ofrece una demostracion dei
teorema para un primer caso de dichas figu-
ras ; 3) présenta una demostracion para la
figura siguiente ; 4) enuncia una conclusion
general acerca de una propiedad que resulta
ser hereditaria.
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He ahi el esquema de recurrencia, casi a
la perfeccion. Arquimedes lo utiliza con
entera naturalidad, sin problematizar etapa
alguna, ni adn la ultima que es esencial. *Qué
podemos inferir de esto ? Que la induccién
completa no constituye mistério alguno para
el gran Siracusano y él no vacila un instante
en emplearla como si se tratase de cualquier
argumentacioén incuestionablemente clara.

Los professores de matematica secundaria
debieran tomar ejemplo de la actitud de
Arquimedes, absteniéndose de cuestionar el
principio de recurrencia (sea exponiéndolo
aparte como postulado, sea deduciéndolo de
axiomas de apariencia menos compromete-
dora) antes de contar con una informacion
histérica adecuada. E | alumno de segunda
ensenanza carece de perspectiva critica como
para seguir razonamientos sutiles, y, para
evitar que se confunda en vericuetos dema-
siado complicados para su edad y prepara-
cion, es aconsejable, en estos particulares, no
proponerle prematuramente problemas de
fundamentacién que no estd habilitado para
encarar con éxito.

Sin embargo, los profesores deben estar
conscientes de las serias implicaciones que la
induccion completa ha suscitado, como el enfo-
que histérico de la cuestién permite relevar
sin grandes dificultados para el adulto.

Por lo que sabemos hasta el presente, nin-
gln matematico anterior a Arquimedes ha
ofrecido ejemplo mas cabal dei principio de
induccion completa, que la demostracion de
la proposieién 5 dei segundo libro de Sobre
el equilibrio de planos. Este testimonio
directo nos conduce a la época de oro dei
periodo helenistico. Los testimonios indirec-
tos en matematica y en filosofia abonan la
conjetura plausible de que las raices de aquel
principio provienen de tiempos mucho mas
antiguos aun.

J Que le toca, pues, a Maurolico?

(Conclui no -préximo ndmero)



A

CONCURSO

«Gazeia de Matematica» com o apoio da Fundacéo

Calouste Gulbenkian, promove no Pais, concurso para

apresentacdo de trabalhos de matemaética

No intuito de contribuir para o desenvolvimento do estudo da
matematica, em Portugal, a «Gazeta de Matematica», com o apoio
da Fundacdo Calouste Gulbenkian, promove um concurso de tra-
balhos de matematica a que podem concorrer quaisquer individuos
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2.2

residentes no Pais. O concurso é subordinado ao seguinte

REGULAMENTO

O concurso constara de duas seccdes:

Seccdo A — A esta seccdo poderdo concorrer quaisquer indi-
viduos com residéncia permanente no Pais nao
licenciados em matematica ou fisica.

Seccdo B — A esta seccdo poderdo concorrer quaisquer indi-
viduos com residéncia permanente no Pais nédo
doutorados em matemética ou fisica.

Os trabalhos apresentados fardo a exposicdo de assunto de
matematica de actual interesse, que se enquadre em qualquer
das alineas seguintes :

Pedagogia e Histéria da Matematica

Matematica Pura

Matematica Aplicada

Métodos Matematicos da Fisica

Técnicas de Tratamento da Informacéo.

Cada concorrente podera apresentar mais de um trabalho;
todos os trabalhos serdo apreciados e classificados. Cada



2.3

5.1

concorrente, porém, n&do poderd ter direito a mais que
um prémio.

Poderdo ser considerados extra-concurso trabalhos originais
de investigacao.

Os concorrentes deverdo apresentar um sumario de cada
trabalho até o dia 31 de Outubro de 1965 e os trabalhos
completos até o dia 31 de Dezembro de 1965.

A apreciacdo sera feita em seguida e a decisdo do Jari sera
publicada na Gazeta de Matematica.

Os trabalhos apresentados néo deverdo, em principio, exce-
der 1U0 péaginas dactilografadas a dois espacos, formato A4.

Para cada uma das sec¢des sdo criados dois prémios de
7.000#00 e 3.000$00 respectivamente.

Para os trabalhos apresentados em extra-concurso poderao
ser estabelecidos prémios, a considerar em cada caso.

Os trabalhos premiados serdo publicados na Gazeta de
Matematica a quem os autores cederdo os seus direitos. Os
trabalhos ndo premiados mas considerados com mérito e
interesse poderdo ser também publicados na Gazeta de
Matemética mediante acordo com o autor, mas sem direito
a qualquer prémio.

Os trabalhos serdo apreciados por um Jari constituido por
matematicos representantes de Gazeta de Matematica e das
diversas actividades nacionais ligadas 4 matematica. Se for
necessario, a revista recorrerd a outros especialistas qualifi-

cados, portugueses ou estrangeiros.

Para esclarecimentos complementares convidam-se os
interessados a entrar em contacto com o
JusBl DO CONCUBSO

dirigindo a correspondéncia para a Gazeta de Mate-
mética, Rua Diério de Noticias, 134-1."" E.— Lisboa
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RELATORIO REVISTO
SOBRE A LINGUAGEM ALGORITMICA
ALGOL 60

Por J. W, BACKUS, F. L. BAUER, J. GREEN,

Dedicado a memédria de wiLiLiam TurRANSKI

KATZ, J. MCCARTHY, P. NADE, A. J. PERUS,

H. RUTISHAUBEB, K. SAMELSON, B. vauquoie, J. H.wesstein, A.van WIINGAARDEN, M. WoODGER
Editado por reter naur — Aprovado pelo Conselho da International Federation for Infor-
mation Processing

Com o objectivo de habilitar
Técnicas
Matematica e o CENTI
Revised Report on the Algorithmic

as actuais

A rPETER
expressdo do nossso maior

0s Matematicos portugueses ao acesso
de Tratamento da Informacdo, a Gazeta de
colocam a disposicdo do publico portugués o
Language ALGOL 60.

e ao grupo de Amigos comuns dinamarqueses, a
reconhecimento.

NAUR

17 Dezembro 1963 J.G. T.

Sumario

Este Relatério faz uma descricdo completa da lin-
guagem algoritmica internacional, ALGOL 60. E uma
linguagem susceptivel de exprimir os processos numé-
ricos de uma classe muito vasta, numa forma suficien-
temente concisa para a traducdo automatica diiecta
na linguagem dos calculadores de programa.

A introducgédo relata os trabalhos preparatérios que
conduziram a conferéncia final no decorrer da qual a
linguagem foi definida. Além disso sdo expostas as
nocdes de linguagem de referéncia, de linguagem de
publicacdo e de representacdo maquina.

No primeiro capitulo apresenta-se uma visdo de
conjunto dos constituintes de base e das caracteristi-
cas da linguagem e exple-se a notacdo formal pela
qual se define a estrutura da sintaxe.

O segundo capitulo dé& a lista de todos os simbolos
de base e define as unidades sintaticas denominadas
identificadores, numeros e cadeias. Sao igualmente
definidas algumas nogbes importantes como as de
quantidades e valores.

O terceiro capitulo explica as regras de formagédo
das expressdes e da o significado dessas expressoes.
Existem trés espécies de expressdes: aritméticas, boo-
leanas (l6gicas) e de designacéo.

O quarto capitulo descreve as unidades operacio-
nais da linguagem chamadas instrugdes. As instrucdes

de base sdo: instrugdes de afectacdo (avaliacdo de
uma férmula), instrugbes IR A (rotura explicita da
sequéncia de execucdo das instrugdes), instrugdes
vasias e instrugdes de procedimento (chamadapara a
execucdo de um processo fechado, definido por uma
declaragdo de procedimento). Explica-se a formagéo
de estruturas mais complexas com caracter de instru-
cdo. Estas compreendem : instrucdes condicionais,
instrucdes PARA, instrucdes compostas e blocos.

No quinto capitulo sdo definidas as unidades deno-
minadas declaragdes, que servem para a descri¢ao de
propriedades permanentes das unidades que intervém
em processo descrito pela linguagem.

O Relatério termina com dois exemplos pormenori-
zados de utilizacdo da linguagem e um indice alfabé-
tico das definigdes.

Introducéo

Historia

Depois da publicagdo de um relatdério preliminar
(1), (2) sobre a linguagem algoritmica ALGOL, tal
como foi concebida durante a conferéncia de Zurich
em 1958, surgiu grande interesse por esta linguagem.

A um congresso de informagéo realizado em Mogun-
cia em Novembro em 1958, seguiu-se uma conferéncia

em Copenhage em Fevereiro de 1959 com uma qua-
rentena de pessoas de varios paises da Europa. Desta
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conferéncia saiu um grupo de trabalho. A conferéncia
deu ainda origem a publicacdo pelo Regnecentralen
de Copenhage de um boletim ALGOL editado por
peTER NAUR. Este boletim serviu de base a todas as
discussdes ulteriores. Na ICIP realizadaem Paris em
1959 sob o patrocinio da UNESCO houve varias reu-
nides do grupo ALGOL, tanto formativas como infor-
mativas, onde foram revelados certos malentendidos
referentes as intengdes de grupo que desde inicio era
responsavel pela definicdo da linguagem ; ao mesmo
tempo no decorrer dessas reunides foi devidamente
apreciado o enorme esforco empreendido.

Decidiu-se entdo uma reunido em Janeiro 1960 para
melhorar a linguagem ALGOL e preparar urarela-
torio final. Realizou-se em Paris em Novembro 1959
uma reunido preparatéria europeia com uma einquen-
tena de pessoas provenientes de varios paises. Foram
escolhidas sete individualidades europeias para par-
ticiparem na conferéncia final de Janeiro de 1960 na
representacdo das organizacdes seguintes : Associa-
tion Francaise de Calcul, British Computer Society,
Gesselschaft fur Angwandte Mathematik und Me-
chanik e Nederlands Rekenmachine Gonootschap.
Estes sete representantes europeus encontraram-se
uma Ultima vez em Mogincia em Dezembro 1959.

Entretanto, nos Estados Unidos, qualquer pessoa
que desejasse introduzir modificacdes ou correcgdes
na linguagem ALGOL poderia enviar os seus comen-
tarios & revista «Communications of the ACM» que
se encarregaria da respectiva publicacdo. Estas notas
e comentarios acabaram por conceder uma base sélida
a algumas alteracdes introduzidos na linguagem
ALGOL. As duas organizagbes SHARE e USE orga-
nizaram grupos de trabalho ALGOL, estando ambas
representados no A C M Committee on Programming
Languages. Este Committee reuniu-se em Washing-
ton em 1959 e examinou os comentarios sobre o
ALGOL publicados nas comunicacdes da ACM. Do
mesmo modo que na Europa, sete delegados ameri-
canos foram escolhidos para participar na reunido de
Janeiro de 1960 e tiveram a sua reunido preparatoria
em Boston em Dezembro de 1959.

Conferéncia de Janeiro de 960

Os 13(3) delegados da Alemanha, Dinamarca, Esta-
dos Unidos, Franca, Gra-Bretanha, Holanda, Suica
reuniram-se em Paris de 11 a 16 de Janeiro de 1960.
Antes desta reunido, em Paris, reTer naur tinha pro-
posto um novo relatério provisorio, levando em conta
o relatério preliminare as recomendagdes apresenta-
das nas reunides precedentes. A conferéncia de Paris
adoptou esta nova forma como base do seu relatério
final e procedeu ao exame de cada um dos paréagrafos
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do relatério. O presente relatério exprime a unido
das ideias do comité e a interseccdo dos seus acor-
dos.

Conferencia de Abril de 1963, editada por M.

WOODQER.

Nos dias 2 e 3 de Abril de 1963, em Roma (ltalia),
devido asfacilidades concedidas polo Centro Interna-
cional de Calcnlo, reuniram-se alguns dos autores do
ALGOL 60. Estiveram presentes as pessoas seguin-
tes:

Autores Peritos
F. L BAUER M PAUL
J GREEN R. FRANCIOTTI
C. KATZ P. Z INGERMAN
R. koncon (representando

J w. BACKUS)
P. NAUR
K. SAMELSON G. SEEGMULLER
J. H. WEGSTEIN R. E. UTMAN
A. V. WIINGAARDEN
M WOODGER P. LANDIN
Observadores

W. L. v. d POEL
(CHAIRMAN, IFIP TC 2.1,

Grupo de Trabalho ALGOL)

O objectivo da reunido era o de corrijir os erros
detectados, eliminar as ambiguidades aparentes e
clarificar o relatério ALGOL 60.

No decorrer desta reunido néo foram consideradas
extensdes da linguagem. Foram utilizados como guia
diversos projectos de correcgOes e clarificacdes que
tinham sido transmitidos pelas partes interessadas
em resposta ao questionario do Boletim ALGOL
n.° 14.

Este relatorio constitui um suplemento ao relatério
ALGOL 60 e deveria resolver certo namero de difi-
culdades que nele se encontram.

Nem todas as questdes levantadas relativas ao rela-
torio de base puderam ser resolvidas. Em vez de correr
o risco de concluir apressadamente sobre certos pon-
tos delicados, podendo fazer surgir novas ambigui-
dades, o comité decidiu rever apenas os pontos que
considerava poder formular de maneira clara e néo
ambigua por unamimidade dos seus membros. As
questdes relativas aos dominios seguintes foram reser-
vadas para exame ulterior pelo Grupo de Trabalho
2.1 da IFIP, na experanca de que os trabalhos era
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curso sobre as linguagens de programagdo avancadas
conduzirdo a uma melhor solucéo:

Efeitos laterais das funcdes.

Conceito de chamada por nome.

Own : estatico ou dinamico.

Instrucdo PARA.: estatica ou dinamica.

o M w DN e

Conflitos entre especificacdo e declaracéo.

Os autores do relatério ALGOL 60 presentes a
Conferéncia de Roma, tendo constatado a formacao
pela 1FIP de um Grupo de Trabalho sobre o ALGOL,
aceitaram que toda a responsabilidade colectiva que
poderiam ter sobre o desenvolvimento, a especificacéo
e o melhoramento da linguagem ALGOL deveria ser
transferida para aquele Grupo.

Este relatério foi revisto por «IFIP. TC2. Lingua-
gens de Programacdo» em Outubro de 1962 e foi
aprovado pelo Conselho da International Federation
for Information Processing.

Como no relatério preliminar ALGOL, na lingua-
gem distinguem-se trés niveis diferentes, a saber: a
linguagem de referéncia, a linguagem de publicacdo e
diferentes representacdes = maquina.

Linguagem de Referéncia

[

E alinguagem sobre a qual o comité trabalha.

E a linguagem de definigéo.

3. As suas caracteristicas sdo determinadas pela
comodidade da compreensdo mdtua e nao
pelos limites dos calculadores nem pelas
notagdes do codigo ou da matematica.

4. E a referéncia de base e o guia para os cons-
trutores de compiladores.

5. E o guia para todas as
maquina.

6. E o guia para a transcricdo em nao importa
que representacdo maquina da linguagem da
publicacéo.

7. ABprincipais publicagdes da prépria lingua-

gem ALGOL utilizardo o nivel de referéncia.

n

representacoes

Linguagem de Publicacéo

1. A linguagem de publicagdo apresenta-se
como variantes da linguagem de referéncia
de acordo com o habito de impressdo e a
escrita matematica (por exemplo, os indices,
os expoentes, 0s espagos, as letras gregas).
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2. E utilizada para a expressdo e a comunica-
cdo dos processos de calculo.

3. Os caracteres utilizados podem diferir de
pais para pais, mas deve assegurar-se uma
correspondéncia biunivoca com o nivel de
referéncia.

Representacdes maquina

1. Cada uma destas representagdes é umaima-
gem da linguagem de referéncia, imposta
pelo ndmero limitado do equipamento de
entrada e de saida.

2. Cada uma utiliza o conjunto de caracteres
particulares a um calculador e é a linguagem
aceite pelo compilador feito para este cal-
culador.

3. Cada uma deve ser acompanhada de um con-
junto especial de regras para a transcricdo
a partir do nivel de publicagdo ou do nivel
de referéncia.

No que respeita a transericdo do nivel de referén-
cia para uma linguagem conveniente para a publica-
¢do, recomendam-se entre outras as regras seguin-
tes :

Linguagem de referéncia Linguagem de Publicacéo

Escrita habitual dos indices
Escrita habitual dos expoen-
tes

Paréntesis de indice []

Elevacdo a poténcia t

Paréntesis <> Qualquer forma de parénte-
sis, chaves

Escrita habitual dos factores
(poténcia de 10).

Poténcia de base dez,

(1) Priliminary Report. International Algebraic
Language. Comm. Assoc. Comp. Mach 1, N.° 12
(1958), 8.

(2) Report on the Algorithmic Language ALGOL
by the ACM Committee on Programming Languages
and the GAMM Committee on Programming, editado
por A. J.reeLiss € K. sameLson, Numerische ~ Mathe-
matik, Bd.1. S 41-60 (1959).

(3) wiLLiam THrRANsKI dO grupo americano morreu
de um acidente de viacdo ao dirigir-se para a Confe-
réncia de Janeiro de 1060.
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MATEMATICAS

DE EXAME DE

PONTOS

MATEMATICAS

F. C.P. —wmaTtemaTicas ceears — (Lie. em Matema-
ticas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — Julho
de 1963.

u
5588 —1 Seja aeB e seja B—*B,
= 2X —9x*+ 12x —a.

1) Note g(a) o numero de raizes distintas de
/, ; represente graficamente afuncéao aeB-*g(a)eR.
Justifique.

2) Utilize conjuntamente o método das cordas e
o0 método das tangentes a fim de calcular os trés pri-
meiros termos do desenvolvimento decimal da Unica

raiz de fx e

f, () =

I/ + x

;
B—>R, /() =
™) 2

5589-11. Seja
+ VT +~(2- 3R .

1) f(B) éminorado e f(B) = [inf f(B), -»[.
Justifique.

2) Determine os nimeros xeB
= inff(B) . Justifique.

tais que /(») =

/
5590 —IIl. Seja B%—*B  nas condicdes seguin-
tes : é duas vezes continuamente derivavel ;

Df{Bi)czBI; D*f(B+)cR+.

Mostre que : f(Bfi)néo é majorado;
\xeB+\Df(x)=0\

é |0] ou (j>.

&, F >

5591 — V. Seja (0;i,j,k)
normado.

1) Coordenadas dos vértices dos quadrados do
plano que passa pelos pontos A <= (1,0,0), B —
= (0,1,0) e C= (0,0,1) e tém A e B como
vértices ndo opostos.

2) Equacdes cartesianas da cdénica que passa pelos

pontos :

um referencial orto-
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SUPERIORES

FREQUENCIA E FINAIS
GERAIS
/12 2 1\ / 2 2 1\
(-
Nota — Comece por representar a coénica no refe-
- > - /2 1 2’
rencial (0;1,J) com /= (--, —,—
-x 2 2 1
lj -¥'y¥

F. C.P. —wmatemaTicas cesars — (Lie. em Matema-
ticas e Fisico-Quimicas — Exame Final — Outubro
de 1963.

5592 — 1. Considere as sucessdes reais seguintes:

1) Conclua, através da definicdo, a regularidade
ou a ndo-regularidade da sucessdo (a,,),..*®

2) Conclua a existéncia de numeros reais a e b

a b
tais que, para qualquer neN, e - re2
a b
n n-
5593 —II. Considere as fungdes seguintes :

[0.2] / 1) f{3/>\< --1 se 0<Mx< 1

s — «, » -= .

- X se l< x<n2!
e'» - 1

[\-*[-z+B, 9{x) Ux

1) Mostre que / € derivavel no ponto 1 (utili-
zando, nas consideragdes que fizer, apenas definicdes)
e aproveite a funcdo / a fim de verificar alguns
dos teoremas que conhega e a ela sejam aplicaveis.

2) Determine o contradominio de g. Justifique-

5594-111. em.,,i(B); de-

\io -;aj
termine as matrizes B e 2J1,,2(B) inversiveis tais
que B A B-' seja diagonal. Justifique.

Seja 4 =
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5595 —1V. Seja (O;i
normado.

J » k) um referencial orto-

X+ 2y+2z=0

1) Considere as rectas r j
2 3=1

X—06y—
r3x +y—3s=1 . N .
. determine equac0es cartesia-

| X— z=2
nas duma recta i nascondi¢des seguintes : o angulo
de r e 2¢é w/2; oangulodes e i é T/4;1¢
coplana com r e com s. Quantas rectas existem nas

condicdes referidas ?
2) Considere os pontos 4= (1,2,2) e B =
— (11, —2,10) ; determine equagbes paramétricas
das bissectrizes dos angulos das rectas OA e OB .

Enunciados dos N.°* 5588 a 5595
de Anibal Coimbra Aires de Matos

I.S. C.E.F. — wmatemaTicas cerais — L' Cadeira—
1.° exame defrequéncia Chamada) — 7-3-964.

5596 — 1) Seja S uma relacdo reflexiva e tran-
sitiva definida num conjunto A . Mostre que a rela-
cdo (@Sb[\bSa) éumarelagio T entre a eb
que é uma equivaléncia.

2) No conjunto R dos nimeros reais define-se
uma operagdo, simbolizada por #, do seguinte modo:
a*b=o+b—(a-b).

O conjunto R fica munido de umaestrutura de
grupo? Porqué?

2 \2
3) Sendo wj = cos —3—T—f- i sen 5 prove que

X+yusx +zw\)) X+ yu\+z10) = X" 4y + 7~ —
—YyZ—zX—Xy .

R: 1) aTa=aSaAaSa = aSae, como S é
reflexiva, omesmo acontece a T; aTb=aSb/\bSa=
= bSa AaSb =bTa e portanto T € simétrica;
quanto a transitividade, note-se que aTh "bTc =
= (aSbAbSa)A(bScAcSb) =(aSbAbSc)A
A(cSbAbSa) =aScAcSa =aTc.

2) G.l. a,beR=>a#beR.

G. 2. a#(#c)—a+ (b#c)—ae-(b#c)=asb+
+c—be—alb+c—bc)=a+b+c—bc—ab—
—ac +abc.

(a#b)#c = (a#b) + c—(a*b)c=a+b—ab+c —
—(@+b—ab)c=a+b+c-bc—ab—ac-fabc
e portanto a operacdo € associativa: a# (b#c) =
= (a#b) *c.

G. 3. Aequacdo a#e= a tema solugdo e=0e
portanto existe elemento neutro.
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G. 4. Aequacdo a*a' = e, oua#a =0, tema
a
(a=j=1): oelemento 1 nao tem
a—1

solugdo a'=

inverso.

Como haum elemento que ndo tem inverso, basta isso
para afirmar que o conjunto R n&o fica munido de
uma estrutura de grupo com a operagdo *.

3) Notando que vi\=1 e 1+ wj -+~wj = 0, vem
X+ywidzw?) (X+yw? + z =X+ xyw? +
4-xzwj 4-xXywj 4 y*wj 4 yzw? 4 xzwf 4-y zwf 4-
470 =X 4y 47" 4 xy (W4 wj) 4 xz (W] 4 wj) 4
4-y z(W? 4-w?) = X*4-y*4-72" —xy —xz4-y zw*(l 4-w*) =
= X4y 42" —Xy—XZ—YyZ.

5597 —1) Defina sublimite de uma sucessdo e
prove que todo o ponto de acumulagdo do conjunto
(if,) € sublimite de u,,.

Mostre que a sucesséo

()= DT — D7 14- ']

é divergente qualquer que seja o ndmero real x.
Indique limv,, (x) e limv, (x) .

2) Sendo Sa, uma série de termos positivos
convergente e Su,, uma série de termos quaisquer,
prove que Su, € absolutamente convergente quando

lim = hzj=0, oo,

Estude a natureza dasérie S-—logfl 4
n \ n

R: 1) imv, N (s) =-(l4e")

n=ao

A sucessdo Vv, (x) é divergente qualquer que seja O
ndmero real X pois ésempre —(14-e*) 1—e'.
limu,xX)=1—e' elimu, X)=- 14 ¢).

Imv,, (i) =l-e*.
n=00

1
2) Como logll + M— (limr=1). o série

n n=00

dada pode escrever-se na forma Sn— quetem a

mesma natureza de S—  (convergente).
n

5598 — 1) Defina extremos absolutos de uma fun-
¢cdo num certo conjunto e mostre que, para fungéo
continua num intervalo fechado, a suaexisténcia &
certa.

Considere /(x)—x no intervalo ]11,3[ e diga
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como deve definir /(1) e /(3) para que a funcéo
seja desprovida de extremos absolutos em [1,3].

2) Mostre que g (x) = Vx-t- se’ naotem derivada
em x = 0. Este ponto é um extremante para a fun-
cdo? Porqué?

3) Calcule Px\Vi + X

R: 1) I<f(l1)<3 e I<f(3)<3.
g(x)-g(0) 1/Wx3 |X
y/l € x e por-
X X

toraiogj(0)=1 e ¢g.(0)=—1. Opoito x=0 e
um minimizante porque ¢{ (0) -<0 e ¢g£ (0)><0.

4
avos

3) PxVI +x=.Px(1+x)T = ,

S A (Y= (i) -
4 4
3 @a+x)f 3 ., - 9

i—L-J! XV (1 + Tji Vil + x)".

I.s. C. E.F.— maTemaTicas cerals — 1* cadeira—
1.° exame de frequéncia (2.* chamada) — 14-3-964.

5599 —1) Sendo A e B subconjuntos de um
conjunto fundamental V, prove que

4EFi<=)1U(Fi - A) - B.

I Vv
2) Parta da desigualdade 11 -i | < e para
11 1
deduzir arelagdo 1-1 -—+ eee -|  >log(re +1).
2 3 n

Aproveite o resultado para mostrar que a série
harménica é divergente.

3) Ache os nimeros complexos de médulo 3 cujas
imagens estdo sobre a parabola y = x* —7.

R: 1) A proposicdo sobre conjuntos & equivalente
a seguinte proposicdo :

(xe A=>xeB)<=>|xe AV [xeBy\~(xeA)]<=>xeBi.
Fazendo p = xeA e gq= xeB, vem

(p ==>0)<=>|[pV(q A~p)]<=>q|

cuja veracidade se pode provar por meio de uma tabela
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de verdade:
P q (P=>q) === l[p V(@A-p)<=>dl
0 0 010 I 0 00 10
0 i o i i 1 0 1111
1 0 1 00 1 110 0O
1 111 1 1 10 11
2) De 1+ <Ce vem nlog(1- )< 1ou
n-fl
log <
n / n
Fazendo n= 1,2,
log—<I
nN2-°Y
| 4 - 1
0 — —
A 3 3
, In+1\ 1
e, somando ordenadamente estas desigualdades, resulta

11 1
imediatamente log(n 1)< 1H ) f--§-+ LITEY B

n
1 1
Ora % (N+ 1) -»+ o0o=>1+ —+ —+ eoe+
i i
A >4 co eassim asérie S— édivergente infinita.
n n

3) Os nimeros complexos X + iy témmodulo 3 e,

portanto, Vx +y* —3 ou X*+y’=9. Como as ima-
gens estdo sobre a pardbola y = x*—7, as componentes
= g
tém de satisfazer ao sistema de equagdes { I ;
Y- -
que tem por solucdes ifx ) _ng iff)x= -21/2
ly=1 iy=1
[ x =v/5 fx = -v/5
ly =-2 ly= -2
Os nUmeros complexos pedidos sdo 21/2 + i,

-2\V/2 +i, v/5—2ie -\/5-2i.

5600 —1) Se, a partir de uma certa ordem, é
a<u,<b ese u,>u demonstre que a<[u”6.
O que pode afirmar acerca do sinal dos termos de
uma sucessdo cujo limite é positivo (negativo)?
Porqué ?
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(vt — i
Calcule lim , onde limv, = v=fcO0.
1=0 1—V, N i.= 00

2) Enuncie o critério da razdo e prove que a série
S o, é convergente com "p'<l| e divergente com

p>1 U=

Mostre que a série Slog”™l A ~x" é uniforme-

mente convergente em qualquer intervalo | 1, r]
(r<l).
R: 1) Como —=IH—-——, vem (}+——-
v Y v

V,—V
=1+vg¢ v (rl1|:rg10I= 1) e portanto

Vi-

lim A A = lim
n=» 1 — V,IV n=o00 V—V,
logu
. n+1l
2) Como lim
intervalo de convergéncia da série Slog”™ + —|s

]—1,1 [. Notando que para x = 1 a série é diver-
gente e que para X = —1 é convergente, pode garan-
tisse a convergéncia uniforme em qualquer intervalo
1 r comr< 1.

5601 —1) Defina oscilacdo de uma fungdo num
ponto de acumulacdo do seu campo de existéncia.
Prove que, sendo f(x) continua em x=a, a sua
oscilagdo nesse ponto é nula.

Considere a funcdo g(x) = { * n
Lx"+1 (x™I)
tre que ela apresenta uma descontinuidade de pri-
meira espécie em Xx e=1. Qual é o salto de g (x)
em x =17
Calcule g',(i) e g> (2).
1

2) Calcule P

€ mos-

x (X' + x+ 1) .

R: 1) g@+0) = Ilim g(x)= lim (xX+ 1) =2
x=1+0 0

x=1+
gl —0)<=Hmg(X = lim x=1
x=1-0 x=l—o0
ecomo gl- 0)<g@=9g@+0 vem w(l) =
= g@l+0—g@—0=1 e x=1 é um ponto
de descontinuidade de primeira espécie. O salto ¢é
»(1)-g(1+0)-g(l1-0)-1.

GAZETA DE MATEMATICA

- o g(*)-g(i) X2+i-2
@@ < hm = hm —
x=1+0 X;_Xfl x=1+0 X — 1
= lim lim x+ 1) =2
Xx=«+0 x — 1 x=1+0
x)-g (I .o X- 2
ef (i) : lim 9(x)-g(1) = lim 4- oo
x=1-0 x=i-0 X — 1
2 a, + a, X
)_x’(x2+x+1) X1

Célculo de a0 e an:

Considerando R, (x) e dividindo o
1+x+ X
numerador pelo denominador até o quociente atingir
ograu 1, obtém-se ao= 1 e ai= —1.

Caélculo de S;:

Considerando R, (X) = — e ordenando o denomi-
nador segundo as poténcias crescentes de A= X"+ x+ I,
1
vem RA (X) = . Como 1 ndo é divisi-
- x+ D+ A
vel por —(x-f1), faga-se [1—«w(X*+ x+ =0,
oqueda a,= 1. O coeficiente corrigido sera —x'—x
que, dividido por —(x + 1), d& So= x. Entdo
o+
X (X +x+1) X x2+ x+ 1
1 1 1 2x+1 1 4 |
2 ~Y" Y x+x+1 Y
1 2x +1 1 1
Y x+x+1 Y Y
T %Yy
111 2x+1
~Y"~Y"Y x4+ x+1
2/VI3
. 1 2x +1
3 ! N
1 12x + 1
+ -100(x2 + X+ 1)

I.S. C.E.F.—wmaTEMATICAS GERAIS — 2.° Ponto de
Informacéo (1.* chamada) — 11-6-64.

5602 —1) Prove que toda a série de derivadas
é primitivavel o termo em qualquer intervalo de con-
vergéncia uniforme.
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Ache o0 desenvolvimento em série de

segundo as poténcias de I/x e indique os valores de
X para os quais é valido.

2) Sabendo que as raizes da derivada de f(x) =
= 18x —8x" —9Xx + 6x H 6 sado racionais, mos-
tre que f(x) ndotem raizes reais. Qual é a natureza
das raizes de /(x)? Porqué?

E: 1) Utilizando a férmula do binémio vem

vir+ » 1 \1/2
1 +
X
1 1
= 1 + + +
valido para < 10U X 1> 1.
2) Utilizando o método de newton, calculam-se

facilmente os limites excedente e deficiente das raizes de
fX): L=1e 1= - 1.

Pesquisando  as raizes da derivada P (x)=6 (12 x' —

—4x* — 3x-+-1), obtém-se xI = Xi = — xX£E= —
*n i 2 2 3

e construindo  a sucessdo de rorre para f (X)

-1 -1/2 1/2 1/3 1

f(x)- + + + + +
conclui-se imediatamente que f (X) ndo tem zeros reais.
As raizes de f (x) sd@o complexas porque todo o poli-
némio de grau n tem exactamente n raizes. Como f (x)
¢ do quarto grau e cpolinémio real, tem quatro raizes
complexas daforma p+iq, r+is.

5603 —1) Dada aequagdo f(x,y)=0 e sendo
f(a,b) =0, enuncie as condi¢bes de existéncia de
uma funcdo implicita y = 9(x) na vizinhanca de
X = a

Mostre que, sendo f(x,y) diferenciavel em P(ab)
e /,)(@,b)=j=0, a funcdo y = o(x) é diferenciavel
em X = a.

2) De uma certa funcdo g (x,y) conhece-se a

seguinte tabela de valores:

X\ 0 L
0 2 -1
1 8 5

43

Calcule 2(2,0), g(2,1), 9g(,2), g(1,2) e
g (2, 2), utilizando a teoria da interpolacéo.

Sugestdo : Considere uma das varidveis constante
e interpole em relagdo a outra. N&o é necessaria a
construcdo dos polindmios interpoladores

R: 2
X g(*,0) ag(x,0) g(2,0) =1 +3=4
0 2 .
3
2
X *g(x,1) g(2,1) =6+ 5= 11
0 1 6
1 5
2
g(0,y) Ag(0,y) g(0,2) = -3-1=-4
2 -3
1 1
2
Yy g(i,y) Ag(ly) g(1,29=2+5-7
0 3 2
1 5
2
Yy g(2,y) Ag(2y) g(@2,2)=7+11= 18
0 4 7
1 11
2

5604 —1) Prove que a transposta do produto de
duas matrizes é o produto por ordem inversa das
transpostas dos factores.

Supondo que A = \af\, de ordem n, é singular,
mostre que existe sempre uma matriz B = |6{j=£0
de ordem 11, tal que 4 B = 0.

2) Estude o sistema de equagdes lineares

X+ y+2z+ il=.5
2X + 2>y- z—2t =2
4x + 5y + 3z ~&

por meio da teoria dos determinantes.



R: 1) Sendo \A |= O, oproblema da existéncia de
uma matriz B ~cO tal que af ba = O esclarece-se con-,
siderando o sistema homogéneo af x = O. Neste caso
o0 sistema € indeterminado e portanto tem solugbes néo
nulas.

~11 2 2 11
2 3 -1 -p

A5 3 0]
é 2. Tomando para  determinante

2) A matriz do sistema é A=

cuja caracteristica

principal b.= 1 1 , 0 Unico determinante  caracte-
2 3

risico 13,= 1 1 5 k —12 ¢é diferente de zero
2 3 2
4 5 k

quando k=j=12 e igual a zero quando k= 12. Por-
tanto, de acordo com o teorema de rouowe, Osistema €
impossivel com k =f=12 epossivel com k= 12. Neste
segundo caso o sistema € indeterminado degrau 2 e a

sua solucdo geral oblém-se do sistema  principal
x+ yf2z+ t=5
{2x+3y— z- 2t=2
ou
r xf y=5-2z— t
12x + 3y =2+ z+ 2t
e, pela regra de cramer, vem
X= 5—2z - t 1 =13 5t
2+~ z+ 2t 3
y- 1 5—-2z- t = -8 +5z+ 4t.
2 2— zf 2t

I.S. C.E.F. — maTEmMATICAS
Informacgéo (2.» Chamada) -

Deduza a férmula do binémio,

cerals — 2." Ponto de
18-6-64.

5605 —1) que
permite obter o desenvolvimento em série de MAC
LADRIN de (1 + x)' .

Recorra aos desenvolvimentos em série para cal-
cular

. senx —arctgx

!(IE.E) X2 log (1 + x)
2) Mostre que a condigdo necessaria e suficiente
para que I"= mX + p seja assintota da imagem de

/(x) 6 que /(x)=mx+p+<((x) com lim< (x) =0.

Determine a e 6 por forma que F=2X—3
ax*+ 1

seia assintota da imagem de y =
‘ ° ¢ bx +2

GAZETA DE MATEMATICA

R:
1) sen X = X 31 51 71
log (1 ++x) = x- — + — +e
n ‘ 3 4
X x5 X
arctg, X = X 1 o doe
' 3 5 7
desenvolvimentos todos validos para x|< 1.
sen x —arctg x
im
=0 x* log (1 + x)
X X x° X
) ~37- 51 T "1
ee [im
X X
X AX
X’ o)
1 X* +
. 24 1
fiim
+ .
6~
ax2-fl _ a 2 a I 2a
bi+2 b b bx+2
2a
lim = 0.
=e bx-f2
Entéo
donde
2a

5606 —1) Sendo x =y (t) e y = h(t) diferen-
cidveis no ponto i=tg e / (x,y) diferencidvel no
ponto correspondente g (t) = a, h(i,) = 6, mostre
que a funcdo F (i) = /[# (<),h (i)] é diferenciavel
para i= <=

2) Relacione as diferencas divididas com as dife-
rencas ordinarias e deduza a férmula interpoladora
de creEcORY-NEWTON apartir da de newTok.

5607 — 1) Deduza das relagdes de carLace que
toda a matriz regular tem inversa, determinando ao
mesmo tempo asua composi¢cdo. Matriz singular tem
inversa ? Porqué?
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Sendo A~ a matriz inversa de A, prove as se-
guinte» propriedades :

a) (A->)~< = A

b) (A" = (AY.

2) Considere o sistema homogéneo A X =0 sim-
plesmente indeterminado. Sendo XQ uma solugdo néo
nula, prove que toda a solugdo X se pode escrever
na forma X=$Xo ((3 constante arbitréaria).

Aproveite o resultado para mostrar que, em matriz
quadrada singular, filas paralelas tem complementos
proporcionais.

R : 1) a) Da propria
se conclui imediatamente

definicdo da matriz A"’
que A éainversa de A ‘e

CALCULO

Academia Militar —caitcuiro inFiniTEsIMAL — EXame
final da 6." cadeira— Epoca de Setembro — 1962-
-1963.

Responda apenas a quatro questdes.
I

5608 — Considere o campo vectorial definido pelo
vector genérico v= (y+2)i+ z+x)j+ (x+y)Kk.

0) Mostre que o campo é conservativo e determino
uma sua func¢do potencial.

b) Calcule a circulagdo do vector v ao longo dum
arco de circunferéncia partindo do ponto A = (1,1,1)
e terminando no ponto B = (2,2,2).

5609 —a) Represente por uma série trigonomé-
trica de FOURIER de senos a funcao

f(x)=x+ I
no intervalo ]10,w[.

b) Represente graficamente nointervalo [—2TC2TC]
a fungdo definida pela série a que se refere a alinea
anterior.

1
5610 — 0) FO6rmula de RIEMANN.

6) Use a formula anterior para estabelecer que a
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(A")" = (A-AvceeA)-' =
= A-T-AT e AT = (AS),

2) Sendo A matriz singular de ordem n, se a
caracteristica de A for inferior a n —1 entdo os
complementos sdo todos nulos e portanto filas tém com-
plementos proporcionais.  Se a caracteristica de A for
n —1 entdo ha pelo menos um complemento  significa-
tivo e o sistema homogéneo afx, = O é simplesmente

indeterminado.  Como af A* = 0 (teorema de LAPLACE)

designando por AJ,e<¢A") a solugdo n&o nula, vem
A[.Aj_.
Al Af " AS

pois todas as solugbes do sistema sao  proporcionais.

Enunciados e solugdes dos N.** 6596 a 5607 de Fernando do Jesus

INFINITESIMAL

area dum dominio simplesmente conexo limitado por
uma linha fechada simples regular por sec¢des é dada
por

area = 1/2/ xdy —ydx.

v
5611 — Considere o integral

J oo
sendo D o dominio limitado pelo elipséide

z
a’ & c’
0) Efectue no integral dado a mudanca de varia-
veis definida por

ic=aC,y=6«, z=ci.
6) Calcule o valor do integral.
v

5612 — Determine as solugdes
da equagdo diferencial

particulares ¢ (x)

3y - By'< 2y> = X
para as quais se tenha 9 (0) = <? (0) == <" (0).

Enunciados dos N.°' 5608 a 5612 de A. César de Freitas
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F. C. L. — CALCULO INFINITESIMAL
11-6-64.

Exame final —

5613 — 1. a)
portantes das
ordem n.

b) Se a equacdo tem os coeficientes constantes,
como obter a expressdo geral das solucdes? A que
condicdo devem obedecer as raizes da equacdo carac-
teristica para que qualquer solucdo da equagdo homo-
génea se mantenha limitada quando a variavel inde-
pendente tende para + 00 ?

¢) Resolva o problema de valores

Tyl W 2008 X

Indique as propriedades mais im-
equacdes diferenciais lineares de

iniciais

y (0 - y (0) - yji (0) =0.

2. Seja |ei,e2,e3j uma base o. n. fixa de R
t(s), n(@,b («) o triedro de SEEKET de uma curva
do espago.

a) Escreva as formulas de FBENET-SEBBET.

6) Pondo r~t~= A (s)|~ei~, mostre que

d dA ‘ .
v - com C = ¢ A, e dé a
ds I I ds
-_—

expressdo da matriz C em funcdo da curvatura e da
torcdo da curva dada.
c¢) Determine, em particular, as matrizes A e C
s s
para a linha r= a cos ‘ei ~asen . e +

+ b e3 (a e 6 constantes). Quais as equa-
yla® + 6°

¢cdes intrinsecas desta linha?

3. Considerando a linha r do plano XOZ  defi-

) rx = <f (2 i
nida por \ 3 (z, < z< «i).

y =

BOLETIM

GAZETA DE MATEMATICA

a) Verifique que a equacdo da superficie de revo-
lugdo €& gerada por r quando executa uma rotagao
de 360° em torno de OZ se pode escrever na forma
X+ y = @)l

0) Designando por ¢ o dominio do plano X0z
definido por |(X,z): e, < z< z N0< x< 9(2],
mostre que a definicdo dada para area de uma super-
ficie permite concluir que a &rea de § é dada por

i A2 11+ [¥ )P,
[2WP-*

=4ff dxdz.

c¢) Mostre que a expressdo anterior conduz a

Ji = 1 2na(z)ds, designando por s o compri-

mento de arco referente a r .

d Atendendo a que o centro de gravidade da
linha r (suposta homogénea e de comprimento L)
tem uma abcissa (no plano XOZ) dada por

VIR
estabeleca o seguinte teorema:

A &rea gerada por uma linha plana homogénea quando
executa uma rotagdo em torno de um eixo do seu plano,
gque a nao corte, é igual ao produto do comprimento da
linha pelo perimetro da circunferéncia  descrita pelo
seu centro de gravidade.

Enunciado N.° 5615 de F. R. Dias Agudo

ERRATA

«Gazeta de Matematica» n.° 88-89— O enunciado
correcto do problema 5549 — 5), pag. 38, é 0 seguinte:

«Sejam / e g funcdes reais definidas em R, con-
tinuas e cujas restricbes a Q sd&o iguais: [1Q = <IjQ.
Mostre que /= </».

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccfto, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
0 outras publicacdes de Matematicade que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redaccéo

156 — A. TOBTBAT —Calcul des Probabilités, Masson
& Cie., (1963) Paris, VIII + 168 pp.
Preco: N F 27,45.

0 livro aqui em critica foi publicado em principios
do ano passado, precisamente numa coleccdo de mono-
grafias de Matematica, onde ja anteriormente apare-

cera um livro sobre o mesmo assunto (J. BASS (1962),
Eléments du Calcul des Probabilités), e onde também
recentemente foi publicada uma obra notavel sobre a
moderna teoria das Probabilidades (J. NEVEAU (1964),
Bases Mathématiques du Calcul des Probabilités). Se o
livro de BASS é uma obra de caracter «classico» (no
dominio das Probabilidades), e o de NBVEAU é de bases
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nitidamente modernas, nanossa opinido, este trabalho
de TOBTRAT pretende reunir ao mesmo tempo os dois
aspectos da disciplina.

OA., professor da especialidade naFaculdade de
Ciéncias de Paris, comeca por afirmar no Intréito que
«a matéria deste livro constitui um curso dalicencia-
tura [em Ciéncias Matematicas], de extengéo reduzida,
correspondente a uma cadeira semestral de opgdo, com
um maximo detrés horas semanais» ; e 6 dentro desta
limitagdo que a matéria exposta no livro é apresen-
tada, conduzindo o A. auma tarefadelicada eingrata,
de seleccdo e de apresentacdo. iSdo sabemos quais os
conhecimentos mateméaticos de que dispde o Leitor a
que este livro se destina, mas ndo devemos andar
longe, admitindo que séo constituidos pelas matérias
usualmente exigiveis ao aluno com um oudois anos
de iniciacdo nas Matemaéticas Superiores.

O livro é quase todo ele de leitura muito facil e
acessivel a todos os que tenham um treino béasico
anterior em Teoria da Medida. Embora este requisito
ndo seja essencial, estamos em crer que as breves
notas dispostas pelo livro, destinadas a suprir a pos-
sivel falta de preparacdo do Leitor neste capitulo, ndo
sdo suficientes para quem pela primeira vez contacte
com estas matérias. Por outro lado, oprograma que
o livro pretende cobrir é excessivamonte extenso, de
modo que alguns aspectos importantes foram simples-
mente ignorados, a fim de manter o livro acessivel e
de tamanho reduzido. Outras vezes o A. socorre-se do
sistema de enunciar resultados mais complexos, sem
os derivar ou justificar. Assim sucede entre outros
com os teoremas (importantissimos na Teoria das
Probabilidades) de FDBINI, EGOBOFF, BEPPO-LEVI
LEBESGUE (teor. da conv. majorada), BOBEL-CANTEM.»
RADON-NIKODYM e FISCHER-RIESZ. Para este ultimo,
e. g.o A.eshoca uma demonstracdo que deixa ao cui-
dado do Leitor, mas duvidamos que oprincipiante
nestes assuntos possa deduzir a demonstragdo (rigo-
rosa) pelos seus proprios meios. O mesmo sucede,
alids, para o teor. LYAPUNOFF da convergéncia majo-
rada. O teor. de LYAPONOFF & apresentado ao Leitor
como exercicio, aqui sem quaisquer outras indicacdes
para a demonstracdo. Mesmo assim, é pena que O
mesmo critério ndo tenha sido seguido relativamente
a outros resultados que bem caberiam dentro do
ambito desta Introducdo. Assim, os teoremas de
LEBESGUE e de KOLMOGOEOFF, 0OS espagos L, as deriva-
das a RADON-NIKODYM, etc., sdo completamente igno-
rados, se bem que estreitamente ligados com a maté-
ria exposta. Também as aplicacdes da teoriasdo
muitas vezes dificeis de descortinar, e sé muito espo-
radicamente se indicam algumas aplicagdes no domi-
nio daEstatistica. Aqui e além surgem exercicios, a
maior parte das vezes com o caracter de complemen-
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tos a matéria desenvolvida. Este método de simpli-
ficar as coisas parece-nos bastante honesto, preferivel
mesmo ao de expdr as questdes de maneira menos
‘igorosa do ponto de vista mateméatico (caso infeliz-
mente bastante em voga entre alguns cultores da
Teoria das Probabilidades e da Estatistica Matema-
tica).

O livro tem 51 paréagrafos, quese agrupam em 11
capitulos, dos quais vamos, numa breve resenha, enun-
ciar os titulos, o que porsisé nos da uma ideia dos
assuntos tratados: Introducdo e Axiomas Fundamen-
tais; Espacos Mensurdveis e Variaveis Aleatorias;
Fungdes de Distribuicdo; Distribuicdes Discretas;
Integrais a Stieltjes e Esperancas Matematicas; Fun-
cdo de Distribuicdo e Fungéo Caracteristica ; Compo-
sicdo de duas Funcdes de Distribuicdo ; Probabili-
dades Condicionais; Regressdo e Correlagdo; Leis
Normais ; Aproximacdo de Leis Binomiais por Leis
Normais e Leis de POISSON ; Convergéncia para uma
Lei duma Sucessdo de Varidveis Aleatdrias ; Conver-
géncia em Probabilidade, Quase Certa e em Média
Quadratica. Segue-se umapequena bibliografia das
obras classicas da especialidade e cujo conhecimento
.e deve esperar de todos os que pretendem estuda”
honestamente o Célculo dasProbabilidades.

Na elaboragcdo deste livro o A. teve grandes preo-
cupagdes pedagdgicas ; infelizmente, porém, nem sem-
pre usa o rigor matematico (e probabilistico) que
seria de esperar, especialmente nos primeiros capi-
tulos. Assim, e. g.logo nas duas primeiras linhas do
texto, a definicdo de experiéncia aleatéria é muito
imprecisa, e depois napagina seguinte o A.confunde
acontecimento (resultado de uma experiéncia aleato-
ria) com acontecimento elementar. Definicdes vagas
aparecem depois para f.mensuravel, variavel aleatd-
ria, f. truncada, e outras.

O livro tem uma apresentacdo cuidada, mas é muito
pobre do ponto de vista grafico. Além de numerosas
«gralhas» tipograficas, que vao desde erros sem
importancia a falta de sinais de integral (e.g.na
formula do teor. de BEPPO-LEVI), e outros, o A.
emprega notacdes que nem sempre sdo as mais como-
das e usuais e que podem originar confusdo frequente
ao Leitor desprevenido. Assim, portoda a parte é
usado o 'para indicar o complementar (deconjunto
ou acontecimento) ; mas mais do que uma vez surge
A' para indicar um elemento distinto do complemen-
tar de A: A,,=A,—A_i (p.20), ou até mesmo
A'czA  (p.26). O (*) para as notas nofimda pagina leva
também a erros nos paragrafos dedicados as medidas
exterior e interior. Na p. 27 aparece (1) no corpo do
texto e (*) norodapé ! Aesperanca matematica da v.a.
X € quase sempre representada por X e s6 excepcio-
nalmente por 2Ji (X); esta notagdo origina alguns
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erros no capitulo sobre a regressdo e a correlacdo, ai
se encontrando também (X,Y) para designar ndo uma
v. a. bidimensional, mas a covariancia entre X eY,
em vez de cov (X, Y), as vezes usada, ou outra pare-
cida. Nenhum dos simbolos utilizados para designar
v. &. gausseana, f. d. normal ou funcdo de densidade
normal é usual nem mesmo se encontra nos tratados
indicados na bibliografia. Num dos exercicios é evi-
dente a falta de distincdo entre a a—algebra de
BORKL de um produto cartesiano de classes de conjun-
tos e o produto cartesiano das G—algebras de BOKEL
das mesmas classes. No enunciado do teor. de RADON-
-NIKODIM (no livro aparece sempre NIOODYM), O con-
junto sobre o qual se efectua a integracdo é mensu-
ravel relativamente a jx,mas pode nédo ser de medida
v finita. O teor. 2 do § 49 pode induzir em erro pela
maneira como estd formulado, uma vez que a conv.em
prob. ndo implica a conv. quase certa, como se pode
mostrar com o contra-exemplo da sucessdo de Préchet,
a que o A.,alias, ndo faz a minima referéncia. A pro-
pésito, a numeragdo dos paragrafos ao alto das pagi-
nas, a partir da p. 150 estad trocada. O A. deriva
repetidas vezes sob o sinal de integral, sem nunca
justificar se tal procedimento é vélido.

Apesar de todas estaslpequenas falhas, dificeis ou
mesmo impossiveis de evitar num livro deste tipo,
destinado a abragar uma érea tdo vasta da Teoria das
Probabilidades, trata-se de uma obra de real vaior,
que podera com proveito ser lida por todos os apren-
dizes de Estatistica das nossas Faculdades de Cién-
cias ou mesmo da Universidade Técnica, desde que,
como dissemos no inicio, estejam de posse do instru-
mental basico da Teoria da Medida. E até mesmo o
especialista, talvez encontre algo de novo noB Gltimos
capitulos do livro, ou uma exposicdo diferente de
outros resultados ja conhecidos.

J. MARQUES HENBIQUES
157 — FBEDERIC RIESZ — Complétes —

Académie des Sciences de Hongrie — Budapest —
1960.

Oeuvres

FBEDEBIC RIESZ ndo ¢ apenas um dos matematicos
hangaros mais eminentes; é, com efeito, a escala
mundial um dos que maior influéncia exerceram sobre
os fundamentos e o desenvolvimento dos ramos moder-

nos da analise matematica. As nogles por ele intro-
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duzidas, os métodos elaborados e os resultados que lhe.
sdo devidos, os processos de demonstragdo por ele
criados pertencem ao dominio classico das fungdes
de variavel real, da anéalise funcional e da Topologia
geral. O rdpido desenvolvimento da anélise funcional
observado nestas ultimas dezenas de anos deve-se pre-
cisamente ao impulso dado pelas descobertas de RIESZ,
estabelecidas h& meio século, relativas a teoria dos
espacos funcionais e as operagdes lineares que nela
séo definidas.

A Academia das Ciéncias da Hungria empreende
uma missdo cultural publicando as obras completas
de FBEDEBICO RIESZ : os trabalhos dispersos em nume-
rosas revistas tornam-se assim muito mais acessiveis.

Em seguida & enumeragdo cronoldgica das obras
de RIESZ, as Obras Completas publicam por reprodugéao
fotografica as mesmas obras agrupadas pelos assuntos
seguintes :

Topologia — 10 trabalhos

Teoria das fungdes reais — 18 trabalhos
Espacos funcionais— 18 trabalhos
Funcgdes analiticas — 8 trabalhos

moo®>»

Fungdes harménicas esub-harménicas —6tra-
balhos

Analise funcional — 16 trabalhos

o

Teoria ergédica — 8 trabalhos
H. Geometria— 2 trabalhos
I, Questdes diversas — 18 trabalhos

e terminam por dois Apéndices de 13 e 90 paginas,
respectivamente, que contém as traducdes em lingua
francesa dos trabalhos publicados originariamente em
hangaro.

Entre os trabalhos encontra-se o livro publicado
por RIESZ em 1913 e editado por GAUTHIER-VILLAKS :
Os sistemas de equacdes lineares a uma infinidade de
incognitas ; em contrapartida os Editores excluiram
as célebres «Licdes de Anélise Funcional» publicados
em 1952 em colaboragdo com BELA SZOKEFALVI-NAQY
alegando ter RIESZ colaborado apenas em parte da
redacgéo.

RIESZ nasceu em 1880 em Gyor, frequentou a Escola
Politécnica de Zurich e continuou os seus estudos em
Budapest e Gdttingen.

As Obras Completas de RIEBZ tornam-se assim de
uma grande acessibilidade a quem ndo dominaa lingua
materna do eminente matematico.
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