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La recession des nébuleuses 
L'Univers en projection 

par G . Le/eux 

La théorie dont, après bien des années, M. G. L E T E U X donne ci-dessous un résumé a été 
conçue par lui en novembre 1909 à l'Ecole Navale à Brest, à partir d'une analyse de la carte 
marine et des cartes géographiques. L'Auteur en dégage la conclusion suivante: 

nDans l'Univers que nous voyons en projection polaire, la surface antipode joue le 
rôle d'un centre de gravitation projectifu. 

A l'appui de cette prédiction, dès 1912, un témoignage favorable et de vif intérêt 
était fourni par des observations dues à S L I P H E R * . Avant même qu'il êut été posé, le problème 
d'imputer une cause à la fuite mutuelle des galaxies**, a donc pu être, sinon résolu, du moins 
largement éclairé. 

G. BOULIQAMD 

LA CARTE MARINE 

1—Le canevas de MERCATOR est une repré ­
sentation plane et déformée du géoïde qui 
induit sur la bande utile (— 70° + 70°) une 
géométrie non euclidienne. Les navires en 
route au Nord sont accélérés comme si le 
Pô le Nord — re je té à l ' inf ini — était un centre 
de gravitation. Ceux qui font route sur des 
parallèles de la sphère , sont encore en mou­
vement u n i f o r m e sur la c a r t e , mais leur 

* S L I P H E R — (Obervatoire Lowell) — Obtient les 
premiers spectres de nébuleuses , presque tous déca lés 
vers le rouge. 

** AMBARTBOOMIAN — «Rechercher les causes de la 
fuite mutuelle des Galax ies» (Congrès Astronom. de 
Moscou ( A o û t 1958). 

vitesse croî t avec la latitude (<p) comme s'ils 
gravitaient autour du Pôle Nord . I l y a là 
une image évidente de la Gravitation. L ' accé­
lérat ion, indépendante du navire, est due à 
la déformat ion géométr ique. L a Gravitation 
ainsi expliquée, est une force d'inertie. 

2 — L a p r o j e c t i o n d é f o r m e l ' espace . 
L'Observateur équatorial mesure pour un petit 
intervalle spatial dy = d y . 

Mais à la latitude (9.) i l mesure un inter­
valle plus grand dy> d® défini par 

(a) dy = —^—.dy 
' COS 3> 

Mais la p r o j e c t i o n , déformant l'espace, 
déforme aussi le Temps, indéfinissable sans 
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l'espace. Si le Temps est défini par la rota­
tion uniforme de la Terre, i l est lié à la 
Longitude (g). L'Observateur équatorial de 
la carte, euclidienne en ce lieu, mesure (d g) 
pour un petit intervalle de Temps. L'Obser­
vateur placé à la latitude (?) mesure un Temps 
(de) plus petit de<,dg défini par. 

(b) de = d g • cos q> 

Conclusion : Les montres, non représentées 
sur la carte, retardent avec la latitude crois­
sante. L a fréquence de la rotation de leurs 
aiguilles décroit, la durée des heures s'allonge 
avec l 'échelle spatiale. A u Pôle , la f réquence 
s'annule, le temps est indétérminé. 

Multipliant membre à membre (a) et (b) 
i l vient: 

(c) d y • de = dis • d g 

Pareillement sur le d s2 de Schwarzschild 
on a : 

(d) dl • dt = dr • dt 

En d'autres termes les échelles spatiales et 
temporelles sont inverses l'une de l 'autre: 
m • cos <p et m/cos <p 

LE PROBLEME C O S M O L O G I Q U E 

3 — L'Univers é t a n t postulé hypersphé-
rique, lorsque nous observons les astres la 
nuit, les rayons lumineux qui nous parvien­
nent sont courbes. Notre oeil mène la tan­
gente à ces rayons. Nous p r o j e t o n s ainsi 
l 'Univers sur l'hyperplan tangent. L'antipode 
simple point géométrique sur l 'hypersphère , 
se trouve représenté par la surface 4iz du ciel. 
L a déformat ion, transversale, y est infinie: 
i l joue donc le rôle d'un centre de gravita­
tion projectif : prédiction insoupçonnée datée 
Nov. 19U9. 

Cette projection que nous faisons instinc­
tivement de l 'Univers, r a m e n é e à deux 

dimensions, s'appelle : Projection zéni thale 
équidistante de G U I L L . POSTEL. 

En voici le mécanisme : Soit (P) le plan 
tangent à la Terre au Pôle Nord (O). Un 
plan mobile (Q) passant par la ligne des 
Pôles , coupe la Terre suivant un cercle 
méridien, et le plan P suivant une droite 
(D) tangente au méridien en (O) . Un point 
M de distance polaire (n) sur le méridien, 
'a pour image un point Mt pris sur (D) à la 
distance rectiligne OMx=r telle que r = n 
ce qui définit la carte. 

L a métr ique radiale reste euclidienne, les 
angles des méridiens entre eux sont conservés 
ainsi que les distances radiales. Les paral­
lèles sont des cercles concentriques de rayon 
égal à la distance polaire. Le Pôle Sud est 
représen té par le cercle de rayon n R qui 
limite la carte. L a géométrie n 'empêche pas 
de prolonger la carte àu delà de 7r (v. § 13). 

 

 

 

F i g . 1 — Projection de G . Postel centrée sur le Pô le 
Nord. 

Transversalement, la distance entre deux 
points pris sur un paral lèle , est modifiée par 
l 'échelle de la carte qui varie de 1 à l ' in f in i 
quand (n) varie de zéro à w : 
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(10) £ = « / s inn 

4 — L a surface terrestre est ainsi repré ­
sentée par l ' intérieur non euclidien d'un 
cercle de rayon it R. Sur cette carte, à 
l'Observateur Nord correspond bien le point 
O. Mais le Pôle Sud antipode est représenté 
par la circonférence limite de rayon TU R. 
Cette d i s s y m é t r i e est la cause du champ 
g é o m é t r i q u e c e n t r i f u g e qui se l i t sur ce 
canevas. (Fig . 1 et 2). 

Par transposition des paragraphes 2 et 3 
l 'échelle temporelle est inverse ; les montres 

  
 

F i g . 2 — Projection de G . Postei centrée sur le Pô le 
Sud. 

retardent avec la distance polaire. Sur le 
cercle antipode, les montres s 'a r rê tent , le 
Temps est indéterminé. 

Un navire qui fait route radiale au Sud est 
accéléré, malgré la métr ique euclidienne, car 
i l parcourt des espaces égaux dans des temps 
de plus en plus courts. Pareillement le disque 
tournant d'EisrsTEis sur lequel l 'accélération 
centrifuge est due à la modification cinéma­
tique de la métr ique transversale. 

L'HYPERCARTE 

5 — Avec une dimension de plus, l 'Univers 
se trouve ainsi à l ' in tér ieur non euclidien 
d'une sphère de rayon it R. Cette repré ­
sentation que nous voyons et observons, est 
une carte à trois dimensions, une HYPER-

CARTE. Le problème cosmologique se trouve 
tout résolu : I l suffit de la l i re . 

5a — Champ géométr ique centrifuge 

A l'Observateur central O c o r r e s p o n d 
bien le point O. Mais le point antipode (A) 
est représenté par la surface 4rr de la sphère 
limite, déformation infinie. Cette dissymétrie 
est la cause du champ géométrique centrifuge 
qui se l i t sur ce canevas. 

Les angles au centre é tant conservés , la 
représenta t ion transversale est conforme. 

ó — Le temps se lir sur la carte 

Les navires ne se déplacent sur Imparte 
que par la volonté de l'homme, et leur accé­
lérat ion a p p a r e n t e n'est qu'un e f f e t . L a 
cause est le c a r a c t è r e non euclidien du 
canevas. L 'uni té de l o n g u e u r v a r i e avec 
l 'échelle, donc aussi l 'unité de Temps. En 
d'autres termes, la Géométr ie détermine le 
Temps : 

Inuti le de s'en encombrer. 
I l en résulte immédiatement que sur l 'Hy -

percarte, à l'accroissement de l 'échelle mé­
trique (E = n/sin n) correspond l'accroisse­
ment des longueurs d'onde, et naturellement 
la réduction des f réquences . C'est une pro­
priété de la carte qui détermine le mouvement. 

6a — A l 'accélération des navires sur la 
carte correspond sur l 'Hypercarte (espace 
dénué de frottement) le fait suivant : 

Un point mobile, abandonné sans vitesse 
à quelque distance dn centre, s 'éloigne indé-
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Animent, la sphère antipode étant le tcen t re» 
du champ géométrique centriguge. (v. § 13) 

7 — Champ materiel centripète 

L a densité de matière ou d'énergie (p0) est 
constante sur l 'bypersphère , mais non sur 
l'hypercarte. En effet, on passe de l'une à 
l'autre par une transformation ponctuelle; 
les vitesses des astres restant toujours faibles 
vis à vis de celle de la lumière, les masses 
ne sont pas changées . L a masse de l'hyper­
carte est donc la même que celle de l'byper­
sphère . 

L 'échel le radiale restant euclidienne, seules 
les deux coordonnées transversales sont mo­
difiées. Si fo et R0 sont la densité et le 
rayon constants de l 'hypersphère , ces gran­
deurs deviennent sur l 'hypercarte: 

( H ) 

(12) 

sin2ra „ „ 
Po — — ou p = p0 E-* 

R — Rn 

« 2 

n 
ou R = R0-E 

on en déduit : 

(13) 

(14) 

dR 
R 

dR 
R 

dl 

et par comparaison : 

(15) 
dl 

_ dE 

1 i l . 
2 P 

1_ dj_ 
2 ? 

L a relation (15) montre l'existence d'un 
champ matériel centr ipète dû au gradient de 
densité, et opposé au champ géométr ique 
centrifuge. Elle annonce la relation (35) ci 
a p r è s . 

8 - Action c o n c o r d a n t e des d e u x 
champs sur le spectre 

L'équat ion dimensionnelle d'une masse en 
fonction de la longueur et du temps s 'écr i t : 

M= L* • T - 2 ou Mir* = T-* 

ce qui montre que la densité est homogène à 
l'inverse ca r ré d'une f réquence : 

(17) 

Comme la densité de l'hypercarte décroît du 
centre à la surface antipode, les f réquences 
vont en décroissant à partir du centre et 
s'annulent sur la surface antipode. 

Ainsi le champ matér iel centr ipète, et le 
champ géométr ique centrifuge, bien qu'oppo­
sés, agissent sur les raies spectrales dans le 

F i g . 3 — L e Champ géométr ique centrifuge et le 
Champ matér ie l centr ipète 

même sens, ce qui prouve que le décalage 
est un effet du second ordre, donc gravita­
tionnel. 

En effet, sans déformation, pas de champ 
de gravitation, pas de gradient de densi té , 
pas de déca lage . Mêmes conclusions de 
SCHWARZXCHILD. 

Ainsi , l'analyse de l'hypercarte met en 
évidence, déformés par la projection, les deux 
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champs géométrique et matériel des équations 
de la Relativité général isée. (F ig . 3). 

L'Observation confirme ces déductions. 

9 — Diamètres apparents , 

Dans l'espace euclidien, le diamètre angu­
laire (a) d'un objet de diamètre l inéaire (d) 
décroit avec la distance D = n R et tend 
vers zéro : 

(c) a = d I n R . 

I l en va tout autrement sur la surface ter­
restre où le d iamètre ((3) 

( / ) (3 = d/R sin n 

commence par décroî t re , passe par un mini-

mum pour n = — et croî t ensuite. L'angle 

apparent est le môme pour deux valeurs 
supplémentai res de la distance polaire (n). 
Par comparaison on tire : 

(?) 
sin n 

( 3 > a , 

MAGNITUDES 

-0.6 

3P 6.0 9,0 ; 
D U T . POLAIR.E.J 

F i g . 3a — L a dens i té 
1* — E n fonction de la distance polaire (en bas) 

G SOUB l'action du champ géométr ique seul 
( e - e » E - » ) (§ 7) 

G M — sous l'action combinée des 2 champs 
(§ 12) a - 1/4 

2° — E n fonction de la magnitude (en haut) 
H L a dens i té observée (§ 19) 
H O — Horizon optique n «• 104° 

L e diamètre apparent est plus grand sur la 
sphère que sur l'hyperplan. Avec une dimen­
sion de plus, ces résul ta ts s 'étendent à l'hy-
percarte (conservation des angles au centre). 

Conséquence : L a photométr ie classique 
n'est plus valable en espace courbe. L a 
mesure des distances qui s'en déduit en est 
gravement affectée . 

9a — Remarque 

Si la magnitude ne dépendait que du dia­
mèt re apparent seul, elle serait stationnaire 
au voisinage de la sphère équator ia le . 

L'Observation doit montrer cet e f f e t (v. § 20). 

10 —Mesure des distances 

Elle est faite à partir de relations telles 
que les suivantes établies dans un espace 
euclidien : 

(25) m — M= 7,57 — 5 l o g t 0 Dx 

d* 
A» ' 

(26) h = 

Les distances Dt croissent exponentiellement 
Z)j = 1 0 ° ' 2 ( m - M ) + c " . 

Mais l 'Univers tel que nous voyons n'est 
pas euclidien. Les distances D2, limitées à 
•kR sont systématiquement plus courtes que 
les distances Dx. Les corrections à venir 
ne peuvent ê t re que des diminutions inf i r ­
mant la L o i de H U B B L E , ( V . § 11). 

L a mesure des distances, t r ès difficile, 
reste un problème ouvert. 

10a — Correction aux magnitudes 

Elle est donnée généralement sous la forme 

simple A m = B ^ - . De la L o i de POGSON 

A m = - 2 , 5 l o g (l + e t de ( 1 5 ) 
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dp dW „ d> . . 
— - = = 2 qui entra îne la carree­

rs W l 

tion double, on obtient en développant 

log ^ 1 + e * e n 8 6 limitant au premier 

terme : 

(28) Am = - 2 , 1 7 
dl 

Mais (28) est purement théorique ; la matière 
obscurante intervient et H O B B L E , lié à l'obser­
vation, employait B = 2,94 . 

Question difficile, partie de la précédente . 

11 — Relation déca lage -d i s tance 

L e champ géométr ique centrifuge est ca­
ractér isé par la relation 

(29) 1 + — = 
sin n 

7Ï2 

1 + T + 

A l'action de ce champ se superpose celle 
de môme sens du champ matér iel . Le déca­
lage d>/) 0 = o (« ) qu'il produit dépend du 
gradient de densi té . L a courbe (G) ( f ig. 3 a) 
montre que la fonction <?(«)> nulle à l ' o r i ­
gine croî t avec un maximum pour n = 70°, 
décroi tensuite et s'annule pour n = u . Mais 
le décalage est lié au potentiel ; mettons en 
évidence la fonction cp (ri) en écrivant le poten­
tiel par rapport au centre, d'une couche 
mince de rayon nlî0, d 'épaisseur RQdn de 
masse (m) : 

(29 a) 
n Un 

4 7t p0 E0dn 

L a fonction cherchés est sin 2n/w et nous 
pouvons poser : 

d\ s in 2 n 1 . 
= = n n 8 • • • 

quitte à vérifier que la relation (30) corres­
pond bien à l 'Obervation ; c'est le cas : Voyez 
ci-après : Densi té apparente (§§ 12 et 19). 

Mais ces deux champs ne sont pas indépen­
dants ; posons donc 

(30) + «- sin ' n 
sin n 

a étante un coefficient que l'observation pré­
cisera. L a relation (14) suggère a = 1/2. 
J'ai essaayé aussi a. = 1/4. 

Aux petites distances, le second terme, 
prépondéran t , commande un décalage pro­
portionnel à la distance. Aux grandes dis­
tances, ce terme s 'évanouit , et le champ géo­
métr ique l'emporte. Cette relation donne des 
distances angulaires affranchies des correc­
tions de B A A D E et SANDAGE. Points ext rêmes : 

Virgo — = 0 , 0 0 4 1 3 a = Í - « = 0°93 

V 3 0 295 0 0,4614 = 67°7 

a = — n = 0°43 
2 

48°5. 

Dans le 1er cas (1/4) cette dernière n'est 
que 73 fois plus éloignée que V I R G O , contre 
114 d 'après H O B B L E . 

Dans le second cas la L o i de H O B B L E est 
toujours valable. 

12 — Explication de la Loi de Hubble 

Les courbures des composantes n/sin n et 
sin 2 w/n s'opposent. L a courbe composée est 
à peu près rectiligne j u squ ' à n = 60° ( a = l / 4 ) 
et jusqu 'à n = 90° pour a = 1/2. El le se 
relève ensuite. 

Ainsi s'explique la L o i de H O B B L E qui 
n'est qu'une L o i limite. 

Les distances obtenues sont infér ieures à 

— ce qui est conforme aux observations, et 

les diamètres apparents vont toujours dé­
croissant. Ainsi nous observons l'bypercarte 
dissymétrique : 

Sans déformation, pas de décalage spectral 
(v. § 8). 
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12 a — Densité apparente 

Si le champ géométrique était seul, les 
relations (11) et (29) donneraient pour le 
décalage en fonction de la densité (p) et en 
supposant p 0 = 1 

(29 a) 1 + 
dl 

17 0 < e < l 
V f 

(p) est alors, sans dimension, un simple coef­
ficient de déformat ion de l'espace. I l joue le 
même rôle que le coefficient (y) du á s 2 de 
SCHWAEZSCHILD (voir ci après § 13). Mais 

7T 
3'0 6'0 9 0 / ' 

// 
fl 

-4 ,0 
h 

/ / f t 
it 

/ / -
-0 ,5 /s 4 

> 

— 1 
sp 1^0 

F i g . 4 — L e d é c a l a g e en fonction de la distance 
1 — Champ géométr ique seul 
2 — Champ matérie l seul 
4 — L a courbe composée (fonction 31) 

avec a = 1/4 

l'observation ayant conduit à écar ter la rela­
tion (29) pour adopter (31), l 'intuition invite 
à poser 

n2 m 1 il 1 s m " » 
sin n 4 n l/p, 

(pi) serait alors la densité apparente sous 
l'action combinée des deux champs Géomé­
trique et Matériel (Courbe G M de la F ig . 3a). 

Si les observations (dénombrement de ga­
laxies par H O B B L E et ses successeurs) par­
viennent à atteindre la densité apparente (pi) 
en profondeur, la mise en graphique de (cj) 
en fonction de la distance polaire doit faire 
appara î t re la courbe GM tournant sa conca­
vité vers le haut. (Voir ci après § 19). 

12 b — Vitesse de la Lumière (Voir ci 
après § 13) 

L a vitesse radiale de la Lumière , sous 
l'action du champ géométrique centrifuge 
seul, est donnée par (49) 

(49) C = C n 

ou, tenant compte de (11), c = c0Vç. 
En l 'écr ivant sous la forme Ci = f 0 v / p , 

elle tient compte des deux champs et la rela­
tion (31 a) peut s 'écrire (31 b) 

(316) 

Cette relation reflète exactement le sentiment 
de l 'un des astrophysiciens les plus féconds 
et les plus originaux de notre époque le 
D r . Z W I C K T qui é c r i t : 

« — Le déplacement universel vers le rouge 
est p rovoqué par un retard gravitationnel de 
la Lumière , interprétat ion qui d'ailleurs sem­
ble lier quantitativement le phénomène de la 
masse d'inertie de la matière au taux de rou­
gissement». 

R A Y O N ET DENSITE DE L'UNIVERS 

13 — Recherchons une relation entre le 
rayon de l 'Univers et sa densité en nous 
servant précisément du décalage gravita­
tionnel in terpré té comme une chute libre sur 
le point antipode. 

L a sphère antipode jouant le rô le d'un 
centre d'attraction géométrique, tout se passe 
comme si la masse ent ière de l 'Univers s'y 
trouvait répar t i e . Supposons ce champ seul. 
L e mouvement qui suit est donc purement 
vir tuel . 

Un point mobile P j abandonné sur l 'hy-
percarte à quelque distance du centre des 
coordonnées , s 'éloigne d'un mouvement accé-
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l é r é . I l atteindra l'antipode en Ax avec la 
vitesse limite (c) F i g . (6). 

U n point P 2 parti de même, mais dans la 
direction opposée, atteint l'antipode en A$ 
avec aussi la vitesse (c). P j et P 2 se ren­
contrent sur l 'hypersphère ; ils se rencontrent 
aussi sur l'hypercarte, car, la surface limite 
représentan t le seul point antipode, Ax et A2 

coïncident. A2 peut ê t re r epor t é en Ax sur 
l'hypercarte prolongée au delà de u (v. § 3). 

L e point P 2 parait alors venir de l 'aexté-
r i e u o de l'hypercarte sous l'action du champ 
matériel centr ipète . Mais alors, le problème 
des deux corps est applicable, et l'action de 

A l 

0 nR J 

F i g . 5 — Réf. parag. 13 et 14 
1 : L'hypersphère 
2 : L'hypercarte 

l 'Univers sur P 2 la même que si toute sa 
masse était concentrée au point 0 . 

Le point P 2 tombant de l ' inf ini sur l 'hy­
percarte et atteignant la surface limite avec 
la vitesse (c) , cela veut dire que w R , rayon 
de l'hypercarte est aussi son rayon gravita­
tionnel. 

L e théorème des forces vives donne alors : 

(34) c= = d'où (34a) R0=—M 
TZ R TIC2 

On peut aussi écrire le coefficient (y) du ds2 

de SCHWABZSCHILD : I l est nul sur la surface 
antipode : 

y l — S L - j - =0 
C 2 1 ï P 

En remplaçant M par sa valêur 2 7 i 2 P o p 0 

on obtient: 

(35) i ? 2 = 
4 7i k p0 

Les relations (34 a) et (35) expriment l'équi­
libre statique réal isé sur l 'Univers Hypers-
phér ique. 

14 — Equilibre et stabilité de l'Univers 
Hypercarte 

De la relation (34) on tire aisément 

(37) 
tcM* 
nR 

TMc* 0 . 

Exacte cette fois — c'est la relation de P A S ­
CUAL JORDAN, exprimant l 'équilibre dynami­
que réalisé sur l 'Hypercarte. Cette relation 
s 'éclaire vivement en permutant les observa­
teurs 0 et A : L a masse de l 'Univers se trouve 
alors répar t ie sur la surface antipode (0). Son 
potentiel par rapport par rapport à (.à) est 

k M 
et son énergie pottentielle de gravita-nR 

tion : 
kM* 
ir R 

Tous les points matériels corn-

même résul ta t . 

posant la masse M é tant animés de la vitesse 
virtuelle (c), l 'énergie cinétique totale est égale 
à l 'énergie potentielle de gravitation qui est 
essentiellement négative. L 'équil ibre de l 'Uni­
vers est donc stable : Autrement comment se 
serait-il fo rmé ? 

C'est aussi la vision prophét ique de M A C H 
inversant audacieusement son expér ience. 

15 — Deviation des raions lumineux 

L a déviation d'un rayon lumineux rasant 
la surface du Soleil a é té donnée par E I N S ­

T E I N - (1911-16): 
A km 

(38) 
c 2 r 

Or la relation (34 a) donne sans peine : 
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(39) 2r. = 4kM et par comparaison 

In terpré ta t ion : L a masse de l'Univers est 
telle que tout photon émis est dévié de 2 je 
et ne peut quitter l 'Univers hypersphér ique 
qui garde toute son énergie . 

16 — Masse et dens i té de l'Univers 

L a présente théorie donnant les distances 
polaires (n) et l'Observation — tant bien que 
mal — les distances l inéaires D2, on a : 

r> Do .. , , 7T c 2 „ 
R — — — et par suite M = R . 2k 

Le densité (p0) s'en suit immédiatement 
par la relation (35). Toute la masse de l 'Uni­
vers y concourt, donc les masses obscures. 
Les déterminat ions directes de (p0) donnent 
en général des nombres plus faibles : On 
pourrait hasarder : I l y aurait dans l'Univers 
autant de masses obscures que de masses 
brillantes. 

17 — Vitesse de la Lumière — Sous l'action 
du champ géométrique seul. 

Sur l'hypercarte, pour un déplacement 
radial du centre (0) au point M{ri), appli­
quons la relation (35) que nous écrivons : 

(39 b) i? 2 p » A c 2 avec A = 

L'échel le radiale é tant euclidienne, R reste 
la constante R0. 

L a densité (p) seule varie. Nous écr i rons 
donc : 

au point (0): 

au point M(n) 

RI 

i?2p = A c 2 

5Po 
sin J n = Ac2 

(49) c = c„-

Ainsi la vitesse radiale de la Lumière va 
en diminuant avec la distance et s'annule sur 
la sphère antipode. Une intégrat ion montre 
qu'elle met un temps infini pour y parvenir ; 
en effet : 

(49) 
d n 
dt = c„ 

on tire t = 
s i n n 

d n = <x> . 

17 — Le ciel noir 

Le fond du ciel est noir parce que la sur­
face antipode, centre de gravitation projectif, 
est une bar r iè re (de potentiel) infranchissable ; 
rien ne peut en émaner , rien ne peut y par­
venir. Enoncé dès Nov 1909 à l'Ecole Navale, 
en disant de la surface antipode. «C'est le 
mur de notre pr ison». 

18 — Comparaison avec la Relativité 

On y rencontre la relation (34 a). Tons les 
résul ta ts ci-dessus s'inscrivent naturellement 
dans cette théor ie . E t inversement, la rela­
tion (34 a) s 'écrivant : 

R # = ^ - M 
•n 

montre que si l 'Univers évolue à masse cons­
tante, la vitesse de la Lumière tend vers zéro 
quand R augmente indéfiniment. C'est la 
caractér is t ique d'un centre de gravitation : la 
sphère antipode. Pareillement le rayon gravi-

2km 
tationnel du Soleil est donné par c 2 = . 

r 
Mais la relation relativiste (34 a) s 'écrivant 
. 2kM 

c 2 = la comparaison montre que KR 
n R 
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est le rayon gravitationnel de L'Univers sous 
sa forme projective de l 'Hypercarte, indépen­
damment de la démonstrat ion du paragraphe 
13. L a présente théorie est de bout en bout 
paral lè le à la théorie de la Relativité. 

18 a — Résultats numériques (Réf. § 11) 

1° Cas de a = 1/4 — En adoptant pour Virgo 
la distance de 55.10 e a/l on trouve pour 
l 'Univers R = 3500.10 6 a/l M=TA0™ cgs 
p0 = 0,97.10-28 c g s . 

Une mesure directe de NEYMAN-SCOTT-
-SHANE (1953) donne p 0 = 0,5.10-28. 

On pourrait hasarder : I l y aurait dans 
l'Univers autant de masses obscures que de 
masses brillantes. 

2° Cas de a. = 1/2 — L'Univers est plus 
grand R = 4900 moins dense p = 0,5 — L a 
relation décalage/distance est l inéaire jusqu'au 
voisinage de n = 90° . 

Ces résul ta ts numériques sont essentiel­
lement transitoires en raison de la difficulté 
et de l ' imprécision des mesures de distances 
et surtout de densité. 

a/l = année-lumière. 

C O M P A R A I S O N A V E C L'OBSERVATION 

19 — D e n s i t é apparent o b s e r v é e (§ 12a) 

Les dénombrements de H O B B L E et de ses 
successeurs donnent pour chaque magnitude, 
jusqu 'à mg = 21 le nombre des galaxies com­
ptées sur les clichés, en regard du nombre 
théorique dans un Univers euclidien. 

Les chiffres avancés pour les magnitudes 
supérieures (22,23.--) sont des extrapola­
tions. (Encycl. Bri tan. 1960 — A r t Nebula). 

De ces données j ' a i pu déduire la densité 
apparente (p) (Fig . 3 a). 

Cette figure est t racée pour le cas a = 1/4. 
En ordonnées la densité (p/po) allant de 0 

à 1 — En abscisses euclidiennes (en bas) les 
distances polaires — En abcisses non eucli­
diennes (en haut), les magnitudes correspon­
dantes calculées d 'après les relations . 

log (c • = 0,2 m + 1,16 

et la relation (31) avec « == 1/4. 
L a densité observée , courbe H va en 

décroissant rapidement avec la distance. Ainsi 

•18 2.0 Mfl6NITUDES 7.Í ZL o t 
r * 7 ^ ' 1 1 — r - 1 — 1 — 1 — r ~ ~ 

 
 

 
 

  
Vax. PoumRts 

F i g . 3b — L a dens i té 
1" — E n fonction de la distance polaire (en bas) 

G — Sous l'action du champ géométr ique seul 
((» = P o E - s ) ( § 7 ) 

G M — Sous l'action combinée des deux champs 
( § 1 2 ) a = 1/2 

2° — E n fonction de la magnitude (en haut) 
H L a dens i té observée (§ 19) 
H O = Horizon optique n = 98° 

qu'il était annoncé (12 a) elle présente sa con­
cavité vers le haut. Elle se situe au dessous 
de la courbe G Al montrant ainsi l'existence 
de matière obscurante en proportion crois­
sante avec la distance. 

Cas de a = 1/2 — L a figure est modifiée, 
mais le résul ta t est le même. L a courbe re­
présentat ive H(l/2) de la densité observée 
se situe toujours au dessous de la prédiction 
(courbe G M {1/2)). 

L a conclusion ne change pas : I l y a de 
la matière obscurante en proportion croissante 
avec la distance (Fig . 3 ò ) . 
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En égard au carac tèrë sommaire de ma 
documentation et de mon raisonnement, je ne 
puis dire la présente théorie confirmée sur ce 
point ; mais la question se trouve posée aux 
astrophysiciens. 

20 — Sphere equatoriale (Réf. § 9) 

Les photographies montreraient aux extrê­
mes distances un nombre excessif de nébu­
leuses par rapport à la prédict ion. Explication: 

Io— Cas de a = 1/4 — On voit sur la fi­
gure 3 a que si l 'échelle des distances polaires 
est euclidienne, celle des magnitudes corres­
pondantes (en haut) ne l'est pas. E t la bande 
comprise entre {m g = 20 n = 70°) et {mg = 22 
n = 111°) représen te (0,425) de la Masse de 
l 'Univers. Cette bande est à cheval sur la 
sphère équatoriale au voisinage de laquelle 
le diamètre apparent est stationnaire, la 
magnitude ne variant alors que sous la seule 
action du décalage spectral. 

2"—Cas de a. = 1/2—L'explication précé­
dente est r en fo rcée : l 'échelle des magnitudes 
n'est plus la même ; et la même bande 

(m g = 20 n = 51°) {m g=22 M = 1 0 7 ° ) s'étend 
sur 51° contre 41° dans le cas précédent , 
soit (0,553) de la Masse de l'Univers (Fig . 36). 

C O N C L U S I O N 

Basée sur la théorie des cartes géographi­
ques, édifiée en marge des Cours de l'Ecole 
Navale, la présente théorie est simple et 
vérif iable. Elle a prévu la Récession des Né­
buleuses, elle en rattache encore aujourd'hui 
la cause à une projection instinctive. Elle en 
explique en détail le mécanisme. Elle se 
prête à de nouvelles observations. 

Je ne présente pas la projection de G. Pos-
T E L comme une solution exacte, mais comme 
une approximation heureuse, éclairant les 
accès d'un problème diff ici le . 
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Nota sobre quasigrupos subtractivos 
por José Morgado 

Introdução 

Numa nota recentemente publicada em 
Gazeta de Matemática ( [ 1 ] ) , define-se 
quasigrupo subtractivo como um grupoide 
< ( ? , • > ( ' ) que verifica as seguintes con­
dições : 

(') Um grupoide < ( ? , . > é o par cons t i tu ído por 
um conjunto não vazio G e uma ap l i cação . de 
G xG em Cr . A imagem do par (a , b) e G XG é 
representada por a . b ou simplesmente a 6 . 

Por ab . c designamos o elemento (a . b) . c . 

J l : Existe em G um elemento i — iden­
tidade direita — tal que ai=a, 
para todo a e G . 

J2 : a b • c = a c • b , quaisquer que sejam 
a ,b, c e G, 

J 3 : a • b c = c • b a, quaisquer que sejam 
a , b , c e G . 

J4: aa = i , para todo aeG. 

Trata-se, na verdade, de um quasigrupo, 
porque cada uma das equações 

ax — b e y a = b 
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t em uma ú n i c a solução ( [ 1 ] , Proposi­
ção 4). 

É fácil verificar que os axiomas Jl — «74 
não são independentes. 

Assim, o axioma J2 é consequência dos 
axiomas J3 e J l . 

Com efeito, 

i . b c = c • b i , por J3 , 
= cb , por J l , 

quaisquer que sejam b,ceG, tendo-se, por 
consequência, 

ab • c = i(c • ab) = i(b • a c) = ac • b , 

quaisquer que sejam a , b , c e G . 

Neste artigo, formulamos vários sistemas 
de axiomas independentes para quasigrupos 
subtractivos e mostramos que todo quasigrupo 
subtractivo está naturalmente associado a 
um grupo abeliano. Finalmente, damos uma 
axiomática para grupos em termos de uma 
das operações inversas da operação de pro­
duto. 

1. Sistemas de axiomas para quasigru­
pos subtractivos 

TEOREMA 1. Se < G , • > é um grupoide, 
então os seguintes sistemas de condições são 
equivalentes : 

Sistema A. \ 

Al : a • b b = a , 
quaisquer que sejam a , b 6 G ; 

A2 : a - b c = c - b a , 
quaisquer que sejam a , b , c e G . 

Sistema B: 

BI: b b a = a , 
quaisquer que sejam a , b e G ; 

B2 : a - b c = c- b a , 
quaisquer que sejam a , b , c e G . 

Sistema C: 

Cl: a - b b = a , 
quaisquer que sejam a , b e G ; 

C2 : c b • c a = a b , 
quaisquer que sejam a , b , c e G . 

Sistema D : 

Dl: b • b a = a , 
quaisquer que sejam a , b 6 G ; 

D 2: c b - c a = - a b , 
quaisquer que sejam a , b , c 6 G . 

Sistema E: 

El: b • ba = a , 
quaisquer que sejam a , b e G ; 

E2: a c - b c = a b , 
quaisquer que sejam a , b , c e G . 

Dem. P a r a estabelecer a equivalência 
destes sistemas de axiomas, basta mostrar 
que têm lugar as seguintes implicações: 

1) A => B . 

Como B2 = A2, é suficiente mostrar 
que A => B1. Ora 

b.ba = a-bb, por A2, 
— a , por A1 . 

2) B —> C. 
Tem.se 

a • b b = b • b a , por B 2 , 
= a , por B1, 

o que prova Cl. 

Tem-se também 

cb • ca = a (c • cb), por B 2 , 
= ab , por B1, 

o que prova C2 . 
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3) C=>D. 

Com efeito, 

b - b a = (b • b b) (b a), por C l , 
= a • bb , por C2 , 
= a , por C l , 

donde se conclui Z) 1 e, portanto, D , visto 
ser D 2 = C2 . 

4) I ) => E . 

Bas ta ev iden temen te p r o v a r que 
a c • b c = a b . Ora 

a c - ô c = ò ( 6 - a c ) ' ò c , por Z? 1 , 
= c(b • ac) , por D 2 , 
= c(a(ab) • ac), por D l , 
= c (c • a b) , por D 2 , 
= ab , por D 1 , 

como pre tendíamos . 

5) E=>A. 

Tem-se, com efeito, 

a.bb = (b-ba) (bb) , por E l , 
= (b • b a) (ba • ba), por E 2 , 
= b • ba , por E 2 , 
= a , por E1, 

o que prova A1. 

Finalmente, 

a • be = (c • ea) (be) , por E 1 , 
= (c • c a) (ba • cá), por Z£ 2 , 
= c • 6 a , por -E 1 , 

o que completa a demonst ração do teorema. 

TEOREMA 2. Se < G , • > é um grupoide, 
então < Gr, • > é um quasigrupo subtractivo, 
se e só se tem lugar algum dos sistemas de 
axiomas A , B , C , D , E . 

Dem. Em virtude do teorema 1 e da 
observação feita na in t rodução, basta pro­

var que os sistemas de ax iomas A e 
J = \ J 1 , J 3 , J 4 I são equivalentes. 

1) A=>J. 

É claro que é suficiente mostrar que 
A=>\J1, J4\. 

Ora, pondo 6 b = i , de A1 resulta ai = a 
para todo ae G , o que prova Jí . 

Além disso, tem-se 

a a = a (a • bb), por A1 
= bb • a a , por A 2 
— bb , por A 1 , 

quer dizer, o u = t para todo aeG, o que 
prova J4. 

2) J=>A. 

Bas ta evidentemente m o s t r a r que 
J—>A 1 ; o que é imediato, porque 

a • bb = ai, por J 4 , 
= a, por J l . 

2. Independênc ia dos sistemas 
A,B,C,D,E. 

Vamos agora mostrar que os axiomas de 
cada um dos sistemas apresentados são inde­
pendentes. Para isso, consideremos os t rês 
grupoides < G, •>, <H, • > e < K, •>, 
onde G = Il = K = \ a ,b\ e as operações 
são respectivamente definidas pelas tabelas 
seguintes : 

G a b H a b K a b 

a a a a b b a b a 
b b a b b b b b a 

É imediato que < G , • > verifica A 1 , 
mas não verifica A 2, porque 

b = ba — b.aa=fca-ab = aa = a . 



1 4 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Vê-se também que o grupoide < / / , • > 
verifica A2, mas não verifica A l , porqne 

b = a • b b =f= a . 

Por consequência, os axiomas A1 e A 2 
são independentes. 

Anàlogamente se vê que os axiomas BI 
e B2 são independentes; assim < / / , • > 
verifica B2 e não BI e < Á " , • > verifica 
BI e não B2. 

Utilizando os g r u p o i d e s < ( ? , - > e 
<H, • > , estabelece-86 fàcilmente a inde­
pendência dos axiomas Cl e C2 e, u t i l i ­
zando os grupoides <.H, •> e < Ã " , • > 
estabelece-se a independência dos axiomas 
Dl e D 2 e ainda a independência dos 
axiomas El e E2. 

3. Quasigrupos que verificam a con­
dição a c - b c = ab 

Comparando o sistema de axiomas E com 
os sistemas C e D, somos naturalmente 
levados a considerar um outro sistema de 
axiomas, a saber : 

Sistema F: 

Fl: a b b = a, 
quaisquer que sejam a , b e G ; 

F 2: a c • b c = a b , 
quaisquer que sejam a , b , c e G . 

É interessante, no entanto, observar que 
o sistema F não é equivalente aos sistemas 
anteriores. 

Na verdade, vejamos que A implica F 
mas F não implica A . 

Que A implica F resulta imediatamente 
de 

ac - bc = c(b • ac), por A 2 , 
= c (c • ab), por A 2 , 
= a b • c c , por A 2 , 
= ab , por A1. 

Para concluirmos que F não implica A, 
cons ide remos um g r u p o não abeliano 
< £ ? , © > e definamos em G a seguinte 
operação • : 

a • b = a © 6 _ 1 , quaisquer que sejam a,b G. 

É imediato que < G, • > é um quasi-
grupo. Tem-se evidentemente 

Fl: a.bb = a © ( Ò 0 Í ~ i ) - i =a; 

F2: ac • 6c = ( a © c - i ) © ( 6 © c - i ) - i = 
= a © 6 _ 1 = ab . 

No entanto, < ( ? , • > não verifica o sis­
tema A ; com efeito, 

o . 6 c = a 0 ( 0 0 C " 1 ) - 1 == a © (c © ò"1) , 

enquanto que 

c . 6 a = c © ( a Q Ò - ' ) 

e, como < ( ? , © > ó não abeliano, os ele­
mentos a • 6 c e c • b a não são necessària-
mente iguais. 

TEOKEMA 3. /Se/a < G , • > um grupoide 
que satisfaz às seguintes condições : 

(a) A equação a x = b tem pelo menos 
uma solução, quaisquer que sejam 
a , b e G ; 

(b) a c • b c = a b , quaisquer que sejam 
a , b , c e G . 

Então < G , • > é um quasigrupo com 
identidade direita e, se definirmos em G a 
operação © pela condição 

a © b = a • i b , 

onde i é a identidade direita, então o grupoide 
< G , © > é um grupo. 

Dem. Seja a? uma solução qualquer da 
equação ax = b. En tão , da condição (£>) 
resulta que 

bb = ax-ax = aa. 
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Isto significa que o elemento 

i = a a 

é independente de a . 

E n t ã o , em virtude de ser i = xx e de ser 
vál ida a condição (6), 

bi=ax-i = ax-xx = ax — b, 

quer dizer, i é uma identidade direita. 
Como 

i . ab — b b • ab = b a , 

tem-se 

ib • i a = ( í • ax) (4 a) = x a • i a = x i = x 

e, por consequência, a equação a x = b tem. 
uma única solução, a saber, x = ib • ia. 

Daqui resulta, em particular, que existe 
uma única identidade direita. 

Consideremos agora a equação ya=b. 
Se existe alguma solução para esta equação, 
en tão , como 

i ib =• » • y a = a y , 
tem-se 

y = t (i b) • í a = 6 £ • i a = 6 • t a , 

quer dizer, se a equação ya = b é solúvel, 
então tem somente uma solução. 

Mas o elemento b-ia é solução, visto que 

(6 • i a) a = (b • i a) (i • ia) = bi = b, 

donde se conclui que a equação y a = b tem 
uma única solução, quaisquer que sejam 
a , b e G . 

Por consequência, o grupoide < Q , • > é 
um quasigrupo com identidade direita i . 

É fácil ver que i é também identidade 
direita do grupoide < ( ? , © > . 

Na verdade, 

a © i = a • ii = o i = a 

para todo a e O. 
Como 

a(3( ia ) = 0 ' i ( i a ) = aa = t , 

vemos que em < ( ? , © > cada elemento a 
tem inverso direito, a saber, o elemento ia. 

Para concluirmos que < ( ? , © > é um 
grupo, vejamos finalmente que a operação 
© é associativa. 

Tem-se 

(o © 6 ) © c = (a • ib) • ic = {a • ib) (x • ib) = ax, 

onde x é a solução da equação 

x • ib = i c 

ou seja, da equação 

i b • x = c . 

Por outro lado, 

a © ( 6 © c ) = a • í (6 • i c ) = a(ic • b) = ax, 

porque 

i c • b = t (i b • x) • b = (x • i b) (i • i b) = x i=x , 

o que completa a demonstração do teorema. 

Suponhamos que < G , • > é um quasi­
grupo subtractivo. En tão 

aob = a- ib = b.ia=bQa 

isto é, < 6 , © > é um grupo abeliano. 
A recíproca é também imediata, de modo 

que é válido o seguinte 

TEOREMA 4. Sob as hipóteses do teorema 3, 
o grupoide < G , • > i um quasigrupo sub­
tractivo, se e só se o grupo < G , 0 > é abe­
liano. 

4. Uma def inição de grupo. 

Em [ 2 ] , p. 6, é dada uma definição de 
grupo, em termos de uma das operações 
inversas da operação de produto. Assim, um 
grupo é definido como um grupoide < G , / > 
que satisfaz aos seguintes axiomas : 
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L 1 : aja — b/b, 
quaisquer que sejam a, b e G ; 

L2: a/(b/b) = a, 
quaisquer que sejam a ,be G; 

Z 3 : (a/a)/{blc) = c/b, 
quaisquer que sejam a ,b , c e G ; 

1,4: (a/c)/(b/c) = a/b, 
quaisquer que sejam a, b , c e G ; 

Em termos da operação / , o inverso b~l 

do elemento b é definido por 

6-1 = (b/b)!b 

e o produto a 0 b é definido por 

aOb = a /6" 1 . 

É fácil ver que os axiomas L 1 — L 4 não 
são independentes. 

Com e f e i t o , £ 3 é c o n s e q u ê n c i a de 
\LÍ,L2,L4\, visto que 

(a/a)/(6/c) = (c/c)/(í»/c), por LI, 

= c/b , por L4 . 

O teorema 3 vai permitir-nos formular uma 
definição de grupo em termos da operação / , 
utilizando sòmente dois axiomas. 

TEOREMA 5. Seja < G , / > um grupoide 
que satisfaz às seguintes condições: 

G 1 : a/(((b/b)/b)/((a/a)/a)) = b , 
quaisquer que sejam a, be G - ; 

G 2 : (a/c)/(b/c) = a/b, 
quaisquer que sejam a , b , c e G . 

Então, definindo em G a operação © pela 
igualdade 

a 0 b = a/((b/b)/b), 

o grupoide < G , © > i um grupo. 

Dem. Com efeito, o axioma G1 diz-nos 
que a equação a/x = b tem pelo menos uma 
solução, a saber, 

*=((W)/((«/«)/«), 

isto é, <G,/> satisfaz às condições (a) e 
(b) do teorema 3 e daí resulta que < £ ? , © > 
é um grupo. 

É fácil ver directamente que os sistemas de 
axiomas \L 1 , L2, L4| e 1 0 1 , 62] são 
equivalentes. 

Vejamos que o primeiro sistema implica Gl. 
Tem-se 

«/(((ft/6)/^)/((a/a)/a)) = 

= ((W(W*)/«))/(((ft/W/(W«)/«)), Por L2, 
= Por LI, 

= ( W ( W ¥ ) , P o r Z 4 , 

= è , por L2. 

Vejamos agora que LI e L2 são conse­
quências do segundo sistema. 

Ora, utilizando sucessivamente Gl e G 2 , 
obtém-se 

è/ò - (a/(((*/ôy&)/((«/a)/a)))/ 
/(a/{({b/b)/b)l((a/a)/a))) 

- a/a, 

quer dizer, é válida a implicação 

\Gl,G2\ =>L1. 

De G 1 resulta, pondo b = a, 

a = a/(((a/a)/a)/((a/a)/a)). 

E, por consequência, tem-se : 

a = a/((a/a)/(a/a)), por G 2 , 

= a/(a/a) , por G 2, 

= « / ( & / * ) 
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porque, como vimos, L i é consequência de 
\G1,G2\{*). 

A definição de grupo abeliano, em termos 
da operação / , assume uma forma especial­
mente simples. 

Assim, o grupoide < G © > é um grupo 
abeliano se, no grupoide < G , / > , têm lugar 
os dois axiomas seguintes: 

GH1: a/(a/b) = b , 
quaisquer que sejam a , b e G ; 

G ' 2 : (a/c)/(b/c)=a/b, 
quaisquer que sejam a , b , o e G . 

(2) Os axiomas ff 1 e ff 2 são independentes. 
Assim, o grupoide < H , • >• do § 2 verifica ff 2 e 
não verifica ff 1, enquanto que o grupoide < L, • > 
onde L= \a,b,c\ e a operação • é definida pela 
tabela 

a b c 

a a c b 
b e b a 
e b a c 

verifica ff 1 e não verifica ff 2 . 

Que < G , © > é um grupo, é consequência 
imediata do teorema 3, visto que a equação 
a/x = b tem pelo menos uma solução, a 
saber, x = a/b . 

Em particular, tem-se 

a/a = b/b. 

Então tem-se 

aeb = a/((b/b)/b), 
por definição da operação © , 

= (b/(b/a))/((b/b)/b), por G'l, 
= (bl{b/a))/{((b/b)/a)l(b/a)), por G< 2, 
= 6/((6/ò)/a), por G'2, 
= bj((a/a)ja), porque a/a => b/b , 
= b © a, por definição da operação © , 

como pretendíamos mostrar. 

B I B L I O G R A F I A 

[1] JAYME MACHADO CARDOSO, Quase grupos subtracti­
vos, Gazeta de Matemática, 90-91 (1963), pp. 7-10. 

[2] MARSHALL H A L L , J E . , lhe Theory of Groups, New 
York, 1959. 

Definição de quasigrupo subtractivo 
por um único axioma 

por José Morgado 

Num artigo anterior (ver [1]), formulámos 
vários sistemas de dois axiomas independen­
tes para quasigrupos subtractivos. Por exem­
plo, vimos que um grupoide <.G, • > é um 
quasigrupo subtractivo, se e só se são váli­
das as seguintes condições : 

E l . b • b a = a , quaisquer que sejam 
a , b e G ; 

E 2 . ac • b c = ab , quaisquer que sejam 
a , b , c e G . 

E m [ 2 ] , mos t ra -se que um sistema 
< £ r , • , ' > , constituído por um conjunto não 
vazio G, uma operação binária • e uma 
operação unária ' , definidas em G, é um 
grupo, se e só se tem lugar a seguinte con­
dição : 

ab • c = a d • e implica b = d • e c'. 

Este resultado sugeriu-nos o teorema se­
guinte, por meio do qual se pode definir 
quasigrupo subtractivo, utilizando somente 
um axioma. 
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TEOREMA. Se < G , - > é um grupoide, 
então o axioma 

S : a b • c = a d • e implica b = d • c e 

é equivalente ao sistema de axiomas J E 1 , E 21. 

D E M . Vejamos que o sistema \E1,E2\ 
implica S. 

Na verdade, suponhamos que se tem 

(1) o ò - c = o d . « . 

E n t ã o , utilizando sucessivamente El, E2 
e (1 ) , conclui-se que 

b = a • a b = (a c) (a b • c) = (a c) (a d • e). 

Ora, tem-se evidentemente 

(ac)(ad-e) = (a d • cd){ad • e) por E2, 

= (ad • cd)((adcd)(e-cd)) por E2, 

= e • c d por E1, 

= (d • d e) (c d) por 2? 1 , 

= (d • d è) (c e • d e) por E 2 , 

= d • ce por i J 2 , 

o que prova S. 
Vejamos agora que o axioma S implica 

\E1,E2[ . 
Com efeito, como ab • c = ab • c, o axioma 

£ permite concluir que 

(2) b = b-cc, 

quaisquer que sejam b,ceO. 

De (2) resulta que 

a (b b) • c = a (c c) • c , 

donde 

b b = cc • c c = c c , 

quaisquer que se jam b,ceG, por S e 
por (2). 

Tem-se, por consequência, 

ab • ab = a a•bb, 

donde, em virtude de S e de (2), 
b = a(ab-bb) = a- ab, 

quaisquer que sejam a,beG, o que prova 
El. 

Então , utilizando E1, podemos escre­
ver 

c = b • b c = (a • ab) • b c 

e, por outro lado, utilizando El e (2 ) , 
podemos escrever 

c = a'ac = (a-ac)-aa. 

Finalmente, da igualdade 

(a • ab) • b c = (a • a c) • a a 

resulta, em virtude de 8 e (2) , 

ab = a c • (b c • a a) = a c • b c 

quaisquer que sejam a , b , c e O, o que com­
pleta a demonstração do teorema. 

Em resumo, podemos definir quasigrupo 
subtractivo como um grupoide que verifica a 
condição S. 

B I B L I O G R A F I A 
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[2] MICHAEL SLATKR, A single postulate for groups, 
Amer. Math. Monthly, 6 8 (1961), pp. 346-347. 
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A numeração em povos iletrados: Bochimanes 
de Angola e Macondes de Moçambique Ç) 

por M. Viegas Guerreiro 

Os Bochimanes, que são gente de pequena 
estatura e de cor amarelo-terrosa, vivem, 
hoje, confinados aos plainos semi-desérticos 
e desért icos do Sul de Angola, Sudoeste 
Africano e Calaari. Ocuparam outrora toda 
a região do Sul de Áfr ica , de onde se dizem 
oriundos. Seu número é diminuto: uns 60.000 
indivíduos, cerca de 10.000 dos quais em 
Angola. São , no conceito dos Bantos vizi­
nhos, os selvagens ou bárbaros de Áfr ica , 
do que se poderá concluir que não há povo, 
por primitivo que pareça , que se não julgue 
com direito aos seus «bárbaros» . 

Os Bochimanes de Angola, que constituem 
objecto deste estudo, designam-se a si pró­
prios de JKung. Deambulam pelo terr i tór io 
imenso de entre Cunene e Cuando, separa­
dos pelo rio Cubango em duas grandes fac­
ções, que se não conhecem uma à outra. Os 
Bantos chamam Vakwankala aos que ficam 
a Ocidente e Vassekele aos de Leste. 

Os Macondes são povo banto há muito 
estabelecido no planalto do seu nome, no 
extremo Norte de Moçambique. Corre j á 
mundo a fama da sua escultura e não é 
menos conhecida, na Áfr ica Austral , a sua 
vigorosa personalidade. 

(!) Este artigo veio para aqui por sugestão e 
pedido do meu colega e amigo Dr. JOSÉ DA SILVA 
PAULO. De um seu questionário resultam algumas 
das reflexões expostas. 

NUMERAÇÃO B O C H I M A N E 

Os nossos !Kung ( l ) sabem contar pelos 
dedos como todos os povos, iletrados ou 
não . Só até 10 e do modo seguinte : levam 
o dedo mínimo da mão esquerda aos lábios 
e logo os outros, sucessivamente, e o mesmo 
com a direita, batendo finalmente com as 
palmas uma na outra, de dedos estendidos e 
unidos. Dez ó total que raramente se atinge. 

A numeração mímica corresponde uma 
pobríssima numeração falada. Os Vakwankala 
têm estes adjectivos numerais : 

ka I ne ( 2 ) — um 
ka tcha — dois 
ka ko — três 

E poucos são os que usam ka ko. Os Vas­
sekele empregam .'nwona em vez de ka &o( 5 ) . 

Postos a contar, sem o auxílio dos dedos, 
dizem os dois ou t rês primeiros numerais, 
parecendo que não podem conceber abstrac­
tamente números maiores ; e voltam-se então 
aos dedos. Ouvi de Vakwankala seriações 
diversas e até no mesmo indivíduo de um 
momento ao outro. Não consegui que ultra­
passassem com palavras o número 5, ficando 
alguns em 3 e 4. Exemplos : 

(!) ! é sinal que representa um clique palatal, 
ruído a modo de estalo, típico da língua bochimane. 

(J) /, outro sinal de clique, este dental. 
( 3 ) D . F . B L E E K , «Bushmen of Central Angola», in 

Baniu Studies, vol. I l l , n.° 2, Julho de 1928, p. 110. 
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a) ka j ne — um 
ka tcha — dois 
ka ko — t rês 
ka tcha ka tcha — quatro (dois e dois) 
ka tcha ka tcha ka / ne — cinco (dois e 

dois e um) 

b) ka I ne — um 
ka tcha — dois 
ka tcha ka / ne — t rês (dois e um) 
ka tcha ka j ne ka / ne — quatro (dois 

e um e um) 
ka tcha ka j ne ka j ne ka I ne — cinco 

(dois e um e um e um) 

c) ka I ne — um 
ka j ne ka /ne — dois (um e um) 
ka /ne ka / ne ka / ne — t rês (um e um 

e um) 

e assim por diante até cinco. 
ESTERMÀNST encontrou para cinco a série : 

Uca tcha !ka tcha tchi ta !kan / e (dois e dois 
e um)(!). 

Note-se que as séries a) e b) nos põem em 
contacto com um rudimentar sistema binário 
de numeração ( 2 ) . Este modo de contar figura 
entre os mais primitivos que ainda hoje se 
praticam. Usam-no certas tribos da Aust rá­
lia, Nova Guiné e América do Sul. 

(*) Etnografia do Sudoeste de Angola, Lisboa, Junta 
de Investigação do Ultramar, 1956, vol. I, p. 33. 

(2) Os estudiosos que se têm ocupado dos Bochi-
manes do Sudoeste Africano e do Calaari depararam 
com análoga maneira de contar. Os Naron e Auen do 
Calaari, estudados por Miss B L E E K , associam, no 
entanto, a este sistema binário um outro próximo do 
quinário: o número quatro é expresso pelas palavras 
«dois dedos e dois dedos» e cinco por «mão», embora 
igualmente se use «dois e dois e um»; dez por «as 
duas mãos» e 15 por «as duas mãos e um pé». Repa-
re-ae em que a contagem sobe, neste caso, a 15 
(Vid. I. Schapera, The Khoisan Peoples of South 
Africa. Londres, Routledge & Kegan Paul Ltd., 1955, 
p. 220). 

As mulheres não contam de maneira ne­
nhuma. Se se lhes pede isso, admiram-se, 
sorriem e dizem que não sabem. Uma mal 
pronunciou ka /ne e mais nada. 

Não nos h á - d e , po rém, surpreender a 
penúria desta ari tmética. Povos de vida ma­
terial tão simples pouco ou nada têm para 
contar. Nem os filhos se contam. Por mais 
de uma vez perguntei pelo número deles. 
Era uma aflição, não davam com a palavra 
exacta. E sempre assim : a té dois tudo ia 
bem, depois t ropeços sobre t ropeços e res­
postas frequentemente erradas. 

Não possuem, também, qualquer processo 
de numeração escrita. 

NUMERAÇÃO M A C O N D E 

Quando se pede a um maconde que conte, 
logo utiliza os dedos das mãos . Com o indi­
cador da mão direita e os outros dedos re­
colhidos baixa o mínimo da mão esquerda 
até à palma da mão e em seguida o anelar, 
médio e indicador, indo o polegar acomodar-
-se sob o indicador, ficando o punho fechado. 
E vai dizendo : 

1 — imo 
2 — mbili 
3 — nnatu 
4 — ncheche 
5 — mwanu 

É , depois, o indicador da mão esquerda 
que faz baixar do mesmo modo cada um dos 
dedos da mão direita, e, contado o polegar, 
bate com os punhos um no outro ou com os 
dedos uns nos outros, a mão quase fechada, 
pronunciando o número 10 : 

6 — mwanu na imo 
1 — » D mbili 
8 — » » nnatu 
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Fig . 1 — Homem maconde, contando. 

9 — » » ncheche 
10 — kumi. 

Note-se que, com seis palavras apenas, se 
conta até 100. Usa-se um sistema quinário 
combinado com outro decimal. 

Mwanu na imo — cinco e um 
Mwanu na mbili — cinco e dois e tc . . . 

Kumi— dez, tem o plural makumi e mbili — 
dois, mavili. Vinte diz-se makumi mavili— 
dois dez, e trinta makumi matatu — t rês dez, 
sendo matatu o plural de nnatu; e assim por 
diante. 

Não se dizem números separados dos no­
mes dos objectos. À pergunta de 

— Vapitile vanembo dachi? 
(Quantos elefantes passaram ?) 

respondem com o punho fechado, por exem­
plo : 

— Vandipita vanembo mwanu 
(Passaram cinco elefantes) 

e não «Passaram cinco». Se tiverem de res-

Se quer prosseguir, torna a contar do 
mesmo modo até 10, e, ao bater com os 
punhos um no outro, diz : 

20 — makumi mavili. 

E assim por diante a té 100 : 

30 — makumi matatu 
40 — » ncheche 
50 — D mwanu 
60 — » mwanu na limo 
70 — » » » mavili 
80 — » » » matatu 
90 — » » » ncheche 

100— » kumi(i). 

(!) Usa-se muito em vez desta expressão o vocá­
bulo swahili imia. Fig. 2 — Termo da contagem. 
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ponder 10, acompanharão as palavras do 
batimento de ambos os punhos. E isto tanto 
de dia como de noite, ainda que os punhos 
se não vejam. Somam-se aqui dois símbolos 
do concreto : nomes e dedos. 

A abstracção máxima de que são capazes, 
neste domínio, é a que está contida na gene­
ralidade do vocábulo vinu — coisas : 

— Vinu dachi? (Quantas coisas?) 
— Vinu micanu. (Cinco coisas). 

Não pude achar qualquer relação de sen­
tido entre os nomes dos números e pessoas 
ou coisas. Em lugar de mwanu — cinco, em­
pregam, às vezes, nkono umo — uma mão, 
mas é, segundo afirmam, expressão recente 
e usada exclusivamente para copos de cer­
veja : «.Ngupimila nkono umon, Dá-me uma 
mão (cinco copos de cerveja). 

Não têm numeração escrita. O que fazem 
é riscos no chão para representar as deze­
nas ; o do número 10 fica mais comprido. 
O processo é principalmente usado na mar­
cação de pontos, nos jogos. 

Para contar números maiores costumam 
dar nós num cordel de 10 em 10 unidades. 
É assim que os presos somam os dias de 
reclusão, afirma-se. Se trazem coisas para 
troca e as contaram deste modo em casa, vão 
desatando os nós à medida que as entregam. 

Também juntam um a um, em grupos de 
10, os objectos que querem trocar (batata 
doce, bananas, papaias, laranjas, peixes). 
E , se não estes, pedrinhas que os repre­
sentem. 

Em outro tempo utilizavam igualmente os 
dedos dos pês . Acabados os das mãos , des­
cia o indicador da direita ao dedo grande do 
pé direito e passando pelos outros e para o 
outro pé completavam a segunda dezena 
fechando o número com as palavras : 

20 — kumi na ku madodo 
(dez e os dos pés). 

Um homem vulgar sabe contar a té 100 e 

muitas mulheres só até 10. Para além deste 
número hesitam e, sorrindo, com um sacudido 
encolher do ombro esquerdo exclamam : Hi! 
Namanya! (Não sei). Algumas encontrei, po­
rém, a contar com desembaraço como os 
homens. Uma mulher de idade levou os nú-

 

Fig. 3 — Mulher maconde, contando. 

meros até 100, acrescentando que aprendera 
isso no tempo em que ia vender borracha 
aos Brancos. 

A influência do kiswahili é, hoje, todavia, 
muito grande e uma parte dos homens usa-o 
para contar as centenas e os grandes nú­
meros. 

É escusado dizer que fo i o comércio com 
os Brancos e os trabalhos remunerados que, 
principalmente, puseram os Macondes na ne­
cessidade de ampliar a sua ari tmética. 
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Deuxième Symposium sur l'harmonisation 
de l'enseignement des mathématiques 

dans les Universités d'Europe 

Participants: 

Allemagne — H . BEHNKE (Munster), organisateur du Symposium, F . L . BAUER (Mainz), 
W. HAACK (Berlin), F . SOMMER (Wttrsburg) 

Autriche — L . SCHMETTERER (Wien) 
Belgique — L . BOUCKAERT (Louvain), P. G I L L I S (Bruxelles) 
Danemark — T. BDSK (Aarhus) 
France — H . CARTAN (Paris), P. GERMAIN (Paris), A. LICHNEROWICZ (Paris) 
Italie — L . AMEKIO (Milano), E . BOMPIANI (Roma), C . CATTANEO (Roma) 
Pays-Bas — N . H . KUIPER (Wageningen), R. TIMMAN (Delft) 

o 
Suede — A . P L E I J E L (Lund), C . E . FBOBERG (Lund) 
Suisse — G . DE RHAM (Lausanne), H . STIENEL (Zurich) 

Cette réunion avait pour but d 'étudier 
la possibilité d ' é tendre aux «mathématiques 
appliquées» les projets d'harmonisation de 
l'enseignement des mathémat iques établis à 
Paris, lors d'un premier colloque (3-5 octo­
bre 1960). Ont part icipé aux deux colloques 
M M . BOUCKAERT, C A R T A N , G E R M A I N , B O M ­

P I A N I , CATTANEO, K U I P E R , P L E I J E L et D E 

R H A M . 

Les deux réunions ont été organisées sur 
l ' initiative de l'Association Européenne des 
Enseignants. Celle de Paris avait été réa­
lisée avec l'aide du Ministère f rançais de 
l 'Education Nationale (Direction de la Coo­
pérat ion avec la Communauté et l 'Etranger); 
celle de Dûsseldorf , l 'a été g râce à l'aide 
du G o u v e r n e m e n t du Land Nordrhein-
Westfalen. 

Le but commun des deux réunions (celle 
de Paris et celle de Dûsse ldor f ) était d'éta­
bl i r des projets d'harmonisation de l'enseig­
nement des mathématiques dans les Univer­

sités et Ecoles Supér ieures d'Europe, afin 
de faciliter ul tér ieurement la solution du 
problème de l 'équivalence des diplômes uni­
versitaires, et de rendre possible dès main­
tenant les échanges d'étudiants pendant le 
cours de leurs études fondamentales, ce qui 
est pratiquement i m p o s s i b l e aujourd'hui. 
Ains i pourrait se c réer peu à peu une véri­
table communauté européenne des étudiants . 

1. Déroulement des travaux 

Les séances de travail eurent lieu dans le 
magnifique cadre de la «Haus der Wissen-
schaf ten», siège de l '«Arbei tsgemeinschaf t 
fur Forschung des Landes Nordrhein-West-
falen», mis à la disposition du Colloque par 
Monsieur le Secré ta i re d'Etat L E E B R A N D T . 
Le Secré ta i re d'Etat vint lui-même accueillir 
les participants à l 'ouverture du congrès , et 
i l prés ida un dîner offer t le 23 Mars 1962 
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par le gouvernement du Land de Nordrhein-
Westfalen. 

L e Professeur H E I N R I C H B E H N K E , qui avait 
pris soin de l'organisation et du fonction­
nement du Colloque, prononça un discours 
d'introduction. Puis H E N R I C A R T A N , organi­
sateur du Colloque de Paris, rappela le but 
de ces réunions : c'est à ti tre privé que se 
trouvent réunis ic i des mathématiciens venus 
de neuf pays d'Europe; ils ne sont mandatés 
par aucun organisme officiel, mais leurs tra­
vaux sont suivis avec intérêt par certains 
Ministères nationaux de l 'Educat ion, ainsi 
que par le Conseil de l'Europe et l 'O. C. D . E . 
I ls se proposent, en toute liberté d'esprit, 
d 'établir des projets et de faire des sugges­
tions qu'ils s'engagent à soumettre ensuite à 
leurs collègues mathématiciens dans leurs 
pays respectifs. 

H . CARTAN rappelle ensuite les conclu­
sions auxquelles était parvenu le Colloque 
de Paris. Un accord s'y étai t fait sur un 
programme de base considéré comme souhai­
table pour l'enseignement des mathématiques 
au niveau des Universi tés . Ce programme 
couvre le cours des études universitaires, à 
partir du moment où l 'étudiant entre à l 'Un i ­
vers i té , jusqu'au moment où, en France ou 
en Belgique par exemple, i l termine sa 
«licence» (le procès-verbal des travaux du 
Colloque de Paris précise , pour chaque pays, 
la période d 'études sur laquelle porte le pro­
gramme de base). Bien que l'organisation 
des études et des examens diffère considéra­
blement d'un pays à l'autre, i l a paru possi­
ble d 'établir un programme de base pour les 
enseignements fondamentaux, sans pré juger 
de la répart i t ion des matières au cours des 
études, et en laissant de côté certains enseig­
nements plus avancés ou spécialisés. L a 
mécanique et les mathématiques appliquées 
sont restées en dehors de la discussion. I l a 
aussi été précisé que le programme de base 
était un programme minimum, auquel i l fau­
drait ajouter, pour la formation des futurs 

mathématiciens, des matières à option que 
l 'on n'a pas voulu préciser . Enf in , le pro­
gramme de base a été conçu à deux niveaux, 
étant entendu qu'une même question peut 
ê t re t ra i tée deux fois, à des niveaux diffé­
rents. Les deux niveaux correspondent en 
gros à ce qui, en France, s'appelle «enseig­
nement propédeut ique» et «enseignement de 
licence». 

A la suite des échanges de vues qui ont 
suivi, dans chaque pays, le Colloque de 
Paris, le «programme de base» a été publié, 
et découpé en 16 rubriques (7 pour le pre­
mier niveau, 9 pour le deuxième niveau). Ce 
découpage est destiné à faciliter les référen­
ces. On a en effet décidé, à Paris, d'instituer 
un «.livret européen de l'étudiant», qui pour 
le moment n'aurait aucun carac tère officiel, 
mais serait simplement un outi l d'informa­
tion pour les professeurs : lorsqu'un étudiant 
changerait d 'Universi té , i l pourrait demander 
à ses professeurs de mentionner, sur son 
livret , les parties du programme de base 
dont i l a une sérieuse connaissance (cette 
inscription sera facilitée par le découpage 
du programme en numéros) , et éventuelle­
ment de fournir toute autre information sur 
les autres connaissances de l 'étudiant . L 'é tu­
diant pourra alors ê t re utilement conseillé à 
son arr ivée dans une Univers i té d'un autre 
pays. Bien entendu, le l ivret de l 'étudiant ne 
saurait constituer déjà une solution au pro­
blème de l 'équivalence des diplômes, mais 
son institution devrait contribuer à faciliter 
ul tér ieurement cette solution. 

U n projet précis a été établi pour le 
Liv re t de l 'Etudiant et a été soumis aux 
participants du Colloque de Paris. Mais i l a 
été décidé d'attendre, pour le mettre en 
pratique, qu'un second colloque ait étudié la 
p o s s i b i l i t é d ' é tendre aux «mathématiques 
appliquées» les projets d'harmonisation éta­
blis à Paris pour les «mathématiques pures» . 
Tel est le but de la présente réunion de 
Dûsseldorf . 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 25 

2. Conclusions du Colloque 

I l n'a pas été j u g é utile de consigner en 
détail , dans ce procès-verbal , les discussions 
qui se sont déroulées pendant deux jou rnées 
et demie. I l suffit d 'énumérer les conclusions 
auxquelles on a unanimement abouti. 

I — Niveau un 

I I est décidé qu'à un premier niveau (qui 
couvre à peu près deux années d 'études), 
une même formation est souhaitable pour tous 
les futurs mathématiciens, qu'ils se destinent 
aux mathématiques pures ou aux mathémati­
ques appliquées. Cette décision de principe 
conduit à introduire des modifications au 
programme de base adopté à Paris pour le 
premier niveau. 

Aux sept anciens numéros du programme, 
qui subissent quelques légers remaniements, 
sont adjoints trois nouveaux numéros : 

n.° 8 — analyse numérique («numerische 
Analysis))) ; 

n.° 9 — cinématique et cinétique (ce nu­
méro absorbe une partie de l'an­
cien numéro 7) ; 

n.° 10 — introduction au calcul des proba­
bilités (une quinzaine de leçons 
de 60 minutes). 

I l est entendu que les numéros 1 à 7 sont 
considérés comme constituant un programme 
de base minimum, programme qu' i l est sou­
haitable de compléter par deux au moins des 
trois numéros 8, 9 et 10. I l est précisé que 
le n.° 9 est enseigné , dans certains pays, 
soit au titre de la physique théor ique, soit 
au titre de la mécanique. 

I I — Niveau deux (mathématiques pures) 

Kien n'est changé en ce qui concerne le 
programme de base minimum du deuxième 
niveau, pour les mathématiques pures. Seul 

l'ancien numéro 9 (algèbre l inéaire) subit de 
légères modifications. I l est rappe lé que ce 
programme de base peut ê t re complété par 
des options, que l 'on ne veut pas préciser . 

I I I — Niveau deux (mathématiques appli­
quées) 

Les participants du Colloque de Diissel-
dorf sont partis du principe que les Mathé­
matiques appliquées s'orientent, en gros, dans 
trois grandes directions : 

— Analyse numérique et machines calcula­
trices ; 

— Probabi l i tés et statistique ; 
— Mécanique et physique mathémat ique. 

(Par «physique mathématique» on entend 
l 'é tude mathémat ique des théories physiques 
contemporaines). 

Sans chercher à proposer des programmes 
pour ces diverses disciplines, le Colloque a 
pré fé ré proposer un programme commun qui 
semble utile en tout cas, quelle que soit 
l 'orientation future de l 'étudiant . Ce pro­
gramme se situe au niveaux deux. I l a été 
admis que ce programme, qui est plus chargé 
que le programme de même niveau (deux) 
pour les mathématiques pures, est un pro­
gramme souhaitable, et qu'on ne pré tend pas 
l'exiger intégralement de chaque étudiant . 
Voic i les rubriques du programme : 

— Algèbre . 
— Fonctions holomorphes d'une variable 

complexe. 
— In tégra le de Lebesgue-Stieltjes. 
— Espaces fonctionnels. 
— Equations in tégra les . 
— Equations différentielles ordinaires. 
— Equations aux dér ivées partielles. 
— Calcul des variations. 
— Distributions, transformations de Fou­

rier et de Laplace. 
— Fonctions spéciales. 

Le détail du programme est donné ci-dessous. 
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I V — Livret européen de l'étudiant 

L'édi t ion du l ivret soulève le problème des 
langues à utiliser. L a couverture et la pre­
mière page peuvent facilement être imprimées 
en 4 langues (allemand, anglais, f rançais , 
italien), ainsi que les pages intercalaires 
destinées à recueillir les appréciat ions des 
professeurs. Mais i l ne saurait être question 
d'imprimer le programme en quatre langues, 
car i l est désirable que le format et l 'épais­
seur du carnet ne dépassent pas ceux d'un 
passeport. L a major i té des participants pro­
pose que le programme soit imprimé en 
français ; toutefois, i l semble avoir été admis 
qu' i l y aura aussi une édition contenant la 
version anglaise du programme, qui sera 
p r é p a r é e par M . T I M M A N . 

Un éditeur f rançais semble disposé à faire 
les frais de l 'édition du L iv re t européen de 
l 'Etudiant, á condition que ses droits soient 
préservés . Les participants se rallient à l ' idée 
de faire prendre un copyright par l'Associa­
tion E u r o p é e n n e des Enseignants, à charge 
pour cette dernière de traiter avec le ou les 
édi teurs du L iv re t . 

I l est suggéré que les Instituts de Mathé­
matiques d'une part, les Associations d'étu­
diants d'autre part, pourraient acheter un 
certain nombre d'exemplaires du Livre t de 
l 'Etudiant. I l sera prudent de ne faire qu'un 
tirage limité, sujet à des révis ions qui pour­
raient s 'avérer utiles. 

PREMIER NIVEAU (>) 

1. Notions g é n é r a l e s d'algèbre. 

Ensembles, sous-ensembles, ensembles 
produits, fonctions. Ensembles finis et ana­
lyse combinatoire. 

(*) L'énumération des matières du programme 
n'implique pas un ordre pour les traiter. 

Entiers rationnels, nombres rationnels, 
nombres rée ls , nombres complexes. 

Relations définies sur un ensemble ; rela­
tions d 'équivalence, relations d'ordre. Lois 
de composition définies sur un ensemble. 

Structure de groupe, d'anneau, de corps 
(se borner à des définitions et à quelques 
exemples, sans théorie généra le) . 

Anneau des polynômes à coefficients ra­
tionnels, réels ou complexes. Formule du 
binôme. Division des polynômes suivant les 
puissances décroissantes . Plus grand com­
mun diviseur. 

Décomposi t ion des fractions rationnelles 
en é léments simples. 

Enoncé du théorème de d ' A L E M B E R T -
GAOSS. Relations entre les coefficients et les 
racines d'un polynôme. 

2. Géo métr i e analytique et g é o m é t r i e 
différentiel le classiques à 2 et 3 
dimensions. 

Equation des droite, plan, cercle, sphère . 
Problèmes d'angles et de distances dans R 2 

et R 3 . 
Coordonnées polaires dans R 2 . 
Etude (à titre d'exemple) de quelques pro­

priétés des coniques par des procédés analy­
tiques. Etude sommaire de quelques qua-
driques (à t i t re d'exemple). Générat ion et 
représenta t ion de surfaces diverses. 

Notions de géométrie affine et de géomé­
trie projective. 

Etude d'une courbe plane donnée sous la 
forme y=f(z>) ou sous forme pa ramét r ique : 
allure généra le , étude locale en un point à 
distance finie ou à l ' in f in i . 

Etude locale d'une courbe de E5 au voi­
sinage d'un point: plan osculateur, courbure, 
formules de F R E N Ê T ; vitesse et accélérat ion 
d'un mobile, accélérat ion tangentielle et accé­
lération normale. 
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S. Algèbre linéaire (niveau 1). 

Définition des espaces vectoriels ; sous-
espaces vectoriels, produits d'espaces vec­
toriels, somme de sous-espaces vectoriels. 
Indépendance linéaire ; bases d'un espace 
vectoriel de dimension finie. 

Applications linéaires ; somme, produit, 
noyau, image, rang. 

Calcul matriciel. 
Formes linéaires, équations l inéaires . 
Formes multilinéaires ; dé te rminants . 
Vecteurs propres et valeurs propres d'un 

endomorphisme ; équation ca rac té r i s t ique . 
Réduct ion d'une matrice à la forme diago­
nale dans le cas des racines distinctes, et à 
la forme triangulaire dans le cas généra l . 

Formes bilinéaires symétr iques et formes 
quadratiques ; formes hermitiennes. 

Espaces affines ; para l lé l i sme, vecteurs 
libres, barycentre, ensembles convexes. 

Notions métriques dans les espaces vecto­
riels sur R: norme, distance, produit scalaire 
et normes associées : inégalité de CAUCHY-
SCHWAEZ. Bases orthonormales dans Rn. 

Groupe des déplacements , groupe des rota­
tions autour d'un point, angle de deux vec­
teurs, orientation de Rn ; produit vectoriel 
dans R5. 

4. Nombres réels, foncMons continues, 
calcul différentiel é lémenta ire . 

On pourra soit donner une construction 
du corps des nombres rée ls , soit en donner 
une définition axiomatique. 

Ensembles de nombres réels : majorants, 
minorants. Borne supérieure et borne infé­
rieure. Intervalles. Suites bornées , suites 
convergentes. Théorèmes fondamentaux sur 
les limites. Cri tère de CAUCHY ; théorème de 
BOLZANO-WEIEESTEASS. 

Fonctions d'une variable réelle : limites, 
continuité. Théorèmes fondamentaux sur les 
fonctions continues numériques sur un inter­

valle (valeurs intermédiaires , bornes, conti­
nuité uniforme). 

Fonctions monotones ; existence de la 
fonction réc ip roque d'une fonction continue 
et strictement monotone. Exemples de fonc­
tions discontinues. 

Dér ivées . Calcul des dér ivées . Dér ivée 
d'une fonction composée, d'une fonction 
réc ip roque . 

Théorème de R O L L E ; t h é o r è m e des 
accroissements finis. Formule de T A Y L O E . 
Maxima et minima des fonctions numériques 
d'une variable rée l le . 

Fonctions t r igonométr iques directes et ré­
ciproques d'une variable réel le . Fonction 
exponentielle, fonction logarithme, fonctions 
hyperboliques directes et réc iproques . 

Comparaison des croissances de deux 
fonctions. Développements limités, applica­
tions ; division des polynômes suivant les 
puissances croissantes. 

Fonctions vectorielles d 'une v a r i a b l e 
réel le . Continuité, dérivat ion, formule de 
T A Y L O E . 

Fonctions de plusieurs variables ; conti­
nui té . Fonction différent iable en un point, 
différentiel le en ce point. Dérivées partielles 
en un point, différentiabil i té d'une fonction 
possédant des dérivées partielles continues. 

Dérivées d'une fonction composée. Inter­
prétat ion géométr ique : tangente, plan tan­
gent. Calcul des dérivées d'une fonction 
implicite. 

Dérivées partielles d'ordre supér ieur ; per-
mutabil i té . Formule de T A Y L O E . Maxima et 
minima des fonctions de plusieurs variables. 

õ. Calcul intégral. 

Définition et propr ié tés de l ' intégrale défi­
nie d'une fonction intégrable au sens de 
R I E M A N N ; intégrabil i té des fonctions conti­
nues, des fonctions monotones. P ropr i é t é s 
de la forme linéaire définie par l ' in tégra le . 
Relation entre intégrale indéfinie et fonctions 
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primitives. Exemples de fonctions primitives. 
Exemples de fonctions définies par une inté­
grale. 

Méthodes d ' intégrat ion. In tégra t ion des 
fractions rationnelles et des fonctions qui 
s'y ramènent . 

In tégra le définie d'une fonction continue 
sur un intervalle quelconque (éventuellement 
inf ini) : convergence, convergence absolue. 

Définition et propr ié tés élémentaires de 
l ' in tégra le de RIEMANN-STIELTJES par rap­
port à une mesure positive sur la droite 
numérique. 

Longueur d'une c o u r b e p a r a m é t r é e ; 
expression de la longueur pour une paramé-
trisation continuement dér ivable . In tégra les 
curvilignes. 

Notions élémentaires sur les intégrales 
doubles et triples, et sur leur mode de cal­
cul . Règles du calcul différentiel extérieur, 
leur application aux intégrales de surface, à 
la formule du changement de variables dans 
les intégrales multiples, et aux transformations 
des intégrales multiples (Stokes). (On ne don­
nera pas de démonstra t ions ; on pourra se 
borner à démontrer la formule de R I E M A N N , 
dans le plan, pour un contour simple). Cas 
particuliers: gradient, d i v e r g e n c e , rota­
tionnel. 

6. Séries. 

Séries à termes réels ou complexes ; con­
vergence, cr i tère de Cauchy. 

Séries à termes positifs : comparaison, 
cri tères classiques de convergence. Sér ies à 
termes positifs décroissants : comparaison 
avec une in tégra le . 

Séries absolument convergentes. Séries 
non absolument convergentes, séries alter­
nées . 

Suites et séries de fonctions ; convergence 
simple, convergence uniforme. Continuité, 
dérivation et intégration des suites et séries 
dans le cas de la convergence uniforme. 

Développements en s é r i e de ex, since, 
cosa;, l o g ( l + x), (1 + x)a , a rc t g a ; , 
arc sin x. 

Théor ie élémentaire des séries entières 
d'une variable, réelle ou complexe. Cercle 
de convergence. Dérivation ; intégrat ion dans 
le domaine rée l . Définitions et propr ié tés de 
e~, sin z et cos z pour z complexe. 

Notions élémentaires sur les séries de 
FOURIER : calcul des coefficients. 

7. Equations différentiel les . 

Notions fondamentales sur les équations 
différentielles ; trajectoires d'un champ de 
vecteurs, problèmes de valeurs initiales, pro­
blèmes aux limites. Il lustration de ces pro­
blèmes par des équations intégrables par 
quadrature ; équations linéaires à coefficients 
constants. 

Théorème de superposition linéaire pour 
les solutions des équations ou des systèmes 
d'équations linéaires à coefficients variables, 
avec ou sans second membre. 

8. Analyse numérique. 

Systèmes d 'équations linéaires ; méthode 
d'élimination et méthode d'approximations 
sucessivos. Optimation linéaire ; approxima­
tion au sens de TCHEBYCHEFP et au sens de 
GAUSS. Algorithmes simples pour le calcul 
des valeurs propres. 

Polynômes et algorithmes de division, 
comme exemples s imples d'algorithmes. 
Majoration et calcul de racines, méthode 
d'approximation de N E W T O N , interpolation 
par les polynômes ; fractions continues. 

P rocédés d ' intégration numérique. Equa­
tions différentielles o r d i n a i r e s : méthodes 
d ' i térat ion, méthode de R U N G E - K U T T A pour 
des valeurs initiales. Méthode des différences 
pour des problèmes aux limites. 

Travaux pratiques sur des machines. 
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9. Cinémat ique et c inét ique. 

Equivalence des systèmes de vecteurs : 
torseurs. 

Cinématique : 

Définition d'un mouvement par rapport à 
un r epè re . Compléments de cinématique du 
point. Exemples simples de détermination de 
mouvements à partir de l 'accélérat ion et des 
conditions initiales (mouvements à accé lé ra ­
tion centrale). 

Champ des vitesses d'un solide. Change­
ment de repère : composition des vitesses et 
des accélérat ions . 

\ 

Cinétique : 

Masse d'un système. Conservation de la 
masse. Centre d'inertie. Torseur des quanti­
tés de mouvement. Torseur des quanti tés 
d 'accélérat ion. Energie cinétique. Cas du 
solide. Torseur d'inertie. Exemples simples 
de mouvements de solides. 

10. Introduction au calcul des proba­
bilités. 

Axiomes du calcul des probabi l i tés . 
Quelques lois de probabil i té à une dimen­

sion : lo i binomiale, loi de POISSON, lo i de 
L A P L A C E - G A U S S . 

Espérance mathématique d'une fonction ; 
fonction généra t r ice des moments. Valeurs 
typiques. 

Lois de probabi l i té à deux dimensions. 
Méthode des moindres c a r r é s , corrélat ion, 
régress ion . 

DEUXIEME NIVEAU 
(Mathématiques pures) 

11 . Algèbre des ensembles et a lgèbre 
(niveau 2). 

Notions élémentaires sur le calcul logique. 

Opérat ions sur les ensembles ; notations. 
Produit d'ensembles. 

Applications d'un ensemble dans un autre; 
image directe, image réc iproque, formules. 

Relations binaires : relation d'ordre, rela­
tion d 'équivalence. 

Notions sur les cardinaux ; puissance du 
dénombrable , puissance du continu. 

Axiome du choix ; théorème de Z O R N 
(sans démonst ra t ion) . 

Lois de composition ; propriétés (associa-
tivité, etc.). 

Groupes; sous-groupes, groupes-quotients; 
théorème d ' h o m o m o r p h i s m e . Exemples: 
Z\nZ, RjZ. Plongement d'un ensemble 
muni d'une loi commutative et associative, 
régul ière , dans un groupe ; exemples. Pro­
duit de groupes, produit direct de sous-grou­
pes. 

Groupe symétr ique : signature d'une per­
mutation. 

Groupes de transformations ; transit ivité, 
t ransit ivi té simple; trajectoires: exemples. 
Exercice possible : théorème de S Y L O W . 

Anneaux et a lgèbres ; idéaux ; anneau-quo­
tient. Exemples (quaternions). 

Algèbre des polynômes à une ou plusieurs 
variables. 

Corps, règles de calcul. Caractér is t ique 
d'un corps ; exemples. 

12. A lgèbre linéaire (niveau 2). 

Révision de l 'a lgèbre l inéaire (niveau 1). 
Bases d'un espace vectoriel (de dimension 

finie ou infinie). Duali té des espaces vecto­
riels de dimension finie ; application aux 
équations l inéaires. 

Elements d 'a lgèbre ex té r ieure . 
Formes bilinéaires symétr iques et hermi-

tiennes ; orthogonali té . Formes quadratiques 
et hermitiennes ; réduction à une somme de 
car rés ; lo i d'inertie. Groupe orthogonal, 
groupe unitaire, opéra teurs hermitiens. 
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13. Topologie généra le . 

Topologie de R, de Rn ; t h é o r è m e de 
BORKL-LEBESGUE. 

Définition générale d'un espace topologi­
que (par les ouverts ou par les fermés) ; 
exemple des espaces métr iques. Fonctions 
continues. Produits d'espaces topologiques. 

Espaces compacts ; théorèmes classiques. 
Espaces localement compacts. 

Espaces connexes ; image d'un espace 
connexe par une application continue. 

Espaces métriques (nombreux exemples). 
Cri tère de compacité des espaces métr iques . 
Continuité uniforme ; cas d'une application 
continue d'un espace métr ique compact dans 
un espace métrique. 

Espaces métriques complets (sans traiter 
de la complétion). Méthodes des approxima­
tions sucessivos. 

Familles sommables dans un espace normé 
complet ; convergence normale. 

14. Espaces fonctionels. 

Distance de la convergence uniforme sur 
l'espace des applications dans un espace 
métr ique ; cas où ce dernier est complet ; 
cas des applications continues. 

Espaces vectoriels normés ; espaces de 
Banach. Exemples : norme de la convergence 
uniforme sur un espace vectoriel de fonctions 
numériques, normes diverses définies sur des 
espaces fonctionnels au moyen d ' intégrales . 

Théorème de STONE-WEIERSTRASS, OU tout 
au moins théorème de WEIERSTRASS (appro­
ximation par les polynômes). 

Espaces préhilbert iens : exemples. L'espace 
L2 est complet (avec l ' intégrale de LEBESGUE) . 
Inégal i tés . Projection sur un sous-espace 
vectoriel complet, et plus généralement sur 
un convexe complet ; la projection est une 
application contractante. Espaces préhi lber­
tiens à base dénombrable ; orthogonalisation 

de SCHMIDT. Applications : suites de poly­
nômes spéciaux, séries de FOURIER. 

15. Intégration (niveau 2). 

In tégra le ( E I E M A N K OU LEBESGUE, de pré­
férence LEBESGUE) de fonctions numériques 
définies dans R". Théorème de LEBESGUE-
F U B I N I ( intégrations sucessivos). Changement 
de variables. Application : calcul de volu­
mes. 

Séries et intégrales dépendant de paramè­
tres : continuité, d é r i v a t i o n , intégrat ion. 
Nombreux exercices comportant des contre-
exemples. 

16. Calcul différentiel . 

Différentielle (du premier ordre) d'une 
application d'un ouvert d'un espace vectoriel 
normé dans un autre. Propr ié tés ; calcul. 

Théorème des fonctions implicites pour 
les fonctions continûment différent iables . 

Formes différentielles ; calcul différentiel 
extér ieur . Formule de STOKES dans des cas 
simples. Primitives locales d'une forme dif­
férentielle fe rmée de degré un. 

Systèmes différentiels : existence et unicité 
locales dans le cas lipschitzien. Variation de 
la solution en fonction des données . Cas 
d'un système différentiel l inéaire. 

In tégra les premières d'un système diffé­
rentiel : résolution d'une équation aux déri­
vées partielles linéaires du premier ordre. 

Eléments de calcul des variations. 

17. Fonctions analytiques d'une varia­
ble complexe. 

Séries entières formelles, séries en t iè re ! 
convergentes. 

In tégra le de CAUCHY. 
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Développements de T A Y L O R et de L A U R E N T . 

Théorème dn maximum. Résidus. 
Topologie de la convergence uniforme sur 

tout compact ; critère de compacité (familles 
normales). 

Fonctions définies par des séries ou des 
produits infinis ; exemples. 

Notions sur les fonctions analytiques de 
plusieurs variables. 

Systèmes différentiels holomorphes : mé­
thodes des majorantes. 

Représentation conforme. Notions sur les 
surfaces de RIEMANN ; exemples. 

18. G é o m é t r i e différentiel le des cour­
bes et des surfaces de fi3. 

Notamment : les deux formes fondamenta­
les d'une surface. Méthode du repère mobile: 
courbure normale, courbure géodésique, tor­
sion géodésique d'une courbe tracée sur une 
surface. Géodésiques d'une surface. Cour­
bure totale d'une surface, et peut-être for­
mule de G A U S S - B O N N E T . 

19. Bloc é lémentaire . 

Théorie des entiers naturels ; opérations ; 
divisibilité, nombres premiers , théorème 
d'unique factorisation. Corps des entiers 
modulo p (p premier). 

Corps des rationnels. Corps des réels : 
caractérisation axiomatique et ex is tence . 
Corps des complexes. 

Existence des représentations continues 
du groupe additif R sur le groupe multipli­
catif des nombres complexes dont la valeur 
absolue est égale à 1. 

Géométrie de R2 ou de R5 muni du pro­
duit scalaire canonique: déplacements, angles, 
orientation. Modèles euclidiens de géométries 
non-euclidiennes. 

Axiomatisation de la géométrie euclidienne: 
notions succintes. 

DEUXIEME NIVEAU 
(Mathématiques appliquées) 

2 0 . C o m p l é m e n t s d'algèbre-

Groupes: sous-groupes, groupes-quotients, 
théorème d'homomorphisme. Exemples. 

Bases d'un espace vectoriel (de dimension 
finie ou infinie). Dualité des espaces vecto­
riels de dimension finie. Matrices et valeurs 
propres (révision). 

Produit tensoriel d'espaces vectoriels ; 
algèbre tensorielle, contraction. 

Formes quadratiques et hermitiennes : loi 
d'inertie ; réduction simultanée de deux for­
mes dont l'une est définie positive. 

Groupe orthogonal, groupe unitaire. 

2 1 . Fonctions analytiques d'une varia­
ble complexe. 

Séries entières convergentes. 
Intégrale de C A U C H Y . 
Développements de T A Y L O R et de L A U R E N T . 

Théorème du maximum. Résidus. 
Fonctions définies par des séries ou des 

produits infinis ; exemples. 
Exemples de surfaces de RIEMANN. Repré­

sentation conforme. 

99 C o m p l é m e n t s de calcul intégral. 

Intégrale de L E B E S G U E - S T I E L T J E S dans Rn 

pour les fonctions numériques : énoncé (sans 
démonstration) des théorèmes fondamentaux. 

2 3 . Espaces fonctionnels. 

Espaces métriques; l imite , continuité. 
Espaces métriques complets. 

Espaces vectoriels normés ; espaces de 
B A N A C H . Exemples : norme de la conver-
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gence uniforme sur un espace vectoriel de 
fonctions numériques, normes diverses défi­
nies sur des espaces fonctionnels au moyen 
d'intégrales. 

Théorème de W E I E R S T R A S S (approximation 
par les polynômes). 

Approximations successives pour une appli­
cation strictement contractante. Application 
aux fonctions définies par des équations 
fonctions implicites). 

Espaces préhilbertiens et espaces hilber-
tiens : exemples. L'espace L 2 est complet. 

2 4 . Equations intégrales. 

Equation de V O L T E R R A . 
Equation de F R E D H O L M : cas d'an noyau 

continu, cas qui s'y ramènent. Cas d'un 
noyau hermitien. 

Développement en série de fonctions ortho­
gonales. 

2 5 . Equations différentiel les ordinaires. 

Théorème d'existence et d'unicité dans le 
cas analytique complexe. Dépendance des 
paramètres. 

Systèmes différentiels linéaires. 
Théorème de F D C H S pour une équation 

linéaire du second ordre. 
Théorème d'existence et d'unicité dans le 

cas réel. Dépendance des paramètres. 
Systèmes différentiels linéaires dans le 

domaine réel. 
Etude, sur quelques exemples, des solu­

tions d'un système différentiel au voisinage 
d'un point singulier (col, noeud, foyer). 

Problèmes aux limites du type S T U R M -
L l O U V I L L E . 

2 6 . Equations aux dér ivées partielles. 

Une équation quasi-linéaire du premier 
ordre: problème de C A U C H Y , caractéristiques. 

Définition des caractéristiques d'un sys­
tème quasi-linéaire de deux équations du 
premier ordre à deux variables. 

Equation de P F A F F complètement inté-
grable. 

Equation du deuxième ordre : séparation 
des variables. 

Equations du deuxième ordre à coefficients 
constants : 

— Type elliptique: équation Aa> = 0 ; théo­
rème de la moyenne, solution élémentaire ; 
unicité pour leB problèmes de NEUMANN et 
de D I R I C H L E T ; fonction de G R E E N , formule 
de P O I S S O N pour la sphère; intégrale d'éner­
gie ( D I R I C H L E T ) . Equation A © + k2 y = 0 : 
la condition de radiation ; réduction à une 
équation intégrale. 

— Type hyperbolique: équation des ondes 
à 1, 3 et 2 variables d'espace; solution élé­
mentaire; problème aux limites; formules de 
P O I S S O N et de K I K C H O F F . Méthode de des­
cente. Intégrale d'énergie. 

— Type parabolique : équation de la cha­
leur à une variable d'espace ; solution élé­
mentaire ; problème aux limites. 

2 7 . Calcul des variations. 

Equations d ' E U L E R - L A G R A N G E pour les 
intégrales simples ou multiples. 

Conditions aux limites naturelles. Multipli­
cateurs de L A G R A N G E . 

2 8 . Distributions, transformations de 
Fourier et de Laplace. 

Définition des distributions sur Rn. Déri­
vation des distributions ; exemples. 

T r a n s f o r m a t i o n s de F O U R I È R et de 
L A P L A C E : introduction à la théorie. Appli­
cations aux dérivées partielles. 

Exemples de développements asympto-
tiques. 
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29. Fonctions spéc ia le s . 

1) Fonction T (z) . D é v e l o p p e m e n t s 
asymptotiques. 

2) Un choix entre les fonctions suivantes : 
— fonctions de B E S S E L - H A N K E L - N E U M A N N ; 

expression asymptotique, expressions inté­
grales. 

— fonctions de L E G E N D R E , de L E G E S D R E 

associées, fonctions harmoniques sphéri-
ques. 

3) éventuellement, un choix parmi les 
fonctions suivantes : 

— fonctions hypergéométriques ; 
— polynômes de L A G U E R R E ; 
— polynômes d ' H E R M i T E ; 
— fonctions de M A T H I E U ; 
— fonctions elliptiques. 

L'Enseignement des Mathématiques 
dans les Lycées Danois 

par Hans Jorgen Helms 

L e lycée danois dure trois ans et l'âge 
normal des élèves varie de 16 à 18 ans. 

L'enseignement est presque entièrement 
assuré par des professeurs agrégés, et bien 
qu'un curriculum soit fixé par le Ministère 
de l'Education Nationale, les professeurs 
conservent une assez grande liberté dans 
leur enseignement journalier ainsi que dans 
leur sélection des manuels. 

L'enseignement se termine à la troisième 
classe du lycée, sanctionné par un examen 
sous contrôle d'état (Baccalauréat). L e bac-
calauréat est l'examen d'admission aux uni­
versités et grandes écoles. 

Pour chaque matière enseignée au lycée, 
le Ministère de l'Education Nationale a 
nommé deux inspecteurs qui rendent régu­
lièrement visite aux professeurs dans un but 
d'inspection et de consultation. Entre autres 
responsabilités, ils assurent la surveillance 
de l'instruction pédagogique des jeunes pro­
fesseurs. Les inspecteurs sont choisis parmi 
des professeurs agrégés éminents et ils con­
tinuent à enseigner à mi-temps dans leurs 
propres lycées . 

A partir de la nouvelle année scolaire 
(août 1963), la structure du lycée danois 
sera celle indiquée au tableau 1. 
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L'enseignement des mathématiques est 
donné dans toutes les séries et branches. 
Les heures des cours de mathématiques sont 
en série Mathématique et Branche Mathéma­
tique-Physique : Première classe, 5 heures, 
Deuxième classe, 6 heures, et Troisième 
classe, 6 heures. 
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Simultanément avec l'adoption de la nou­
velle structure, on a révisé les curricula 
dans les diverses matières et le curriculum 
des mathématiques a subi un changement 
assez radical. 

Les pages suivantes donnent une traduc­
tion française du curriculum fixé pour l'en­
seignement des mathématiques dans la Série 
Mathématique et la Branche Mathématique-
-Physique. Ce curriculum est inclus dans un 
arrêt publié par le Ministère de l'Education 
Nationale. 

L e curriculum est rédigé par un petit 
comité composé par des mathématiciens et 
professeurs agrégés de mathématique, nom­
més par le Ministère. 

Des groupes de mathématiciens et pro­
fesseurs de mathématiques ont récemment 
publié des manuels tenant compte du nou­
veau curriculum. De plus, on a fait des 
efforts considérables pour faire adopter par 
les professeurs les idées modernes dans 
l'enseignement des mathématiques. Entre 
autres, on a organisé un certain nombre de 
cours d'été, qui ont été fréquentés par un 
grand nombre de professeurs sur une base 
volontaire. 

a. Table des matières 

1. Conceptions générales auxiliaires de la 
théorie des ensembles et de l'algèbre. 

Ensemble, sous-ensemble, complément d'un 
ensemble, intersection des ensembles, réu­
nion des ensembles. Relation d'équivalence, 
relation d'ordre. Application d'un ensemble 
à et dans un ensemble (conception de la 
fonction), application biunivoque, application 
réciproque (fonction réciproque). Ensem­
bles dénombrables. Lois de composition, 
les conceptions de groupe, d'anneau et de 
corps. 

2. Les nombres entiers, rationnels, réels et 
. complexes. 

Les nombres entiers naturels. Axiome de 
récurrence. Nombres premiers. Plus grand 
commun diviseur, algorithme d'Euclide. L'an­
neau des nombres entiers, classes de restes. 
L e corps des nombres rationnels. L e théo­
rème : L'ensemble des nombres rationnels 
est un ensemble dénombrable. L e corps des 
nombres réels, les propriétés de continuité 
de l'ensemble des nombres réels, le théo­
rème : L'ensemble des nombres réels est un 
ensemble non-dénombrable. Borne supérieure 
et inférieure. Fractions décimales infinies. 
L e corps des nombres complexes. Valeur 
absolue. 

3. Analyse combinatoire. 

Combinaisons et permutations, formule du 
binôme. Espaces finis de probabilité. Exem­
ples de calcul de probabilité basé sur les 
combinaisons. 

4 . Equations et inégalités. 

Equations et inégalités de premier et deu­
xième ordre à une grandeur inconnue. Equa­
tions et inégalités de premier ordre à deux 
grandeurs inconnues. Exemples simples d'au­
tres équations. Equation binôme et équation 
de second degré dans le corps des nombres 
complexes. 

5. Géométrie plane. 

Coordonnées cartésiennes. Changement des 
coordonnées. Vecteurs et leurs coordonnées. 
Calcul des vecteurs y inclus le produit sca­
laire de deux vecteurs. Applications analy­
tiques des droites. Distances et angles. 

Applications analytiques des cercles. Aire 
du triangle et du parallélogramme. Définition 
at application analytique de la parabole, 
ellipse et hyperbole. Application d'un plan 
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sur lui-même : Translation, rotation, homo-
thétie et produits de ses transformations. 
Affinité linéaire. 

6 . Géométrie dans l'espace 

Coordonnées cartésiennes. Vecteurs et 
leurs coordonnées. Calcul des vecteurs y 
inclus le produit scalaire de deux vecteurs. 
Applications paramétriques des dro i tes . 
Applications analytiques des plans. Distan­
ces et angles. Equation de la sphère. Coor­
données sphériques. Distance sphérique entre 
deux points (formules du cosinus). Polyèdres. 
Théorème d'Euler, les polyèdres réguliers. 
Volume du prisme, pyramide, cylindre de 
révolution, cône de révolution et sphère. 
Aire de surface du cylindre de révolution, 
cône de révolution et sphère, aire d'un trian­
gle sphérique. Coïncidence et symétrie. 

7. Fonctions élémentaires 

L a fonction linéaire d'une variable. L a 
fonction linéaire de deux variables. Lignes 
de niveau. Polynômes d'une variable, décom­
position d'un polynôme en facteurs, nombre 
maxima des racines, détermination des raci­
nes rationnelles d'un polynôme des coeffi­
cients entiers. Fractions rationnelles d'une 
variable. Fonctions logarithmiques. Échelle 
logarithmique, utilisation de la règle à calcul 
et la table logarithmique. Fonctions expo­
nentielles, fonctions puissances. Fonctions 
trigonométriques, règles d'addition, règles 
logarithmiques. Applications des fonctions 
trigonométriques à l'étude des oscillations et 
calcul des triangles. Fonction linéaire d'une 
variable complexe et son interprétation géo­
métrique. 

8. Calcul inûnitêsimal 

Limites. Continuité et dérivation d'une 
fonction réelle d'une variable. Continuité et 
dérivation d'une fonction vectorielle d'une 

variable réelle (vecteur tangente). Propriétés 
de dérivation. Formule de Taylor (polynômes 
approximatif), différentielles. L'intégrale défi­
nit comme limite des sommes. Primitives. 
Opérations sur intégrales et primitives y 
inclus intégration par parties et changement 
de variable. 

9. Applications du calcul infinitésimal. 

Etude de l'ensemble des valeurs d'une 
fonction et de la variation d'une fonction. 
Exemples simples sur l'étude des propriétés 
asymptotiques d'une fonction. Construction 
des courbes planes représentées par une fonc­
tion explicite ou une application paramétri­
que simple. Vecteur vitesse, vecteur accélé­
ration. Calcul des aires et volumes au moyen 
d'intégrales. Exemples sur l'étude des espa­
ces probabilités au moyen de fonctions fré­
quences. Exemples d'équations différentielles 
simples. Exemples sur l'application du calcul 
infinitésimal aux problèmes tirés d'autres 
spécialités. 

10. Sujet facultatif. 

b. Remarques généra les 

L a table des matières établie paragraphe 
a., n'est pas une liste chronologique donnant 
une suite ou les sujets doivent être obligatoi­
rement traités dans l'enseignement. L e pro­
fesseur peut modifier l'ordre dans lequel il 
lui parait le plus satisfaisant, en considéra­
tion de ses propres vues pédagogiques et 
systématiques en tenant compte des relations 
étroites avec la physique, la chimie et la 
biologie. 

On accorde une grande importance et i l 
est considéré comme très utile pour l'ensei­
gnement des mathématiques ainsi que pour la 
physique que soit établie une coordination 
propre entre les programmes relatifs aux 
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deux sujets. E n conséquence de cet ensei­
gnement parallèle, on peut dire par exemple 
que le chapitre consacré au calcul infinitési­
mal sera traité au plus tard au début de la 
deuxième classe. 

E n relation avec les matières convenables 
présentées aux élèves, ces derniers doivent 
résoudre les problèmes que posent le calcul 
numérique. A ce titre on donne les exemples 
suivants : Résolution des équations de pre­
mier et deuxième ordre avec nombres déci­
maux comme coefficients, calcul des trian­
gles, calculs des probabilités basés sur les 
fonctions fréquences. Résolution approxima­
tive des équations algébriques et trans­
cendantes simples, calcul approximatif des 
valeurs des fonctions au moyen des polynô­
mes approximatifs, et calcul approximatif 
des intégrales par sommation. Pour résoudre 
ces problèmes sur le plan pratique on doit 
utiliser : L a règle de calcul (25 cm) qui outre 
les échelles de base ordinaires doit porter 
des échelles pour a r 1 , x2, x5, log x, sin x, tg x. 
On doit également utiliser la table de loga­
rithmes à quatre chiffres, les tables trigono-
métriques à quatre chiffres et la table des 
carrés. Occasionnellement d'autres moyens 
sont bons pour faire des calculs, notamment 
les nomogrammes, feuilles de fonctions ou 
des tables sur des fonctions autres que celles 
déjà mentionnées. 

Pour des raisons professionnelles et plus 
particulièrement culturelles il est d'impor­
tance de ne pas sous estimer l'origine et 
l'évolution historique de quelques unes de 
ces conceptions fondamentales en relation 
avec le procédé général de ces conceptions. 
De plus on doit introduire des courtes ana­
lyses biographiques sur ces mathématiciens. 
Leurs œuvres, l'importance qu'elles ont eues 
dans le cadre des matières traitées. 

On suppose que la connaissance des élèves 
à «l'école royale» (école préparant le lycée) 
relative aux opérations simples algébriques 
et supplée par un enseignement au lycée. 

Par exemple, les élèves doivent connaître et 
être capables d'appliquer les formules de la 
somme d'une série arithmétique et géomé­
trique. 

L a théorie sur les nombres distances des 
droites et des arcs, nombres aires des domai­
nes plans et surfaces, et nombres volumes 
des solides, peut être basé sur un système 
de axiomes où l'on suppose l'existence de 
telles mesures additives. 

Occasionnellement, on doit traiter des pro­
blèmes et exemples tirés d'autres spécialités 
(la physique, la chimie, la biologie, les scien­
ces politiques etc.). Ces exemples doivent 
être vus sous un angle très vaste et plus par­
ticulièrement montrer d'une manière appro­
fondie les applications mathématiques dans 
la mesure du possible. 

Des exemples tirés de la physique, le pro­
fesseur doit essayer de montrer à ses élèves, 
que l'application dans la physique des con­
ceptions mathématiques suit la définition de 
ces conceptions, bien que le langage et le 
raisonnement dans la physique, pour des 
raisons pratiques, soient très souvent plus 
courts que dans ceux des mathématiques. 

c. R e m a r q u e s relatives aux différents 
points de la table des matières 

Au point 1. 

Les conceptions générales sur la théorie 
des ensembles ont pour but d'éclairer des 
conceptions fondamentales, ainsi que d'être 
le fondement d'une manière d'expression 
précise et moderne. Les conceptions sur la 
théorie des ensembles doivent être définies 
lorsque d'autres conceptions sont étudiées et 
dans ces circonstances peuvent illustrer les 
conceptions générales au moyen d'exemples 
divers. De plus, on attache beaucoup d'im­
portance à démontrer aux élèves comment 
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quelques unes de ces conceptions simples 
trouvent leur application dans la logique. 

D'une manière générale la conception de 
fonction doit être exposée comme suit : 
Application d'un ensemble dans un ensemble, 
démonstration qui permet de faire compen-
dre aux élèves comment la conception de 
fonction est une conception qui s'applique 
partout dans les mathématiques de même 
qu'elle permet de démontrer et illustrer les 
moyens par lesquels une fonction représentée 
doit être variée selon la nature des deux 
ensembles. 

E n ce qui concerne les conceptions algé­
briques on ne doit pas exposer une théorie 
systématique. Les conceptions, lois de com­
position, groupe, anneau et corps doivent 
servir comme base pour une description des 
propriétés algébriques des ensembles de 
nombres. De plus, divers exemples sur ces 
conceptions fondamentales permettent de 
montrer une homogénéité entre les différen­
tes disciplines qui d'ailleurs ne paraissent 
pas à priori s'apparenter. 

Au point 2. 

Dans la partie consacrée aux entiers 
naturels, on doit faire remarquer le rôle 
fondamental de l'axiome de récurrence ainsi 
que son utilisation fréquente comme moyen 
de démonstration. 

E n ce qui concerne les nombres premiers 
on peut se borner au théorème : L a série 
des nombres premiers est infinie, et le 
théorème sur la décomposition unique d'un 
nombre en facteurs premiers. 

Les élèves devront être attentifs quand 
sera étudié l'important chapitre sur la valeur 
absolue, car ils trouveront maintes applica­
tions dans leurs problèmes tant dans les 
équations et inégalités que dans l'étude des 
fonctions. 

Concernant les nombres réels, on ne 

réclame pas une théorie constructive des 
nombres irrationnels. 

Au point 3. 

Les élèves doivent prendre connaissance 
de la conception générale suivante : Un 
espace probabilité fini, également, on ne 
doit pas se borner à des espaces où toutes 
les épreuves ont la même probabilité. 

E n d'autres termes, cela consiste à pre­
senter un modèle mathématique simple et 
utiliser la langage propre qui s'attache à ce 
modèle. 

Au point 4. 

Parmi les différents types d'équations où 
il se révèle nécessaire de citer des exemples, 
il faut mentionner : Un système à trois équa­
tions linéaires avec trois grandeurs inconnues, 
un système de deux équations avec deux 
graddeurs inconnues, où une équation est du 
premier ordre et l'autre du deuxième ordre 
équations où la grandeur inconnue est sous 
signe radical, équations exponentielles et 
trigonométriques avec une grandeur incon­
nue. Tous les exemples d'équations et sys­
tèmes d'équations doivent être simples et le 
sujet ne doit pas subir une conclusions sys­
tématique. 

Au point 5. 

Les transformations des coordonnées doi­
vent inclure translation et rotation du sys­
tème des coordonnées. 

E n géométrie analitique la conception des 
vecteurs doit jouer un rôle central et les 
élèves doivent avoir l'habitude d'opérer avec 
des vecteurs de manière à ce qu'une trans­
formation en coordonnées ne soit pas tou­
jours nécessaire. 

L'expression «applications analytiques des 
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droites» comprend d'une part équation coor­
donnée, et par ailleurs équation vectorielle, 
ainsi que l'application paramétrique et équa­
tion normée. 

L'étude sur la théorie des coniques peut 
se limiter à la dérivation des équations pour 
la parabole, l'ellipse et l'hyperbole, ayant 
pour base les définitions géométriques de ces 
courbes. On doit déterminer les asymptotes 
d'une hyperbole. Les propriétés spéciales 
des coniques peuvent être étudiées dans le 
cadre réservé aux exercices. I l s'agit notam­
ment des théorèmes sur les tangentes, des 
diamètres. 

Comme il est indiquée à la table des matiè­
res, on suppose que les applications mention­
nées doivent être traitées comme applications 
d'un plan sur lui-même, non seulement comme 
applications des figures singulières, mais 
comment doivent être étudiées les propriétés 
des figures (mesure distance, angles et aires) 
et leur é v o l u t i o n s pendant l'application 
(propriétés variantes et non-variantes). Plus 
particulièrement, on doit montrer que l'ellipse 
est l'image d'un cerc le par une affinité 
linéaire. On étudiera l'application paramé­
trique de l'ellipse. 

Au point 6. 

Sans preuve, on détermine les théorèmes 
fondamentaux sur le parallélisme et l'orto-
gonalité des droites et plans dans la mesure 
où c'est nécessaire pour l'introduction des 
coordonées cartésiennes et le traitement des 
polyèdres. 

L'application analytique du plan doit in­
clure l'équation coordonnée, l'équation vec­
torielle, ainsi que l'équation normée. 

Les exercises pratiques des coordonnées 
sphériques doivent renfermer entre autres 
des problèmes géographiques et astronomi­
ques. 

E n ce qui concerne les polyèdres régu­

liers, on suppose seulement une étude déve­
loppée pour le tétraèdre, l'hexaèdre et 
l'octaèdre. 

Au point 7. 

Dans l'étude de la fonction linéaire à deux 
variables, et ses lignes de niveau, on peut 
traiter les problèmes sur la détermination 
des maxima et minima d'une telle fonction 
dans un domaine représenté par un système 
d'inégalités linéaires (programmation linéaire). 

L a mention des polynômes doit en regard 
de l'étude du point de vue théorie des fonc­
tions tenir également compte du rapport 
algébrique sur l'ensemble des polynômes est 
un anneau et un soulignement d'analogie 
entre l'ensemble des entiers et l'ensemble 
des polynômes. 

L'étude de la régie à calcul doit se résu­
mer à son principe même et à l'exercice des 
opérations fondamentales. On ne doit pas 
consacrer beaucoup de temps à démontrer 
des finesses techniques. L'importance des 
calculs logarithmiques étant en régression, 
ces calculs doivent s'effacer du programme 
dans les lycées. Dans le calcul des triangles, 
i l est rationnel de montrer aux élèves que 
les fonctions trigonométriques servent de 
base pour la détermination générale des cô­
tés et angles d'un triangle basé sur la con­
naissance de trois d'entre eux. De manière 
à ne pas introduire l'étude du système des 
formules logarithmiques, on peut se limiter 
à indiquer les formules de sinus et cosinus. 

A travers les diverses applications des 
fonctions trigonométriques à l'étude des os­
cillations, on suppose qu'en démontrant le 
théorème, une combinaison linéaire d'oscilla­
tions harmoniques avec la même fréquence 
est une oscillation harmonique, et on peut 
donner des exemples sur la décomposition 
des fonctions trigonométriques dans les oscil­
lations harmoniques. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 39 

Au point 8. 

E n rapport avec la conception des limites, 
il faut mentionner les théorèmes sur les 
opérations des limites des séries des nombres 
et des fonctions. On peut se borner à démon­
trer un seul de ces théorèmes. 

Concernant les théorèmes fondamentaux 
sur les fonctions continues, le professeur 
appréciera lui-même combien et quels théo­
rèmes il doit démontrer. 

E n relation avec la formule de Taylor, les 
élèves doivent être capables de réaliser eux-
-même des calculs approximatifs des valeurs 
de certaines fonctions. 

Au point 9. 

L e calcul du volume par l'intégration doit 
inciure l'étude du volume des solides à révo­
lution et de la pyramide. 

On suppose que la place des fonctions de 
fréquence comme base de détermination des 
espaces probabilité finie dans le cas singu­
lier doit être fondée sur un postulat concer­
nant l'existence d'une telle fonction telle que 
la répartition de probabilité correspondant 
à n'importe quelle division finie d'intervalle 
peut se déterminer par l'intégration de cette 
fonction sur les intervalles individuels. On 
insère le sujet dans le cadre des espaces 
probabilité fini et de cette manière les pro­
blèmes sont essentiellement des problèmes 
d'intégration exposés au langage de la théo­
rie de probabilité. L'étude des équations dif­
férentielles peut être limitée aux équations 
suivantes : 

dy/dx*=f(x) et dyjdx ••= g{y){g{y)i=0). 

A titre d'exemples des applications en 
physique notons entre autres des calculs 
simples de moments d'inertie et détermina­
tions simples du centre de gravité. 

Au point 10. 

On suppose que le sujet facultatif s'éten-
dant sur une période de travail de deux mois 
environ, peut être inclus dans l'instruction 
générale au moment le plus favorable, et 
ceci bien entendu en fonction du caractère 
du sujet. I l ressort donc que le sujet facul­
tatif n'est pas nécessairement étudié à la fin 
de la troisième classe. D'ailleurs, on peut 
judicieusement faire coordonner un enseig­
nement parallèle entre le sujet facultatif et 
ceux obligatoires. 

L e choix du sujet facultatif doit supposer 
être fait de telle sorte qu'il ne soulève pas 
de difficultés insurmontables pour les élèves, 
et doit se situer dans un niveau de com­
préhension égal au niveau des mathématiques 
enseignés dans les lycées. 

L e sujet facultatif pourra être tiré des 
exemples suivants : Histoire des mathémati­
ques, théorie des nombres, matrices et déter­
minants, théorie des groupes, théorie des 
ensembles, l'algèbre logique, équations diffé­
rentielles, séries et développement en séries, 
théorie de probabilité, théorie de statistique, 
théorie de jeu, topologie, géométrie projec­
tive, théorie des coniques, géométrie non-
-euclidienne, géométrie à plusieurs dimen­
sions, constructions géométriques. 

De plus, le sujet facultatif peut être choisi 
de manière à ce qu'il soit étudié en combi­
naison avec l'étude spéciale dans l'enseigne­
ment de la physique (sujet facultatif dans 
l'enseignement de la physique). Comme exem­
ples, on donne : Théorie de probabilité et 
théorie moléculaire cinétique, équations dif­
férentielles et circuits d'oscillation. 

Enfin, on peut traiter le sujet facultatif en 
relation avec des matières autres que la phy­
sique. A titre d'exemple, on cite : Théorie de 
probabilité et génétique. 

L e sujet facultatif doit être soumis à l'ins­
pecteur général pour son approbation. 
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M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
O PAPEL E A IMPORTÂNCIA DA MATEMÁTICA CLÁSSICA E DA MATEMÁTCA MODERNA 

NA SOLUÇÃO DOS PROBLEMAS NACIONAIS* 

O desenvolvimento das matemáticas sofreu no 
decorrer da primeira metade do Século xx uma trans­
formação extraordinária. 

Esta transformação é, por um lado, consequência 
de evolução particularmente rápida das condições de 
vida do Homem e da consequente repercussão na 
actividade científica ; por outro lado resulta duma 
relativa e momentânea situação de crise em deter­
minados ramos da matemática clássica. 

Por isso, em nível superior de abstracção, novos 
conceitos se organizaram em novas teorias que cons­
tituem por sua vez o tema de grande percentagem 
da actual actividade da investigação cientifica em 
matemática. 

Mas sempre em relação de causa e efeito, as mate­
máticas «modernas ou abstractas» são um reflexo do 
progresso e da actividade humanas e constituem uma 
estrutura que assenta natural e necessariamente na 
respectiva base — as matemáticas clássicas ; estas 
por sua vez devem, do mesmo modo responder às 
necessidades imediatas da vida social. 

Encarando esta realidade no âmbito de uma acti­
vidade científica nacional, conclui-se que a investi­
gação no domínio das matemáticas abstratas tem 
interesse nacional apenas num país em que exista pro­
fundo conhecimento das matemáticas clássicas, 
baseado em sólidas aplicações das mesmas. Doutra 
forma cai-se no perigo de malbaratar ou desprezar 
os frutos resultantes da maior conquista do Homem 
que tão bem caracteriza a nossa época : a ciência 
como via e instrumento da solução para os múltiplos 
problemas da vida comum. 

# 

Começam a ser conhecidas em Portugal as necessi­
dades de cálculo automático não só em múltiplos 
problemas de engenharia civil, como sejam os decor­
rentes dos estudos de estruturas sujeitas a esforços, 

* A R e d a c ç ã o d a G , M. c o n s i d e r a de i n t e r e s s e , pe los pontos 
de v i s t a e n t ã o e x p r e s s o s , r e g i s t a r a « P r o p o s t a p a r a a A c t i v i d a d e 
no C a m p o da M a t e m á t i c a » a p r e s e n t a d a aos S ó c i o s d a C o o p e r a -
t i v a d a A c t i v i d a d e C i e n t i t i c a , D I Á L O G O , e m A g o s t o de 1961. 
F o i a p a r t i r de s ta p r o p o s t a que se c o n s t i t u i u o C e n t r o de T r a ­
tamento d a I n f o r m a ç ã o ( C E N T I ) , s egundo no t i c ia d a d a no 
N . » 88-89. 

de previsão de remoção de terras, etc., como também 
em outros de hidrodinâmica relacionados com a aná­
lise das características hidrográficas do país e seus 
aproveitamentos. 

De igual modo, porém, problemas de meteorologia 
e aerodinâmica, mecânica dos solos e sismologia são 
tratados nas unidades destinadas ao cálculo automá­
tico — os calculadores electrónicos. 

De modo geral, todos os problemas relativos à pro­
dução e distribuição de energia eléctrica, metalurgia 
e siderurgia, destilação e refinação de produtos quí­
micos, principalmente orgânicos ; todos os problemas 
de transmissão de calor que se apresentam nas nossas 
fábricas e centrais eléctricas ; ocupação e utilização 
de linhas telefónicas ; em geral todo o tráfego, quer 
seja o de automóveis nas ruas de Lisboa quer o dos 
transportes de mercadorias por via terrestre ou marí­
tima, devem ser actualmente tratados em calculado­
res electrónicos. 

E certo que, desde há muito a humanidade vive em 
grandes edifícios, constrói grandes barragens, serve-
-se da energia eléctrica, dos produtos metálicos e 
químicos, utiliza o telefone, os transportes motori­
zados terrestres ou marítimos, etc., e até há pouco 
nunca sentira a necessidade do calculador. 

Efectivamente, tais problemas são sempre resol­
vidos de acordo com o espírito que caracteriza o 
engenheiro ; é preciso fazer-se e faz-se com o que se 
têm às mãos. 

Mas o engenheiro de agora tem à sua disposição a 
possibilidade de cooperação com economistas e outros 
representantes da Ciência, nomeadamente os matemá­
ticos e os físicos, e a de utilizar o benefício resul­
tante da introdução nos seus cálculos de novos parâ­
metros que conduzem a soluções consideràvelmente 
mais económicas, mercê dessa cooperação. 

Como se sabe, esses parâmetros traduzem a situa­
ção instantânea e a previsão da evolução do país no 
que respeita a factores de produção e consumo, novos 
métodos de fabrico, etc. 

Em suma, se até há pouco um sistema, um fenó­
meno eram traduzidos e estudados por meio de fun­
ções dependentes de duas quando muito quatro variá­
veis, actualmente os mesmos sistemas e fenómenos 
exprimem-se em muitas dezenas ou em várias cente­
nas de parâmetros. 
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O nosso engenheiro sentindo o benefício da coope­
ração com o economista e o físico-matemático é for­
çado a utilizar os modernos métodos e meios de cál­
culo : apenas pela singela razão de querer produzir 
melhor mas principalmente mais barato ! 

Há pouco, o director de um gande centro de cál­
culo de francês afirmava: «quando os nossos enge­
nheiros põem um novo problema na máquina os resul­
tados obtidos são de tal modo surpreendentes que nos 
forçam a rever completamente toda a nossa política 
económica anterior» ! 

Pode objectar-se a estas considerações que, numa 
empresa industrial a organização de um Centro de 
Cálculo é problema sério : se por outro lado a aqui­
sição da unidade fundamental — o calculador — 
envolve despesa da ordem de várias dezenas de 
milhar de contos, por outro a empresa pode não pos­
suir volume de actividade que justifique ocupação 
rendável do mesmo centro. 

Mas, para novas condições, novas soluções ! 
As pequenas empresas dos grandes países e as 

grandes empresas dos pequenos países colaboram 
actualmente em muitas realizações que não seriam 
viáveis por meio de esforço individual. 

Temos como exemplo a constituição de muitos cen­
tros de cálculo em vários países europeus, asiáticos e 
da América do Sul. 

O caso português 

No nosso país, reflectindo condições em que se pro­
cessam certos aspectos da vida nacional, a «matemá­
tica, pela matemática», isto é, desligada das aplica­
ções, ainda é infelizmente aceite na sua generalidade. 

Daqui resultam naturalmente limitações de pres-
pectivas, quer dos iniciados quer dos iniciandos, defi­
ciências incontroláveis de actuação no que respeita a 
formação de especialistas, dificuldade de uma actua­
lização de programas de ensino e do nível de conhe­
cimentos gerais, etc. 

Na base de uma «cooperação da actividade cientí­
fica» nacional, o condicionalismo existente pode alte-
rar-se por forma sensível, permitindo a eliminação de 
algumas lacunas consequentes de concepção não rea­
lista sobre a importância e utilidade da matemática 
em Portugal. Por outro lado, a indústria nacional 
tem problemas próprios que necessitam solução rápida 
e rigorosa. Mas à semelhança do que acontece com a 
indústria dos restantes países europeus, deve saber 
aproveitar-se das possibilidades actuais técnicas e 
científicas (doutra forma não se evitará estagnação e 
atrofiamento resultantes da competição com mercados 
estrangeiros). 

Apenas existe uma diferença de escalas traduzível 
por exemplo no quadro : 

Consumo, per capins, de energia 
nos países europeus 

(1952 —aproximadamente em ton. equiial. — cartão) 

Noruega 5 
Reino Unido e Suécia 4,5 
Bélgica e Luxemburgo 4 
Irlanda e Alemanha 3 
França e Suíça 2,5 
Dinamarca, Holanda, Áustria, Finlândia e 

Irlanda 2 
Itália : . 1 
Portugal, Turquia e Grécia 0,5 

Da análise conjunta desta dupla situação resultou 
a proposta de trabalho adiante formulada. 

Um campo de utilização da matemática clássica e 
da matemática moderna 

Em torno da constituição e da utilização de um ou 
mais centros de cálculo no país, podem os matemá­
ticos portugueses encontrar actividade de grande inte­
resse sob a forma de cooperação com representantes 
da indústria e de algumas casas comerciais portu­
guesas. 

• 
O problema dasdiverssas línguas cientificas nacio­

nais 

Outro aspecto que poderá interessar a cooperação 
entre matemáticos e mais cientistas, particularmente 
filólogos e linguistas é o da conversão de várias lín­
guas na língua pátria. 

A confusão linguística nas ciências promete aumen­
tar em futuro próximo. 

O quadro seguinte ( l) mostra as percentagens dos 
números actual e futuro previsível de cientistas e 
técnicos (os números potenciais são estabelecidos a 
partir da suposição de que a percentagem dos cien­

tistas na população tornar-se-á em geral a mesma em 
todos os países) ( 2). 

( ' ) M A K K I H O — The language Problem and the WFSW—iLe 
Monde S c i e n t i f i q u e » V . 2 - 1 9 6 1 -

N e s t e quadro o autor admi te que na í n d i a e P a q u i s t ã o a c a ­
b a r á por s e r adoptada u m a l f u g u a ú n i c a ; o m e s m o no que r e s ­
p e i t a à C h i n a . 

(') A s s i m , o n ú m e r o p o t e n c i a l dos c i en t i s ta s o t é c n i c o s pode 
s e r e x p r e s s o como a p e r c e n t a g e m d a p o p u l a ç ã o de c a d a r e g i ã o 
l i n g u i s t i c a e m r e l a ç ã o à p o p u l a ç ã o m u n d i a l . 
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C i e n t i s t a s e T é c n i c o s 
R e g i ã o 

• / •/ 
l i n g u í s t i c a 1 0 1 0 

a c t u a l po teuc ia l 

Inglês 27 9 
Russo 21 7 
Chinês 10 22 
Indiano 5,5 17 
Japonês 2,5 1 
Português 2 3 
Outros 32 41 

100 100 

Nele se observa que a língua portuguesa ocupa 
uma posição importante (*), tendo em conta o número 
de pessoas que a utilizam como língua materna. 

Por outro lado, o novo quadro (2) mostra as per­
centagens dos cientistas e técnicos capazes de 1er as 
principais línguas científicas. 

to m to OS O 
P a í s e s ta « a « 3 

d 
™ < M 

R. Unido 100 20 20 1,2 
E . Unidos 100 10 5 0,1 
URSS 55,5 66,9 44,5 100 
França 8,2 4,1 100 — 

Alemanha 31 100 27 11 
Japão 91,7 25 8,3 — 

China 10 10 5 10 

O facto de ser a URSS o país com maior percenta­
gens de cientistas capazes de 1er as principais línguas 
científicas estrangeiras não impede de ser ao mesmo 
tempo o país que mais interesse mostra na resolução 
do problema da tradução automática das línguas 
científicas ( 3). 

Efectivamente, as línguas como elemento de difu­
são e aquisição de informação científicas podem ser 
encaradas de dois pontos de vista diferentes. 

a) individuais ; 

b) nacional, ou melhor, como língua materna. 

(') P r e c i s a m e n t e o o i tavo l u g a r , segundo a E n c i c l o p é d i a U n i ­
v e r s a l H e r d e r , 1957, c f . c i t a ç ã o e m « E l e c t r i c i d a d e » 14 1960, 
p á g . 137. 

(*) W . V . F A L K E N I U H N — « T r a d u c t i o n A u t o m a t i c ou é t u d e des 
L a n g u e s Sc i en t i f iques « L e Monde S c i e n t i û q u o » I V , 2 — I960-

(•) C f . , por e x e m p l o . Information Processing—oProceodiugs of 
the I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e on I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g » , U N E S C O 
P a r i s 1 6 - 2 0 J u n e 1959. 

O indivíduo atribui maior valor á língua na medida 
em que esta lhe proporciona maior valor de conheci­
mentos ; portanto àqueles cujos países possuem maior 
quantidade e melhor qualidade de cientistas. 

Eis a razão por que actualmente são considerados 
de maior importância o inglês, o russo, o alemão e o 
francês. 

Mas, de acordo com os princípios característicos de 
uma educação e instrução democráticas, e, atendendo 
a uma situação que para nós se terá que definir em 
futuro próximo (ela é já evidente e bem real em paí­
ses desenvolvidos) o problema é totalmente diferente. 
Interessa facultar a todo o indivíduo de uma comuni­
dade nacional o acesso às publicações científicas de 
origem estrangeira. Este aces60, porém, eó será efi­
ciente quando realizado na língua materna, na do 
estudioso. 

Daí o grande interesse da tradução das línguas 
cientificas na língua materna, em relação à adopção 
de uma língua científica internacional única, como, 
por exemplo, o esperanto. 

O caso da língua portuguesa 

O português, como língua materna é das mais gene­
ralizadas, como acabamos de ver. 

É pois problema nacional da máxima importância 
e problema mundial de relativa importância o de 
facultar a literatura científica de origem estrangeira 
aos indivíduos que utilizam o português como língua 
materna em português. Tal tarefa poderá ser reali­
zada por meio da tradução automática, possível, como 
se sabe, utilizando calculadores numéricos. 

Proposta de actividade no campo da matemática 

De acordo com as observações feitas, consideramos 
de grande interesse para a vida nacional a constitui­
ção de um Centro de Cálculo português. Este poderá 
resultar quer da iniciativa isolada de uma casa comer­
cial representante de empresa estrangeira construtora 
de calculadores quer da colaboração de representan­
tes de empresas diferentes quer ainda da iniciativa 
individual ou colectiva da indústria interessada, ou 
mesmo de condições criadas dentro da nossa Socie­
dade Cooperativa. 

A necessidade da criação de um Centro de Cálculo 
em Portugal é uma realidade que impulsiona não só 
o estudo de ramos bem definidos da matemática como 
a teoria da informação mas a subida do nível dos 
conhecimentos básicos particularmente no campo da 
matemática clássica que mais interessa nas aplica-
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ções : equações diferenciais, ordinárias ou parciais, 
equações integrais, etc. ('). 

Em conformidade, propomos aos matemáticos por­
tugueses a consideração de dois problemas : 

(') E m a p ê n d i c e foi apresen tado r e s u m o dos p r o g r a m a s de 

m a t e m á t i c a n e c e s s á r i o s aos e l e m e n t o s r e s p o n s á r e i s p e l a a c t i v i ­

dade de u m C e n t r o de C á l c u l o . 

C f . E . M . G R A B B K , S . K A M O O , D . E . W O O L D R I D Q E , « H a n d b o o k 

of A u t o m a t i o n , C o m p u t a t i o n a n d C o n t r o l » , V o l . I , J o h n W' i l l ey 

& S o n s , 

a) necessidades nacionais de cálculo automático; 

ft) o problema da tradução automática em portu­
guês, que exigirá a elaboração de novos meios de 
análise e discrição da nossa língua por métodos pre­
cisos com base na matemática, nomeadamente na 
Álgebra. 

21 de Agosto de 1961 

J o s é Gaspar Teixeira 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

, M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I. S. C . E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.* cadeira — 
Exame final — Época de Julho (1." chamada) — 
Prova escrita — 15-7-1963. 

5584 — 1) Prove que a sucessão tij = a, u, 1 + 1 = 
un 

= . é monótona. Qual é o seu limite? 
1 + l / l + u» 

Nota: Considere os casos o > 0 e o < 0 . 
R : Com a > 0 todos os termos da sucessão são 

positivos e tem-se u 1 1 + 1 < ua, isto é, a sucessão é de­
crescente e lim u„ = 1 0 . Como 1 deve satisfazer à 

1 
eouacão 1 = , , resulta imediatamente 

1 + 1* 
1 = 0. 

Com a < 0 todos os termos da sucessão são negativos 
e, como I u n + 1 | < | u„ | , vem u n + 1 > u„ , isto e, a su­
cessão è monótona crescente e hm u„ = ltgSO . Como 

h 
lj deve satisfazer à equação \± = 1 + V 1 + 1? 
sulta imediatamente lj = 0 . 

Bi B, 
2) Seja B 0 + y j - * + — & + o desenvolvi­

mento em série de MAC-LAURIN da função 

1 
X X* 1 -I + — 

^ 2 ! 8! 
Deduza a fórmula de recorrência 

:;)*.+•(;) + ( . i t ) * - * - * 

e aproveite-a para calcular, em particular, os valores 
de S o . f i j . B j e B3. 

R : Será 

/ x x2 \ / B . B , \ 
1 = ( 1 + 2 T + ãT + - j ( B o + T T x + 2 t x í + - ) 
ou 

0 \21 o ! i ! 11/ 
/ B 0 B. B„_, \ 

- H — — + + ••• + — ) x°-' + . . . 
\ n ! 0 ! ( n - l ) ! l ! l ! ( n - l ) ! / 

1 B 0 1 B 4 isto é, B . = l ! — • 1 I- • • • + ' 0 nl 0 1 ( n - l ) l 1 ! 
1 B„_, 

+ — 0- (n = 2,3 •••) . 1 ! (n - 1) ! V ' ' 
Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 

n ! vem imediatamente a fórmula pretendida. Tem-se 
B 0 = 1 e os valores de B ^ , B 2 e B 3 obtém-se das 
equações : 

0 ) B o + ( i ) B i - = B o + 2 B i - l + 2 B 1 = 0 = > B 1 = - l / 2 

Bi + ( g ) B 2 = B 0 + 3 Bj + 3 Bj = 

3 1 - 1 + 3 B , = 0 => B , 
2 * 2 6 

í)B« + ( Í ) B l + ( Í ) B , + ( í ) B , - B ' + 4 B l + 

+ 6 B 2 + 4 B , = 1 - 2 + 1-1-4 B 3 = 0 = > B 3 = 0. 
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3) Refira-se à utilização da fórmula de TAYLOR no 
estudo dos máximos e mínimos de / ' (») . 

Ache os extremantes de y = xm (6 — x)" (m e n 
naturais, b > 0). 

R : y' = m xm~> (b — x) n — n xra (b - x)"-' = 
= xm-' (b — x)—1 [m b — x (m + n)] 

Os pontos de estacionaridade são xj = 0, xj = b e 
mb 

x 3 — . Facilmente se reconhece que em xj = 0 
m -t- n 

a função é crescente se m é ímpar e tem um mínimo se 
m é par; em X j = b a função è decrescente se n é 

m b 
impar e tem um mínimo se n é par ; em X3 = 

— m + n 
a função tem um máximo. 

4) Estude a continuidade de 
r 1 

;(if=É±*) 

lo (y = ± x) 

no seu campo de existência e nos conjuntos 

Cl> 1 {*iV)ly *\ e Ct= \ { x , y ) / y x\. 

Calcule ^(0,0) e ^(0 ,0) . 

R : A função não é contínua no seu campo de exis­
tência pois as rectas y = x e y = — x são linhas de 
descontinuidade. No entanto, nos conjuntos Ci e C% , 
a função é continua pois g (x , y) = 0 . 

g: ( 0 , 0 ) = Um 
x=0 

g ( x , 0 ) - g ( 0 , 0 ) 1 
hm 
x - 0 Ï 3 -f- C O 

g,. (0,0) = hm — hm -
y=o y Ï—o 

— = + 00 
1,3 — 

5) Sejam l / j •= j / , (x\, ••• cc„) (i — 1, ••• n) n fun­
ções diferenciáveis das n variáveis X\,---x„ e de­
signem x, = X j (<i, •• • fm) ra funções diferenciáveis 
das m variáveis <!,•••<„• Prove a igualdade matri-

c i a l fêH^Hfôl 
R : Pelo teorema da derivação de uma função com­

posta vem ~ — — -—- ( j mudo corrente de I a n ) 
()tk f j X j <)tt 

e daqui resulta imediatamente a igualdade matricial 
proposta. 

6) Discuta, utilizando a teoria dos determinantes, 
o sistema de equações: 

x + y — a = 0 
x + 2y + 2z = Î 

2 x + 3 y + ss - /c 

Interprete geométricamente a discussão. 

R : Considere-se a matriz do sistema 

A = 
[ l 2 2 ] 

L.2 3 l j 
Facilmente se vê que o determinante principal é 

1 1 
e, construindo o característico 1 2 

1 1 0 
1 2 1 
1 2 k 

o teorema de ROUCHÉ permite afirmar que o sistema é 
possível (simplesmente indeterminado) quando k — 1 e 
impossível quando k =jb 1 . 

A interpretação geométrica éóbvia: no primeiro caso, 
o plano representado pela equação 2x + 3y + z = l 
contem a recta definida pelos outros dois; no segundo 
caso, o plano 2x + 3y + z = k(k=^=l) éparalelo à 
recta definida pelos outros dois. 

I. S. C. E. F. — MATEMÍTICAS GERAIS — 1.» cadeira — 
Exame final — Época de Julho (2.* chamada) — 
Prova escrita = 19-7-1963. 

5585 — Estude a natureza da série >1 ( 1 . 
T \ t f 9} 

0 0 X f 
R : Considerando a serie associada Ç j , 

T 1 + x ' 

o série dada será 
X n X 

1 + x 

absolutamente convergente quando 
1 + x 

< 1 , isto 

é, quando x > . 
2 

Quando > 1 , ou x < — — , o série é di-
1 + x 

ver gente pois o termo geral não tende para zero. 

Para x = obtem-se a série de E D L E R 
2 

00 

2 ( — 1)° 9 u e é divergente. 
o 

2) Enuncie e demonstre o teorema de R O L L E para 
as funções regulares. Aplicando esta proposição a 
tf (x) = f (x) e~k', prove o seguinte teorema: «Se 
f(x) é regular e não identicamente nula em [a , 6] e 
/ ( a ) = / ( 6 ) = 0, a função / ' ( x ) / f { x ) assume todo 
o valor real k em [a , b]. 
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R : Como 9 (a) = 9 (b) = O e tf (x) è regular em 
[a , b], o teorema de ROLLB aplicado a esta Junção 
diz que tf' (c) - O (a < c < b). Ora <p' (x) = e"" 

[f (x) - k f (x)] e (c) = 0=>k = ^ I C ) 

(c) 

3) Calcule P x 3 + 2x2 — 3x + 2 
(a; - I ) ' (x2 + 1) 

r x 3 + 2 x » - 3 x + 2 a 0 + a i ( x - l ) + a 2 (x - l )g 
( x - l ) * ( x 2 + l ) " ( x - l ) 3 + 

+ _ ! ? _ 
X 2 + 1 

Cálculo de ao, « 1 e a 2 : 

x 3 + 2 x 2 — 3x-f-2 R i (x) 

uem R t (1 + t) = 

x 2 + 1 
2 + 4t + 5 t 2 + 

e, fazendo x — 1 = t , 

2 -f 2 t + t 2 

Efectuando a divisão ascendente do numerador pelo 
denominador e levando o cociente ate ao grau 2, 
obtem-se 1 + t + t 2 = 1 + (x — 1) + (x - l ) 2 , isto è, 
ao — a 4 = a 2 = 1. 

Cálculo de Sg: 

Fazendo A =• x 2 + 1, ordene-se o numerador e o 
i , : x3 + 2 x 2 — 3 x + 2 

denominador de R 4 (x) = — segundo 
(x — 1)3 

as potências crescentes de A- Obtem-se 

R i (X) -
• 4x + 

(2 + 2x) + 

e, como — 4 x não è divisível por 2 + 2 x tome-se ao 
por forma que —4x —aoA fique divisível por 2 + 2x. 
A equação (— 4 x — ao A) x =- i = 0 dá ao = 2 e 
o novo coeficiente será — 2 x2 — 4x — 2 . Vem 

— 2 x2 — 4 x - 2 
iTOerfiaíanieníe So = '—x —1. 

2 + 2x 
x 3 - f 2 x 2 - 3 x + l 1 1 

(x —1)3 ( x 2 + 1) ( x - l ) 3 ( x - 1 ) 2 

l x l 
+ x —1 X 2 + 1 X 2 + 1 

x 3 + 2 x 2 - 3 x + l 1 1 p —Z. = P + P 
( X - I ) 3 ( x í + 1 ) ( x - l ) 3 ( X - l ) 2 

1 1 2x 1 
+ P P P 

x - l 2 x 2 + 1 x 1 -h 1 

+ 

2 (x - l ) 2 x - l 
+ log I x — 11 -

— —- log (x2 + 1) — artg x . 
a 

4) Mostre que a equação x J j 3 + - 2 1 j + 
+ x 4- y = O define uma função implícita y (x) na 
vizinhança de P ( 0 , 0 ) . Escreva a equação da tan­
gente à curva representativa de y (x) em P (O , 0) 
e verifique que, na vizinhança deste ponto, a curva 
está abaixo da tangente. 

R : Fazendo f (x ,y) = x 2 y 3 + x*y2— 2xy + x f y , 
vem f ( 0 , 0 ) = 0 , fx (x , y) e f y ( x , y ) contínuas e 
f y (0 , 0) 0 , o gue garante a existência de y (x). 

f* (0,0) 
Como y1 (0) = = — 1 , a equação da 

tangente em P (0 , 0) é y = — x . 
Como 

y " ( 0 ) -
C (0,0) + 2f ; (0,0) y' (0) + r$ (0,0) [y1 (O)]2 

f f (0 ,0 ) 
- 4 < 0 

a curua íen» a concavidade voltada para baixo na vizi­
nhança de P (0 , 0) . 

5) A tabela x g (x) foi c o n s t r u í d a tomando SB S (*) 

1 1 
4 0,25 

a (*) = — • 
X 

Ache o polinómio de grau mínimo que para aque­
les valores de x toma os correspondentes valores de 
g(x). 

Supondo que utiliza esse polinómio para achar 
valores de g(x) em [1,4J, mostre que o erro máximo 
que se pode cometer é 0,25 (em valor absoluto) e 
indique o valor de x para o qual o erro assume esse 
valor. 

R : O polinómio interpolador é 

I (x) = 1 - 0,25 (x - 1) - - 0,25 x + 1,25. 

Fazendo R (x) - — - ( - 0,25x + 1,25) = — + 
X X 

+ 0,25 x — 1,25, determine-se o extremo desta função 
• . .!-': .->• 1 • • y ' • . • "'-

em [1,4]. Como R 1 ( x ) = - + 0,25, a equação 

R'(x) = O dá x = 2 (minimi zante). Como R (2) •= 
= — 0,25 , vem \ R (2) [ =0,25 como se queria demons­
trar. 
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6) Seja A uma matriz quadrada real de ordem 
n cujos elementos satisfazem à condição | gj | <, k . 
Mostre que os elementos de Az, •••A' são majorados, 
respectivamente, por n kz, ••• n'~' k". 

Aproveite este resultado para mostrar que cada um 
dos elementos da matriz 

A Ai at­

tende para um limite finito quando p -* oo . 

R: Fazendo B = A 2 , tf bj = af a' e portanto 
I^ISS!3"! l a i l S a » * J - O elemento genérico de C = A 3 

e cj = b* ak, donde | cj | <J | bf | | aj< | <; n 2 k', etc. 
Designando per sj ( p ) o elemento genérico de S p , vem 

s| ( p ) = eí f a', + 
bi 

2 ! 3 ! 

| E i | ^ l , ! b i | ^ n k 2 , -

resulta imediatamente 

nk 2 

| 8 Í ( w | ^ l + k + — + 

e, como 

I hj I ^ np-* k", 

n p-i fcp 

n k 2 n" - 1 kp 

.4 seV/e 1 4- k H 1- ••• -1 
2! D l 

tf aôso-

lutamente convergente (com qualquer n e k) e assim 
cada termo de S p íem limite finito quando p —>- oo . 

£ costume escrever 

A A 2 

. IH 1 1-
1 1 2 1 

A" 
+ 7T + 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.» cadeira — 
Exame final — Época de Outubro — Prova escrita 
- 1-10-1963. 

5586 — 1) Dá-se o nome de diferença simétrica 
de dois conjuntos A e B , e designa-se por 4 4 8 , 
ao conjunto definido do seguinte modo: 

A A f i - (A - B) U (B — A). 

Demonstre as seguintes propriedades da diferença 
simétrica : 

a) A A A = 0 

6) A& B = B \A 
c) Ar\(B\C) = (AnB)±(A{\C) 
d) A A. B = (A lí B) — ( i n B ) . 

E : a) A à A = (A — A ) U ( A — A ) = 0 U 0 = 0 
6) A A B = (A - B ) U ( B — A) = ( B — A) U 

U (A - B ) = B A A 

c) A n (B A C) = A fi [(B — C) U (C — B)] = 
= [A n (B - C)] U [A n (C - B)] = 
= ( A n B - A n c ) u ( A n c - A H B ) = 
= ( A n B ) A (A n c) . 

d) Em virtude da definição de diferença simé­
trica, tem-se 

x e A A B < = > | ( x e A ) A [ ~ ( x e B ) ] | V I (x e B) A 
A[~ (xeA)] !<=>[(xeA )V (xeB ) ]A ! (xeA )V 
V[~ (x e A)]j A i[~ (x e B)] V ( x e B ) | A 
A ! [ ~ ( x e B ) ] V [~ (xeA) ] i<=>[x 6 A U B] A 
A[~ (xe A n B)]<=>xe[(A U B) — (A fl B ) ] . 

2 ) No conjunto das funções reais de variável real 
considere a seguinte relação binaria: 

? (•) 
? (*) - * (*) <=> Hm T T T = 1 • 

z=ai/(x) 
a) Mostre que se trata de uma relação de equiva­

lência. 
6) Estarão na relação dada as funções 2 sen x — 

— sen x cos x — x e tga; — x , com a = 0? 

R : a) A relação è visivelmente reflexiva, simé­
trica e transitiva. 

2 sen x — sen x cos x — x 
6) Como Um 

Um 
a - 0 

tg x — x 
2 cos x — cos 2 x — 1 

sec2 x — 1 
— 2 sen x + 2 sen 2 x 

- Um • 
«=o 2 sec2 x tg x 

— 2 + 4 cos x 
= í/m = 1, 

«-o 1 
2 sec2 x • 

cos x 

as funções estão na relação dada. 

3) Calcule : 

a) P 

b) P 

R: 

a) P 

ch x + sh x 
1 

cos2 x—sen- x 

ch x •+• sA x 
- P 

1 1 

= P — = - P x e-* ( - 1) = — er" x + P e-" 
e" 

= — e~* x — e _ x •+• C . 
6) Faça-se tg x = t . Então 
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= P -
cos1 x — sen' x 

1 

t 2 

1 

P 
(t - 1 ) (t + 1 ) 

1 1 1 
P + — P -

2 t - 1 2 t + 1 
iog 

t-f- 1 

t - 1 
+ C--

tg x — 1 
+ C . 

4) Seja f ( x , y ) homogénea de grau a , isto é, 

f ( x + x t , y + yt) = (1 + t f f ( x , y ) • 

Desenvolvendo f ( x + x t , y + y t ) pela fórmula 
do T A Y L O R e ( 1 + í ) a pela fórmula do b inómio , de­
duza as seguintes igualdades : 

*fL + y / y = «/. ^ f í + i x y f x y + V * f f = 

= o (a — 1 ) / , etc. 

R : f ( x , y ) + ( x f i + y f y ) t + 

+ ^ ( x J f x « + 2 x y f x y + y 2 Ç ) * + • • • = 

= f (x , y ) + a f ( x , y ) t + " ( * ~ ^ f ( x , y ) t* + . . 

e, identificando ambos os membros, ficam deduzidas as 
igualdades. 

5 ) Deduza as fórmulas de G I R A R D e aproveite-as 
para determinar o valor de m tal que as ra ízes do 
po l inómio x 3 — 3 x2 — x + m estejam em progres são 
ar i tmét ica . Indique também as ra ízes . 

R : As raízes são r j , r j + h e T1 + 2 h e, como 
r l + ( r l + n ) + ( r l + 2 b) = 3 , vem imediatamente 
Tl •+• h = 1 . Assim uma das raizes e l e portanto 
1 — 3 - l + m = 0 = > m = 3 . 

Dividindo x 3 — 3 x 2 — x 4- 3 por x — 1 , oblem-se 
o cociente x 2 — 2 x — 3 que tem as raizes — 1 e 3 . 
As raízes do polinómio dado são pois — 1 , 1 e 3 . 

6) Determine k por forma que os planos 

x + y + z = 2 
x — y + z = 0 

x + 2y — « = 1 

2x + y + z = k 

tenham um ponto comum. Mostre que esse ponto é 
único e calcule as suas coordenadas. 

E s c r e v a as equações da recta que passa por esse 
ponto e faz â n g u l o s de 45° com os eixos 0 x 6 O y 
(eixos coordenados triortogonais). 

R : A matriz do sistema è A 

e, como A = 1 

— 1 

2 

1 
1 

— 1 

= 4 , 

1 1 1 

1 - 1 1 

1 2 - 1 

_ 2 1 1 

a característica de 

A ê r = 3 . Construindo o característico 

Aí = 1 1 

1 - 1 

1 2 
2 1 

1 2 
1 0 

1 1 

1 k 

terá de ser à | = 0 o que implica k = 2 . 
Como r = n , o sistema será determinado e o sua 

solução obtem-se facilmente pela regra de Cramer • 
x = 0 , y = l e z = 1 . 

Como os cosenos directores da recta satisfazem à re­
lação cos2 a. + cos1 (3 + cos2 7 = 1 vem 

1 1 
1 h cos2 7 = 1 = > cos 7 = 0 . 

2 2 

A recta pretendida lerá as equações normais 

y — 1 z — 1 x y — 1 z — 1 x 

71 
o 

t / 2 

Enunciados e resoluções dos n . o s 5584 a 5586 de Fernando de Jesus 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

Academia Militar — C Á L C U L O I N F I N I T É S I M A L — Exame 
final da 6." cadeira - É p o c a de Julho -1962-1963. 

(Responda apenas a quatro questões) 

5 5 8 7 — 1 — Considere o campo vectorial definido 
pelo vector y = ví(x,y,z)\ + v 2 ( x , y,z) j + v3(x ,y ,z) k 
sendo Vi, v^ , v$ funçSes continuamente d e r i v á v e i s 
a té à segunda ordem num certo domín io g>. 

a) Defina d i v e r g ê n c i a e rotacional do campo e 
mostre que 

div (rot v) = 0 . 

6) Supondo que a é um vector constante mostre 
que 

v (a X v ) = - a • (v X v ) . 
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2 — Mostre que as superf í c i e s 

x y + yz — i z x = 0 e — 5 x - r - y - f - 3 z J = 0 

tem planos t a n g e n t e s perpendiculares no ponto 
(comum) P = (1 , 2 , 1 ) . Determine nesse ponto as 
equações cartesianas e equações vectoriais da tan­
gente e do plano normal à l inha in tersecção das 
superf í c i e s . 

3 — a) Quando é que se diz que um sistema de 
funções / i ( x ) , / 2 (x) ,•••,/„ (x) , • •• i n t e g r á v e i s no 
intervalo [a , 3] é ortogonal nesse intervalo? 

Mostre que o sistema formado pelas funções 

fn (x) = sen (n x) , » * — 1 , 2 , - - . 

é ortogonal no intervalo [0 , 2 i t ] . 

b) Mostre que para 0 < x < a se tem 

2 a / 

^r(8 
1 2 i r x 1 3TCX 

— sen (- — sen 
a 3 a a 2 a 3 

4 — Calcule o valor do integral 

fSf$> d v 

sendo 2> o domínio limitado pelo plano xOy e com­
preendido entre as superf í c i e s de revolução obtidas 
por rotação em torno do eixo dos z z das linhas 

• yi + zi . 

x - 0 

1 j z < 0 
4 

x = 0. 

5 — a) Mostre que y — x e j / = 
ções particulares da equação 

ar. e* são solu-

t£2y 
a:2  

d x z 

dy 
x (x + 2) — — + (x + 2) y = 0 . 

( I X 

6) Aproveite o resultado da a l ínea anterior para 
determinar, pelo método da var iação das constantes 
arbi trárias , o integral geral da equação 

d1 y d y 1 

Enunciado de A. César de Freitas 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

1 5 5 — B . A . T R A H T E N B H O T — A l g o r i t h m e s et m a c h i ­
n e s à c a l c u l e r — Monographies Dunod — Dunod 
— Paris V I . 

A teoria das funções recursivas, mais propriamente 
a T E O R I A dos A L G O R I T M O S é um ramo da mate­
mát i ca com pouco mais de um quarto de século de 
ex i s t ênc ia , e que desempenha no século xx um papel 
equivalente ao da Teoria dos Conjuntos no século x i x 
e no correspondente desenvolvimento de toda a mate­
m á t i c a dos nossos dias. 

A presente monografia constitui uma i n i c i a ç ã o na 
referida Teoria dos Algoritmos e traduz algumas das 
caracter í s t icas fundamentais da Esco la russa mate­
m á t i c a contemporânea, de uma maneira geral, e part i ­
cularmente neste domínio .-

a) preocupação da l i g a ç ã o entre esta Teor ia e os 
problemas de automatismo, questões na ordem do 
dia na U R S S . 

6) preocupação de natureza p e d a g ó g i c a , essencial 
em domínios onde as compl i cações t écn icas 
decorrentes do rigor necessár io «encobrem por 
vezes a simplicidade do rac ioc ínio» , 

e) preocupação de avaliar i\ po tênc ia m á x i m a dos 
calculadores automát i cos . 

Na base deste livro situam-se conferências popula­

res e expos i ções gerais realizadas pelo Autor, desde 
1951, na pequena cidade de Penza, perante diversos 
audi tór ios , e vários artigos escritos no jornal elemen­
tar Matemática na Escola (n.°' 4-5, 1956). 

A expos ição esclarece de forma particularmente 
feliz as duas noções de base da teoria dos algoritmos: 
a noção de algoritmo e a noção de autómato de m e m ó ­
r i a infinita (máquina de T D E I N G ) . Depois dá descr ição 
da noção de algoritmo, a di ferença entre algoritmos 
pràt i camente rea l i záve i s e algoritmos rea l i záve i s ape­
nas teoricamente é exemplificada pela «táct ica» e pela 
«es tra tég ia» do jogo de xadres : este exemplo é pre­
cedido pelo estabelecimento dum algoritmo de estra­
t é g i a , para certos jogos, pelo método «arborescente». 
E m seguida, o estudo das m á q u i n a s a u t o m á t i c a s em 
geral e dos algoritmos ou «programas» para estas 
máquinas precede o estudo das máquinas de T U R I N G e 
das máquinas universais. Finalmente nos ú l t imos dois 
capí tu los são tratados problemas algoritmicamente 
inso lúve i s , os primeiros resultados dos quais, publica­
dos em 1855 pelo jovem N O V I K O V , produziram grande 
impressão no mundo m a t e m á t i c o . 

E s t a pequena obra destina-se a matemát i cos e 
engenheiros, mas pode ser l ida por estudantes das 
escolas de engenharia e c i ênc ias , pois não exige 
conhecimentos profundos. J . o. T. 
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