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Funcbes periodicas na recta e NO piano complexo.
Funcdes duplamente periddicas; funcdes elipticas()

por Ru/ Luis Gomes

1. Caracterizagdo do conjunto dos pe-
riodos de uma funcdo sobre R.

DEFINIGAO 1. Seja f:R-»R uma apli-
cacdo de R em R.

Diz-se que T 6 R é um periodo de f quando
f(x + T)= f(x)
para todo xeR.

TEOREMA 1. O conjunto dos periodos de f
constitue um subgrupo do grupo aditivo R
dos nimeros reais.

Chama-se a este subgrupo Q —grupo dos
periodos de f.

DEMONSTRACAO.

1) OeG, visto que /(a? + 0)=/(a?) para
\fxeR.

2) TeG=> — TeG, visto que a hipo-

tese Te G permite escrever f(x—T) =
=f[(x-T)+T]=f(x), \fxeR.

(*) Licdo do Curso de Funcdes Especiais realizado
no Instituto de Fisica e Matematica da Universidade
do Recife.

3) T,eGe T, eG=T,+ T,eG, visto
que a hipdtese T,TeG permite escrever
f(x+(7\+ T)) =f[{x+T)+ T] -
= /(@? + 5")=/(ar) para VmeR.

TEOREMA 2. Se f é uma aplicacdo conti-
nua de R em R, entdo G € um subgrupo
fechado de R.

DEMONSTRACAO. Seja (T,) uma sucessdo
de elementos de G, convergente para TeR.

Precisamos de mostrar que Te G, 0 que
equivale a f{x + T)=f{x) para \ExeR .
Ora como f:R-*R € continua tem-se

fx+ T) =/(* + lim T)=\imf(x+ T) =I(*)
para \t xeR .

Vamos agora caracterizar os subgrupos
fechados de R .

TEOREMA 3. Os Unicos subgrupos fechados
de R sdo: |0j, R e |nT|, emque 0< T e
n=0,x1,+2,

DEMONSTRACAO. Que estes trés subgrupos
sdo fechados, é evidente; vejamos agora que
ndo existe mais nenhum.


file:///fxeR
file:///fxeR

Seja, entdo, G um subgrupo fechado de
R e distingamos as duas hipoteses: d) G
possue pelo menos um ponto de acumulacéo;
b) G ndo possue nenhum ponto de acumu-
lagdo.

a) Seja T um ponto de acumulacdo de
G e representemos por (T,,), TeG, uma
sucessdo convergente para T. Sabe-se que
¢ possivel construir uma tal sucessdo cujos
elementos s&o todos distintos.

Como G ¢é fechado, Te G e portanto
(T— T,) € uma sucessdao de elementos de
G convergente para zero, O que nos permi-
tird concluir que G é denso em R e por
conseguinte coincide com R .

Com efeito seja a> 0 e consideremos o
intervalo (a—e, a+ s), e> 0.

Como (T — T, =0, existe n tal que o
periodo O0< |T— T,\=T< s.

Designemos por n, o nUmero
que

inteiro tal

w,—1)T~a+s<nT.

O periodo (n,—1)Te(a—s, a+ e), de
contrério

T=nT—[M—1)T>a +' — —e)= 2e,

0 que contradiz T< e.

Como s é arbitrario, est4d demonstrado
que ae G para a> 0 ecomo G é umgrupo,
resulta finalmente G= R .

b) Nesta hipoétese ou o conjunto dos pe-
riodos positivos € vasio e, entdo, G = 101,
ou néo é vasio e, entdo, admite um primeiro
elemento T, > 0.

Mas neste caso dado T>0,TeG, temos
T=nT, + I"
onde I*n e OMLT'<T, 0 que implica

T = 0, de contrédrio o periodo 0=£T' =
= T—nT,< Tp, contra a hipétese de que
T é o primeiro elemento positivo de G.
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Consequentemente

Te G=T= nT,,

com n inteiro (positivo, nulo ou negativo).

2. Caracterizacdo do conjunto dos perio-
dos de uma fungdo sobre R* (funcao
de 2 variaveis).

DEFINIGAO 2.
cacdo do espaco vectorial

*

TeR* é um,periodo de f

Seja f:E* >R uma apli-
R* em R. Dizse

cue uwi vector
quando

f(T+ T)= f(x), para V xeR”.

TEOREMA 4. Osperiodos de f formam um
subgrupo G aditivo dos vectores de R*.

DEMONSTRACAO. Como a do teorema 1.

Se f:R? »R é
fechado.

TEOREMA 5.
entdo G € um subgrupo

continua,

DEMONSTRACAO. Como a do teorema 2.

Para caracterizar os subgrupos fechados
de R* comecamos por demonstrar o seguinte

TEOREMA 6. Se um grupo fechado G de
R® possui um ponto de acumulagdo, entdo
contém um subgrupo jta|, onde a=j=0 eum
elemento de G e t um numero real qual-
quer (1).

DEMONSTRACAO. Se G possue um ponto
de acumulacdo, zero é também ponto de
acumulagdo e consequentemente existe uma
sucessdo (xp) de pontos de G, tal que
x=f=0 e limx, = 0.

(*) BOUBBAKI — Topologie Générale, chapitre VII,
§ 1, 2 — Proposition 3.
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Seja P um cubo aberto de centro zero.
Resulta do axioma de Arquimedes que existe
um inteiro positivo k, tal que kxeP,
(k,+\)x,CP. Como kxgeP, que é um
compacto, a sucessdo (kx) tem um valor
de aderéncia a em P. Vejamos que o”rO
e para isso demonstremos que a$ P .

Ora de

l(k, + I)se, - aH” Dk, t, - a\+ \\x ||
e das hipoteses
a valor de aderéncia de  (kx)

limx, = 0,

resulta que a é valor de aderéncia da suces-
sao ((k, + Dx).

Mas (kp+ I)xe —P = —P, logo ae — P,
COmo queriamos provar.
Por outro lado, como xeG e G é um

grupo fechado, vem ae G.

Falta apenas verificar que taeG
todo o numero real t.

Designando, como € costume, por [t] o
maior inteiro menor ou igual a t, tem-se

para

Witkpjxp — taW WItkplXp-tkpXpW +
+ ytk x, —tay= I[tk] —tk ldx | +
+ \ t\WkpXp- a\WM\x \\ + \t\\\k,Xp- a\\.

Mas x, -*0 e a é um valor de aderéncia
da sucessdo (x), resulta que ta é um va-
lor de aderéncia de ([tk]x) e portanto
pertence a G (visto G ser um grupo fechado).

Com base neste teorema pode agora
demonstrar-se

TEOREMA 7. Seja Otum subgrupo fechado
de R*, de rang r; existe um subespaco
vectorial maximo V contido em G. Se W
€ um subespaco suplementar qualquer de V,
entdo G fiW né&o possue nenhum ponto de
acumulacdo, e G é soma directa de V «de

G n wo).

() BOURBAKI, op. cit. Teorema 2, p. p. 65.

[o]

DEMONSTRACAO. Em primeiro lugar recor-
demos que se chama rang de uma parte A
de B* a dimensdo do subespaco vectorial
gerado por A .

Dizer que G tem rang r &, pois, dizer
que G gera um subespaco vectorial de
dimenséo r.

Mostremos que existe um subespaco ma-
ximo V¢ G.

Como todo o subespaco contido em O é

um subconjunto de [J Ba, onde M é o
conjunto dos elementos aeG tais que
BaCzG, basta demonstrar que Ba é

um subespaco.
Ora se x,y pertencem a [J Ba, tem-se

ae M
X =ra, y=ra com BacG,
0 que implica Va{ieB,
>r$r'd = b6G e

yb =vyar-a +

Ba'czG,
ax +fiy=area+

yfir'-a'eG,
para todo yeB . Logo,
ax+ @ByeBbc G,

isto é,
ax + fiye U Ba, g.e. d.
ae M
Entdo V= U Ba.

ae M
Seja agora W um subespaco suplementar
de V. Dado xe G vem

#=a+y, «eF e yeW.

Mas como VcG, x—zeG

e portanto

resulta y =

Falta agora mostrar que W C\G é um
subgrupo fechado que nao admite nenhum
ponto de acumulacéo.

Mas para isso basta atender a que W D G
¢ um grupo fechado (como interseccdo de
dois grupos fechados) que n&do pode conter



nenhum espa¢o da forma Ra com a=f=0,
pois V é méximo.

Se p é a dimensdo de V, tem-se p~Ir
e WTfiO possuorang r—p.

O problema da caracterizacdo do grupo G,
estd agora reduzido ao estudo dos grupos
como GH W que ndo admitem pontos de
acumulacdo —grupos discretos.

Ora se um grupo discreto GeR® tem
rang zero reduz-se a jOj e se tem rang um
reduz-se a |[wal|, a=1=0e n inteiro, por
forca do que ja demonstrdmos para a
recta R.

Resta considerar a hip6tese —rang de
G = 2 e para isso comecemos por demons-
trar o

TEOREMA 8. Sejam G um subgrupo dis-
creto de R*, derang 2, a,,a, uma base de
R* constituida por elementos de G e P o
paralelogramo construido sobre aj,a, .

Entdo o conjunto G H P é finito e consti-
tui um sistema de geradores de G ; além disso
todo elemento de G sepode exprimir como
combinagdo linear, com coeficientes racionais,
de aj e a,(").

DEMONSTRACAO.
que GHP é compacto e dicreto;
X um ponto qualquer de G; tem-se

1) Q f] P é finito, visto
2) Seja

x—i,a +ta,,i],teR.
mas escrevendo

X = [t\]al+[t2]az+x - [I,J] o, _[<a] a,=

- M«d+WQ+K - [Hd+(",-M)«2 =
-+ z,,

vé-se que
«= (-

pois

D« + @- M)eP,

on ]~ 1.

(*) BODHEAKI, op. oit. Proposition 1, pp. 62.
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Mas como
a, ,aeG(~\P \t{\a\—[t"a"eG,
resulta de a,,a,,zj6 G fIP © de

x =[i,]o, + [r,]a, + z, ,

e zi=ic—

gue os elementos de G|~| P formam um sis-
tema de geradores de G.

3) Mostremos finalmente que t,,t, séo
racionais.
Escrevendo
m x = [tiTOla, -f- [t,TOla, +*
f-mx —[mt{]e] —mo<]a,
mx =X, +2z, m inteiro,
resulta que

z=(m t—[m«]ai+enr,—[mt]) aeGC\P,

pois O™ TO —[0<i]™ 1.

Mas como G f]P é finito e ™ inteiro
qualquer, tém de existir inteiros distintos
h, k tais que

>=I
0 que implica

h ti — [h U] =*kti — [kU]

(h— k) *-[A«]-[*<0
donde
[Afr]- [ft]]
g. e.d.
COROLARIO. Existe unia base aj,a, de

R* faicuepara todo xe Gr
X=mjai+ m,a,
onde mj, m, sdo inteiros.
DEMONSTRACSO. Como os elementos de

G f) P formam um sistema de geradores de
G, dado xeG, existem b,, ¢++ b, ae Gf\P
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tais que

x= 2 Wjoj, «i inteiros.
i=1
Mas pelo teorema anterior
bi= Wa, + t$ a,,

com iifi , t& racionais.

Designando, entdo, por d um mdultiplo
comum dos denominadores de <<", tj*> vem

#= mjai + wi a,

onde
QL . O,
a\=-i-, ci=-2-em=d2 '< »
d d H
I:I
o-1
sdo inteiros.

Isto significa que O é um subgrupo do

grupo gerado pelos elementos — ,— , em
d d
que d é um namero inteiro conveniente.
Vamos, porém, demonstrar o

TEOREMA 9. Todo grupo de R* discreto e
de rang 2 coincide como grupo

In. bj+ n,b,|
em que bj,b, sdo elementos independentes
de G.
DEMONSTRACAO (*). 1) Existe um par de
elementos independentes bj b, de G talque

o paralelogramo construido sobre bj, b, tem
area inferior ou igual a do paralelogramo
construido sobre qualquer outro par de ele-
mentos independentes de G.

(") BODKBAKI, op. cit. Exercice 1, pp. 72.

Pelo teorema anterior dados dois elemen-
tos &) ,-r, de G, tem-se

o—an 1 a2 2
2 =2 1 Fo2 2
onde X, sao inteiros.
Ora
X Nx, = det(x,) *ai A«

e portanto o infimo das areas dos paralelo-
gramos construidos sobre os pares x, X, cor-
responde ao infimo dos |detic,j, que sdo
sempre numeros inteiros. O infimo 0, pois,
um minimo e um minimo positivo se nos
restringirmos aos pares de elementos inde-
pendentes (det(x,) =j=0).

Seja, entdo, b™ b, um par de elementos
independentes tal que

]det (x,) I~ det(b) ™ 1.

2) Opar bx, b, gera ogrupo G.

Raciocinemos por absurdo, admitindo que
existe ze O tal que na decomposicdo

Z=ZjP + «,b,

um dos coeficientes, Zj, ndo ¢ inteiro.
Somando a z um elemento conveniente
de G

Z=nb +nb, «i,w, inteiros,

podemos obter um elemento u de G tal
que em
M= z+2z>= (2! + «)bi + (z,+ n) b, =
= MZ + «,z

se tenha
O<w, < 1.

Consideremos agora o par de elementos
independentes de G

u=ub +ub, = (ub, +ubla,6 +
+ (1124 222 @

b, =b, ai +£>,4a,.



Teremos

u Ab, = u, det a\ A«
com

Mj det {b,) < det (b,)

0 que é absurdo.
Logo
G m jnjb, +w, b\

Os resultados anteriores permitem-nos con-
cluir que o conjunto dos periodos de uma
funcéo continua em R* pertence a uma des-
tas seis categorias :

1) G=[(0,0)[;

2) G= \r(a,b)\,reR;

3) G=\n(a,b)\, n inteiro;

4) G=jn(a,b)+r(c,d)\, n inteiro e
reR;

5 G=Inia,0) + m(c,d)]j
ros ;

6) G=

m e wi intei-
RXR.

DEFINICAO 3. Quando G=jn(a,b)],
(@a,b)=f=0, diz-se que f d simplesmente pe-
ribdica de periodo fundamental T = (a,b).

Quando G= |n(,b)+ m(c,d)j, onde
(@,b),(c,d) oo linearmente independentes,
diz-se que f  duplamente periédica, de pe-
riodos Tj= (a,b), T,= (c,d).

3. Caracterizacdo do conjunto dos pe-
riodos de uma funcdo de variavel
complexa.

Como o plano complexo C é isomorfoa
R’, podemos enunciar imediatamente o

TEOREMA 10. O conjunto dos periodos de
uma aplicacdo continua f:C-* C é um sub-
grupo fechado de C.

COROLARIO. O conjunto dos periodos de
uma juncdo analitica no plano complexo éum
subgrupo fechado de C.
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DEFINIGAO 4. Umafuncdo i:C-»C diz-
se duplamente periédica quando o conjunto
G dos seus periodos € da forma

G = Jnm -f—mco,J,

onde «j,w, sdo nimeros complexos indepen-
dentes comrelacdo a R . Diz-se que
0 ,w, sdo osperiodos fundamentais de f.

Quando G = |nwj afuncdo diz-se simples,
mente periddica.

TEOREMA 11. Uma fungdo f analitica no
plano complexo e duplamente periddica reduz-
-se @ uma constante.

DEMONSTRACAO. Sejam co,,«, 0S Sseus
periodos fundamentais e designemos por P
o paralelogramo construido sobre u»i,co,.

Como P é compacto e f é continua em
P, temos \f[2)\"M em P.

Mas dado z'e C tem-se

'’ =1t co + te>, <i,f,eR
e portanto

2= (h- ih])"1f("a - [2]) @ + [0 »i + [2I »2
«*=Z+ "i+ [, ze P,

0 que implica

1/CO 1-1/(s).s_>.

quere dizer / limitada em todo plano.

Entdo pelo teorema de Liouville / € cons-
tante no plano.

Em face deste resultado, para obter exem-
plos ndo triviais de funcdes duplamente
periodicas sera necessério considerar fungdes
com pontos singulares.

E o que vamos agora fazer, comecando
por adaptar a nogdo do periodo a esta nova
situacdo.

DEFINICAO 5. Diz-se
periodo de uma fungéo

que TeC ¢é um
f que admite pontos
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singulares quando
f@=fz+

para todo oponto regular z def.

Teorema 12. Seja T w/ha funcdo mero-
morfa. O conjunto G dos seus periodos forma
um grupo fechado de C.

DEMONSTRACAO. 1) G é um grupo.
Sejam T,TeG e z um ponto regular
de /.

Como z—+ T, &6 ponto regular e T,,T,
sdo periodos, vem

ffz +T. TH=/((E+T)+T) -
I 20 =1(%),

logo 7, + r,e(?.

Sejaagora Te O e mostremos que —TeG.

Por hipo6tese /(z + 7°)=/(z) para tal
ponto regular 2 .

Se 3— 7' néo fosse regular,
polo e portanto para qualquer
s, -*z teriamos

seria um
sucessao

o=lim|/(,,-7)| =lim|/(z,-r+ T)|=>
= 1/(M1-1/(2)1,

0 que é absurdo.
2) G éfechado.
e z regular.
Se z-\-T for regular vem imediatamente
(pela continuidade de/ emz + T)

f{z+T)  =/(lim @+ r,))- lim/(z+ T) ~/(2).

Seja T=limT,T,,eG

Se z + T’'nao fosse regalar, entdo
00 =lim|/(z+r.)|- lim/(z) =/(z),

para z regular, o que é impossivel.

Nota. Se/ admite também pontos singu-
lares essenciais, a demonstracdo de que G é
um grupo continua vélida, mas fica em aberto
o problema de G ser fechado, pois podem
existir sucessbes (z + Z™) ao longo das quais
/(z + Ti) —f(z) e isso impossibilita o racio-
cinio por absurdo anteriormente feito.

perinicAo 5. Diz-se funcdo eliptica uma
funcdo meromorfa e duplamente periddica.

Quase grupos subtractivos

por Jayme

Machado Cardoso *

Instituto de Matematica da Universidade do Parana

Introducéo

Um grupoide é um par constituido por um
conjunto ndo vazio G e uma lei de composi-
cdo interna GX G-*G. Um grupoide G
diz-se quase grupo se, quaisquer que sejam
a,beG, existem, em G, solucbes para as
equacdes

ax=b e ya=b

e tais solucdes sao Unicas.

* Com os agradecimentos ao Prof. J . MOROADO,
por correccdes feitas no texto.

Os grupoides associativos denominam>se
semigrupos.

Uma parte S de um grupoide G deno-
minate subgrupoide de G se for, também,
grupoide relativamente & composicéo definida
em G. Eventualmente um subgrupoide pode
apresentar estrutura de semigrupo, de quase
grupo ou, mesmo, de grupo (ver exemplo
E 3 abaixo).

Ordem de um grupoide finito & o nimero
de seus elementos.

Chama-se classe lateral a esquerda (classe
lateral a direita) de um subgrupoide S de
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um grupoide G ao conjunto aS (respecti-
vamente Sa) doselementos as, comsem
S e a elemento fixo de G.

Uma parte ndo vazia A de um grupoide
G diz-se ideal a direita de G se axe A,
com xeG e ae A.

Definicdo e exemplos

O nosso objectivo € estudar grupoides G
que satisfazem as seguintes condicdes :

(J 1) Existe em G umelemento i, dito
identidade a direita, tal que

ai = a,
J2) (ab)c= (ac)b,
J3) a(bc) = c{ba),
J 4 aa=I,

quaisquer que sejam a,b,c em G.
Tais grupoides serdo, por nés, denomina-
dos grupoides subtractivos.

Exemplos.

(E 1) O conjunto dos reais coma opera-
¢cdo de subtraccdo € um grupoide subtractivo.
O zero é identidade a direita. O conjunto
dos inteiros é subgrupoide ; 0 mesmo se diz
para o conjunto dos fraccionarios.

(E2) O conjunto \i,a,b\
posicdo definida pela tabua

b

com a com-

*

Q=T o
- T o

[
a
b b

é um grupoide subtractivo que ndo possui sub-
grapoides proprios além do subgrupoide \i\.

(E3)
mentos

O grupoide subtractivo de 4 ele-
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i a b c
i i ¢ b a
a a i c¢c b
b b a i ¢
c ¢ b a i

possui, além do subgrupoide }t{, um Unico
subgrupoide préprio, \i,b\, que é grupo.

Algumas propriedades

PROPOSICAO 1. Se i O identidade adi-
reita de um grupoide subtractivo, entdo

i(rs) =»sr,
quaisquer que sejam r e * no grupoide.

DEMONSTRACAO. Pela J3,
epeladl, ri—r, c. qg.d.

i(rs) — s(ri)

COROLARIO 1.1. Umgrupoide subtractivo
¢ comutativo se, e somente se, sua identidade
é bilateral. N

DEMONSTRACAO. Seja G um grupoide
com identidade t bilateral. Entdo, quaisquer
gue sejam a e b em G, tem-se

ab =t(@©a) =ba.
Reciprocamente, se G é comutativo,
t(ab) =i(ha)=ab=(o0)t

qualquer que seja o elemento x —ab= 0a
de G.

PROPOSICAO 2. Se a,b,c,d sdo elemen-
tos quaisquer de um grupoide subtractivo,
temos

2. 1 (ab)(cd) = (ac)(bd)
(2. 2) = (db)(ca)
(2. 3) ={dc)(6a)
(2.4) -(a(cd)) 6
(2.5) =(a(bd))c
(2. 6) = (d(ca)b
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(2.7) =(d(fta))c
(2. 8) = a(b (de))
2. 9) =d (b (ac))
(2. 10) = a(c(db))
(2.11) =d(c(ab)).

DEMONSTRACAOQ. Limitar-nos-emosa veri-
ficar a (2.6).

Pela J 3, d(ca) = a(cd), donde
(d(ca)b=(a(cd)b
e, pela J 2,
(a (cd))b = (a b)(cd).

PROPOSICAO 3. Num grupoide subtractivo
valem as «leis do corte», isto é, cada uma
das igualdades

3. 1) ax =bx
3. 2) xa = xb
implica a="b.

DEMONSTRAGCAO. Operando a direita da
(3.1) com o elemento ix, vem
(@ax) (ix) —(bx) (i x
donde, pela (2.1),
@xx =@mi)xx
e, como ai = a e xx =i, resulta
ai = bi
ou, finalmente
a=>hb
Do mesmo modo, opgrando a esquerda da
(3.2) com o elemento I£c,vem
(ix) (xa) —(ix) (xh)
e, pela (2. 2),
(@ax) (xi) = (bx)(xi)
e, pela aplicacdo sucessiva da primeira parte
desta proposicéo,
a=m»h.

PROPOSICAO 4.
as equacoes

Num grupoide subtractivo

(4.1) ax =b
e
(4.2) yr =s

tém solugbes Unicas x =s=ab e y = s(ir) .

DEMONSTRACAO, x = ab é solucdo de
(4.1), pois
a(ab)—b(aa) —bi=nh.
Também, y = s(ir) é solucdo de (4.2),

pois
FOeMNr—@r)@is)=i@¢s)=2s8(ii) =si=«.

A unicidade das solucdes é consequéncia
imediata das «leis do corte».

OBSERVAGCOES. 1. A proposicdo 4 mos-
tra que os grupoides subtractivos sdo quase
grupos (com identidade a direita, cuja exis-
téncia é garantida por J 1) e, por este motivo,
no que segue serdo denominados quase gru-
pos subtractivos e indicados abreviadamente
por qgs.

2. Em outro trabalho [2], construimos,
entre outras, uma estrutura que satisfaz J 1
e J4 e na qual tém solugbes as equagles
que intervém na proposicdo 4, mas que nao
verifica 32 e J3. Varias proposicdes seme-
lhantes as aqui apresentadas valem para esta
estrutura (ver [3]).

COROLARIO 4.1.
direita & Unica.

Num qgs a identidade a

DEMONSTRAGCAO. Com efeito, a identidade
a direita é a solucdo (Unica) da equacdo
ax = a.

PROPOSICAO 5.
préprios.

Os qgs ndo possuem ideais

DEMONSTRACAO. Realmente, suponhamos,
por absurdo, que exista no qgs G um ideal
proprio a direita A, e seja x um elemento
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de G que ndoestd em A. Mas
d(aa?)= X

pertence a A, 0 que é contrario a hipotese.

Quase grupos subtractivos finitos

PROPOSICAO 6.
grupo.

O qgs de 2 elementos é

DEMONSTRAGCAO. Seja i a identidade a
direita e a o outro elemento do qgs. A iden-
tidade i é bilateral, pois se tal néo fosse
teriamos

fa=i=11i,

e, pela lei do corte, a= t, que é contrario
a hipoétese.

PROPOSIGAO 7. Todo qgs finito com na-
mero par de elementos possui pelo menos
um subquase grupo distinto de \i\ que é
grupo.

DEMONSTRAGCAO. Se o quase grupo é de
ordem par, os elementos distintos da identi-
dade a direita i sdoem nimero impar. Logo
existe pelo menos um elemento x, no quase
grupo, tal que ix = x. O conjunto \i,x\
é, pois, grupo.

Teorema de Lagrange

Vamos estabelecer para os qgs o teorema
equivalente ao de Lagrange para grupos.
Note-se que tal ndo se verifica para os quase
grupos em geral (cf [4], p. 476).

LEMA 1. Se S é um subquase grupo de
um qgs finito Gr, toda classe lateral & esquerda
de S tem exactamente 0 mesmo numero de
elementos que S.

DEMONSTRACAO. A transformacdo que
leva cada se S ao as de aS é biunivoca.
Assim, cada elemento t—as de aS é a

GAZETA DF MATEMATICA
imagem de um, e um sO, elemento s= at
de S.

LEMA 2. Quaisquer que sejam a, s e §
em um qgs, tem-se

as= (as)(ss).
DEMONSTRAGAO. De facto, pela (2. 2),
(@) (ss") = (s's)(sa)

donde
@«)(ss) =i(sa) = as .

LEMA 3. Seja S um subquase grupo de
um qgs G. Duas classes laterais & esquerda
de S ou séo idénticas ou sdo disjuntas.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que a$S e
bS tém um elemento comum c= a* =
= 6s"(V e * em S). Entdo, bs contém
todos os elementos

as= (as)(ssh)= (bs")(ss) = b* (V)

de aS e, analogamente, aS contém todos
os elementos de bS. Portanto, aS=bs.

OBSERVACAO. Como a identidade t do qgs
G pertence a todos seus subquase grupos,
cada classe aS contém sempre o elemento
a=*ai. Entdo, G se esgota em suas clas-
ses laterais a esquerda. Em concluséo,

TEOREMA. A ordem de um qgs jinito é
multiplo da ornem de qualguer de seus sub-
quase grupos.
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Introduccion de

por Sixto

Quiero empezar esta conferencia leyendo
nn argumento de méaxima autoridad. Se trata
de una de las conclusiones de la bien cono-
cida reunion de matematicos de todo el mundo
que tuvo lugar en 1959 en Royaumont, bajo
los auspicio» de la Organizacion Europea de
Cooperacion Econémica (O. E. C. E.) con el
fin de estudiar una reforma profunda de la
ensefianza de las Matematicas al nivel medio.

Tras la conclusion |, que se refierea la
aritmética, algebra y geometria, contiene una
conclusién 1 I relativa a la introduccion de la
Estadistica en los planes de Ensefianza media
gue dice textualmente (*) :

«Il. EIl célculo de probabilidades elemen-
tal debe ser considerado como una rama de
las matematicas susceptible de ser ensefiada
en las escuelas secundarias.

a) La induccion estadistica debe ser con-
siderada como una rama de las matematicas
aplicadas que interviene de un modo funda-
mental en los procesos de decision conformes
con el espiritu dei «método cientifico» y del
cual importantes sectores de las ciéncias fi-
sicas y de las ciéncias dei comportamiento
humano hacen un uso cada dia mayor.
Por otra parte el razonamiento estadistico
adquiere una importancia creciente en el
dominio de los asuntos y neg6cios publicos.

i) Unaensefianza elemental apropiada dei
célculo de probabilidades y de la estadistica
debe formar parte dei nuevo plan de estudios
secundarios.

(*) Mathématiques Nouvelles, p. 129.

la estadistica
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en la ensehanza media

Rios

c) Cursos preparatorios especiales sobre
estas matérias deberan figurar en los pro-
gramas de las escuelas normales y otras
instituciones de formacion dei profesorado
de ensefianza media, »

Esta conclusién relativa a la introduccién
y orientacion de la ensefianza de la Estadis-
tica en los estudios médios, aprobada en una
reunién internacional, en la que figuraban
matematicos abstractos tan poco sospechosos
de «pasion» o «debilidad estadistica», como
Dieudonné, Stone, Choquet, me va a permi-
tir reducir mi exposicion a algunas glosas y
comentarios.

En la ensefianza a nivel medio como es la
de las Escuelas Normales de Maestros, no
puede ni debe llegarse a conocimientos espe-
cializados de ninguna rama cientifica y la
seleccion de matérias ha de hacerse por su
valor formativo general y porque tales cono-
cimientos puedan ser de utilidad en el mayor
nimero de campos posibles de la activi-
dad (cientifica, social, etc.) del hombre edu-
cado.

Probaremos cumplidamente cuan numero-
sos y diversos son tales campos en el caso
de la Estadistica y como desde el punto de
vista formativo hay razones poderosas para
su introduccién en la ensefianza media, pues,
como veremos, tales conocimientos han de
contribuir de un modo decisivo a aumentar
la formacion matematica de los alumnos, su
formacion cientifica general y tambien su
educacion general.

Estas ideas han trascendido ya en algunos
paises a los libros de Matemdticas de texto
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en la ensenanza media. Como botén de mues-
tra citemos el magnifico libro norteamericano
«General College Mathematics» publicado por
los Profesores W. L. Ayres, C. G. Fry y
H. Jonah, el cual no contieae nada de alge-
bra moderna aunque si de topologia, dedica
70 de sus 250 péaginas a Probabilidades y
Estadistica incluyendo nociones elementales
sobre inferéncia estadistica. Eu su interesante
prélogo se lee: «Dedicamos bastante exten-
sién a probabilidades y estadistica porque un
cierto conocimiento de estas cuestiones es
indispensable a toda persona educada. Todo
estidio de problemas sociales, situaciones
econémicas, posibilidades de mercados e in-
vestigacion cientifica utiliza ordinariamente
el lenguaje de la Estadistica. Finalmente
contiene el libro algunas lecciones de ldgica
y matematica moderna. Con esto esperamos
desterrar la idea de que las matematicas
terminaron de hacerse en la época de Cris-
tobal Coldn.»

Por otra parte, en Francia, en 1947,y en
Inglaterra, en 1952, sendas comisiones pre-
sididas, la francesa primero, por el fisico
Langevin y, a su muerte, por el Prof. Fro-
chet, y la inglesa, por el eminente estadistico
Prof. E. S. Pearson, han redactado ponencias
razonando la necesidad urgente de la intro-
duccién de la Estadistica en la Enseflanza
media y concretando incluso en detallados
programas las matérias que deben ser estu-
diadas. En el Rapport de la Reunion de
Royaumont se recogen datos de otros paises,
como EE.UU, Canada, Suécia, Austria, que
han incorporado la Estadistica a sus pro-
gramas de ensenanza media.

Campos de aplicaciones

De acuerdo con la linea de desarrollo que
hemos trazado sehalaremos los recintos prin-
cipales en que encuentran hoy aplicacion loa
métodos estadisticos.
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La Estadistica, que fué en sus comienzos
una modesta auxiliar de la Economia poli-
tica, ha penetrado ya con sus métodos en
casi todas las ramas dei conocimiento cienti-
fico y aun de las Artes, con un poder arro-
llador y una velocidad de conquista que,
como dice Kendall, recuerda las campanas
de Atila y Alejandro Magno.

Como consecuencia dei amplisimo pro-
grama de instruccion en los métodos de
muestras desarrollado por los EE.UU du-
rante la Ultima gran guerra, que convirtio
en expertos estadisticos a mas de 6.000 ma-
tematicos, ingenieros, etc., puede hablarse
hoy de una ciéncia de los sondeos estadisti-
cos que ha creado métodos eficacisimos por
su rapidez, precisién y bajo coste.

En los paises que van en vanguardia,
estos servicios oficiales de sondeos se dedi-
can al estudio de problemas econémicos,
demogréficos, sociales, etc. de vital impor-
tdncia en la economia de las naciones, a
saber : extension de tierras cultivadas, de
pastos, bosques, etc.; coeficientes de pro-
ducciéon por é&rea, produccion total de sus-
tancias alimenticias, coeficientes de natalidad
y mortalidad en los diversos tipos de pobla-
cion, paro obrero, nivel de vida, presupuesto
familiar, problemas de alojamiento, estidio
de mercados, gustos de los individuos, opi-
niones publicas, etc.

Un problema de interés econdémico tan
grande como la prevision de las cosechas
agricolas se puede resolver gracias a los
métodos estadisticos. Se conoce, desde luego,
la dependéncia existente entre la cuantia de
las cosechas y factores meteoroldgicos dei
afio, que se ha podido precisar mediante el
célculo de coeficientes de correlacion, gracias
a observaciones reiteradas varios anos en
una extensa region.

El extenso programa de adiestramiento de
estadisticos en EE.UU. a que antes he alu-
dido, tuvo como causa inmediata importante
la puesta en practica en gran escala de los
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métodos de control de calidad en las indus-
trias y especialmente en la de guerra.

La fabricacién en serie no permite, por
su rapidez, el control 100 por 100 de las
piezas producidas, lo cual, por otra parte,
seria uiuy costoso. Vienen asi los métodos
de muestras a dar una solucion a los proble-
mas de mantener la produccién dentro de
los limites de tolerncia admitidos, habiendo
permitido tales métodos, durante la ultima
guerra y actualmente, importantlsimas reduc-
ciones de gastos en la produccién industrial.

He empezado a indicar aplicaciones de los
métodos de muestras, pero no es posible
proseguir siquiera la enumeracion de tantas
otras importantlsimas.

Permitasenos, sin embargo, seiialar algu-
nos otros campos de aplicacién de la Esta-
distica. Progresos importantes se han hecho
en Genética, en Biologia y en Medicina, gra-
cias al empleo de los métodos estadisticos.
La nueva ciéncia, Cybernoética, construida
por mateméaticos y neur6logos, de tan tras-
cendentales aplicaciones, utiliza la moderna
teoria de procesos estocasticos y los mismo
ocurre con la teoria de la informacion y
la comunicacién, tan importantes en el
funcionamiento fiable de los satélites arti-
ficiales.

La economia y las ciéncias sociales, en su
estado actual, hacen uso extensivo de los
métodos estadisticos y matematicos, que han
transformado a los economistas de historia-
dores filo8ofico-sociales en ingenieros.

La Agricultura, la Meteorologia y otras
ciéncias resuelven sus problemas de pre-
vision o prondstico gracias a la Esta-
distica.

En el campo clasico, los seguros cou base
estadistica constituyen un importante servicio
social y un éxito comercial. En Psicologiay
Pedagogia el anélisis factorial trata de sepa-
rar los factores diversos que intervienen en
la inteligéncia.

C.temos a titulo de curiosidad, interesantes

ia

aplicaciones hechas por Yule y otros en las
artes. Asi, las estadisticas de longitudes de
frases de ciertos literatos, han permitido
determinar la paternidad de algunas obras
anonimas. L* frecuencia de las pinceladas
en los cuadros ha sido utilizada para clasi-
ficar ciertas pinturas de autenticidad dudosa.
La proporcion de terminaciones femeninas ha
permitido fechar las obras de Shakespeare,
etc.

Entre las aplicaciones de la Estadistica
méas recientemente cultivadasy desarrolladas
destaca, por su importancia pava la Econo-
mia y potencia de las naciones, la Uamada
Investigacion Operativa, que, puede conside-
rarse ya como una ciéncia aplicada por el
interés de los problemas que aborda y la
unificacion reciente de sus métodos.

Estos trabajos comenzaron en forma sis-
tematica en 1940, durante la histdrica batalla
de Inglaterra. EIl Estado Mayor Inglés puso
en las manos de un equipo de seis hombres
de ciéncia lograr el aprovechamiento méximo
dei sistema de defensa britdnico. Este grupo
que comenzé con los problemas que plan-
teaba la utilizacion o6ptima dei radar, consi-
guio, sin modificar o aumentar los armamen-
tos, duplicar la eficacia de la fuerza aérea
inglesa, y salvar a su pais de lainminente
invasion alemana.

Tras el éxito rotundo de este equipo de
. O. se establecié una série de grupos de
Investigacion operativa adscritos a diversas
ramas de la actividad militar, que ocuparon
a cerca de 400 hombres de ciéncia proceden-
tes de los mas diversos campos de la inves-
tigacion cientifica. Al terminar la guerra se
comenzo a aplicar la Investigacion Operativa
al estudio de las actividades industriales,
administrativas 'y guvernamentales y, en
general de organismos extensos y coinplejos
en que existe la necesidad de suministrar a
los altos dirigentes una base cuantitativa
para tomar decisiones en los multiples pro-
blemas que se les presentan.
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En este orden de ideas y en relacion con
los métodos de ensenanza, es interesante
sefialar aqui el provecto de trabajo presen-
tado por el Dr. Wall de la Fundacién Nacio-
nal de Investigacion Pedagégica de Londres
al Coléquio de Royaumont. EI Dr. Wall
observa que aunque las investigaciones sobre
Pedagogia de las mateméticas se han multi-
plicado en los dltimos cincuenta ndos, se
trata generalmente de estldios en pequena
escala de los que es dificil obtener conse-
cuencias générales de interés. Muchas de las
conclusiones que se obtienen, dice el Dr.
Wall, vienen falseadas porque no tienen en
cuenta mas que uno o dos aspectos del pro-
blema, cuando los resultados de la ensenanza
dependeu de un complejo de variables inter-
dependientes cuyo efecto conjunto difiere
cualitativa y cuantitativamente de la accidn
de cada una de ellas aisladamente y de su
suma.

Para remediar esta situacién de ignorancia
propone el Dr. Wall una triple investigacion
operativa a largo plazo para conocer objeti-
vamente los resultados de las reformas en
Curso y en proyecto y, mas concretamente,
introducir en un sistema escolar en condicio-
nes rigurosamente controladas, métodos,
procedimientos o materiales nue vos para
evaluar cuidadosamente los efectos tanto
inmediatos como lejanos. Las conclusiones
objetivas resultantes de tales investigacio-
nes permitirian tomar decisiones de cambio
de métodus antiguos a otros con un funda-
mento y ldgica superiores a las que por
desgracia ordinariameute se utilizan para
hacer cambios de planes de ensedanza.

Vemos pues que si uno de los critérios
para seleccionar matérias que han de formar
parte de los programas de ensenanza media,
es que tales disciplinas tengan un gran
numero de aplicaciones posibles, las nociones
fundamentales de la Estadistica deben, desde
luego, figurar en los programas de la ense-
nanza Media.
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Influencia sobre la educacidon general dei Hom-
bre culto.

El caracter de ciéncia basica que tiene hoy
la Estadistica se debe tanto a los problemas
importantes que resulve como a lafrecuencia
conque algunos de sus maés sencillos con-
ceptos se encuentran en la vida didria. Es
una realidad que los médios maés corriente-
mente utilizados por el nombre medio actual
para adquirir informacion relativa al mundo
exterior son la prensa, radio y television.
Por tales vias recibe noticias y comentarios
que le obligan a tener una idea clara, por
ejemplo de la relacion entre el indice de
coste de la vida y el valor adquisitivo de su
saldrio o sueldo, de cuestiones economico-
-sociales relativas a produccién, importacién
y exportacion, balanza de pagos entre dis-
tintos paises, estadisticas demograficas, sani-
tarias, etc.

Todas estas cuestiones, tan frecuentemente
tratadas en los didrios y que son de indu-
dable interés general, implican un conoci-
miento de algunas nociones estadisticas ele-
mentales : promedios, porcentajes, nimeros
indices, graficos sencillos en forma de dia-
gramas, histogramas, etc. si pretendemos
gue no suenen en los oidos dei nombre medio
como palabras vacias de sentido, y si, ade-
més, tratamos de evitar que en algun mo-
mento quieran sorprenderle utilizdndolas con
fines propagandisticos no siempre correctos.

Por esto misino creemos que el alumno
gue termina la ensenanza media (bachillerato
0 magistério) debe ser capaz de comprender
gue una muestra adecuada de datos relativos
a una poblacién puede dar informacion sobre
la poblacién considerada, y esto con errores
predecibles. Digamos de paso que es lamen-
table que ciertas encuestas, realizadas sin
los requisitos estadisticos bésicos por orga-
nismos con mas deseos de propaganda o
apetencias econémicas que preocupacion por
la verdad estadistica, pueden llevar al ciu-



GAZETA DE MATEMATICA

dadano culto a confusion. Ello se evitaria
con una modesta, péro adecuada, prepara-
cion estadistica en la enseiianza media.

He aqui algunos ejemplos de incorreccio-
ne8 inconscientes 0 conscientes, a veces con
fines de propaganda, que frecuentemente se
cometen en la utilizaciéon de las ideas esta-
disticas mas elementales.

a) A pesar de la sencillez de la idea de
porcentaje, es frecuente encontrar noticias
de prensa como esta: Al aumentar la pro-
ducciéon didria de una fabrica en 2,5°/, el
aumento semanal (6 dias) resulta ser el 15°/,-

b) La idea de promedio es tambien sen-
cillisima vy, sin embargo, resulta curioso
observar cudn pocas personas dan la res-

puesta correcta a la siguiente cuestion : Si

Vd. conduce wun coche wuna distancia de

20 km. a una velocidad de 80 km. por hora,

y después otros 20 kilémetros a 90 por hora,
cual es la velocidad media ?

c) Se dice frecuentemente en
gque la proporcion de muertos de cancer
aumenta constantemente, pero para que tal
afirmacion tenga un sentido claroy no pueda
interpretarse como un retroceso de la medi-
cina en tal tratamiento, deben tenerse en
cuenta, entre otros, los siguientes factores :
1.°© el diagno6stico es actualmente maéas pre-
ciso, de modo que niuchos casos que hace
unos anos se habrian atribuido a «causa des-
conocida» se incluyen actualmente en el con-
cepto de cancer. Asisismo la recopilacion de
datos estadisticos es hoy mas completa que
hace anos e incluso se practican en algunos
paises diagnoésticos «post mortem» de falleci-
dos por «causa desconocida». Ademas, el
progreso extraordinario en la curacién de
otras enfermedades y la higiene han dado
como resultado una disminuciéon en la mor-
talidad infantil, y por ser el cancer una
enfermedad principalmente de viejos no es

la prensa
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raro que haya aumentado
tasa de mortalidad.

la correspondiente

d) La seguridad relativa de los viajes
aéreos es un tema de gran actualidad y so-
bre el que se hace mucha propaganda perio-
distica. Los que desea demostrar que el
riesgo es muy pequeno, hacen estadisticas
en que figura el nimero de accidentes por
pasajero y kilémetro recorridos. En cambio
los que quieren exagerar el riesgo presentan
las estadisticas de accidentes por pasajero y
hora de vuelo. Tanto uno como otro punto
de vista son excesivamente simplistas, ya
que es muy diferente el riesgo de un vuelo
segln sea con o sin escalas, por encima dei
max, 0 no, etc.

e) La consideracion abusiva dei promedio
sin tener en cuenta la dispersion, que fué en
otros tiempos grave defecto de la Estadistica,
puede hacerse patente con el siguiente pro-
blema interesante para los automovilistas :
es un hecho bien conocido que el consumo
de gasolina por kiloémetro depende de la
velocidad dei automovil, disminuye al aumen-
tar la velocidad hasta un minimo y luego-
vuelve a aumentar con la velocidad. Si la
velocidad de consumo minimo es 70 km. por
hora, el que un conductor haya tenido esta
velocidad media durante un largo viaje no
permitird afirmar de modo alguno que habra
hecho el minimo consumo de esencia.

f) Con una mezcla de malicia e ignoran-
cia se ha dicho a veces que «la Estadistica
demuestra que si Pedro se come un polio y
Juan ninguno, esto equivale a que ambos
coman medio polios. La sencilla idea de dis-
persion sirve para dejar definitivamentea un
lado a los que, por esta anécdota, consideran
a la Estadistica como una gran mentira.

h) Dice Bernard Shaw en una novela:
«El uso del paraguas aumenta el perimetro
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toracico, prolonga la vida y confiere inmu-
nidad para ias enfermedades, pues se puede
probar con estadisticas que las personas que
usan paraguas son mas gruesas y saludables
y viven mas tiempo que las otras.s No hace
falta gran perspicdcia para compronder que
causa de esta diferencia no es el paraguas,
sino la riqueza y alimentacion de las perso-
nas que lo poseeu.

Ya nadie toma en consideraeién a los que
hablan de las mentiras de la Estadistica.
Incurren en errores aquellos que aplican la
Estadistica sin conocerla suficientemente o
los que carecen de un minimo de sentido
comun o de conocimientos técnicos dei pro-
blema pratico que tratan de resolver.

Todo esto pone de manifiesto un hecho
importante : la Estadistica no es un conoci-
miento demasiado especializado, sino que
afecta a la actividad cotidiana de todo nom-
bre culto. Y de ahi el interés de incluiria en
la ensefianza media y elemental.

Influencia sobre la educacion cientifica.

En la ensefianza media el modo de pensar
cuantitativo se desarrolla especialmente
mediante el estiudio de las Matematicas y las
ciéncias de la Naturaleza (Fisica, Quimica,
Biologia, etc.), en cuyo estiudio sigue predo-
minando la tendéncia determinista de la
mecénica de Newton. Mas esto va resultando
claramente anticuado en vista de la evolucion
cientifica de la Ciéncia Natural en los ulti-
mos cincuenta anos.

El estddio de nuevos fendmenos fisicos,
cada vez mas complejoa, y de los fendmenos
biolégicos, sociales, etc. impuso la sustitu-
cion de tal punto de vista determinista por
el probabilistico. Por ejemplo, al tratar de
estudiar la evolucion de una masa gaseosa
no es posible, mediante las ecuaciones dei
movimento de Newton, seguir las trayecto-
rias individuales de los millones de molécu-
las que integran la masa, ni por otra parte,
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este estudio tendria interés. Lo que interesa
es el conocimiento dei fendmeno colectivo,
lo cual se hizo, naturalmente por métodos
estadisticos, que condujeron a la teoria ciné-
tica de los gases. Después surgieron la ter-
modinamica estadistica y la mecanica cuan-
tica.

Esto paso de leves fisicas, basadas sobre
la nocion de causalidad a las teorias estadis-
tica, se debe, principalmente, a la influencia
de la interpretacion de Boltzman, de la
segunda ley de la Termodindmica que puede
considerarse essencialmente
estadistica.

Posteriores contribuciones, como el prin-
cipio de incertidumbre do Heisenberg, han
revolucionado las leyes de la Fisica clasica y
han contribuido a construir el edificio sobre
la concepcion estadistica de la Naturaleza.
Como ha dicho Maxwell: la «verdadera
légica dei Universo es el Calculo de Proba-
bilidades». Es interesante observar que los
fisicos ban ido desarrollando sus métodos
estadisticos con independéncia de los de otros
campos, y sus métodos han ido penetrando
en muy diversos procesos y teorias, tales,
como por ejemplo, el estudio de la radioac-
tiyidad, la energia atémica y la radiacion
cosmica mediante los procesos estocdasticos,
en el comportamiento de las células fotoeléc-
tricas, en la teoria de los metales, etc.

Las brillantes victorias conseguidas en la
Fisica y mas tarde en la Biologia, llevaron
a los mateméaticos a enfrentardo con un
nuevo tipo de problemas conocidos genérica-
mente con el nombre de procesos de deci-
sion.

como una ley

En la vida corriente nos enfrentamos a
a cada paso con situaciones eu que se nos
presentan varios cursos de accion posibles
y, de la eleccion apropiada de uno de ellos
o decision acertada, depende el éxito poste-
rior. Puede decirse que cualquier accidn
humana implica una eleccién y que el medio
ambiente limita las posibilidades de varia-
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cion; pero rara vez se reducen a uno los
(e.aminos posibles. Tales situaciones comple-
ja8 tienen wuna importancia singular en el
Director de una Empresa, de un ejército o
de una gran administracién, cuyas decisiones
pueden tener consecuencias transcendentales.
Se trata, en definitiva, de partir de un cono-
cimiento generalmente imper facto dei futuro
y de una valoracion de las consecuencias de
los distintos actos posibles, para llegar a
elegir un curso de accién particular. Puede
decirse que la decision sera Optima si con-
duce a las consecuencias que consideramos
como mas deseables, de acuerdo con el sis-
tema de valoracién adoptado.

En los daltimos ,JO anos matematicos de
primera fila, al lado de economistas, socio-
logos e ingenieros han buscado trajes flexi-

bles, hechos a medida, para los nuevos vy
complejos problemas dei comportamiento
humano individual y colectivo y la cosecha
empieza a ser oOptima.

Sus raices cientificas profundas se encuen-
tran muv lejos dei calculo infinitesimal y las
Matematicas que manejaban los economistas
dei Bigio X I X .Son la Teoria de la probabi-
lidad, la teoria do juegos de estratégia, el
célculo operacional, los espacios abstractos
que represented un conjunto de ideas nuevas
cuya facundidad esta lejos de agotarse.

No hay que olvidar que cou los planes de
desarrollo en proyecto estamos tratando de
que Espafla evolucione rédpidamente hacia
una indu.-tria moderna. Ello exige una ade-
cuada formacién mateméatica en extensos sec-
tores de nuestra juventud. Pero como ha
dicho el mateméatico inglés Hamersley. «las
matematicas que se utilizan en las aplicacio-
ne8 industriales son de uu tipo distinto de
las que se cultivan corrienteuiente en los
circulos académicos. Lo fundamental es la
construccion de nuevos modelos y el empleo
de computadores».

Tudo esto apoya la introducciéon en la
ensefliinza media de esta nueva matematica
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de lo aleat6rio si queremos tener una juven-

tud capaz de apoyar nuestro desarrollo
econdémico.
Influencia sobre la formacion matematica de

los alumnos.

Es indudable que la ensenanza media de la
Matematica, la Fisica, la Biologia, etc. de-
berd dejarse influenciar por estos progresos
si no queremos que choquen violentamente
tales ensenanzas con lo que después el hom-
bre aprendera en la vida.

En este periodo la matematica resulta
antipatica a muchisimos alumnos porque fre-
cuentemente los profesores la presentan en
forma descarnada, quiza con ejercicios, in-
cluso demasiados, pero pogos reaies sin gra-
cia y sin contenido humano.

A veces el alumno supera al profesor
como en cierta ocasion en que a un Doucha-
cho se le propuso el famoso problema de la
régla de tres para calcular la cantidad de
tapia u,ne construirian 50 obreros e hizo
observar a su maestro que tantos obreros se
estorbarian mutuamente. .

No hay que olvidar que con la manera
corriente de ensenar la mateméatica y con el
contenido de los programas de ensenanza
media, el alumno saca la impreei6on de que
ha aprendido una gran pila de teoremas que
no tienen ninguna aplicaciéon a la practica ni
a oiros estudios.

Shgon mi experiéncia no llega al 0,01 °/,
el nimero de alumnos que al terminar la
ensenanza media tiene una idea clara dei
papel de la Matematica en el estidio de los
fendmenos n turales y de las tres fases fun-
damentales de coneeptuacién o abstraccion,
de desarrollo ldégico y de desconceptualiza-
cion o traduceion de los resultados abstrac-
tos a la realidad. Como dice nuestro Illorado
maestro Puig Adam de quien tanto tenemos
todos que aprender ala auseDcia de cultivos
de estas fases supone un concepto restringido
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de actividad matematica que hay que evitar,
pues no se remedia a posteriori con la adi-
cion circunstancial de los llamados proble-
mas y ejercicios de aplicacién. Se hace nece-
sario prevenir el mal desde el origen mismo
de la ensenanza de las Mateméticas, atacando
el problema genético de la formacion de las
abstracciones y anadiendo el sentido poste-
rior de readaptacidn suficiente de las abstra-
ciones formadas a la realidad concretas.
Y afiado yo, si queremos que la matematica
sea formativa en la ensenanza media no la
hagamos como si estuviéramos preparando
a los alumnos para escuchar disertaciones
de Profesores de una Faculdad de Ciéncias
Matematicas. Pues bien, este aspecto de una
formacién mateméatica completa que evite
gue esta se reduzca a la fase central opera-
téria reclama justamente la inclusion en la
ensenanza del Céalculo de Probabilidades.
Porque, en efecto, la exposicién dei Calculo
de Probabilidades suministra un gran nua-
mero de modelos matematicos de situaciones
expérimentales facilmente realizables en una
clase con sencillo material de urnas con bo-
las y es sumamente educativo ver tambien
el ajuste de estos miamos modelos a las
observaciones estadisticas de fendmenos rea-

le8 de la Demografia, Fisica, Técnica, etc.
Desde el punto de vista matematico hay
interés fundamental en introducir nociones

de inferéncia estadistica para que el alunno
aprenda a distinguir claramente ladiferencia
entre la estructura de las verdades de la
matematica ligadas entre si y deducidas unas
de otras y de los axiomas por razonamientos
légicos y la manera de estabelecer las leyes
de los fendémenos naturales mediante induc-
ciones a partir de una muestra de un nimero
finito de experimentos.

Cuando se habla dei valor formativo de
las matematicas se insiste mucho sobre el
aspecto de su influencia en la formacién de
esplritus logicos y desapasionados. Cuando
se dice esto se piensa en la Matematica como
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la ciéncia deductiva por exceléncia, en que
el rigor exige que cada teorema resulte por
una cadena de razonamientos ldgicos de
otros anteriores o de los axiomas de par-
tida.

Pero conviene no olvidar que en el mundo
complejo en que vivimos los razonamientos
légico deductivos forman una parcela relati-
vamente pequefla.

El gran matematico Pdlya ha escrito recie-
temente un libro eu dos tomos «Patterns of
plausible Inferences cuyo estddio debia ser
obligatorio para todo profesor de ensenanza
media. Separa Polya el razonamiento dedue-
tivo, tipico de la matemadtica y la Légica, dei
razonamiento plausible, al cual pertenecen
tia evidencia inductiva dei fisico, la eviden-
cia circunstancial dei abogado, la evidencia
documental del historiador y la evidencia
estadistica del economista».

De hecho, en lainvestigacion, los matema-
ticos utilizan tambien los razonamientos
plausibles y por eilo son tan importantes en
la ensenanza los métodos heuristicos. Justa-
mente introduce Polya en su libro una impor-
tante interpretacion de la nocién de proba-
bilidad que permite precisar las reglas de los
razonamientos plausibles. Es notable ver
como un matematico de primera fuerza ana-
liza el material de los razonamientos plausi-
bles en Matematicas, con el mismo espirita
de observacién, con que un naturalista estu-
diaria las funciones fisiologicas de un ser
vivo para «abrir la puerta que conduce a la
inducciéon investigando inductivamente». Este
ensayo cuyas repercusiones en la Metodolo-
gia de las matematicas son transcendentales
apoya de un modo decisivo la inclusién dei
Célculo de Probabilidades en el plan de
estidios de ensenanza media, justamente por
su valor formativo en este campo amplisimo
dei razonamiento plausible.

Por otra parte teorias de naturaleza abs-
tracta como la combinatdria, el algebra de
conjuntos, el algebra de Boole, encuentran
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una exposicién mas natural que justifica su
explicaciéon si se hace simultaneamente con
la nocién de probabilidad.

Andalogas consideraciones podriamos hacer
de la geometria analitica de la recta, que
puede introducirse en forma maés natural,
agradable y atil al alumno presentandola
como necesaria para la expresion de las
leyes fisicas lineales y las correlaciones
lineales en los fendmenos biol6gicos, socia-
les, etc.

Una objeciéon a la inclusion de la Estadis-
tica en lus planes de estudio podria ser el
que estos ya se encuentran bastante recarga-
dos. A nuestro juicio la solucién no esta en
crear una nueva asignatura con el nombre
de Estadistica, sino en hacer una distribu-
cion adecuada de matérias en los programas
de matematicas, teniendo en cuenta para
romper la inércia de la tradiciéon su impor-
tdncia en el estado actual del desarrollo
cientifico y social. Creemos que no hay duda
para preferir las nociones basicas de la Esta-
distica a multitud de teoremas, corolarios y

Problemas de
na Teoria dos Reactores

por José Gaspar
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escélios que abundan en los libros que sue-
len estudiar los escolares de matematicas.
He aqui un botén de muestra de teoremas
(que desgraciadamente recordamos haber es-
tudiado a los doce anos): Teorema. Si se
resta de un nimero el cubo de las decenas
de su raiz clUbica exacta o entera por defecto
y se divide la diferencia por el triplo dei
cuadrado de dichas decenas, la parte entera
del cociente es igual o mayor que la cifra
de las unidades de la referida raiz. Demos-
tracién :

Escolio 1°. En la practica se acostumbra,
al dividir N-(d.W? por 3(d.10,3, ,
sea, 3d°-100, suprimir los dos ceros dei
divisor y las dos ultimas cifras de la dere-
cha en el dividendo. Por tanto, es dividir
las centenas de N— (d. 10,° por 3d°.

4 Es que alguien puede sostener que los
escolares de doce anos se forman mejor y
mas completamente estudiando estos y ana-
logos teoremas que adquiriendoy manejando
nociones como las de promedio, dispersion,
probabilidad, correlacion lineal, etc. ?

Matematica
Nucleares

Teixeira

/Conclusdo do PROBLEMA I \
\Y Fluxos Neutronicos )

7.  Problemas de valores préprios

Sob o ponto de vista matematico, no cal-
culo dos fluxos e densidades neutrémcas
dum RN surgem naturalmente dois proble-
mas fundamentais que conduzem a determi-
nagdo dos valores préprios - e correspon-
dentes fung¢bes préprias —de dois operadores
diferenciais diferentes.

O primeiro problema fundamental resulta
naturalmente da

7.1. Seporahilidade das variaveis de espaco
e energia na distribuicdo neutrénica
estacionaria.

O estado de criticalidade de um RN &
definido pelas condigdes de criticalidade que

determinam relagdes entre as constantes nu-
cleares e as propriedades geométricas —
forma e dimensfes —do RN.

Nas condigdes de criticalidadeintervém o
chamado factor de criticalidade que toma,
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nestas e apenas nestas condigbfes, o valor
um  (°).

Entdo a distribui¢cdo dos fluxos neutréni-
co8 é estaciondaria, isto é, independente do
tempo.

Ora, no mais simples dos modelos conhe-
cidos de RN () —o reactor homogéneo e ndu,
expresso analiticamente pela aproximacdo da
teoria do transporte, denominada teoria da

difusdo — a distribuicdo neutrénica estacio-
naria verifica as condi¢cdes enunciadas no
Primeiro Teorema  Fundamental da TRN (%) :

A distribuicdo neutrénica estacionaria,

el>(x,E,ii), dum
separavel

reactor nU e homogéneo &
espagco e

*(x,E,Q) = <p(E).4»(x.Q),

nas variaveis energia

sendo a distribuicéo espacial ip(x-Q) a solu-
cdo fundamental da equagno ondulatoria

A) AM(x.0) + B2.|(x.i2) = 0,

isto & a fungdo de onda i]/(x-Q) é solugdo
positiva  sobre 0 nacleo do reactor e nula  sobre
a fronteira extrapolada ™).

Aqui surge o primeiro problema de deter-
minacdo de valores proprios —os da equa-
cao A).

Com efeito, o anulamento da soluc¢do de

A) sobre a fronteira extrapolada determina,
em primeirolugar, os valores admissiveis de

B* ; a cada valor admissivel B\ corresponde,

(") No estado sub-critieo o factor € inferior a uni-
dade e no sobre-critico superior a unidade.

(") Cf. WEINBERG —Symposium of the A.M.S. 1959.

() C. WEINBERG and WIGNKR — The
Theory of Neutron Chain Reactors, p g. 382

(*) A fronteira extrapolada dum reactor define-se
teoricamente como a superficie convexa sobre a (Jual
se anula o fluxo neutrénico, tendo em consideragcdo o
facto de a corrente neutrénica proveniente <io exterior
do reactor ser nula. Na pratica é uma superficie fe-
chada, exterior ao reactor, distando da fronteirafisica
deste cerca de 0,71 %, .

Physical
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por sua vez, um modo
prépria, t™, tal que

ou seja, uma funcédo

A) a<|».ix,0) + £ii<Mx,a)-o,

e um factor de criticolidade, c,
E evidente que o RN divergira se alguns
dos factores de criticalidade for superior a

unidade, pois que a menor excitacdo o modo
correspondente crescera além de todo o
limite. Por esta razdo o maior dos factores

de criticalidade deve ser considerado como
o verdadeiro factor critico, e a reaccdo em
cadeia sera auto-mantida ou divergente, se-
gundo esse factor iguale ou exceda a unidade.

Por outro lado. correspondendo o maior
factor de criticalidade ao modo de ordem
mais baixa e ao menor dos valores B,,,
como O facil provar ('), serda efectivamente
este o verdadeiro factor critico do reactor.

Como, para reactores da mesma forma, a
valores B\ crescentes correspondem dimen-
sdes igualmente crescentes, conclue-se que o
Unico reactor fisicamente realizavel 6 o cor-

respondente ao menor valor proprio B’
E assim o problema da determinagdo dos
valores préprios da equacdo A) tem por
objectivo a fixacdo das dimensdes geométri-
cas do reactor.

Observe-se que o Primeiro Teorema Fun-
damental é valido apenas em modelos de
reactores constituidos por meio homogéneo
infinito, em que as dimensdes finitas do reac-
tor sdo introduzidas postulando o anulamento
dos fluxos neutrdnicos sobre uma superficie
convexa bem definida (na pratica o Teorema

6 valido nos reactores uniformes nas regifes
lunge da fronteira(’j).

Além disso, o teorema podera ser valido
para a teoria do transporte, mas né&do se

(1) Cf. WEINBERG and WIGNER, op. cit, pag. 203.
(") Cf. WEINBERG — Symposium of the A. M. S.
1959, pag. 7.
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conhece ainda neste caso uma formulacéo
apropriada, equivalente as referidas condi-
coes de fronteira para a equacdo ondulatoria.

Observe-se ainda que as caracteristicas
intrinsecas dos materiais de constituicdo e
estrutura de um reactor se determinam, em
primeira fase, pela teoria do reactor homogé-
neo e nU, como teoria das propriedades mul-
tiplicativas dos meios infinitos; por esta razéo
a teoria do reactor ul tem o nome de Teoria
Atsintética dos Reactores e é fundamental na
THN.

O segundo problema fundamental refere-
-se a

7. 2. Separabilidade
distribuicdo

da variavel
neutréuica  nao

tempo  na
estacionaria.

Como vimos, a equacdo de BOI.TZ.UANN

para um RN pode escrever-se
) $

ot

B) = #D

onde o operador D —linear e independente
do tempo —se decompde em duas parcelas»
ja indicadas em 5)

B, = - v(il egrad)
7?, - - VZ(X.E) +
+ v CdE'y*Q'2(x,JS'-S.0'MU),

Recordemos que a linearidade de B resulta
de se despresar as colisdes entre neutrfes, e
a independéncia no tempo, de serem lentas
as variacdes no reactor originadas quer pelas
operagdes das barras de comando quer pelas
reaccdes nucleares, como a subida da tem-
peratura.

Ora, associado a um operador linear ha
um problema de valores préprios, neste caso,

£) BN = vA,

de forma que, se as solugdes ty, constituirem

21

um espaco completo, a solucdo geral de B)
pode escrever-se

3) <Px ,E.Q,t)= 2«,i(x ,EQ)e" ,

com a, constantes arbitrarias
de condicdes iniciais.

No caso afirmativo, o comportamento dina-
mico do reactor nas condi¢cdes independentes
do tempo (por exemplo em seguida a uma
operacdo das barras de comando) seria de-

terminado pela expressdo anterior.

dependentes

Na realidade, infelizmente, B ndo pertence
a classe dos operadores caracterizados por
possufrem um conjunto completo de fungdes
caracteristicas, e em alguns casos tem pelo
menos utn espectro continuo com indicacdes
de possuir um «caracter patolégico»”).

Interesse especial tem, porém, o maior
valor caracteristico de B e prova-set’) que
o valor de v, de maior parte real. v, 6 de
facto real e que a correspondente funcéo
prépria, ij/, é igualmente real e tem o mesmo
sinal para todos os valores das respectivas
varidveis, isto é, é uma funcdo positiva. A
da-se o nome de sotvgBo  persistente e a ela
corresponde uma distribuicdo exponencial,

<D, = 4(x. E,Q)é*K,

a distribuicao persistente

Na realidade, o operador B ndo pertence
a classe dos operadores normais: a parte
é¢ anti-hermitica. precisamente como os ope-
radores da mecanica quantica, mas a parte
B, ndo tem caracteristicas algumas deste

(1) WEINBERG and WIGNEK, op cit,, pag. 408.

() BIKKHOFF and VAHOA - Keactor Criticality and
Non-negative Matrices (WAPD-166), 1957.

(") Existindo neutrBes retardados, a distribuicdo
pertt/stente  desdobra-se na soma de varias exponen-
ciais da variavel t. Cf. WKIKBEHG— Symposium of the
A. M. S, pag 5
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tipo. Assim, nem as caracteristicas do espec-
tro de B nem a «completicidade» das res-
pectivas fungdes préprias estdo conveniente-
mente estabelecidas. WEINBERG e WIHXEK
estabeleceram (') certas propriedades para B
baseadas em certas condi¢gfes de natureza
BIRKHOKF e VAKGA (*) notaram que
B pertence a certa classe de operadores
FROBENIUS PJLRKON e

fisica.

estudados por
JENTZ>CH.

Os resultados destas e outras subsequentes
investigacdes, que constituem algumas das
mais brilhantes investigacdes matematicas
estimuladas pela TRN, foram apresentadas
no Simpésio daAMS.

Tais resultados respondem, porém, apenas
a algumas questdes significativas : apenas as
relacionadas com o maior valor préprio.
As caracteristicas do espectro neutrénico, a
extensdo das suas componentes discreta e
continua e, sobretudo a possibilidade e uni-
cidade do desenvolvimento de uma funcéo
arbitraria 4>x ,E ,Q,0) em série 3),sdo
problemas ainda n&aoresolvidos. WIGNEK(*)
formula duas perguntas em relacdo com este
assunto. «Primeiramente, a questdo da unici-
dade que ndointervém no problema equi-
valente em mecanica quantica, dadas as rela-
cdes de ortogonalidade entre as funcdes
préprias. Em segundo lugar, a necessidade
de um critério pratico, para decidir se uma
solugdo singular da equacdo de valores pré-
prios pertence ao espectro continuo.
A teoria das distribuicdes deve ser um ins-
trumento mais sélido para o estabelecimento
de umcritério utilizadvel e eficiente».

(*) WKINBKRO and WIQMBB — The Physical
of Neutron Chain Heactores, pag. 406.

(’) Ci. BIHKHOFF and VABOA. Reactor Oriticality and
Non-negative Matrices (WAPD-166), 1957, op cit.

(3) FBOBENIUS - S-Ber. Akad. Wiss. Berlin 1912,
pag. 456.

(*) Symposium of the A. M. S., pag. 95.
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Em face do que acabamos de expor e
transcrever, consideramos que outro objec-
tivo fundamental de umaactividade de aper-
feicoamento de conhecimentos de matematica
aplicada a TRN, é o estudo dos

OPERADORES LINEARES
VALORES E FUNGCOES PROPRIAS

8. Aplicacdes

Um exemplo em que as solugdes singulares de Bi)
formam um espectro continuo, refere-se a um dos
mais simples problemas da teoria de transporte: a
difusdo dos neutrdes monoenergéticos em geometria
plana. Neste caso, o fluxo é independente das varia-
veis t e, por exemplo, y e z. Além disso, como o
fluxo é identicamente nulo excepto para um Unico
valor de E, a energia deixa de ser na realidade uma
variavel de <t Kinalmente a dupla variavel Q pode
ser substituida por [i= fi,, coseno do angulo das
direccdes da velocidade com o eixo dos SE, poie que
o fluxo ndo depende do angulo azimutal. Admitindo
a hipétese suplementar de a difusdo ter simetriaesfé-
rica, e medindo a seccdo eficaz total em unidades
apropriadas, a equacdo de transporte toma a forma (*)

c)4>(x,u) 1 ,1
(1) -V A -J— -(») + o=ex / o(*.1n)«*In-<>
ax 2 J-i

em que * é a relacdo das secgdes eficazes de difusdo
e total.
Admitindo que
*(x,u) —4>(p)a™
temos

@ pv* o) +K*)- Y'J *WCJ

e, como o segundo membro é constante,

Evidentemente, existe a condi¢cdo de compatibili-
dade
1 /"l c cs
c=—Ii du = log
s J-tlr»» °* PAVER
que se escreve também

-—log- 1,
2v 1—v

(') Symposium of the A. M. 8., pafir. 96-
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equagdo cujas raizes +v, constituem o espectro dis-
creto (ia equacdo (2) As correspondentes fungdes
caracteristicas sdo respectivamente

1« pv 1—pu

a primeira valida para os grandes valores de —x e
a segunda para os grandes valores de X.

Evidentemente estas duas fung¢des néo constituem
am espaco completo de fun¢des de p, nos termos das
quais todas as funcgdes de u. definidas no intervalo
( 1,1) possam exprirair-se linearmente.

Para — 1< v< 1 ou para Vv complexo, as funcdes
préprias sédo fungbes regulares de u no intervalo
-l<acx<l.

Se houver um espectro continuo, ele existira ape-
nas numa dasregides reais v< —1 ouv> 1. Para
estes valores de v as solugbes préprias tornam-se
singulares mas podemos adoptar

+
X+ i*

e considerar

*
—0.
A nova equacdo de compatibilidade é agora

como limite de i), quando

(T rf+e))

ou
/ 2\ o 1-:
| +Y )W+C,)=IWI(C,—C) *=logy-j—
Fazendo Cj + ¢c,— — ir«, temos
i d 1S | 1—X Vs
ci = — lo
' x @29+ 2
i «* 1—X ir *
* ~~ 2~ °°TT~X 2~"
®) *AW=1™{" =
(U—X)" + «*
Vx: 2 11X/ (*=x)+e€e3

e podemos tomar esta fung¢do como correspondente ao
espectro continuo. Nos integrais da forma

(4) F-/*WMn>«**

a primeira frac¢do de (3)transforma-se num termo

23

preponderante e a segunda fracgdo conduz a funcédo $
de DIIIAC.
Entdo (4) mostra que (*)

(%) *(X,(»)-—itl'PJ/l —  e~«rf]

ri i i

é solucdo de (1) onde 3 (X) é uma funcdo arbitraria
que tende para zero com X. O fluxo total que corres-
ponde a <J>(x,)i) de (5)é(*)

Ga) «()=-L1 j*(x,u)av-ird 3% (o) ex=

A solucdo geral de (1)sera entdo (5) mais as duas
funcdes caracteristicas do espectro discreto com coe-
ficientes arbitrarios.

WIQNER, que apresenta resumidamente este exem-
plo, observa ainda que a expressdo usual do fluxo
devido a uma fonte plana isotrépica () pode decom-
por-se numa parte assintética que corresponde a um
espectro discreto e a um integral envolvendo a expo-
nencial e** de X em que Vv percorre todo o espec-
tro continuo. Deve notar-se porém que a possibilidade
de tal decomposicdo do fluxo total em exponenciais
de X ndaoprova que existe uma solugdo da equacao
bomugénea que corresponda separadamente a cada
exponencial. O exemplo precedente mostra como,
mesmo no caso duma simplicidade trivial, é dificil o
reconhecimento do espectro continuo.

Encontra-se na literatura umavariedade de casos
interessantes Nos quais 0s operadores relacionados
com B daequacdo de BOLTZMANN tem em parte, ou
ndo tem em parte, espectros continuos (‘) Da mesma
forma, o espectro confinado no caso anterior ao eixo
real, pode ou néo ter valores no plano complexo.

0 problemaespectral € tratado no Symposium A MS
por HABETLEB e MABTINO, WING e CABLSON (u.étodo o,
e harmonicas esféricas). Em geral o problema de com-
pleticidade das fungdes caracteristicas e da unicidade
dos desenvolvimentos néo foi satisfatoriamente resol-

vido. A situacdo é ainda mais obscura no que res-

() Cf. WIGNKR —Symposium of the A. M. S. 198 pag. 97.

O O primeiro e Gliimo termo de (5) atiulam-t>e depoi» da
integracdo sobre r'.

<) Veja p. ex. WEINHRRG e WIGNKR, The Physical
of Neutron Chain Reactora, equat. (926 '927) e <9 29>

(*) G.WING—J. Math. Mech Tot. 7 958> PK 757; IfHNER e
WING — Comm. Pure Appl. Math, vol. 8 (1955) Pg 217 e G. WING,
In Symposium of the A. M. 8. 1950

Theory
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peita as aproximacdes «las equagbes He BOI.TZMANN.
Assim, por exemplo, o aparecimento Hos fluxos ueu-
tronicos negativos na solucdo Ho problema He MILNE
em liannonicas esféricas, mostra que o teorema Ha
positividade de BIRKHOFF e VARGA néao é valido neste
caso das solucdes aproximadas ().

9. Métodos de aproximagédo

Terminaremos estas consideracdes subor-
dinadas ao problema que constituo a primeira
parte enunciada no inicio deste artigo - Den-
sidades e Fluxos Neutrénicos —com ura re-
sumo do exposto por WIIJXER (Symposium
of the A. M. S. — pg. 100). Coin a divulga-
cdo destes pontos de vista queremos promo-
ver o ehtudo de outro ramo da matematica
fundamental aT E N ;

RESOLUCAO NUMERICA DE
EQUACOES AS DERIVADAS PARCIAIS

Nos paragrafos anteriores sao encarados
os problemas gerais da teoria matematica das
equacdes dos RN'ou os da determinacao das
respectivas solucdes rigorosas. Na pratica,
os métodos de aproximag¢do desempenhara
um papel t&o importante como o das solu-
cbes rigorosas, que merecem uma atencédo
especial. Devido a grande variedade de mé-
todos de aproximagao, estas observacgdes
serdo, em extensdo, ainda mais resumidas
que as dos capitulos anteriores.

Quer nos agrade ou nao, 6 evidente que o
calculo automéatico desempenha um papel de
importancia crescente na resolucao das equa-
cdes do reactor. Mas a ac¢ao no nNosso espi-
rito proveniente das solugbes obtidas por
calculadores electronicos é menos nitida,
até porque, as maquinas electrénica» dao-
-no8 informacdes experimentais, do mesmo
tipo portanto que as obtidas nas experién-
cias criticas.

() Veja, WEINBERG e WIGNER, op. cit. (fig. 9.6 pap. 262).
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Os calculadores dao-nos resultados obtidos
com menor esforco e mais rapidamente que as
experiéncias criticas, mas nao nos auxiliam
na visualisacdo dos factores que determinam
o resultado final, muito mais que as mesmas
experiéncias. Por esta razdo, os resultados
obtidos por maquinas de calculo sdo menos
aptos a orientarem-nos no sentido de uma
atitude superior a obtida através dos métodos
analiticos de calculo, e mesmo menos aptos
que os métodos menos mecanizados dos cal-
culos numéricos. O papel que os calculadores
poderdo vir a desempenhar no campo dos
reactores nucleares e em muitos outros cam-
pos, dependera nao s6é do uso que deles
soubermos fazer ndo s6é na obtencdo dos
resultados finais como também na explicacdo
dos mesmos resultados. Certamente grandes
progressos poderdo obter neste campo com
os calculadores automaticos (!).

Entre os métodos de aproximacdo néo
numéricos a eficiéncia dos métodos variacio-
nais ¢ talvez mais surpreendente (‘J. Estes
meétodos servem para determinar os valores
préoprios dos operadores lineares. Como a
variavel tempo pode ser eliminada de quasi
todas as equacdes dos reactores, transforman-
do-as num problema de valores caracteristi-
cos, o método variacional pode ter largas
aplicacdes na teoria dos reactores. O seu
uso tem sido limitado ao mé&ximo invocando-
-se o facto de o operador de BOL/IZ.HANS
ndo ser nem auto-adjunto nem normal. Esta
ainda por provar se esta limitacdo tem razéo
de ser. A causa da grande precisdo do prin-
cipio variacional nos problemas simples da

(") No Symposium de AMS falaram sobre calcula-
dores, EHRLICH, VARGA, RICK-IHYKR e CARLSON.

() Veja (IKEIILING e MARVIN, Graphical, method of
obtaining cril. cal mannes oj water-tam firtl boilers. Los
Alamos Report 493 ~pja ainHa WEINBKRG H WIGNKH,
op cit. pag e «Papeis» n.°*36e 627 da 2 * Conf.
de Genebra (1958).



GAZETA DE MATEMATICA

mecénica quantica reside no facto de toda a
fun¢do positiva e com um UGnico méaximo em
todo o seu dominio de existéncia poder ter
uma boa aproximagdo por outra fungdo com

Assim — - —

I+a-2
ser aproximada por com a= 0,5 a
mais de 98°/,. Com isto queremos significar
gue o coseno do angulo destas duas funcgdes
no espago de HILBKKT é superior a 0.98.
O principio variacional toraa-se menos efec-
tivo na mecénica quantica para problemas
relativos a varias particulas, pois devido ao
principio de exclusdo, a fungdo de onda
ndo pode ser positiva em todo o dominio.
Na teoria do reactor, por outro lado, o fluxo
correspondente ao maior valor caracteristico,
de acordo com o teorema BIKKHOF”-VARGA, é
sempre positivo, o mesmo se verificando
gquanto ao fluxo adjunto. Por esta razédo,
pelo menos, o principio variacional é mais
adoptavel aos problemas da teoria do trans-
porte que aos da mecénica quantica. Parece
porém, que isto 6 aplicavel apenas a propria
equacdo de BOLTZ.VIANV e ndo as suas aproxi-
macbes. Como se disse, as solucdes das
equagles aproximadas sdo em geral ando
positivas em todo o dominion. BROOKS e
CALAMKI") utilizaram o principio variacional,
aplicando-o directamente a equagdo de BOL-
TZMANN e ndo as equacdes dos métodos de
aproximacdo. Desta forma preservaram as
vantagens da positividade das verdadeiras
solucdes.

caracteristicas idénticas. pode

Skl
C**

O segundo método a ser mencionado é o
da teoria da difusdo. Sabe-se que esta teoria
dd uma boa distribuicdo do fluxo nas regides
suficientemente afastadas das superficies de
separacdo de meios diferentes. A dificuldade
esta em que nos reactores heterogéneos todos

(') BROOKS e CALAHB n&@o poderam apresentar no
Symposium consideracdes novas sobre este assunto.
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0os pontos estdo demasiadamente proximos
das superficies de separagdo de meios dife-
rentes. Parece razodvel, porém, que uma
conveniente modificagdo das wusuais condi-
cbes de fronteira possa permitir ndo s6 uma

aceitavel representagdo dos fluxos assintoti-
cos longe das fronteiras, mas possa ainda
reproduzir as variag6es do fluxo, préoximo

das mesmas fronteiras. Esta sugestdo ja foi
apresentada por DAVIDSON”). O célculo de
LNOND do efeito rapido pode servir de exem-
plo de como isto se pode fazer. O efeito
rapido foi sempre considerado 0 processo
por exceléncia para o qual a teoria da difu-
sdo € inaplicavel pois o efeito da-se num
meio que é pequeno em relagcdo ao livre per-
curso médio. E certo que o calculo do efeito
rapido pela teoria da difusdo com as condi-
cdes de fronteira mais simples conduz a
resultados francamente inaceitdveis. Mas
guando INONO introduz 0,71 do livre per-
curso médio como a distdncia de extrapola-
¢do linear a situagdo muda completamente.
E certo que 0,71 do livre percurso médio é
um elemento estranho & teoria da difusdo.
Mas a proposta é precisamente a de introdu-
zir tais elementos estranhos na teoria da
difusdo, na base dum conhecimento de solu-
cdes rigorosas relativas a casos simples.
A prescricdo de 1x0XO0 aplica-se ao caso
dum meio multiplicativo rodeado de um meio
completamente absorvente, uma vez que se
supde o moderador em torno do elemento
de combustivel capaz de retirar aos neutrdes
rapidos, por meio de uma simples colisdo, a
sua faculdade de provocar ulteriores cisdes
rapidas. Um simples calculo mostra que a
condicdo de fronteira de INONO 6 equivalente
a revestir o elemento de combustivel com
uma pelicula infinitamente delgada cuja sec-
cdo eficaz de difusdo seja infinitamente ele-

(") DAVIDSON — Neutron transport
Clarendon Press 1957, pag. 98
(') INOND - J. Nucl. Sci. Eng. 5 (1959) pag. 248.

theory, Oxford,
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vada por forma que o produto da espessura
pela sec¢do eficaz de difusdo macroscopica
0,71—0,33=0,88.
A solugdo do problema da difusdo com tal
elemento dispersivo entre o meio multiplica-
tivo e o completamente absorvente que o
rodeia, apresenta para o interior do meio
multiplicativo (o elemento de combustivel) o
mesmo fluxo que o calculado por Ixo6vti.
Considerando a variagdo de fluxo neutrénico
nas vizinhancas da fronteira entre dois meios
diferentes, verifica-se que é pouco provavel
que a introdugdo de uma superficie disper-
siva explique adequadamente em todos os
casos as perturbacdes no fluxo dessa vizi-
nhanc¢a. Ainda preferivel, em geral, é o con-
siderar-se em adicdo a superficie dispersiva
uma superficie absorvente, positiva ou nega-
tiva. De facto, para dividir a absorpcdo res-

seja finita, nomeadamente

Decomposicao de
teoria de

por Ubiratan

ideais
Kummer-Dedekind
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ponsavel pela variacdo do fluxo entre os
dois meios, serd necessario atribuir parte da
absorp¢do superficial a um, parte ao outro
meio, isto é, serd necessario introduzir duas
superficies absorventes. Juntamente com a
superficie dispersiva, dever-se-ia reproduzir
desta forma o efeito das perturbacdes junto
das fronteiras em termos da teoria da difuséo.

10. Conclusao

O objectivo destas observacdes é o de
exprimir a ideia de que a ciéncia dos reacto-
res pode ser altamente auxiliada pela atencédo
dos matematicos por esces problemas ; mas
também a conviccdo de que 0os matematicos

encontrardo muito interessantes problemas
na ciéncia dos reactores.
em ideais primos:

D'Ambrésio

Faculdade de Filosofia, Ciéncias, Letras de Rio Claro, S. P., Brasil

0. O teorema fundamental da teoria dos
ideais estabelece a decomposicdo Uunica de
ideais nao triviais num produto de ideais
primos [1,pag. 4.)](+), isto é,

m = %".

Como se verifica, a demonstracdo do teo-
rema ndo nos da nenhum processo de deter-
minar efectivamente tal decomposicdo.

Para efectuar a decomposicdo, sendo
21 = (otj,«a>ee+i'r) basta conhecer a decom-

posicdo dos ideais principais (a,-), pois Sl se

(+) Os nuameros em colchetes referem-se a biblio-

grafia. A notagdo adotada é era geral a usada em [1J.

obtém como m. d. c. déstes [1,pag.4%$], que
pode ser calculado com facilidade a partir
das decomposicdes de (<*i), (a,), e+, (a) .
[2, pag. 110].

Para decompor (a),
(oc)\N(a), e sendo N(<x)
temos N(a) = p*> [ .

observamos que
racional inteiro,
Entdo sé entram
na decomposicdo de (o) os ideais primos <p
que entram na decomposicdo dos (pi); efec-
tuando entdo a decomposicdo dos nuUmeros
primos racionais (*°) em ideais primos, obte-
mos os ideais primos do corpo.

(+7) Por numeros primos racionais queremos dizer
ideais principais gerados por nimeros primos racio-
nais.
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Exporemos em 1. e 2. a teoria da decom-
De-
generalizando os estudos de Rum-

posicdo conforme foi desenvolvida por
dekind,
mer, que se restringiu a corpos ciclotdmicos.
N&do desenvolveremos a teoria em toda sua
generalidade,

explicitando as restricdes e

indicando o desenvolvimento mais geral

em 3.

1. Consideremos o corpo Q(0), extenséo
de grau n do corpo Q, dos nUmeros ra-
cionais. Suponhamos que a base natural
1.0,0",9+%,0"" seja uma base inteira de
Q(0), o que nem sempre acontece. Con-
forme veremos em 3. os resultados aqui
obtidos podem ser estendidos aos casos em

gue isso ndo se da.

Todo a inteiro do corpo pode ser escrito
entdo como -j- Cj O+ eee 4+, jb6""
com os C;racionais inteiros.

a.—r,
Seja f(x)= x + a,_!se-" H \-a, X + a,
a equacdo do corpo de O.

Seja p um primo racional, com decompo-

sicdo (p)= 7PI' onde os *p, séo
ideais primos em Q(9).
Sendo  N((p))=\N\%)\°>... | N(%)\-,
e N({p))=p", temos p = JNi™ 1]>-»
« entdo N(&)—p*,
com fi~n-fi é chamado grau de "~ e e
¢ chamado ordem de ramificagdo de ~3;.
Assim, n = e/~f + Lo\- e f,
DEFINICAO. Consideremos o ideal 21 tal

que $i/(p)e 21=~(1) e sejam Yy, .y,, -+
inteiros do corpo. Diremos que Yyj.y,.e**°, V,

sdo linearmente independentes mod 2i quando
k

2> "
1
teiros implica x, = 0 (mod p) (m= 1, 2,+¢-, k).
Ca«o contrario vy, ./, <»ee»7t serdo ditosli-
nearmente dependentes mod 21 «

7" —0 (mod 21)i com x, racionais in-

Observemos que a linear

dos inteiros 71,72" & ty7* Ace

independéncia
estabelecida
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uma vez fixado 21, pois o niumero primo p
fica univocamente determinado por 21(').

TEOHBMA.  Sendo N(2l) = p', o ndmero
maximo de inteiros do corpo linearmente inde-
pendentes mod 21 é igual a f.

Observemos de inicio que 1~f ~Ln. De

facto, 21/(p) logo (p) = 21-23; entéo
N((p)) = iV(21)+iV(S3), logo />»="] « iv~(23).
Como 21~(1), 1~ f ~n

Para a demonstracdo do teorema utiliza-

remos dois lemas.

LEMA 1.
inteiros do
mod 21,

Sendo f
corpo  linearmente
temos 1~ '~ f.

maximo de
independentes

0 numero

DEMONSTRAGAO.
dente mod 21, pois
plica x =0 (modp).
fosse, isto é, se x"O
racionais inteiros u e v,
4-v ep =>1 e entdo,
teriamos 21|(1). o que ¢
mi={i)- Logo 7.

Sejam 'y, ,y.,, **° Vi inteiros do
linearmente independentes mod 21. Entdo

Vi7i+ ys7a + eee + VE7f o " ° A < p
formam p* classes de restos incdngruas
f f
pois se 2 ¢ 7'= 2,
1 1
/I
entdo  M(y't
1

1 é linearmente indepen-
X e1l= 0 (mod 21) im-
De facto, se assim néo

(modp),
tais que u x +
como 211{x) e 211 ( p),
absurdo, pois

existiriam

corpo

mod 2T, 7 (mod 21),

comOZyl.ykp, — $r") y«"*0

f
(mod 21) e YW—y"' mO (modp), e ylyi e
1
/
2 Yl
1

coincidiriam. Como o numero de clas-

(+) De facto, se existissem, pe g tais que 21/(p)
e dl/lg), sendo p e g primos entre si existiriam
res taisque pr +gs = 1 e SI|(1), contra ahi-
poétese.
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ses incODgruas mod 21 é iV(2l) [1,pé4g.51],
temos pf'~lpf,e dail/’

Notemos que nédo é possivel concluir que
fr=1"F, pois ndo se pode afirmar que
W 71 + UT72 4*eee + Vf 7/" °'° todas as clas-
ses de restos mod 21 quando 0 Z. y < p .
Isto acontece efectivamente, como veremos a
seguir.

LEMA 2. Sejam vy, .y, ,e*e ft> linearmente
independentes mod 21, onde f €é o ndmero
maximo de inteiros do corpo nessas condicdes.
Entdo cada inteiro do corpo pode ser  escrito
£

como 7=2 *" 7" (°d 2I)>°°"" *m récio-
1

nais inteiros univocamente determinados mod p.

DEMONSTRAGAO. y,,y. , eee»'fo'>7 '&° li-
nearmente dependentes mod 21, isto é, po-
de-se ter Vi7i ™ r-yfyf+yy= 0 (mod 21)
com nem todos Y\ ,y%, eee  jly» y divisiveis
por p . Maisexplicitamente, ¢ y*O (mod p) .
Entdo existe um Unico racional inteiro z tal
que zy=—1 (modp). Logo
—zyy= 11y, Yy + e + zy <y = 0 (mod 2I)
e fazendo Xi= zy,, temos y= X, VY, 4-¢ee¢ +
+ Xfiy/r  (mod 21)- A representacdo é Unica,
poisse y= Uj7j4-see-f-M/'"(mod 21), entdo
@' —u,)y, H h (ay/ — Uf)yiomQ (mod 21)
e pela independéncia linear de y\'y, ,esee,y/
temos XieaW, (modp) (t= 1, eee /").

Entdo os p'' numeros yly \ +
com O _.yi < p, formam um sistema de re-
presentantes das classes de restos mod 21,
pois sdo incongruos mod 21 (lema 1) e todo
inteiro do corpo é congruo a um deles
(lema 2). Como o numero de classes de res-
tos mod 21 é ~(21), temos pf'=pf, e
f=f , oque demonstra o teorema.

eo e +yr"/f¥

2. Voltemos ao problema da determina-

¢do dos ideais primos que aparecem na de-
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composicdo (p)- %e e«pd % '+ Fare-
mos, neste paragrafo ="$ e e =e¢e.
Seja f o nimero maximo de poténcias de
0 linearmente independentes mod *P, isto §é,
o corpo Q[8J/"P é extensdo de grau f do
corpo Z/ p . Pelo teorema demonstrado em
1. sabemos que f é o grau do ideal *I em
(p). Podemos tomar como as f potén-
cias de 6 linearmente independentes
mod ~3 as f primeiras. De facto, 1,0.0° ee«
...0/1,0/ sé&o linearmente dependentes e
0' é combinacdo linear de 1,0.6%, ese, Q-
bem como B",y h>f. Logo, 1,0,0°. .+, 6"->
sdo linearmente independentes mod <}.
L 0= b, + b 0+ b 02+ ... +
i -bQ'=;0 (mod«P), com os e,
inteiros, nem todos divisiveis por
p, em particular com b”0 (mod/>), e
como estamos trabalhando num corpo, pode-
tomar b, — 1.
Consideremos
+ 0|l a 4- b, X +
coeficientes em Z / p .

Seja
+ 9/
racionais

o polinémio
oo + a;l”

L) =
+ X',

b-{-
com

Como f Z n, podemos dividir /(a?)
L(x), e reduzir modp, obtendo f(x)=
*G() + H{x) (modp) ().

Observemos que se vale (') temos

por
L(x)-

f(x)- L) G- HX =p-<t>(x),

onde (x) é um polinémio com coeficientes
em Z e entdo /(0) - 7.(0) « G(6) — 1I(Q) -
= p-Q(9), com i>(0ie Q,0]. Mas ty/ip),
logo (p)ClI e p.$(0) é um elemento de
<P, e entdo /(0)a Z,(9)+«0O (9)+ i?(9) mod <p.

Sendo /(9)=0 (mod <P) e Z-(0) = O (mod ~J3),
temos ii(9)"0 (mod”), com grau de U (x)
menor que f . Mas entdo, sendo H(x)=r, +-
+ r,ar+ eee+ ry iar/* temos r-= 0 (mod p)
i =0,1,eee,/—1), pois 0o nUmero
ximo de poténcias de 9 linearmente indepen-
dentes mod ~5 é /. Entdo H(v) = 0 (mod/?),

ma-

e f(x)= L{Xx) * G (X) (mod p).
Facamos (p,L (9)) = 21. Vamos ver que
$ = 21.
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E imediato que 21 CI$ , pois pe$
i(9)e<p.

Para demonstrar que $ <Z21, tomemos
um qualquer Ge *P. Temos B= 5(9), onde

B (x) é ara polinémio com coeficientes em
Z . Dividindo B(x) por L(x), e reduzindo

modp, obteremos B (ar)a L (ar) » G (ar) -f-
+ H'(X) (modp), com grau de H'{x) menor
gue/. Entdo B (9)= L(9).G (0)+ 9)
(mod”i. Como fienp, temos Z?(9)=0 (mod $)
e L(9)=0 (mod (9) (mod <P), logo
i?" (ar)= 0 (mod//). Entdo B (x) L (X) e
* G{x) (modp), isto é, B(x) = L(xX) . G'(X) +
£ p<t>(x) e 5(9) = L(9).<?'(9) + p 4>(9),
com G'(9) e $(9) inteiros do corpo. Isto
equivale a dizer que um elemento qualquer
de pode ser escrito como 3= p *L(Q) +
*4-»./», com /jL,veQr9], logo (3e 21, ou
seja C 21. Entdo <p - 21.

Se a ordem de ramificacdo de $ " (p)

for maior que 1, temos «P/Z, (9) e <p2/L(9).
De facto, $»(p,£(9}). Se <p’/Z(9),
~P*/'p), $° dividiria $ , o que s6 é possi-
vel se «B- (1).

Sendo f(x)= L(xX)-G(x) (modp") temos

/(0)=L(9)- G|9) (mod<p®), pelo visto ante-
riormente, e como /|9)= 0 (mod $°). temos
$°/Z2.(9)- G(9). Mas <P*/Z,(9), logo $/G(9),

Como nX 2./, de [/ (ar) = L (ar) »G(ar)
(modp) temos que grau de G(Xx) é X /.
Entdo dividindo G (x) por L (ar) temos

G @)="L(@r) «G.,@) + //,@) (modp) e
G (9)«Z,(9) .<2.(09 + B, (9 (mod

e analogamente ao que foi feito para /(ar),
temos ZZ,(a)= 0 (modp). Logo
FOOWHAL(X)\». G.(ar) (mod/>).
Assim sucessivamente, teremos
/(ar)= |L(ar)l«s Ge(ar) (modp),

com grau de Gefar)
Considerando agora

igual a n —e-«*/.
«p,. seja/, o numero
méaximo de poténcias de 9 linearmente inde-
Z,09)=4d, +rfj 9 +

pendentes mod ~5,, e
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4- rf, *2 + oo+ f -i° " + 9" = 0 (mod %),
com dieZl/p.

Sendo » —e«/”.f,, podemos repetir o
processo para G,(ar), obtendo

G.(*)=i{i.(»)f- +G,, (ar) (modi>)

Assim

(mod p).
Sucessivamente, chegariamos a

YE(*)1e o |Z,(ar)d«. . G, (ar)

F(X)=\L OO\ AL ()\° \L{)\h.
* G, (ar) (modp) .

Mas G,,(ar) tem o grau O pois n= e+ +

+ 2 "fi+eeee+ s '/ai ° podemos toméa-lo

igual a 1.

Ainda, os ideais <J$.1g sdo dis-
tintos. De facto, se ~i,= ~Jt, teriamos
1.1(6)6%*, logo £.(9) =.,4t9) , -f-S(9). Z..(9),
com w”"9) e B(B) elementos de Q[9J e entdo

LffimUf?)eB(Q) (modp), e £,(*)&E*(*)
*B(X) (modp),
vel moép

e Z, (ar) ndo seria irreduti-

Podemos entdo enunciar o importante re-
sultado devido a Kummer (para corpos ciclo-
tomicos) e generalizado por DEOEKIND :

ideais

t A decomposicdo de p em primos

de Q(9) pode ser determinada pela decom-
posicdo de /(ar), equacdo do corpo de 9,
em polinémios Z,((ar), irredutiveis mod p,
com coeficientes em Z /p, cada ideal sendo
dado por «<= (p,Z,(9); sendo

FOOM\LUX)\"\L(O\H |E,(*M*
(mod p) temos (p)=%' e %' %', grau

Li(x)=fi= grauip,».

3. Vamos indicar o desenvolvimento da

teoria sem a condi¢cdo imposta no inicio de

]. de ser a base natural uma base inteira.
Ndo faremos o desenvolvimento geral neste
nimero, limitando-nos a apresentar o pro-
blema.
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Sendo 1,0,&",6",¢¢,6"" uma base nédo
inteira, tomemos a base Inteira il,,£7,,-*,Q,
[1, pag. 20]. Entdo todo inteiro do corpo
pode ser escrito como combinacdo linear de

tij .L',, ee-,il, com coeficientesem Z. Em
particular, temos 9""= 112 Cj..Q, +
+ "-+Ci,,0,, com djezZ, e
i>ii,e,e2,....9-i)=|c..,]2.1)(Q,,0,,...,0,)
onde

Z)(1,9,62,...,9«-J) e DQ ,Q,,...,ii,)

sdo respectivamente o0s descriminantes das
bases 1,9,92,...,0»i e £2,,Q,,°°°,Q, ,
sendo o0 segundo o discriminante do corpo,
d, invariante [1l,pag. 23]. O determinante
da transformagédo, |c,j|, é distinto de zero
e depende apenas de 0. E chamado indice
de 9 e sera representado por J. Assim,
D{1 ,9,92,... 9»1)=Jt.d.
Consideremos o0s elementos de

Q[0] da

forma w= S bj i °°" be Z. Eles for-
0

mam um anel © C Q[0]e Se J'= = 1,
J) = QCO01. Este foi o caso estudado em 1.1.

Se J=77%l, observemos de inicio que a
representacdo dos elementos de © pode ser
feita mediante um polinémio g (x) de grau
qualquer, com coeficientes em Z . De facto,

gx) = f(x).qXx + r@) com grau de r{x)

iguala ra-l. Entdo, g(9)=/(9) .q(0)+ r(9)
logo sr(0) = »"(9)» e r(9) é um elemento da
*.1
forma 5] N
0
Um racional primo sera dito de pri-
meira espécie se f» J(J e de segunda espécie
se plJ -
Seja w=rf, lij+ eee + d»Q,, com

di=  c¢,bh, + Cgb  + e + c 6, I

(T« 1, ,n).

Seja p um primo racional de 1." espécie e
M= 0 (mod/»). Entdo p/di. Resolvendo o
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sistema
d\ = fy) + eee 4-¢,,i6,_i
(a) "2 =] 271 4+ eee + C,,2 An-|
d, = ci,,é, H-... -f-¢c,,,6,_]
pela regra de CKAMEK, b, «J = A,,6jJ =
= Aj,...,6,_je«/= A,_j, onde os A, séo

combinagbes lineares dos d-,,d, , e°e,d |,
conforme o desenvolvimento do determinante

segundo a i+ 1 —o6sima coluna, logo />/A.
eplbj. J. Como pJfJ,phbi (t=0,...,n—1).
Sejam to, jr.6© e w, =fro" + fr8 +
L..ejo9"-t e M= C o+ AP0+ eee +

+ o!f-io""'. Sera w,==ti?, (modp) se e so-
mente se b” = b” (mod/>), pelo que acaba-

mos de ver.

Temos entdo p° nUmeros inteiros w in-
congruos modp em ©. Em Q[O] temos
também p° classes de inteiros modp. Como
© d Q[0J, podemos tomar como represen-
tantes das classes de © /p elementos de
Q[%/p, e aplicar o mesmo desenvolvimento
de 2. [3, pag. 54]. A teoria 6 entdo valida
para primos de 1." espécie.

Se plJ, isto 6, p é de 2." espécie,
em (») podemos determinar uma solucdo
N AL A e nem todos os frj sdo
divisiveis por p . Entdo pode-se dar o caso
em que tPj=w, (modp) e ""A"*"(mod p),
e em © teremos um nUGmero de inteiros
incOngruo8 mod p menor que p, e nédo 6
possivel entdo estabelecer a correspondéncia
entre © /p e Q[b}p -

A teoria desenvolvida para primos racio-
nais de 1.* espécie, embora ndo fosse valida
para primos de 2.° espécie, seria satisfatéria
se dado um nUumero primo racional qualquer
p, existisse um inteiro 0 no corpo tal que
seu findice fosse ndo divisivel por p. Mas
existem corpos, orno mostrou DKDI-KIND
[4, pag. 234], onde um nGmero primo racio-
nal p divide o indice de todos os inteiros
do corpo.
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OYSTEIJI ORE, usando congruéncias de fun-
cdes com relacdo a poténcia de um nimero
primo, estendeu o método obtendo uma teo-
ria da decomposicdo valida sem excepcgéo.
[3, pag. 58].

1.4— Aplicaremos a teoria desenvolvida
na decomposi¢cdo de um numero primo racio-
nal num corpo quadratico Q(Va).

Distinguiremos dois casos: a= 2,3(mod4)

e a= 1 (mod 4).

No 1.° caso, uma base inteira é 1,Va
e o discriminante do corpo é d= 4a.
A equacdo do corpo de Va é f(x)=x - a.

Consideremos um primo racional p=f=2.

Entdo a decomposicdo de /(ar) mod/? se faz
do seguinte modo :

) (alp)=+1(+). [(*)-(*-*,)

e (x— [J)(mod p) e sendo Xj= —a, tem-se
/(ar) m (x — ar,) s (ar 4 ar,) (mod p) . Entéo
L, X) = x — e L%(Xx) = x + ar,, logo
L, {yfda )= Va—a, e L(VW a = Va + x, e
% = (I»*, - sfd) e % = {p,x,+ Va).

ii) (@lp) = —1. f(x)nédo se decompde
mod /;, isto é, (p) é um ideal primo de
Qv a), com grau f = 2 .

iii) (a/p)= 0. Entdo /(ar)= a-* (mod p)

e L (@n= Z2(x) = «,
e= 2 e L(va =
Se p = 2, teremos:

logo g= 1, / — 1,
Entdo <$= (p,V-~8) .

iv) se a= 3 (mod 4), ou a= 1 (mod 2),
X —a= 0(mod2) se decompde em (ar—1)-
e(ar 4- 1) (mod 2), e sendo
-17+1 (mod2), LX) =LK =x+1),
logo g=e= 1 e Z/(v'&= ((/a+ 1). En-
téo (2,20 + 1).

(") (alp) é osimbolo de LEGENDRE, — -1 se a

é resto quadratico modp, «= —1 se a € ndo-resto
quadratico modp e =0 se a é mdaltiplo de p.
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v) se a~2 (mod 4), istoé, a= 0(mod2),
a;" —u==0 (mod 2) se decompde em X X
(mod 2), logo g =1, «= 2 e LX) = x e
Z,(/a) = vi~. Entdo $ —(2,/4).
No 2.° caso, isto é, a=1 (mod 4), uma
. . , 1+ Va .
base inteira € 1, e o discriminante
do corpo é d — a.
A equac¢dao do corpo de e

1 —a
f(x)=a —x +

Seja p=f=2, primo racional. Entao /(ar)

se decompde mod p do Be”uinte modo :

Fazendo [/ (ar) =
/(ar)=(2ar - 1- a-,)e*

vi) (al/p)— +\1
=(2ar — 1/ _ a(mod p),

«(2ar — 14-a-) (mod /?). Entdo Z.,.0 —"—] =

= (2. (-47)-1-.-,)=(v"r-.,) e
= (P."i- Va) e % - (P."i+ "N«)-
vii) (afp) = —1. /(ar) ndo se decompde
mod/>, logo (p) é um ideal primo de Q(Va).
viii) (al/l.)= 0. [(ar)==(2ar- 12 (mod/?).
Entdo o= 1, e=2 e Z @)= Qaa— 1),
1+ 1/&° .
logo Z. ila, e <$= (p,Va),
Se jp= 2, fazemos /(ar) = a —Xx 4-
- —. Entéo,
4
ixX) se a= 1 (mod 8), logo — é
4
par, /(ar)= XX —ar (mod 2) e se decompde
em ar-(ar— 1), 1ogo L [~ T«V\= 1> N/
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Xx) se as=5 (mod 8), logo —é im-

4

par, /(ar) nao se decompbe mod 2, e (/>)

é¢ ideal primo em Q¢(i/a).

5. Um problema de fundamental impor-
tancia para a decomposicdo de ideais é saber
se nadecomposicdo do ideal (p)em Q(9)
alguns factores ideais ~ aparecem repetidos
ou se tndos sdo distintos. Em outros termaos,
se € algum cj> 1. Nocaso de serem todos
os Ci=Il,(p) diz-8e nao ramificado. Caso
contrario, diz se ramificado.

A resposta ao problema é dada pelo se-
guinte teorema, devido a DEDKKIND [5]:

«.Dado 0O nGmero primo racional p, a con-
dicdo  necessaria e suficiente para que exista
um ideal primo 3 cujo quadrado divida p é
que p divida d, sendo d o discriminante
do cor pou.

Notemos quenum corpo quadratico o teo-
rema se verifica facilmente mediante os
resultados de 4-

De facto, (p)é o quadrado de um ideal
primo nos casos iii, iv, v e viii, e somente
nesses casos. E nestes casos, e sdOmente nes-
tes, p/d.

Vamos, partindo da decomposicdo feita em
2., demonstrar este teorema, seguindo em
litilias gerais o desenvolvimento de ZOLATA-
REEK [ri]. Naturalmente as observacdes feitas
em 3. quanto a generalidade da decomposi-
cdo mantém-se para a demonstracdo que
faremos, isto é, nosrestringiremos a ndme-
ros primos de 1."" espécie em Qi8). No
entretanto, logo a seguir generalizaremos
a demonstracéo.

No corpo Q(9),extensdo de grau n de
Q , considerado ointeiro a = g (6). represen-
taremos osconjugados de a por a<0= g(8<0),
onde os 8(0sao os conjugados de 8.

Norma de a é o nUumero racional inteiro
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LEMA 1.
um polinémio

Sendo fi ograu de Li(x)e d/(*)
com coeficientes em Z ,va'e

N(M9)) = (_I)-«.p«.«l.0),) + (>«).

DEMONSTRAGAO. Seja L, (x)= (@ —i{).

e (ar->,) {x-1ft). Entdo AT(Li(8)) =

= U (8,.L:8<i>) A(B(«-i>) = (8 -1,) -

® " ) (9> >/<)
6<-r»—1i,) (e-u— =

= (- 1)'""ee/(])) /(>,.). Mas sendo

/(ar) = [~(as)}* j/~ar))'. (mod />), isto
& /(™) = |A(ar)] [£, (%)™ + p.<[»(*)»
com if>@r) " "'polindmio com coeficientes em
Z, temos

[(>1)IG*>-1T**4<*])*(VO0

e portanto

»W«))-(-1>* *M  tftO,
COROLARIO. iV(Z (8)= 0 (mod pf.)(").
LEMA 2. Condicdlo necessaria e  suficiente

para que p/ N(a), owie a= ¢;8), a cite

g (x) contenha como factor ao menos umadas

funcoes Li(x) modp.

DEMO.VSTRAGAO. Suponhamos que /(a?) e
g (ar) naotenham factores comuns modp.
Entdo é possivel determinar polinémios <P(x)
e WO tais quegX)*P+XxX) — (an)-fyx)=1
(mod /)) . Entdo g(x) < (x) —tli(ar)-/(a;) =
= 1+i“'x(*'"" com xi**) com coeficientes
racionais inteiros, e dai

ff(e).*(6)= 1 +P-X(8),---,."7(6("-">)-
. $ (8(»-i>) = 1+ p » (6(»-|))

e multiplicando membro a membro N(a).
*iVANS)) = 14 pem onde m é um namero
racional inteiro. Logo. A'(a)s M<>(8))=1
(mod />) isto é, A'(«) udo é divisivel porp,
e acondicdo é necessaria.

(') Isto decorre, também, do facto de ser
%-(L.,(t).p) e Ni%)-I", pois N{%>IN (L™).
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Seja agora g (x) = Li(x) *$ (X) (mod p).
Entdo, sendo ~(x) polindmio com coeficientes

em Z temos

g = L) <4< + p o tyX),

logo
g(0) = U (0). P(0) + pe1(0), .=, g(e<-»)
Li(0<"-1>) o <I>(0(«i>) + p . 4,(0<»-i>)

e multiplicando A’(«) = A'(X,(0)"). iV(<t>(0)) +

+ j>*m, m62Z, e sendo A'(//; (0j)= 0

(modp), temos A’(a)= 0 (mod p) .
TEOKEMA. Condicdo  necessaria e suficiente

para que f(x) admita factores multiplos

mod p é que p/d.

Sabemos que uma base de Q(Q) é a base
natural 1,0,0°, e+, 0°i e que seu discri-
minante é o quadrado do determinante de

VANDERMONDE [1, pag. 17]
F(0 ,0d),» ,0(-i>) =
1 1 o1
0o oD , .. 0CH>
02 [ou)|2 lo(- DI2

0—1 [0(1)|«-1 ... |0(«-1)jn-I

Entéo

Z>(1,0,... ,0(»-)) = (0(D-0)2.

. (02 _ 0j2 (o(n-1) _ 0j2.
- (0 _ o)z (0C-1) _ Q2 .
. (0(n-1) _ 0(»-2)j2

e D = J7ed. Supondo que p seja dei.*
espécie, temos que p/d é equivalente a
p/D.

Suponhamos que p J(D e que f(x) admita
Li{x) como factor multiplo modj», isto é,
que d ™ 1; entdo f(x)= <&{x)e jLi{X)V\i +
+ p e ty(xX) com <I>@?) e ty(x) polindmios
com coeficientes em Z . Derivando temos

<t>» e \L,(se)\«
* L'i(x)-<S>(x)-h

+ e}z, ()i .
p.y(x),

e -
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isto é
f{ x)= x{x)-Li{x) (mod/>)
onde
X(x) = \it" (*)\«r* +
+ e\L(X)\«-*.L" (x).<t>(x),
e pelo lema 2, temos N ( f(0))= O (modp).
jf'(0) é denominado diferente de 0, e é um
elemento de Q(0) [7, pag. 11].
Sendo
[(»)=(»- 0)e(x00») ( X - 0<»-D)
temos
" xX) = (x - 0(D) (X - 0<»i>) + (x - 0)e
- (0;- 0@) (x - 0<™-D)-f +(x- 0)e
(«—©(D) (ar - 0<»-2)),
logo
/" (0)= (0- 0O(D) (0 — 0<-1>)
./ " (00-D) = (0(<-l) - 0) (0(»-D _ 0C-2)),
n (-1
e A"(/'(0)) = (—1) ° .D. Mas, entéo,
como A"(/'(0))= O (modp), temos p/D,
contra a hipoétese inicial. Logo, se p JfD ,
temos e = 1, isto é, f(x) ndo contém

mod p .
Suponhamos que

factores mualtiplos
Seja agora p/ D .

e = 1,(*=1,2,¢¢°,0),
isto é, que f(x)==Li(x).L,(x) L,(X)
(mod p). Eentdo f(x)= L(x) L{x) +

+pe<t(x) e

LA{x) L,(X) +

L*,(x)+p.<t>"(x)

f(x)= L®X.
+ ... 4L, X

logo f'(x)né&do contém como factor nenhum
Li(x), e pelo lema 2, p J-N ( f(0)), e por-
tanto p J(D, contra a nip6tese. Entéo, se
p/D, f(x) deve conter factores
mod p,

multiplos
0 que demonstra completamente o
teorema.
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Como a ordem de ramificacdo de Li(x)
em f(x) é a ordem de ramificacdo de ~3;
em (/)), temos demonstrado o teorema enun-
ciado no inicio deste paragrafo, mas apenas
para numeros primos racionais de 1. espé-
cie em (2(9).

Vamos agora completar a demonstracéo
para nUumeros primos racionais quaisquer.

Se p/d, temos p/D, independentemente
de ser p de 1" ou de 2.* espécie, e a de-
monstracdo feita subsiste, logo a condicéo
suficiente do teorema de DEDEKIND fica com-
pletamente demonstrada. No entanto, para
demonstrar que a condi¢cdo 6 necessaria,
este raciocinio falha se p é primo de 2.
espécie.

Para demonstrar a condigdo necessaria,

isto é, se ~J3/(/>), entdo p/d, utilizaremos
0 seguinte

LEMA. Sendo Q(O0) extenxdo de grau n
de Q, e y um inteiro de Q (0), temos
[T(Y)I"-T(r) (W,)(").

DEMONSTRAGAO. Sendo T(y) = y<* +

H by*>, temos \T(y\" =*\yMH + [«>jf
(mod/>). Mas T (y)= WYMWP-{ h|/<»>},
logo \T(y)\p== T(yp) (modp).

Seja tp*/(»; entdo (p) = <B¥ Seja
« um inteiro do corpo tal que *Ql/a e

*Q Jfa; existem inteiros assim pois
/3 «Q/MP* «£i+ Entdo temos «”O0 (senéo
«6<P’-Q) e pJr* (sendo "$/z2). Também

plax, pois Cp)/$* Q/~*-Q°/(«)*/(a2).
Sendo p _ 2, e & um inteiro do corpo,
temos sempre a’/(ot.&>)f, logo p/{a-taf,
ou seja (a «i0)P/ p 6 inteiro do corpo. Entéo
T([a .w)//>)= T(@a eu>))lp ¢é racional in-
teiro, ou seja, r((».si)')20 (mod/)). Mas
sendo a ew inteiro do corpo, pelo lema te-

(™) T(f)é otraco de y, inteiro do corpo, defi-
nido como T (y) = y"' -(-ee¢ -I-7"", onde y<" sdo 0s
conjugados de y. [1,pag. 4].
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mos T(@ .U)P)= ) T{x
jT(« «0i)jf = 0 (mod/)).
6 racional inteiro, é T(a *ri)= 0 (mod/?).

Seja agora £2,-..,i2,, uma base inteira
de Q(6). Entdo asssh «Q + ¢ + A«e Q»,
com o0s A; inteiros racionais, nem todos di-
visiveis por p, sendo p/a. Logo

.»)j" (mod/)) e dai
Mas como T(* +w)

2(a.Q)=r"2.A,.0,.0«j =

- 2 hi-T@Q +0)),
1
e entao
n
2%, T,
[

Q,)—0 (modp).

racionais
(modp),
Ir(Q, +12) 1= 0 (mod/)),

ecomo ITi *0,) |—d resulta d= 0 (mod />),
0 que demonstra o teorema.

Sendo A; e T™Q,*Q)
pelo menos um h"0

inteiros, e
temos
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MATEMATICAS

PONTOS DE

MATEMATICAS

I. S T. — MATEMXTICAS GERAIS — 2 de
1962.

Outubro de

5564 —Estabeleca a formula de MOIVRE para o
calculo das raizes de indice n de um complexo.

Designando por Z a imagem de um complexo z,
represente no plano d'ARGAND O conjunto

C=\Z4 v2< 1z|<32A0< arge< */4|

e indique qual o seu transformado por meio da rela-
cdo z=w .

5565 — Determine a operagdo do plano que passa

por P (1,—1,1) e é perpendicular ao plano

V +1

2X + 3</=4z-i-1 e paralelo arecta x= z-t-3 —

a
Qual o polo do plano dado em relagdo a quadrica
2xX'+ jl'-4iy-4yi = 4?2
R: 11x- 6y +z=18; P (12,8, - 14).

5566 — Determine

a) lim (— + —)
..-*0 * X 1— e™
b) A area doplano xOy caracterizada por x”3
e O<yc<
y X -1
1 J—
R : -5 logy 2.

5567 —Designe por D e J
operadores) definidas por

transformacgbes (ou
D/(x)—/"'(x) e

JE(x) =/ | « d<.

Mostre que D e J sdo transformacgdes lineares e

que DJ = JD.
00
Designando por >j a, O' = a + 0j D 4-0jZ)' + ss+

o0 operador que aplicado a funcdo /(x) origina a
série a,/(x) + ai/'(x) + n,/"(x) + ees (suporte
convergente) e tendo presente a teoria das séries de
TAYLOR, estude a possibilidade de representar
/(x + h) por e»°/(x) .

Enunciados e solugdes dos n.** 5564 a 5567 de F.R. Dias Agudo

EXAMES DE
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SUPERIORES

FREQUENCIA E FINAIS

GERAIS

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1° exame de
frequéncia - (1' chamada) - 13-3-1963.

5568 — 1) Sejam A,B,C--- subconjuntos de um
conjunto fundamental 17. Mostre que a relacdo «C»
definida por «<AC B<=>A (JB = Ba, ¢ reflexiva,
antisimétrica e transitiva.

2) Dados os numeros reais positivos [A, ,A] e
[r], prove que [Ai, Af\«[r] —[A™r , Azr] . Apro-
veite esta propriedade para mostrar que [1]é o ele-
mento unidade de R .

3) Considere o nimero complexo z = e e
tge + |

mostre que |z| = |cos8|. Determine 6 por forma
gue a imagem de z esteja sobre arecta y = —Xx .

R: 1) Como A (|]A= A tem-se, evidentemente,
A £A (reflexividade). Tendo-se A¢B”*B¢ A, vem
A(jB = BA,B|jA = A e, como AUB=B({A,

resulta A= B (antisimetria). Finalmente, Ac¢B"Bg¢
¢ C<=>AUB=BABUC-C ,, como AQUJC =
- AUIBUC)- (AUB)UC—B(@C- C, vem
AcC (transitividade).
1 <g8 - |
3 . o
) 2 gifi tge+1  secg ~ C®E
= sen 9 eox8—cos’ 81 .
lz1l=ysen 8cos'8 —cos* 8= |cos8].
I\O*2
Sendo a = ar® z, ue/n tga'e«e ?
«€en 6 CO* 8

= —coi08 e, portanto, tera de ser cotg8 = 1, isto €,

— O0uU 8 =
4 4

6 =

5569 —1) Se u, e u, tém limites finitos u e v,
e se «> i>, mostre que, a partir de uma certa ordem,
W

” ”
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Calcule

lim i
n—qo

(V< ig
2) Sendo r,, = "\io~,, prove que S) So, (<J,_0)

é convergente se r < 1 e divergente se r> 1.

. 1 1 1 1

Dada a serie +
2n 3

(1< a< 3), verifique que p= + t» (p, =

mas que ela é convergente. Aproveite o resultado
para mostrar que a condicdo p< 1 garante a con-
vergéncia de S) mas que a condi¢do p> 1 néo im-
plica a divergéncia de S) .

R: 1) Como

lim
(y/*-1~™~Ve-121+1)

fiTO 1, vem

T 24 (4)4)

1
2) A serie ot
rada pela série 1+ ! T l+ + i
p e 3 = i quee
convergente, e portanto a primeira também é conver-
gente. No entanto, p,,_,-» + 00.

5570 —Dada a funcéo
X+2 (x< —1)
=)y - I*1
2 (x>1)
resolva os seguintes problemas:

1) Esboce a imagem de /(Xx).

2) Estude acontinuidade e derivabilidade de /(.x).

3) Quais sdo os extremantes de /(r)? Porqué?

4) E aplicavel o teorema de ROLLK em [—1,1]?
Porqué ?

GAZETA DE MATEMATICA

5) Determine a partir de / (x) uma funcdo conti-
nua F (x) que satisfaca as relacées F' (x) =f (x) e
F@©=0.

R: 2) Descontinua em x= —o00 eem X= 1.
Derivanel em todos os pontos, excepto x = —1, x=0
e x=1.

3) x= —1 é maximisante, pois (—1) =1e

fa(— 1)= —1; x=0 ¢é minimisante porque (,, (0) =—1
e {O)=1.

4) Nao é aplicavel o teorema de Ro/le em [—1,1]
porque, embora f(x) seja continua nesse intervalo, néo
possui derivada em x = 0.

2x + 1 x< - 1)

5) F(x) =
(0<x”1)

I. S. G E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1° Exame de
frequéncia - (2.°chamada) - 20-3-1963.

5571 —1) A, B e C designam conjuntos.
Prove que AC B AAEf C<=>A£ (Bf)C).

2) Sendo al,a,, **<(, ndmeros reais positivos,
mostre que :
«l«2eee = 1=>"0 + °2+ oo+ Q, n.

Utilize esta propriedade para provar que, sendo
*| >2 > "ee'n niimeros reais positivos,

n

X,
3) Calcule os nimeros complexos z tais que 2z’
e — sejam conjugados.
z
R: 1) Esta proposicdo sobre conjuntos € trans/or-
mavel na seguinte proposicdo da légica matematica:

xeA=>xeB) Ax« A=>x6C)<=>

<=>[xeA=>(xeBA"" C)].
Fazendo xeA =p, xeB=q e xeC =r, uem

(P=>q) A (P=>r)<=>[p =>(q Ar)]
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pVaA(EpPVIr)<=>[~-, V(qAOJ,

proposicdo que e verdadeira pois exprime a proprie-
dade distributiva da adicdo légica emrelagdo a multi-
plicacdo ldgica.
a, + a, H a,, .

2) N Vaiea,-- a,
e, como a! oaj eee g, 1, vem imediatamente
ai 4 a H fa,n 1 ou a + a.4---4a,2>n.

n

Como
"3 X, X
Ty v g
*2 *3 X,

3) Sendo z = p(cosa + isena), vem

z' p(cos7a +isen7a)

e — = e*[cos(—2a)+isen (—2a)). Para z' e —
z, z*

serem complexos conjugados tém de se cumprir as con-
dicoes :
7a— 2a= 2 k-
isto e,
2 kKir

2k 2k-

+ isen e (k-0,1,2,3,4)

5572 —1) Sejam u= hmu, e u=1Ilimi, (u e
u finitos). Prove que, dado e> 0, entdo u,< u +e >
para todo o valor de n suficientemente grande e
u,> u—t para uma infinidade de valores de n.
Enuncie uma proposicdo analoga em que interve-
nha u.

Indique os sublimites e os valores de u e u para
a sucesséo

7

1\ nie
u,- n*log !l — -, 14

cos - | -

2) Mostre que a série 2a,i", sendo divergente
para x = XQ, diverge em qualquer ponto x = Xx\
mais afastado da origem Sendo X o seu raio de con-
vergéncia e f(x) a sua soma, prove que f(x) é con-
tinua em ] —X,X[.
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R. 1) Como nileg”~° i 'j=nVo, ~ 1 + -
= n*ii el (n—» 1), éasia acnar os sublimites de
V,, = COS para se obterem facilmente o0s sublimites
de u,,. Ora.
v, »cos k ie temsublimites — | e i
/ ic\ 11
Bk+iT " k™4 ) tem sublimités e —
\ 3/ 2 2
/ 2ie\ 1 1
Bk+s® t K» + ) tem suohmites e —
\Y 3J 13 2 2
e os sublimites de u, s&o 0, ERER e2. u= 2e
u= 0.
11
X 4 x—1
5573 - 1) Calcule P
x3 (X*+ 2)

2) Sendo c¢ um extremante interior de g (x) em
[a,Db] e existindo (7(c), prove que g'(c) é nula ou
infinita de duplo sinal.

X*+ x— 1 a,4aix4a,x' S,
R: 1) = ¢ .

1?2 (2 + 2) X» X' t-2
Célculo de an, "L e a,:

-1+ x+x*

Rn0) - e, fazendo a divisdo ascen-
2 + x*
rfenie do numerador pelo  denominador, obtém-se
1 1 3
a,=--, a. -, a,=,.
Célculo de S;:
X+ x- 1 x-3)+A
R» (X) = — * , cora A=x*+ 2.
s x3 - 2X + XA
Como x —3 né&o é dioisivel por —2x, determine-se
Yo i forma que (x —3—a0A)=0 = 0. Fera imedia-
3
X- 3+ =(xX*+2
3 2 { )
tamente an = e S, =
2 - 2X
3 1
— X .
4 2
X*tx- 1 1 1 _3_
X3(x* 4 2) 23" "2 T7
1 1
4 X<+ 2 2 x2x+2
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X2+ X- 1
X3 (x* ? 2) 2y2 "2 4 %2
o+ -Ti,,]x A oy (x*+ 8).
A [x] _ 3 Y ( )
L S C E. F. — MATEMATICAS GERAIS —i * Cadeira —

2.° exame de frequéncia (1.* chamada) — 17-6-963.
I

5574 — 1) Demonstre que uma série de poténcias
é série de TAYLOR da sua prdpria soma.
Escreva o desenvolvimento em série de TAYLOR da

funcéo

X*+ 2x+ 5
Indique o intervalo em que é valido o desenvolvi-
mento.

segundo as poténcias de x + 1.

2) Determine a por forma que as assintotas da

ax* + 1
curva representativa da fungdo y = i
interceptem num ponto de ordenada 2.
R: 1 1 1 1
- b *+ 2x+ 5 X+ 12+ 4 4
X-r iy 4 N2 de-
1+

senvolvimento ¢é valido para todos os valores de x que
[ x+ 1\°
f—-—1

facam < 1, isto 6, —3< x< 1.

2) Acurva admite as assintotas X=1e Y=aX+a
e portanto tera deser 2 —a -i-a ou a —1.

5575 —1) Quando se diz que f(x,y) édiferen-
ciavel em P(a,b)? Enuncie e demonstre uma con-
dicdo suficiente de difereuciabilMade.

2) Considere o polinémio real
+oai X"~ teeee + g, .

distintos

/I (x) = a, x" 4
Atribuindo a x n valores
X, , Xi , X,,_[, construa-se a tabela

%o X e seja | (x) o polino-
/<*)

mio interpolador para estes n pares de valores
Prove que /(x) =1/ (X)+ 0, (X —X,) *** (X — X,,_,)

SX0)
R: 2) Como se sabe, f (x) = I (x)4-
e (X—X,) *** (X —X,,_,) & como "' (x)—nla,, vem

imediatamente o resultado pretendido.

GAZETA DE MATEMATICA

5576 —1) Determine k por forma que a carac-
teristica da matriz ~11 —1 ©® 3~ sejaigual a 2.
0 k 1-1
\ 1 1 k
k 0 1 5

2) Mostre que o sistema homogéneo

X+ y— z— u=0
2x —2y — u=20
X —3j 4 « =0
4x —2z —3« =0

tem solugbes ndo nulas. Determine um sistema fun-
damental de solugdes e sproveite-o para apresentar
a solucdo geral do sistema.

R: 1) Comk O

-1 -1 0 3 1 -1 0 3 -
0 k 1-1 0 k 1 -1
1 1 1 &k 0 2 1 k-3
k 0 1 5 0 k 1 5-3k_
1-10 3 —-+#"1 0 -1 3 -
0 k 1 -1 0 1 k -1
02-k 0 k-2 U 02-k k-2
0 0 0 6-3Kk. 00 0 6-3k

S6 com k=2 a caracteristica da matriz ¢ 2. E fa-
cil verificar quecom k = 0 a caracteristica da matriz
e 3.

A matriz do sistema &

2) A= 1 1 -1 -u e 0 determinante  prin-

2-2 0-1
1-3 1 0
4 0-2 -3

cipal € A= 1 1 .0 sistema tem solugbes n&do nu-
2 -2

las porque é indeterminado (grau de indeterminagédo

d=2).

Para determinar um sistema fundamental de solu-
¢Oes (duas solucdes independentes) constdere-se o sistema
constituido pelas equagOes principais

X + y—z—u
2x—2y —u=

Fazendo
1

z=1 e u-+-=0, oblém-se a solucao

1
X = ,y=?,z=l,u=0e,tomando z=0c¢e

U —1, deriva-se x= —iV=—,z=0,ue-=1.

4 4
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As solucdes

() _(~__ 10j

e ((x)) =
/3 1 \
= | —— 0 1) sdo independentes e a solugdo geral

pode escrever-se na forma
((x¥)) = «((xh)) + B((x7))

isto €
1 3
x=—a-\ B
2 4"
1 1
z=a
u= B

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1.* Cadeira —

2.° exame de frequéncia (2." chamada) — 22-6-963.

5577 —1) Deduza a regra de CAUCHY para o
levantamento de uma indeterminacdo da forma oo/oo.
e" + log x
Calcule hm
«=+00 »' + log x
2) Mostre que uma condig¢do suficiente de conve-
xidade de /(x) em x=c é que f (xX) seja crescente
neste ponto.
Determine a e 6 por forma que a assintota da
ax + bXx +log X
X
seja paralela a y = x e passe pelo ponto (1,2).

curva representativa de y =

€ « log X e'2 x+ I/x
R: 1) Um
+00 \t \. log x X=+00 2x + I/x
e''2s!l + | 2(e"2,3+ e"2X
e Um = Um ( : ) =
X=+00 2 x + 1 X=+CO 4 x
= Um (*x*+ e*) = + 00 .
X—- @
2) .4 assintota da curva representativa de y (x) e
ja=1
v =ax+ b e portanto tera de ser i ou
12- a+b
a=1
|, - .

5578 — 1) Demonstre que uma condi¢do necessa-
ria e suficiente para que f(x,y) (difcrenciavel) seja
homogénea é que verifique a identidade de EULKR.

Supondo que f{>y) (diferenciavel) satisfaz a
igualdade f(tx,ty) =& (<)/(x,y), prove que f(xy)
é homogénea. Qual é o seu grau de homogeneidade?

39

2) Dada a tabela X escreva a

a sen a
a-ft sen (04 1)

formula interpoladora de GRKGOKY-NEWTON com resto.

Mostre que um limite superior do erro que se comete

ao proceder a uma interpolacéo é 0.5.

R: 1) De f(tx,ty) =9(t)f(x,y) vem f (tx,ty)x +
+ f(tx,ty)y = 9(@) f(x,y) e, fazendo t —1,
xf (x,y) tyf,(x,y) =¢" (1) f(x,y). Esta dltima
igualdade mostra que f(x,y) é homogénea de grau tp'(l).
2) senx=sena + (x —a)[sen (a t-1) — sen a] -~
sen C + ir
¢ ) (x—a) (x—a -1)e

sen G + it)

Ora R(x)]| (x-a(xea-1)

1
< (a+1
21

a)’ = 05

5579 — 1) Demonstre que uma condi¢cdo necessa-
ria para que a matriz A tenha inversa é que seja
guadrada. Existindo inversa, prove que esta matriz
é Unica.

Mostre seguidamente que a condicdo necessaria e
suficiente para que A tenha inversa € que seja regular.

2) Deduza a regra de Cramer para a resolucdo de
um sistema de equag0Oes lineares possivel determinado.
Como pode utilizar a mesma regra para a resolucao
de um sistema possivel indeterminado?

Enunciados e solucdes dos ji.* 5568 a 5579 de Fernando de Jesus

F. C. Porto —MATEMATICAS OBRAIS — (Exame final)
- Cursos de Engenharia Civil e Quimica — Junho
1963.

Ponto n.°1

5580 — Defina, com precisdo, os seguintes concei-
tos utilizados no Curso:

1) — Complemento algébrico de um elemento de um
determinante ;

2) —Dimensdo de um espaco vectorial.

3) — Limite (numérico) de uma sucessédo real.

i) — Convergéncia uniforme de uma sucessdo de
fungdes [reais, da variavel real, com o mesmo domi-
nio] .

5) —Parametros directores de uma recta.
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6) — FracgBes simples [numa indeterminada, sobre
um corpo K de numeros].
7) — Diametro e centro de uma cénica.

8) — Numeros de Ro/le de uma equacao [algébrica,
inteira, de coeficientes reais].

5581 —1 —a) Resolver o sistema de equacfes
lineares (nas incdgnitas x, vy, z, t)

X+ 2y + 3z + 4i=10
2X— y+ z- t= 1
3x+ j*+4z + 3i=1
-2x + 6y-f4z + 10<=18

6) Escrever o sistema anterior como igualdade de
matrizes, uma das quais seja o produto de uma ma-
triz conveniente pela matriz-coluna

X
y
z
t

2—No espago -fiTf-i] dos polindmios numa indeter-

minada sobre um corpo K de nUmeros, considerar
a correspondéncia /-*¢/' que a cada polinémio

/e K[X] associa o respectivo derivado f'eK [X\ :
seja D essa correspondéncia.
a) Mostrar que D é um operador linear sobre

K[X].

b) Mostrar que, fixado um ndmero natural n,
a totalidade dos polindmios fe K[ X ] tais que
D"'f=(), constitui um subespaco vectorial de  K[X].

, 3 —Considerar a recta r, deequacdes cartesianas
rx —y =3
Ix +2y +z=0

e oponto A{l, — 2,0).

a) Determinar a equagdo cartesiana do plano que
passa por A e é perpendicular & recta r .
6) Achar a distancia do ponto A arecta r .

c) Determinar equacbes cartesianas da recta p,
que passa por A, é perpendicular a r, e encontra
esta recta.

(Eixos rectangulares)

4 —a) Calcular todos os valores do parametro
real X que tornam degenerada a cénica de equagdo

(1) X2 - y*+ 2XXy- 4Xx + X=0

GAZETA DE MATEMATICA

b) Para um valor ndo nulo de X encontrado em
a), determinar um ponto comum as rectas em que (1)
degenera.

c) Determinar a polar da origem (das coordena-
das) em relacdo & conica associada a (1) no plano
projectivo (supondo (1) ndo degenerada).

d) Mostrar que para todos os valores de X admis-
siveis na alinea c), a polar ai encontrada passa por
um ponto fixo do plano projectivo, que devera ser
determinado.

5 — Derivar as seguintes funcdes reais:

a) Ix—111R (Desenhar o gréafico)
b) Arctg ch x|R
c) log (1 + 2R

6 —Seja f (x) \l uma fungdo real continua num
intervalo fechado / = [0,A], a<A; designaremos
por ll/11 o méximo da funcdo |[/(x)| \I. (Leia-se:
111 = norma de /) .

Designaremos por [/] a classe das fungbes reais
continuas em 7, que diferem de / por urna cons-
tante, isto é, a classe das funcdes / (x)|/ tais que,
para todo o xel,  é f(x)—f(x) + k com k cons-
tante real.

(Notar que o grafico de cada funcdo / pode dedu-
zir-3e do grafico de / mediante uma translacdo).

0) Justificaraexisténcia do méximo de |/(x)| |/.

é) Mostrar que sendo

inf||71]-0
Mn

(isto é, sendo nulo o infimo do conjunto das normas
de todas as fun¢bes / que constituem a classe [/])
entdo / € uma funcgdo constante.

F. C. Porto — MATEMATICAS GERAIS — (Exame final)
— Cursos de Engenharia Civil e Quimica— Junho
1963.

Ponlo ne 3
|

5582 —Defina os seguintes conceitos utilizados
no Curso :

1) — E/emento simples do corpo K(X) (das frac-
cBes racionais numa indeterminada sobre o corpo
numérico K ).

2) — Vectores (livres)

3) — Majorante,

complanares.
minorante, supremo, infimo de um
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conjunto de numeros reais (convenientemente limi-
tado).

4) —Soma e resto de ordem n de umasérie numé-
rica real.

5) — Convergéncia pontual de uma série de funcgdes,
(reais, da variavel real) com o mesmo dominio.

6) — Forma linear sobre umespaco vectorial.

7) — Superficie regrada. Exemplos.

8) — Direccdo conjugada de umdiametro; assintota
de umaconica.
I
5583 — | — a) Escrever umaexpressao geral dos

complexos cujos afixos pertencem a circunferéncia de
equacdo

X*+y —4x + 2y = 0.

Indicacdo: comegar por re-escrever a equacdo, de
modo a evidenciar o centro e oraio da circunferéncia.

6) Determinar, de entre esses complexos, o que
tem mddulo maximo.

2 —Considerar, no espago vectorial real R*, os

vectores :
*H- (2,3,-1)
u, - (-1,2,0)
«, =(3,0,4)

a) Averiguar se esses vectores constituem uma
base de R°.

b) Justificar a existéncia de um Unico operador

linear A, sobre R’ talque Aui—ei, Au™®—en
Au, =e, sendo «i— (1,0,0), e = (0,1,0)]
e%—(0,0,1), e estudar a invertibilidade desse ope-
rador.

c) Indicar (justificando a resposta) o numero ile
solugbes da equacdo (na incégnita vectorial xe RY)
Ax = 0.

3 — a) Determinar o lugar geométrico dos centros
daB circunferéncias

+ +2(1- x)x—4Aa*y-1—(1- x*=0

(onde X é umparametro real arbitrario).

6) Classificar a linha obtida, e determinar os res-
pectivos eixos de simetria.

4 — Classificar as seguintes séries reais:

a1

o (.fll)_

1
b) ™ cos N iv
1 S/n
0) V.

5 — Determinar a equagdo cartesiana do cilindro,
de geratrizes paralelas a recta

Zz =1
| y = - 2a

ix -

que admite como directriz a linha de equacdes

rx-+yi-7
x -z =1.

6 —a) Desenhar ografico dafuncao real Cf(a>) | fi,

onde G (x) designa adistancia do nimero real x ao
mais préximo ndmero inteiro.

€) Mostrar que é uniformemente convergente em R
a série de funcdes reais

G (2"-x)
bt

c) Pondo, para cada xeR,

G (2» *x)
Hx) = 2
2>
mostrar que € continua em R a funcdo real
H(c) \R.

Enunciados dos n.°* 5580 a 5585 de A. Andrade Guimaraes

NOTA — Na elaboragdo dos precedentes enunciados,
teve-se em conta o facto seguinte, que fortemente condi-
ciona, desde [9f>8, oensino da cadeira de Matematicas
Gelais na Faculdade de Ciéncias do Porto, em virtude

da caréncia de pessoal docente e salas deaula, tornou-
-se impossivel proporcionar aos numerosissimos alunos
inscritos nessa cadeira (1450, nocorrente ano lectivo)

as «luas aulas praticas porsemana, prescritas por lei,
sendo uma apenas dada emcada turma. (E mesmo
assim, cida turma comporta por vezes 60 alunos).
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150 — MANOEL BALANZAT — El Numero Natural y sus
Generalizaciones —Fasciculo 1° — Publicaciones
de Matematicas y Fisicas. San Luis — 1953 — Ar-
gentina.

Trata-se do 1." volume de uma obra originada pelos
cursos que o autor professou na Faculdade de Cién-
cias da Educacdo da Universidade Nacional de Cuyo
desde 1943.

0 autor quiz fazer, e conseguiu, um livro que
pudesse servir como obra de consulta aos professores
do ensino secundario que tanto necessitam conhecer
com profundidade e rigor ldgico a teoria dos nimeros.

O fasciculo que contém s6 as trés primeiras partes
das sete em que o autor dividiu o seu trabalho tem
uma introdugdo histérica sobre o desenvolvimento
do conceito de nimero, e método axiomatico. O 1.°
capitulo da 1 * parte, desenvolve uma teoria elemen-
tar de conjuntos, tratando, simplesmente aquelas
partes da teoria indispensavuis a boa compreensdo e
fundamentacdo da teoria, referindo-se convenirnte-
mente as operacdes sobre conjuntos, relagbes num
conjunto e conjuntos ordenados. No capitulo 2.° estuda
a teoria geral das operagBes, quer dizer a Algebra
Abstrata, mas s6 na medida em que as nocgOes e de-
senvolvimentos introduzidos servem o estudo da teo-
ria dos nimeros que se faz no livro.

A Segunda Parte estuda, no capitulo I11,a Teoria
de PKANO; no capitulo 1V a Teoria de DEDEKIND; no
capitulo V, o nimero natural deduzido da teoria dos
conjuntos finitos; no capitulo V1,as operagdes com
um namero finito de termos.

A Terceira Parte refere-se aos nimeros inteiros e
aos nimeros racionais.

Nas partes restantes e que constam de fasciculo
gue ainda ndo conhecemos, trata-se, segundo informa
o autor no prefacio, do estudo dos numeros reais,
complexos e hipercomplexos.

O livro é de uma clareza extraordinaria e é um bom
livro de consulta, onde os assuntos tratados o sdo por
forma a esclarecer completamente a matéria estudada
e onde nao se presupde quaisquer conhecimentos es-
peciais de matemadtica superior, sendo tratadas no
proprio livro as que sao necessarias ao desenvolvi-
mento e estudo da teoria, como as de Algeora Abs-
trata e Teoria dos Conjuntos.

E um livro que devia figurar na estante do profes-
sor do ensino secundario que deseja conhecer com
seguranca os fundamentos da aritmética e ter um bom
texto de referéncia.

151 —F LB LioNNAis — Les Grands Courants de la
Pensée Mathématique —Librairie Scientifique et
Technique Albert Blauchard — Paris.

A presente 2* edi¢cdo do bem conhecido livro cor-
denado e apresentado por F. LELIONNAIS, é unia
reproducdo integral da 1."edi¢do que saiu logo ap6s
a segunda grande guerra e teve entdo merecido
sucesso. E constituido por uma série tie artigos da
autoria de varios matematicos franceses que preten-
diam dar entdo uma panoramica das principais cor-
rentes do pensamento matematico. E um livro que se
Jé cora agrado, quasi como ura romance. Nao é de
facto nem um tratado nem um livro de filosofia da
matematica, mas uinlivro ameno que consegue inte-
ressar e fornecer uma visdo satisfatéria, mesmo para
o leigo, de alguns ramos da matematica quanto as
ideias fundamentais que a estruturam.

Eis a lista de autores e de alguns artigos que
compdem o livro:

A definicdo em Matematica — E. BOREL.

A arquitectura das Matematicas — N. BOURBAKI.

A analogia em Matematica — H. DELTUEIL.

Simetria e dissimetria na Matematica e na Fisica
— A. LAUTMAN.

Caminhos intuitivos que conduzem a alguns
essenciais da Matematica — G. BOULIOAND.

0 numero natural.' esuas generalizagbes — M. FRECHET.

O ultimo teorema de Fermat — T.GOT.

6rgaos

A Histéria dos numeros misteriosos: «,e,C,i —
P. DUBRKIL.

O problema do infinito: transfinitos e ale/as —
H. EVRAND.

Do espago a trés dimensdes aos espacgos abstractos —
M. FRECHET.

Viagem na quarta dimensdo — A. SAINTE-LAOUE.

Sobre a curvatura do espaco e a possibilidade de a
conceber por meios elementares — K. THIRV.
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Sobre a nogdo de funcdo, artigos de: G. VALIRON,
P. MONTEL, J, DESANTI, A. DENJOY, A. LENTIN, R. FORTET
e P. SBRVIEN.

Sobre a epopeia das matematicas, artigos de:
P. GERMAIN, 1. BRUNET, E. CARTAN, Mme. M. L.
DUBREIL-JACOTIN, L. GODEAUX, L. PERRIN, J. DIEU-
DONNE, R. WAVRE, A. WEIL e R. GODEMENT.

Sobre a filosofia das mateméticas, artigos de:
J. ULLMO, R. DUGOS, M. BOLL e J. REINHART, PAUL
MOUY, P. LABERENNE, R QUENEAU, L .BROGLIE, M JANET,
T. KAHAN, F. LE LIONNAIS, A. BUHL, A. SPEISER,
H. MARTIN, M. ROY, M. LURITZ, J. CHAPELON, L . BRUN-
SUHVICG, G. BOULIGAND e J.DIEUDONNE.

152 — BRONSTEIN, T. N. e SEMENDIAEV, K. A. — Aide-
-mémoire de mathématiques — Editores Eyrolles,
Paris.

Trata-se de uma traducdo francesa do livro russo
Spravolchnlk po matemat.ike, que, segundo os autores
se destina a fornecer sob forma facil os conhecimentos
fundamentais de matematica necessarios aos enge-
nheiros e estudantes do ensino técnico superior. N&do
lhe falta, no tntanto, o rigor compativel com o redu-
zido volume do livro e a extensdo dos conhecimentos
que pretende (e consegue) recordar.

Ndo se pode perder de vista que se trata, como o
préprio titulo indica, de um repositério de definigdes,
formulas e tabelas respeitantes aos mais importantes
ramos da matematica, e nunca um tratado ou simples
livro de estudo.

E sob esse aspecto um livro muito Gtil para quem
necessita de rapidamente recordar uma formula, um
processo de calculo ou meBmo um teorema. N&o é no
entanto um livro teérico em que os teoremas venham
demonstrados e as formulas deduzidas, mas apesar
disso todos os assuntos tratados nos quais se incluem
questdes de Matematicas Elementares, Algebra, Geo-
metria Analitica, Calculo Infinitesimal e Calculo das
Probabilidades, sdo-no por forma correcta e segura.

Um resumo do indice da-nos indicacdo das princi-
pais questdes abordadas: Tabuas de fungbes elemen-
tares e curvas representativas; calculo aproximado;
transformagdes idénticas; equacOes; complementos de
4lgebra; planimetria e estereometria; trigonometria
rectilinea, esférica e hiperbdlica; geometria analitica
plana e no espago; geometria diferencial; elementos
de analise matemaética, céalculo diferencial e integral,
equagbes diferenciais, complementos de analise; cal-
culo vectorial; andlise harmonica; principios da teo-
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ria das probabilidades e teoria dos erros; férmulas
empiricas e interpolagao.

No final apresenta bibliografia referente a cada um
dos capitulos mas trata-se de livros russos, portanto
de dificil acesso aos nossos técnicos e estudantes
visto que na sua maioria nédo estdo traduzidos.

J. S. P

153 — ALBERTO E SAGASTUME BERRA, GERMAN FERNAN-
DEZ — Algebra y Calculo Numérico — Editorial
Kapelusz — Buenos Aires.

O livro em referéncia é um livro de texto para os
cursos que os autores, professores da Universid de
de La Plata, realizam na Faculdade de Ciéncias e
Fngenharia daquela Universidade, e pretende facul-
tar ao aluno que se inicia uma s6lida base de con-
sulta e treino

E um espesso volume de 710 péaginas que trata sob
uma forma classica mas exaustiva quasi todos os
capitulos da Algebra e do calculo numérico. Sob a
forma de exposicdo adoptada o livro é rigoroso e
completo mas usando forma clara e acessivel como
convém a um livro destinado ao ensino universitario
dos primeiros anos. E um precioso livro de apoio e
referéncia. Os titulos dos capitulos fornecem-nos uma
breve ideia dos assuntos tratados :

Cap. | — O numero inteiro. Cap. I1—O namero
racional. Cap. Il — O numero real. Cap. IV — Loga-
ritmos. Cap. V—0 numero complexo Cap VI— Com-
binatoria; Binémio de Newton. Cap. VII — Séries
numéricas. Cap. VIII —Aproximacdes numéricas.
Cap. | X —Escalas e abacos cartesianos. Cap. X —
Régua ile calculo. Cap. X | —Abacos de pontos ali-
nhados. Cap. XI11—Polinémios. Cap. XIll - Equa-
cdes algébricas Cap. X1V —Equag¢bes quadraticas,
cubicas e quarticas. Cap. XV — Nogdes sobre nume-
ros algébricos; construgcdes geométricas. Cap. XV I —
Limites das raizes. Cap XVII —Separacdo das rai-
zes. Cap. XV11l —Aproximacdo das raizes. Cap.
X1X —Interpolagdo Cap X X — Vectores e Espagos
Vectoriais. Cap X X|—Determinantes e matrizes.
Cap. XXIlI —Sistemas de equacBes lineares. Cap.
XXI1l —Resolugdo numérica de sistemas de equa-
cdes lineares.

O livro é, como referimos, um excelente livro de
consulta que continuara sempre a servir o aluno.
A sua boa bibliografia final faculta complementos
de pormenor aos assuntos tratados.

j.s.p
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154 — ity MADSEN BARBOSA — Um curso moderno
Elementar de Andalise Combinatéria — Araquara
— Sao Paulo — Brasil — Preco 500 cruzeiros.

Os nossos leitores j& conhecem o Prof. Buy Madsen
Barbosa pela suacolaboragdo na nossa Revista. Pro-
fessor ila Universidade de Araquara tem-se dedicado
a varios ramos da Matematica e em especial ao Cal-
culo das Probabilidades e Estatistica — A sua tese
de doutoramento versa precisamente sobre as Proba-
bilidades corno Algoritmo Demonstrativo do Calculo
Combinatorio.

O presente livro apresenta o estudo da Analise
Combinatéria sob um aspecto moderno, baseado na
Teoria dos Conjuntos. E um livro destinado ao ensino
secundario, e portanto de nivel elementar, onde as
questdes sdo tratadas com cuidados pedagégicos que
levam muitas vezes a pOr de parte as demonstracdes
completas, masde ndo simples apresentacdo, para se
tratarem osassuntos sob uma formaintuitiva que néo
exclue rigor e correcgcdo. Algumas demonstragdes sao
mesmo substituidas por simples justificacoes ou verifi-
cagOes, como convém tantas vezes no ensino ministrado
a classes de iniciacéo.

Comeca o livro por dar no Cap. | oselementos algé-
bricos da Anélise Combinatdéria definindo os facto-
riais e potencias factoriais, os coeficientes binomiais,
0s nimeros polieoténicos e estudando as suas proprie-
dades. No Cap. Il trata do triangulo aritmético de
Tartaglia, como o autor o denomina, reservando o0 nome
de triangulo de Pascal para o triangulo aritmético
generalizado. No Cap. |11 define dicotomias, combina-
cdes, permutacdes e arranjos a partir das nogdes de
subconjunto e aplicacdo bijectora Trata ainda neste
capitulo das policotomias simples, simples rotuladas,
ordenadas e ordenadas rotuladas, das subpolicotomias,
cruzamentos e recobrimentos de um conjunto

No Cap. 1V,como preliminar para a determinagao
das formulas que permitem calcular o nimero de per-
mutagdes, arranjos, combinagdes, policotomias e ele-
mentos de um cruzamento sucessivo de dicotomias,
estuda as arvores e as regras basicas de contagem a
usar no calculo combinatério. A introducédo do pro-
duto cartesiano de dois conjuntos e o estudo dasarvo-
res facilitam muito a compreensdo por parte dos
alunos dos problemas, por vezes delicados, da anélise
combinatoria.

No Cap. V deduzem-se finalmente as formulas usa-
das no calculo combinatério. No Cap. VI estuda as
disposicdes circulares, permutacdes ciclicas, compo-
sicdo de permutacdes, permutacdes figuradas e inver-
sdes A nogdo de grupo € aqui introduzida mostran-
do-se que as permutagcdes formam um grupo que,em
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geral, ndo é abeliano. No Cap. V1| sao apresentadas
as nogdes de conjunto-depdsito e cela, como prelimi-
nar para o tratamento das combina¢des e arranjos
com repeticdo, cujas formulas sdo deduzidas em
seguida Trata ainda, aqui do problema das misturas,
considerando como mistura todo o snb-conjuuto deum
conjunto-deposito. A seguir estuda os problemas dos
Fermides (Homenagem a Kermi), dos Bosdes (designa-
cdo derivada donome do mateméatico Chandra Bosé),
dos Maxwells, e das particdes e composi¢cdes de nime-
ros chamando particdo simples de ordem k deumuu-
mero ». a representacdo de n sob a forma de soma k
parcelas nado nulas, e composicdo a uma particdo
ordenada. Os capitulos 1X e X tratam dos desen-
volvimentos polinomiais e finalmente o cap. X | expoe
a deducdo de algumas formulas de somas. Soma dos
n primeiros numeros nuturais, dos quadrados facto-
riais'dos primeiros n ndmeros naturais, e da soma
dos quadrados factoriais generalisados.

Pela descricdo dos assuntos abordados se observa
gue o autor procurou dar rapidamente (olivro tem
184 péginas) uma visdo de conjunto dos principais
problemas que, actualmente, se estudam na Analise
Combinatéria. E uma visdo elementar mas tanto
quanto possivel completa destas questdes.

Trata-se de umlivro Gtil para quem deseje iniciar-
-se nas formas actuais de introduzir no ensino a
Combinatéria. Uma excelente bibliografia no final de
cada capitulo permite completar e esclarecer am-
pliando os conhecimentos fornecidos pelo livro.

O livro pode seradquirido porintermédio da Comis-
sdo de Redagdo e Publicacdo da Faculdade de Cién-
cias e Engenharia da Universidade de Araquara.
C.P. 174— Araquara.

REGISTO DE UVROS RECEBIDOS PARA
RECENSAO :

ha Mathématique Moderne a l'usage du Physicien et
de I'ingénieur —por MARC BLANC-[JAPIERRE — Editions
Eyrolles. Paris.

Les Fonctions de la variable complexe — por A.
KAUFMANN e R. DOURIAUX — Editions Eyrolles. PariB

Conjuntos ordenados y Rtimijicados — por RODOLFO
A. KiCABAKitA — Instituto de Matematica, Universidad
Nacional del Sur— Bahia Blanca.

Les systtmes avec ousans attente et les processus
stochastiques —por P.LE GALL — Dunod — Paris.
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