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A N O H I - N . » 9 GAZETA DE MATEMÁTICA J A N E I R O - ^ 

A O S INCAUTOS 

O problema da quadratura do círculo 

«Se um matemático recebesse, hoje, uma suposta quadratura do círculo, poderia, 
ou não, agradecer cortesmente ao autor mas, è quasi certo, atiraria o manuscrito 
para o cesto dos papéis». [E. T. Bell, Men of Mathematics, Londres, 1937. p. JS4] • 

«A partir de 1882 não deveríamos assistir ao florescimento de qualquer q u a d r a ­
t u r a . . . e às pèses/» [F. Ghersi, Matemática dilettevole e curiosa, Milão 1929,p. 491}. 

. . . A p e s a r d e t u d o , n ã o d e i x a de ser o p o r t u n o 
r e c o r d a r , r a p i d a m e n t e , e m q u e cons i s t e o p r o ­
b l e m a e as r a z õ e s da i m p o s s i b i l i d a d e da sua r e s o ­
l u ç ã o . 

1 . Em que consiste o problema. 

C o m o a f i r m a L u c i e n G o d e a u x ( L e s G é o m é t r i e s , 
p . 21-23, A . C o l i n - P a r i s 1937), o p r o b l e m a da q u a ­
d r a t u r a d o c i r c u l o o f e r e c e d q i s aspectos e q u i v a ­
l en tes : 

a) d e t e r m i n a r , p e l o c á l c u l o , a m e d i d a da á r e a 
d u m c i r c u l o d e r a i o dado , o u , o q u e é o m e s m o , 
d e t e r m i n a r a r a z ã o das m e d i d a s do p e r í m e t r o da 
c i r c u n f e r ê n c i a de i g u a l r a i o e do seu d i â m e t r o ; 

b) c o n s t r u i r , c o m o e m p r ê g o e x c l u s i v o da r é g u a 
e do c o m p a s s o , u m q u a d r a d o e q u i v a l e n t e a u m 
c í r c u l o d e r a i o dado . 

O p r o b l e m a é v e l h o . J á n o s é c u l o v A . C. os 
g regos se o c u p a v a m d é l e e dos p r o b l e m a s da t r i -
s e c ç ã o do â n g u l o e da d u p l i c a ç ã o do c u b o . F o i 
o b j e c t o d e e s tudo d u r a n t e v i n t e e q u a t r o s é c u l o s . 
Se as t e n t a t i v a s de r e s o l u ç ã o d o p r o b l e m a f a l h a ­
r a m t ó d a s , n e m p o r i sso ê l e d e i x a de p o s s u i r o 
m é r i t o d e t e r p r o v o c a d o , s u b s i d i a r i a m e n t e , a des­
c o b e r t a o u o e s t u d o d o u t r a s q u e s t õ e s . 

A r q u i m e d e s r e d u z i u o p r o b l e m a da q u a d r a t u r a 
d o c í r c u l o ao c á l c u l o da r a z ã o das m e d i d a s do 
p e r í m e t r o da c i r c u n f e r ê n c i a e do seu d i â m e t r o , 
i s t o é , ao c á l c u l o do n ú m e r o que a c t u a l m e n t e se 
r e p r e s e n t a p o r zz. Pe la c o n s i d e r a ç ã o de d o i s p o l í ­
gonos d e 96 lados , u m i n s c r i t o , o u t r o c i r c u n s c r i t o 
à c i r c u n f e r ê n c i a p r o v o u q u e 223/71 < « < 22/7 . 

2. Rasões da impossibilidade da sua resolução. 

D e s c a r t e s ( 1 5 9 6 - 1 6 5 0 ) p r o v a ( L a G é o m é t r i e , 
Leyde -1638) q u e a c o n s t r u ç ã o , c o m o e m p r ê g o ex ­
c l u s i v o da r é g u a e do compasso , d u m s e g m e n t o 
r e c t i l í n e o de c o m p r i m e n t o x é p o s s í v e l s e m p r e 

q u e e s ó q u a n d o +x é r a i z d u m a e q u a ç ã o a l g é ­
b r i c a de c o e f i c i e n t e s r a c i o n a i s i n t e i r o s e p o d e 
ob te r - se m e d i a n t e a e f e c t i v a ç ã o d u m n ú m e r o f i n i t o 
de o p e r a ç õ e s r a c i o n a i s e e x t r a c ç õ e s de r a í z e s q u a ­
dradas , s ô b r e os c o e f i c i e n t e s da e q u a ç ã o o u s ô b r e 
n ú m e r o s o b t i d o s d ê s t e s p o r a q u e l a s o p e r a ç õ e s 
( V . , p o r e x e m p l o , L . E . D i c k s o n , M o d e m A l g e ­
b r a i c T h e o r i e s , p . 204-200, N e w - Y o r k , 1930). 

M a i s de d o i s s é c u l o s d e c o r r e r a m s e m q u e p u ­
desse a f i r m a r - s e a p o s s i b i l i d a d e o u a i m p o s s i b i ­
l i d a d e do p r o b l e m a da q u a d r a t u r a d o c í r c u l o . 
A q u e s t ã o s ó f o i , d e f i n i t i v a m e n t e , e s c l a r e c i d a n o 
ú l t i m o q u a r t e l d o s é c u l o x i x . 

E m 1826, A b e l (1802-1829) p r o v a q u e a e q u a ç ã o 
g e r a l de g r a u s u p e r i o r ao q u a r t o n ã o é r e s o l ú v e l 
p o r m e i o de r a d i c a i s , i s t o é , as suas r a í z e s n ã o 
p o d e m , e m ge ra l , d e t e r m i n a r - s e e f e c t u a n d o u m 
n ú m e r o f i n i t o de o p e r a ç õ e s r a c i o n a i s e e x t r a c ç õ e s 
de r a í z e s , s ô b r e os c o e f i c i e n t e s da e q u a ç ã o , o u 
s ô b r e n ú m e r o s o b t i d o s d ê s t e s pe l a s m e s m a s o p e ­
r a ç õ e s . 

Pouco d e p o i s , Ga lo i s (1811-1832) e s t abe lece o 
c r i t é r i o da r e s o l u b i l i d a d e d u m a e q u a ç ã o a l g é b r i c a 
p o r m e i o de r a d i c a i s . 

Nes ta a l t u r a , p a r a s abe r se o p r o b l e m a da q u a ­
d r a t u r a d o c í r c u l o é p o s s í v e l o u n ã o , h a v i a q u e 
d a r r e spos ta à s s egu in te s p r e g u n t a s : £ 0 n ú m e r o 77 
p o d e ser o u n ã o r a i z d u m a e q u a ç ã o a l g é b r i c a d e 
c o e f i c i e n t e s i n t e i r o s ? se e x i s t i r u m a t a l e q u a ç ã o 
q u e a d m i t a rc c o m o ra i z , i e l a s e r á o u n ã o r e s o l ú ­
v e l p o r m e i o de r a d i c a i s ? n o caso a f i r m a t i v o , 1 os 
r a d i c a i s s ã o o u n ã o todos de í n d i c e 2? 

É F . L i n d e m a n n ( 1 8 5 2 - 1 9 1 9 ) q u e r e s p o n d e . 
E m 1882, s e g u i n d o o m é t o d o q u e H e r m i t e u t i l i z o u 
pa ra d e m o n s t r a r que e, base do s i s t ema de loga­
r i t m o s n e p e r i a n o s , é u m n ú m e r o t r a n s c e n d e n t e , 
L i n d e m a n n p r o v a q u e ic é t a m b é m u m n ú m e r o 
t r an scenden t e . P o r c o n s e q u ê n c i a , TT n ã o p o d e se r 
r a i z d u m a e q u a ç ã o a l g é b r i c a de c o e f i c i e n t e s i n t e i -

S O C I E O A O E P O R T U G U E S A 
O E M A T E M Á T I C A 

ContnOutnn N» SOI 065 ' 9 3 



2 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

r o s e o p r o b l e m a da q u a d r a t u r a do c i r c u l o n ã o 
p o d e r e s o l v e r - s e c o m o e m p r e g o e x c l u s i v o da 
r é g u a e do compasso . 

H e r m i t e d e m o n s t r o u q u e o n ú m e r o e é t r a n s ­
c e n d e n t e e m 1873 ( S u r l a f o n c t i o n e x p o n e n t i e l l e , 
P a r i s 1874). N a E n c i c l o p é d i a de l l e M a t e m a t i c h e 
E l e m e n t a r i e n c o n t r a r á o l e i t o r a d e m o n s t r a ç ã o no 
V o l u m e I , P a r t e I , p . 207-210. 

L i n d e m a n n p r o v o u q u e tz é u m n ú m e r o t r a n s ­
c e n d e n t e nos M a t e m a t i s c h e A n n a l e n (1882) p . 213. 
N a E n c i c l o p é d i a c i t ada encon t ra - se a d e m o n s t r a ­

ç ã o da t r a n s c e n d ê n c i a de - no V o l u m e I , P a r t e I , 
p . 210-212. 

. . . E , q u e m se a t r i b u a , a s i m e s m o , o m é r i t o 
d u m a genial resolução do p r o b l e m a da q u a d r a t u r a 
do c í r c u l o c o m o e m p r e g o e x c l u s i v o da r é g u a e 
do compasso , e m b o r a se escude c o m a t r i b u t o s de 
q u e a c i ê n c i a n ã o c u i d a e se confesse vitima de 
s ú b i t a i n s p i r a ç ã o que a v e r d a d e do r e s u l t a d o n ã o 
p r o v a , d á m o s t r a s de i n v u l g a r , i n e x c e d í v e l , c r e t i -
n i s m o . A. SÁ DA C O S T A 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exame de a p t i d ã o às Escolas Superiores (1941) 

Licenciaturas em ciências fisico-quimicas e em ciências 
matemáticas, cursos preparatórios das escolas milita­
res e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n.° 1 

7 9 5 — D e t e r m i n e m de m o d o q u e a e q u a ç ã o 
(>« —5) # 4 — í m x 2 + m —2 = 0 t enha todas as r a í z e s 
r ea i s . R : Para que as raises da equação proposta 
sejam todas reais é necessário que as da sua resol­
ve nte sejam ambas positivas, para o que é necessário 
que A = l m ! - ( m - 5 ) ( m - 2 ) 9 u e o produto das 
raises P = ( m — 2 ) : ( m — 5 ) > 0 , e que a soma 
S = 4m : ( m — 5 ) > 0 . Os valores de m que satisfa­
zem à j.a desigualdade são : 1 < m e m <—10/3 , 
os que satisfazem à 2." m < 2 e m > 5 ; e a j . a é 
satisfeita para m < 0 e m > 5 ; quere dizer os va­
lores de m que satisfazem simultaneamente às très 
desigualdades, e resolvem por isso o problema, são: 
m <—10/3 e m > 5. 

7 9 6 — I n d i q u e as r e l a ç õ e s q u e h á e n t r e os coe­
f i c i e n t e s de u m a e q u a ç ã o do 2.° g r a u e as suas 
r a í z e s . F o r m e u m a e q u a ç ã o do 2.° g r a u q u e a d m i t a 
as r a í z e s m+ e m—^ n . R : Se for a x 2 + 
+ b x + c = 0 a equação do 2." grau e x ' e x " as suas 
raizes é P = x ' x " = c/a e S = x ' + x " = —b/a . A equa­
ção pedida è x 2 — 2 m x + m 2 — n = 0 . 

7 9 7 - V e r i f i q u e q u e " C „ + 1 = "C P ; " + U P + 1 = 

= ( H + 1 ) ' V 1 p e P „ = » . P „ _ , s e n d o : "Cp o n ú m e r o 
de c o m b i n a ç õ e s de « o b j e c t o s t o m a d o s p a p , 
"Av o n ú m e r o d e a r r a n j o s de n o b j e c t o s tomados 
p a p e P„ o n ú m e r o de p e r m u t a ç õ e s n ob j ec to s . 

n ( n - l ) - - ( n - p + 1) ( n - p ) 
R : »C„ (P + l ) ! 

n (n—1) -•• ( n — p + 1) ^ n — p 
p i ' ' p + l p + l 

» + , A , + , = ( n + l ) n ( n - l ) ••• ( n - p + l ) = ( n + l ) » A „ e 
P„ = n ( n - l ) ( n - 2 ) ••• 2 . 1 = n P „ _ , . 

7 9 8 — Ca lcu le , p o r l o g a r i t m o s , a á r e a de u m 
t r i â n g u l o r e c t â n g u l o e m q u e u m dos ca te tos t e m 
de c o m p r i m e n t o 43,962 m e o â n g u l o opos to a ê s s e 
ca t e to m e d e 21° 46' 32" . R : A área è dada pela 
expressão A = l / 2 . 43,962 2 . c o t g 21° 46' 32" logo 
l o g A = c o l g 2 + 2 l o g 43,962-t-logcotg 21° 46' 32" = 
= 1,69897 + 3,28616 + 0,39887 = 3,38100 e A = 2421,0m 2 . 

7 9 9 — Ca lcu le , s e m r e c o r r e r à s t á b u a s de loga­
r i t m o s , os v a l o r e s de sec (—300° ) e de t g 1 7 n / 4 . 
R : sec ( - 3 0 0 ° ) = sec 300° = sec 60° = l / c o s 6 0 ° = 2 
t g 1777/4= t g (4TT + TC./4) = t g 7T/4 = 1 . 

8 0 0 — V e r i f i q u e a i d e n t i d a d e t g 2o + sec 2a = 
= (cos « + sen a ) : (cos o —sen a). R: t g 2a + sec 2a = 
= 2 t g a : ( l — t g 2 a ) + 1 : ( co s 2 — s e n 2 a ) = 2 tg a x 
X cos 2 a : ( c o s 2 a —sen 2 a ) + 1 : ( cos 2 a — sen- a ) = 
= ( 2 s e n a c o s a + l ) : ( c o s 2 a — s e n 2 a ) = (sen a + cos a ) 2 : 
: (cos a 2 —sen 2 a ) = ( sen a + c o s a) : (cos a —sen a) . 

801 — N u m p a r a l e l o g r a m o ABCD u n a o v é r ­
t i c e B c o m o m e i o E do l ado CD e o v é r t i c e D 
c o m o m e i o F do l ado AB. D e m o n s t r e q u e a 
d i a g o n a l AC é d i v i d i d a e m 3 pa r t e s i g u a i s pe las 
r ec t a s BE e DF. R : Tem-se como se vê facil­
mente D F / / B E . E aplicando o teorema de Thaïes 
tem-se A O : O P = A F : F B e portanto A O = O P 
por ser A F = F B e O P : PC = D E : E C donde 
O P = P C , e serq_ então A O = O P = P C , c. q. p. 

8 0 2 — D e c o m p o n h a 216 e m f a c t o r e s p r i m o s . 
^ C o n c l u i - s e dessa d e c o m p o s i ç ã o q u e 216 é u m c u b o 
p e r f e i t o ? P o r q u ê ? Q u a l é a r a i z c ú b i c a do n ú ­
m e r o 216? R : 216 = 2 3 X 3 3 = ( 2 x 3 ) 5 = 63 e V Ï 2 6 = G . 

Curso de habilitação para professores de desenha nos liceus 
Ponto n.° 3 

8 0 3 — I n d i q u e as c o n d i ç õ e s a q u e d e v e sa t i s ­
f a z e r k p a r a q u e a i n e q u a ç ã o x- — (3k + l ) x-{-
+ ( 2 £ 2 + £ + 9/4) > 0 se ja v e r i f i c a d a p a r a q u a l q u e r 
v a l o r r e a l a t r i b u í d o a x . R : O trinòmio terá que 
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1er o descriminante negativo porque então tomará 
o sinal do coeficiente de x 2 (positivo) para qualquer 
valor real de x . Será então (3k + l ) 2 —8k'- —4k — 9 < 0 
ou k 2 + 2 k — 8 < 0 ; as raises deste trinómio são 
k i = — 4 , k 2 = 2 ; logo os valores reais de x que 
tornam negativo o descriminante do trinómio pri­
mitivo são : — 4 < k < 2 . . 

8 0 4 — F o r m e a e q u a ç ã o b i q u a d r a d a q u e a d m i t e 
c o m o r a í z e s os n ú m e r o s 2/3 e — y / 3 / 2 . J u s t i f i q u e 
a r e spos t a . R : O trinómio biquadrado pode escre-
ver-se a ( x 2 — x ? ) ( x ? — x j ) se x 4 e x 2 forem as raizes 
da sua resolvente. Podemos considerar os números 
dados como tais raizes pois qtie não têm o mesmo 
módulo apesar de terem sinais contrários. Assim a 
equação pedida è 

( x 2 - 4 / 9 ) ( x 2 - 3 / 4 ) = 0 ou 3 6 x 4 - 4 3 x 2 + 1 2 = 0 . 

8 0 5 — D e t e r m i n e a base do s i s t e m a de l o g a r i ­
t m o s e m q u e s e j a l o g 8 = 3 / 2 . R : Pela definição 
de logaritmo tem-se 8 = x 3 / - donde 8 2 = x 3 e x = 8 2 / 3 = 4 
único valor real que satisfaz à questão. 

8 0 6 — C a l c u l e p o r l o g a r i t m o s , a a l t u r a r e l a t i v a 
à h i p o t e n u s a de u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o c u j a h i p o ­
t enusa m e d e 46,52 m e e m q u e u m dos ca te tos 
m e d e 32,26 m . R : A área do triângulo pode cal­
culasse de dois modos. Se fôr h a altura relativa 
à hipotenusa será A = a h /2 ; e se considerarmos 
os dois catetos teremos A = b / 2 . ( a 2 — b 2 ) " - = 
b/2.[(a + b ) ( a - b ) ] " 2 . Tem-se ah = b v/(ã + b ) ( a - b ) 

e h = b \ / ( a + b ) ( a — b ) g m a u g a £ b são a hipote­

nusa e o cateto dados. Será então l o g h = l o g 3 2 , 2 6 + 
+ c o l g 4 6 , 5 2 + 1 / 2 . [ l o g 7 8 , 7 8 + l o g 14,26] =1,50866 + 
+ 2,33236 + 0,94821 + 0,57706 = 1,36629 e por isso 
h = 23,24 m . 

8 0 7 — D e d u z a as r e l a ç õ e s que e x i s t e m e n t r e 
as f u n ç õ e s g o n i o m é t r i c a s de â n g u l o s que d i f e r e m 
de - r a d i a u o s . R : s e n x = —sen ( x + i r ) ; c o s x = 
— — cos ( x + i r ) : t g x = t g ( x + w ) ; c o t g x = c o t g ( x + 7 v ) ; 
sec x = — s e c ( x + i t ) e cosec x = — c o s e c ( X + TC). 

8 0 8 — E x p r i m a e m f u n ç ã o do r a i o de u m a es­
f e r a , a d i s t â n c i a do c e n t r o dessa e s f e r a a u m 
p l a n o q u e a c o r t a s e g u n d o u m c í r c u l o c u j a á r e a 
é i g u a l a se is v ê z e s a á r e a l a t e r a l d o cone q u e t e m 
p o r base a s e c ç ã o r e f e r i d a e p o r v é r t i c e o c e n t r o 
da e s fe ra . R : O problema é impossível, visto que 
de todas as calotes de superficies limitadas por 
uma circunferência dada, a de minima área è o 
circulo. 

Portanto, a área lateral do cone não pode, ao 
contrário do que indica o enunciado do problema, 
ser menor que a do circulo determinado pela secção. 

N. R. 

8 0 9 — I n d i q u e a p o s i ç ã o r e l a t i v a das b i s s e c t r i ­
zes de d o i s â n g u l o s a d j a c e n t e s s u p l e m e n t a r e s . 
J u s t i f i q u e a r e spos t a . R : Se forem o. e $ dois 1 

ângulos adjacentes suplementares será a + ( 3 = 1 8 0 ° 
e a/2 + p/2 = 90° , e por isso as bissectrizes dos dois 
ângulos formando entre si um ângulo de 9 0 ° são 
perpendiculares. 

810 — D e f i n a t r i e d r o ; t r i e d r o s s i m é t r i c o s e t r i e -
d ro s s u p l e m e n t a r e s ; i n d i q u e as r e l a ç õ e s q u e e x i s ­
t e m e n t r e as m e d i d a s das f aces e as dos d i e d r o s 
de d o i s t r i e d r o s s u p l e m e n t a r e s . 

811 — D e f i n a m u l t i p l i c a ç ã o d e d o i s n ú m e r o s 
f r a c c i o n á r i o s e, baseado na d e f i n i ç ã o j u s t i f i q u e a 
r e g r a usada nessa o p e r a ç ã o . R : Uma das defini­
ções usualmente adoptadas no ensino liceal è a de 
que o «.produto se forma do multiplicando como o 
multiplicador se formou da unidade». Logo sendo 
o multiplicando a/b e o multiplicador c / d como 
este se formou da unidade dividindo esta em d 
partes iguais e tomando c dessas partes o produto 
a / b x c / d obtém-se dividindo a /b em d partes iguais 

a . c 
a / b . d e tomando c destas partes ou seja 

b . d 
de modo que a regra para a multiplicação de frac­
ções pode enunciar-se : o produto de duas fracções 
è uma fracção cujo numerador é o produto dos 
numeradores e cujo denominador è o produto dos 
denominadores. 

Soluções dos n . o s 795 a 811 de J. da Silva Paulo. 

I. S. C. E . F . — Exame de aptidão, 1-8-941 

Ponto n.° 1 

812 — a) D e f i n a p o l í g o n o r e g u l a r c o n v e x o e 
d e f i n a os seus e l e m e n t o s m a i s i m p o r t a n t e s . 

b) R e s o l v a o s e g u i n t e p r o b l e m a : c h a m a n d o xk 

e os â n g u l o s i n t e r n o s dos p o l í g o n o s r e g u l a r e s 
c o n v e x o s de 3 . 2* lados e 3 . 2 * + l l ados , c a l c u l a r 

o coc i en t e x = D e t e r m i n a r k d e m o d o q u e 
<*•!< 

1 1 _ _ 3.2*—2 
R : 

3 . 2 * « — 2 

X = 10 Tem-se 

180° , x = 

3 . 2 ' ' 
3 . 2 " - l 

180° , 

3 . 2 k - 2 
Para que seja 

- 1 = 11 p 11 i 3 . 2 * 
x = " — : — r = T T terá de ser I ~ com 

3 . 2 " - 2 10 ( 3 . 2 * - 2 = 1 0 p 
p inteiro. Subtraindo ordenadamente obtém-se 
p = l valor que substituído em qualquer das igual­
dades dá k = 2 . 

813 — R e s o l v e r a de s igua ldade 
2 * 2 + 3 x + l 

. r 2 - 5 . r + 6 
> 0 . 

R : É condição necessária e suficiente para que uma 
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fracção seja positiva que os seus termos tenham o 
mesmo sinal. Por consequência a desigualdade pro­
posta será satisfeita quando o fórum dos sistemas 

j 2x24-3x + l > O í 2x24-3x4-1 < O 
I x ? — 5 x + 6 > 0 j x 2 - 5 x + 6 < 0 . 

As raises do trinómio 2 x 2 + 3 x + l são x = — 1 , —1/2 
e, como o coeficiente do termo do 2.0 grau é posi­
tivo, o trinómio é negativo para os valores de x do 
intervalo ( — 1 , —1/2) e positivo para os restantes. 

Pelas mesmas rasões, o trinómio x 2 — 5 x - j - 6 , 
cujas raises são x = 2 , 3 , negativo para os valores 
de x do intervalo ( 2 , 3 ) e positivo para os outros. 

Reconhece-se imediatamente que o sistema a) e, 
portanto; a desigualdade proposta são satisfeitos 
para todos os valores de x satisfasendo a uma das 
três condições x < — 1 , - l / 2 < x < 2 , 3 < x , 
e que o sistema b ) ê incompatível. 

814 — C a l c u l a r x = a . v /b . y j -
1 

  

 

c = c o s l l 8 ° 32', 

V/b 3 l / c * , < 

onde a= 

R : Note-se que 

•• substituindo valores 

v / c o s 2 1 1 8 ° 3 2 ' v/1,0003. 3 l / c o s 2 6 1 » 2 8 ' 
2<o/3 2 I 0 / J 

f l / 2 l o g 1,0003 = 1 /2 .0 ,00013= 0,00007 

l o g x = j + 2 / 3 l o g cos 61° 2 8 ' = 2/3.1,67913 = 1,78609 

l + 1 0 / 3 c o l o g 2 = 10/3.1,69897 = 2,99657 

l o g x = 2,78273 
x=0 ,060635 

815 — D e u m a p i r â m i d e q u a d r a n g u l a r r e g u l a r 
conhece-se a r a z ã o \ = ljh do l a d o da base e da 

a l t u r a , E x p r i m i r e m f u n ç ã o de X o c o c i e n t e da 
á r e a d e u m a das faces pe l a á r e a da s e c ç ã o p l ana 
q u e passa p e l o v é r t i c e e p o r u m a das d i agona i s 

da base. R : Ã B = B C = C D = D Ã = 1, V P = h „ 

P M = l / 2 , V M = t / h 2 + l 2 / 4 , Ã C = l . v / 2 , [ A B V ] = 

- 1/21 v / h ' + [ A C V ] = l / 2 1 v / 2 h , [ A C V j = 

/ h 2 + 1 - / 4 / T X2 

V 2 h 2 ~ \ 2 + 8 ' 

816 — R e s o l v e r u m t r i â n g u l o i sosce les e o n h e -
cendo a base b e o p e r í m e t r o p . A p l i c a ç ã o n u ­
m é r i c a : 6 = 1 2 , 4 m e t r o s ^ = 5 1 , 9 m e t r o s . 

R : Tem-se: A C = b , B A = B C = 

b 12,H 
cos A C = A 

2 

1 8 0 ° -

A P = 
2 

2 A . 
p - b 3 9 , 6 ' 

Aplicando logaritmos : l o g c o s Â = l o g 1 2 , 3 T 

+ colog 39 ,6 = 1,08991 + 2,40230 = 1,49221 donde 
Â = 7 1 ° 5 4 ' 1 5 " . 1 = 19,8 , A = C ? = 7 1 ° 5 4 ' 1 5 ' , 
Ê = 3 6 ° 1 1 ' 3 0 " . 

817 — A c h a r os pares de n ú m e r o s que t ê m por 
m. d. c. 100 e m. m. c. 3.000. R : Sejam x e y os 
mímeros pedidos, sabe-se que x y = 1 0 0 x 3 . 0 0 0 . Por 
outro lado, será x = p , 1 0 0 , y = q . l 0 0 com p e q 
primos entre si. Logo é pq = 3 0 , donde 

p = 1 , 2 , 3 , 5 l x = 100 , 200 , 3 0 0 , 5 0 0 
q = 3 0 , 1 5 , 1 0 , 6 6 j y = 3 .000 ,1 .500 ,1 .000 , 7 0 0 . 

Soluções dos n.° s 812 a 817 de A. Sá da Costa. 

Contêm pontos da prova de matemática dos exames de 
aptidão de anos lectivos anteriores os seguintes números 
da «Gazeta de Matemática» : 1. 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8. 

MATEMÁTICAS G E R A I S - Á L G E B R A SUPERIOR —COMPLEMENTOS DE ÁLGEBRA 

F. C. L . — Alguns pontos do l .° exame de frequência, 
Março de 1941 

818— C a l c u l e a d e r i v a d a da f u n ç ã o y d e f i n i d a 
/ x 

pe l a e q u a ç ã o cosec y xy + x2+y2 = L a r c t g — • 
y 

R : A derivada pedida è dada pela equação 

y + 2 x + ( x + 2 y ) y ' 
2v /xy + x 2 + y 2 

cosec v / x y + x 2 + y 2 

. y — x v 
• c o t g v x y + x 2 + v 2 + , -, , — S T : j- • 

& » J J ( x 2 + y - ) a r c t g x / y 

0 . 

819 — D e t e r m i n e m e n de m o d o que a equa­
ç ã o 2 x 9 — 1 3 * ° + 1 9 ^ 7 + 31*6 _ 107*5 + 9 8 * 4 + 6 * 3 _ 
— o6x2 + mx-i-n=0 a d m i t a a r a i z d u p l a ze ro e r e -
so lva -a . R : A equação admitirá a rais sero dupla 

se m = n = 0 . A decomposição do i.° membro da 
equação em jactores binomiais è a seguinte 

2 x ' ( x - 1 ) ( x - 3 ) 2 ( x4 -2 ) ( x - 1 / 2 ) [ ( x - f 1)2 + 1 ] . 

820 — S a b e n d o q u e c é r a i z da e q u a ç ã o 
ax° + {b—ac) xi—bcx3—bx2—(a-õc)x + ac=0 d e ­
t e r m i n e as o u t r a s ra izes . R : As raises são 
c , ± 1 , ( - b ± t / b ? - 4 a 2 ) /2a . 

821 — R e s o l v a g e o m e t r i c a m e n t e o p r o b l e m a : 
« S ã o dados o n ú m e r o ^rj = » ' ( c o s a + í sen a) e u m 
n ú m e r o p o s i t i v o p. D e t e r m i n a r u m n ú m e r o s de 

S— S[ 
m ó d u l o f t a l que se ja i m a g i n á r i o p u r o » . 

D i s c u t i r ( p o s s i b i l i d a d e e n ú m e r o de s o l u ç õ e s ) . 
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P o s i ç õ e s r e l a t i v a s das i m a g e n s dos coc ien te s 
s— S\ 

q u a n d o h á s o l u ç õ e s . 

8 2 2 — C a l c u l e os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 

j/^gwO.Vx+O < R ; Máximos ( e , , ; T C , e ) , mínimos 

( e ' ^ ' ^ . l / e ) , K inteiro. 

8 2 3 — D a d a a e q u a ç ã o x* — lx3 — 20x2 - f 1 = 0 
v e r i f i q u e se ela a d m i t e r a í z e s r a c i o n a i s e s epa re 
as r a í z e s r e a i s s e r v i n d o - s e do t e o r e m a de R o l l e . 
C a l c u l e p a r a a m a i o r r a i z n e g a t i v a os do i s v a l o ­
res i n t e i r o s n e n + 1 m a i s a p r o x i m a d o s ( p o r 
d e f e i t o e p o r excesso) e, a p a r t i r destes v a l o r e s , 
c a l c u l e u m a 2 . a a p r o x i m a ç ã o dessa r a i z p e l o m é ­
t o d o das p a r t e s p r o p o r c i o n a i s . 

8 2 4 — A q u e c o n d i ç õ e s d e v e m sa t i s f aze r os 
n ú m e r o s r ea i s p , q , r e s p a r a q u e as r a í z e s da 
e q u a ç ã o xi-Ypx3 + qx2 + rx + s = 0 s e j a m t r ê s n ú ­
m e r o s c o m o m e s m o m ó d u l o c u j a s i m a g e n s c o n s ­
t i t u a m os v é r t i c e s d u m t r i â n g u l o e q u i l á t e r o ? 
O b s . : O enunciado pretende que as raives da equa­
ção sejam t r ê s números com o mesmo módulo, 
cujas imagens constituam os vértices dum t r i â n ­
g u l o equilátero, mas a equação é do q u a r t o grau, 
O enunciado pode não ser bem interpretado, por ser 
lacónico em demasia. R : Em virtude do enunciado, 
das q u a t r o raises da equação uma será dupla e 
-esta tem de ser real porque, se o não fosse, a equa­
ção só teria duas raizes distintas. Então a equação 

(-1 admitirá as raises p (dupla), p 

— p (dupla), p Q ± " l j ) ' C O m ? - > ^ ' ^ s fórmulas 

de Viete dão p = ± p , q = 0 , r = ± p 3 , s = p 4, res­
pectivamente. 

8 2 5 — C a l c u l e a s o m a das r a í z e s p r i m i t i v a s de 
í n d i c e 12 da u n i d a d e p o s i t i v a . R : A soma cujo 
cálculo se pede è nula, porque è nula a soma das 

raises de indice n da unidade S : 

1 -
S' 

= 0 onde z/' = l ( j = 0 , l , -1) e por 
\ ~ s 

ser z uma rais primitiva de indice n da unidade. 

8 2 6 — C a l c u l e as duas p r i m e i r a s d e r i v a d a s da 
f u n ç ã o y d e f i n i d a pe l a e q u a ç ã o f (x ,y) = 0 o n d e 
f (x , y ) é u m a f u n ç ã o h o m o g é n e a . D e d u z a do r e ­
s u l t a d o a f o r m a da f u n ç ã o y . R : A equação 
f ( x , y ) = 0 , nestas condições, definirá, uma ou mais 
funções todas da forma y = k x . Em geometria 
plana f (x , y ) = 0 representa um conjunto de rectas 
passando pela origem. Em geometria no espaço, 
um conjunto de planos contendo O z . 

r a a T " 
827 — C a l c u l e l i m cos h p s e n — 

m=.oo L m m J 

R : Fasendo p = tgtp vem l i m [ sen(o + a / m ) ] m = L 

etem-se L - = 0 se o ^ k r + w ^ , L = l se <p = 2kTC+ir /2 . 

8 2 8 — E s t u d e a v a r i a ç ã o do n ú m e r o das r a í z e s 
rea i s da e q u a ç ã o S * 4 —4x 3 — 12:r 2 + À = 0 q u a n d o 
1 v a r i a de — oo a + o o . 

8 2 9 — C a l c u l e os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 
a + x 

jy = a r c t g o n d e « > 1 . 
a— x z 

8 3 0 — D e t e r m i n e pa ra p e q v a l o r e s r a c i o n a i s 
de m o d o q u e a e q u a ç ã o 4 ^ b + / * 5 + 9 ^ 4 + 22Ar3 + 
+ qx? + 4 2 ^ — 9 = 0 a d m i t a a r a i z j / § e r e s o l v a a 
e q u a ç ã o . R : p = — 1 2 , q = — 6 0 . 

831 — D e t e r m i n e m e n de m o d o q u e a e q u a ­
ç ã o xi + 4x3 — 2x- + mx + n=0 t e n h a apenas d u a s 
r a í z e s d i s t i n t a s . R : Sendo a e b as duas raises 
da equação, será m = 2 ( a 2 b + ab-\, n = a 2 b 2 , o u 
m 2 = a 2 b 2 . 4 (a 4 - b ) - ' = 1 6 n . Todos os valores de 
m e n atisfasendo a m 2 = 1 6 n fazem correspon­
der à equação apenas duas raises distintas. 

8 3 2 — C a l c u l e l i m R : Sendo L 

o limite, tem-se sucessivamente 

l o g L = l i m x • l o g l i m 
I o g l / 2 ( a " * + b"r) 

l ^ i - l / x ' H a 1 ' 1 • l o g a + b ' ' 
l / x 

l o g b ) 
Í l ™ 1/2 ( a " * + b « * ) Í ^ l / x 0 

= 1/2 ( l o g a + l o g b ) = l o g i / a b - * L = \ / a b . 

8 3 3 — S a b e n d o que —» é r a i z p r i m i t i v a d e í n ­
d ice « da u n i d a d e p o s i t i v a , d e t e r m i n e « . 
R : n = 4 , porque o argumento de —i pode escre-

3TT 2 . 3p T C 

ver-se —=— com p tntetro e 3p e 4 p = n 

serão primos, sempre que e só quando p — 1 , por­
tanto, n = 4 . 

~834 — D e t e r m i n e o p o l i n ó m i o m a i s g e r a l f ( x ) 
de g r a u m , d i v i s í v e l pe la sua d e r i v a d a e t a l q u e 
/ ( 0 ) = 1 e / ( 1 ) = 0 . J u s t i f i q u e . 

I. S. C. E . F . — I." exame de freqiiência, 3-2-41 

8 3 5 — V e r i f i c a r a i d e n t i d a d e 
/ niz « Í T \ 

(1+0" = ( c o s — + i s en — \ ( 1 • 

nir n7r 
que i " = cos 1- i s e n 
* 2 2 
= i » . ( i - i y = [ i ( i - i ) ] » = ( i + i ) " . 

— i f . R : Note-se 

Então, ( 1 + i )" = 
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8 3 6 — D e t e r m i n a r t odos os n ú m e r o s x que v e ­
r i f i c a m a i gua ldade x" = (l-{-i)". A l g u n s deles s e r ã o 
i m a g i n á r i o s p u r o s ? C o n d i ç õ e s . R : Por ser l + i = 

x = V / 2 ^ C O S ^ Y + = l / 2 ( cos H sen 
\ 4 4 / 

2 k « \ / re 2k 
+ i ser i 

n / 

vem. 

.4 O J ' 
Serão imaginários puros aqueles valores de k para 

2kir ir 2kir 5ir 
os quais é 

( k = 0 , l , 2 , - . . n - l ) . 

, isto ê, k = n / 8 ou 

dos são as soluções do sistema 

n 4 n 4 
k = 5 n / 8 . Portanto, dos n valores de x , dois serão 
imaginários puros se e só se n for múltiplo de 8 . 

837 — D a d a a c i r c u n f e r ê n c i a (x — l)z+(y—1)2 = 1 
d e t e r m i n a r as c o o r d e n a d a s do seu p o n t o m a i s 
p r ó x i m o e do seu p o n t o ma i s a fas tado da o r i ­
g e m . D e t e r m i n a r as e q u a ç õ e s das c i r c u n f e r ê n ­
cias c o m c e n t r o e m cada u m d ê s s e s pon to s e 
t angen tes aos e ixos . V e r i f i c a r que essas c i r ­
c u n f e r ê n c i a s s ã o t angen tes u m a à o u t r a e à r ec ta 
x+y —1=0. R : As coordenadas dos pontos pedi-

( x - l ) 2 + ( y - l ) 2 = l 
( 1 — l /2/2 , 1 — ( /2 /2 ) para o mais próximo da ori­
gem, ( 1 + 1 / 2 / 2 , 1 + 1 / 2 / 2 ) para o mais afastado. 
Equações das circunferências indicadas ( x — 1 + 
+ 1/2/2)* + ( y - 1 + v/2/2)2= ( 1 - 1/2/2) 2 , ( x - 1 -
- v/2/2)2 + ( y — 1 - l / 2 / 2 ) 2 = ( l + l/2/2)2. São tangen­
tes porque a distância dos centros ê igual à soma 
dos raios. São tangentes à recta x + y — 1 = 0 porque 
esta ê perpendicular à recta y = x , que contém os 
seus centros, no ponto ( 1 / 2 , 1 / 2 ) de tangência das 
duas circunferências. 

I. S. T.—Alguns pontos do l.° exame de frequência, 1941 

8 3 8 — S e n d o A e B os a f i x o s dos c o m p l e x o s a 
e ,3 ( n o p l a n o de C a u c h y ) , m o s t r a r que o p o n t o M, 
que d i v i d e AB s egundo a r a z ã o AM/MB = \ , é 

a 4- X3 
o a f i x o d o c o m p l e x o ' • "° I a — z I » 

M B = I z 
a + Xf 

: — z = X ( z — 8 ) donde z = 

8 3 9 — T r a ç a r a c u r v a y = e~"'s. sen bx (o , o > 0 ) . 
M o s t r a r que t e m u m a i n f i n i d a d e de m á x i m o s , c u j o s 
v a l o r e s f o r m a m u m a p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a , e 

b 
q u e e s t ã o s o b r e a c u r v a y = V/o2 + é 2 

x"—l 
8 4 0 — C a l c u l a r : l i m -< 

M-* OO Xn + 1 
q u a n d o é 

1 ° ) 0 < .r < 1 , 2 .°) * = 1 , 3.») x > 1 . R : 1.°) - 1 , 
2 .°) 0 , 3.°) 1 . 

841 — D a d a a e q u a ç ã o sz+2 (a + bi) s+ (c+di) = 0 
d e t e r m i n a r a c o n d i ç ã o p a r a q u e : 1) as duas r a í ­
zes s e j a m iguais , 2) u m a r a i z se ja r ea l , 3) u m a 
r a i z s e j a u m i m a g i n á r i o p u r o , 4) as r a í z e s s e j a m 
i m a g i n á r i o s c o n j u g a d o s . R : 1) Seja z a rais 
dupla da equação; será a + b i = — z , c + d i = z 2 ou 
a 2 — b ? = c , ab = d . 2) Sejam r e a + B i as raises 
da equação; será 2 (a + b i ) = — r—a — Si , c + d i = 
= r « + r B i , donde c b 2 = 2 a b d — d 2 . 3) Sejam » + B i 
e f i as raises da equação ; então 2 ( a + b i ) = — a — 
— ( 3 + T ) Í , c + d i = — p-f + a-ji e 4 a 2 c + 3 a b d = d 2 . 
4) Sejam A + B i as raises da equação ; será 
2 ( a + b i ) = - 2 A , c + d í = A 2 + B 2 donde b = d - 0 , 
c > a 2 . 

8 4 2 — N u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o a s o m a d o s 
c o m p r i m e n t o s da h i p o t e n u s a e d u m ca tec to é 
cons t an te . Q u a n d o é q u e a á r e a é m á x i m a ? 
R : 2 S = be , com a + b = s e a 2 = b 2 + c 2 , então 

S = l / 2 ( s - a ) v / 2 a s - s 2 , ^ - = - 1 / 2 \/2as 

(s 
d a 

+ 
s 2 s 
= que se anula para a = — , valor que 
s 2 3 V/2as 

corresponde, necessariamente, ao máximo, 

8 4 3 — S e n d o y = u3 + u~3 e x = u + u~' , calcular 
d y 

expres sa e m x R 

d u 
d x 

d y 1^ 
d x ' d x 

dû" 

d y 
Sabe-se que - j — ! 

d y 

d y 
d u ' 

Então, porque j ^ = 3 ( u 2 — u - 4 ) e 

d x 

d u 
= 3 ( u 

1 — u - 5 , vem 
d y 
d x = 3 ( u ' + l + u - 5 ) = 

- u - ' ) 2 + 6 = 3 x 2 + 6 . 

8 4 4 — E s t u d a r a f u n ç ã o y = 10 ( 1 + ex~'y ' . 
R e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a ( c a l c u l a r e m p a r t i c u l a r , 
l i m y e l i m y , e i n d i c a r os p o n t o s de des -

c o n t i n u i d a d e , se os h o u v e r ) . 
10 10 

R : l i m y = l i m , — = 0 ; l i m y = l i m 

l i m 
K l 

« + o l + l / e 

l i m y = l i m 

> + o l + e ' 

= 1 0 ; 

10 

l i m y = l i m 
e->-i-QO x~>+ oc 

10 

« - • -o l + e " 1 

10 

= l i m 

l + e " * 

= 5 . 
1 + e " * 1 +l,lellx 

A função é descontinua para x = 0 porque y ( + 0) = 0 
e y ( — 0 ) = 10 — d e s c o n t i n u i d a d e finita de /.» 
espécie. 

8 4 5 — S e n d o (l + xy'=p0+piX+p2x2-\ l-p,.x" 
( « i n t e i r o e p o s i t i v o ) , m o s t r a r que : 

« i r 
Po-Pi+Pt-Ps-I = 2 " ' " • cos -

Pi-Pz+Pf,-P;+-

l 
« 7 7 
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R : Fazendo x = i vem 
( l + i ) " = p 0 + p 1 i ~ p 2 - p 3 i + - -

( l + i ) " = 2"'"2 ( cos — + i s en — 

donde, por identificação dos~2.os membros, se dedu­
zem as expressões pedidas. 

8 4 6 — C a l c u l a r l i m [ M - " " 1 . (w + 1)"] . 

/ n + l \ " 1 ,. 1 „ 
R: l i m n — ' . ( n + l ) " = l i m ( - - = e l i m - = 0 . 

n->Qo »->oo \ n / n Í Í ^ - O O n 
ax + b 

8 4 7 — M o s t r a r q u e / O ) = : nao t e m m á -

C A L C U L O I N P I N I T E S I M 

F. C. L . — l.° exame de frequência, 1940-41 

Ponto n." 5 
8 4 8 — D e t e r m i n e o ca r ac t e r d o p r o d u t o i n f i -

13 
n i t o c u j o s p r i m e i r o s t e r m o s s ã o : « t = 1 + — > 

13 .33 I ' . 33 . 53 
« 2 — 1 + — — - e « 3 = 1 + ——-—— • R : O termo 

23 .43 

geral do produto infinito i u „ = l + 

22 . 43 . 63 
13.33. . . . ( 2 n - l ) 3 

23 . 43 . ••• ( 2 n ) 3 ' 

o produto injinito è convergente se o Jor a série 
„ 13 .33. . . ( 2 n - l ) 3 , . M . M . j 
2 J • a aplicação do critério de 

23 . 43 . • • • ( 2 n ) 3 ' 
Raabe - Duhamel a esta série conduz a 

12n3 + 1 8 n 2 + 7 n 3 ^ t 

l i m = — > 1 ; 
, - 0 0 8n3 + 1 2 n 2 + 6 n + l 2 

portanto a série é convergente. 
íru ô 2 u 

8 4 9 — T r a n s f o r m e a e q u a ç ã o .v ^ ! - y + 
>« í » „ . , 
ï x ' V = n o u t r a e m 1 u e a s v a r i á v e i s i n d e ­

p e n d e n t e s x e y s e j a m s u b s t i t u í d a s pe l a v a r i á ­
v e l t , s a b e n d o q u e l x y = tgt ( p o r / r e p r e s e n -

d u , n 

ta-se o l o g a r i t m o n e p e r i a n o ) . R : - ^ - + s e c 2 t = 0 . 
Ponto n.° 4 

8 5 0 — D e t e r m i n e o n ú m e r o a q u e c o r r e s p o n d e 

a f r a c ç ã o c o n t í n u a [3 (2 , 3 , 1 ) ] . R : ^ 8 + _ 

o 2.s Í . S 
8 5 1 — T r a n s f o r m e a e q u a ç ã o ïx~*~o~ = 

n o u t r a e m q u e as v a r i á v e i s i n d e p e n d e n t e s x e y 
s e j a m s u b s t i t u í d a s pe las n o v a s v a r i á v e i s u e v 

u 

r e l a c i o n a d a s c o m as p r i m e i r a s p o r x = l uv y = l~^ 

( p o r / r e p r e s e n t a - s e o l o g a r i t m o n e p e r i a n o ) . 
R : + V 2 

i) 2 Z 
+ 2 u v 

ò 2 z oz + u 3v — = 0 . 
&u ôv ou òv í u 2 i>v2 

Soluções dos n . o s 848 a 851 de Queiroz de Barros. 

x i m o s , n e m m í n i m o s , q u a i s q u e r q u e s e j a m os 
v a l o r e s de a , b , c , d . Q u e se passa q u a n d o 
ad—bc=0? T r a ç a r o g r á f i c o da f u n ç ã o . R : A de­

ad—bc 
rivada V ( x ) = não se anula para nenhum 

V ' ( c x + d) '- ' 
valor finito de x , se a d = f t b c . Se a d = b c , a 
função f ( x ) = c o n s t . por ser f ' ( x ) = 0 . 

Soluções dos n . o s 818 a 847 de A. Sá da Costa. 

Contêm pontos de primeiros exames de frequência de 
Matemáticas Gerais e Álgebra Superior os seguintes nú­
meros da «Gazeta de Matemática» : 1, 5 e 8. 

A L - A N Á L I S E S U P E R I O R 

F. C. P. — Exame final, Outubro de 1941 

8 5 2 — C a l c u l a r / = J ave sen \/x dx . 

R : I = x a r c s e n ^3C+~^x(l—x)—i-arctg» / — ^ — | - C . 

Z 2Í y 1 — X 
8 5 3 — I n t e g r a r o s i s t e m a y"+z' — 4jy = cos- .v 

3y' — z=x. 
R : Empregando o símbolo D vem : 

y " + z' —4y = cos2 x j ( D 2 — 4 ) y + D z = c o s 2 x 
o y ' - z = x ( 3 D y - z = x 

donde 

l + c o s 2 x 4 y " — 4y = c o s 2 x + 1 = 
o + cos 2 x 

4D3-4 
O sistema integral geral é : 

y = C j e'+Cz e ^ 1 — 3 / 8 - 1 / 4 0 . cos 2x 
z = 3 C 4 e * - 3 C 2 e - * - x + 3 /20 . sen 2x . 

8 5 4 — C o r t a r o e l i p s ó i d e 3 * 2 + 4 j y 2 + 3 . 3 2 + 2 * . s = l 
p o r u m p l a n o q u e passe pe lo e i x o dos y y e d e t e r ­
m i n a r a n a l i t i c a m e n t e ê s t e p l a n o de m o d o q u e a 
e l ipse s e c ç ã o t enha á r e a m á x i m a ou m í n i m a . 
C a l c u l a r esta á r e a . R : As equações da secção são : 
z = m x , 3 x 2 + 4y2 + 3 z 2 - f 2 x z = 1 ; ou z = m x , 
( 3 m 2 + 2 m + 3) x 2 + 4 y 2 = l . 

Designando por ô o ângulo dos planos z — m x = 0 
n 1 

e z = 0 tem-se cos 8 = l / l + m 2 

Seja A a área da secção « a o área da sua 
projecção sobre z = 0 . Tem-se a = A cos I e 

; v / l + m 2 

> donde A = 
2 ç / 3 m 2 + 2 m + 3 2 v /3m 2 - t -2m + 3 

d A 
e -— = 0 - > m = + l . Os planos procurados são 

d m 
z — x = 0 e z + x = 0 e as áreas das secções respec­

tivas A = i r / 4 e A = V / 2 w / 4 . 

Soluções dos n . o s 852 a 854 de Jayme Rios de Sousa. 
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i. S. C. E . F . — l.° exame de frequência, 1940-41 I. S. T . — Março de 1941 

8 5 5 — C a l c u l a r o integral f * V 3 ( * j j j r f g . 

3 

R : Tem-se: 1 = / I T j" x ( x —1) 5 / G dx e, a função é 
î 

integrável no intervalo ( 2 , 3 ) . Fazendo x — l = t 6 

V f 
vem dx = 6 t 5 d t , e I = 6 \J!Î f ( t 6 +. 1 ) t»> dt = 

î 

= 6 / 3 [t"/17 + t 1 1 A l ] ' v / s • 
8 5 6 — C a l c u l a r o integral J a r c s e n x f t d x . 

R : Integrando por partes vem 
1 x 

I = — x 4 a r c s e n — 
4 2 

Mas, •J 
x 4 dx 

• = - 16 

a . r x 4 d x 

4 j / ï = r f 

/* 
/ fazendo 

J ( t 2 + l ) 3 

V / 4 - X 2 

4 — x 2 = t 2 x 2 , donde tdt = — 4x~ 3 d x . Portanto, 
r A t 3 + B t 2 + C t + D "1 

J = _ 1 6 L (V+ïï! + E l o g ( t 2 + l ) + F a r c t g t J = ( t 2 +l) ' -
t 3 + t 1 "I — 8t 

•• —16 1 a r c tg t = arc tg t 
2 ( t 2 + l ) 2 2 

2 x / 4 — x - ' — 8 a r c t g ^ 4 ~ " x 2

 + C . Finalmente, 

I=JL x 4 a r c sen—+JL x l / 4—x'-+2 a r e t e J——— + C . 
4 2 ^ 2 y s x 

8 5 7 — V e r i f i c a r o teorema do va lor m é d i o no 

integral J " s e n 3 x d x . R : j s e n 3 x dx=2iv . s e n 3 •>. 
0 0 

277 
0 < » < 2 7 r . Por outro lado / ° s e n 3 x d x = [ s e n ? x c o s x + 

o 

+ 2 c o s x ] * , r = 0 /o^o 2 7 r . s e n 3 a = 0 - > a = 0 , 7 7 , 2 x , 

« j" s e n 3 x dx = 2Tc s e n 3 7t=0 . 

8 5 8 — £ A s f u n ç õ e s <p,=a-2—3, tp 2=*' ! + l , 5p 3 =*-+3 
e Oi = . r - j - l s e r ã o l inearmente independentes e m 
quaiquer i n t e r v a l o ? R : ZPo exame do wronskiano 
das quatro funções conclue-se que não há intervalo 
algum em que as quatro funções sejam linearmente 
independentes. Note-se que existem sempre quatro 
números, não simultaneamente nulos, X\, X 2 , ' 3 , "' s 
tais que Xj <pi + x 2 t p , + X 3 tp3 + X4tp = 0, por exemplo \i—1, 
X 2 = — 3 , X3 = 2 , }.i = 0 . 

Soluções dos n . o s 855 a 858 de A. Sá da Costa. 

8 5 9 — C a l c u l a r o integral 

c o s 2 * 

+ cos 2 

/ * C O S X 
1= I a r c t g ( c o s x ) s e n x d x . R : Mofando 

J 1 + cos 2 x 

cos- x 1 
que è = 1 tem-se 

l + c o s 2 x l + c o s 2 x 

l=J arctg(cosx)-senxdx—J arctg(cosx d x = 
l + c o s 2 x 

y*cos x sen x 
dx 4-

l + c o s 2 x 

+ 1/ 2 [are tg ( cos x ) ] 2 — — cos x are tg ( cos x ) + 
+ 1/2 log (1 + cos 2 x ) + l / 2 [are tg (cos x ) ] 2 + C . 

8 6 0 — D e t e r m i n a r os m á x i m o s e m í n i m o s da 
s o m a das á r e a s de t r ê s quadrados , sabendo que 
é constante a soma dos vo lumes dos t r ê s cubos 
de que ê s s e s quadrados s ã o faces. R : Trata-se de 
um problema de máximos e mínimos condicionados. 
A função de que se procuram os pontos de estacio-
naridade è f (x , y , z ) = x 2 + y 2 + z 2 (designando por 
x , .y e z os lados dos j quadrados) e a equação de 
ligação é ep (x , y , z ) = x 3 + y 3 + z 3 — a 3 = 0 . 

Os pontos de estacionaridade são as soluções 

0(<p,f) ò ( o , f > 
do sistema f = 0 , ò ( x y ) = 0 , fl(XiZ) = 0 ou 

x 3 + y 3 + z 3 — a 3 = 0 , x y ( x — y ) = 0 e x z ( x — z ) = 0 . 

861 — E s t u d a r o integral 
' x log x 

(1 + * 2 ) 3 
d x . 

[ x-+2 log s + .r" + 4_y = 6/—z 
8 6 2 — S e n d o j s r l o g ( ^ ^ J = ^ a r c s e n r + 4 s e n , 

ô 2 s 0/ 
ca lcu lar e R : Derivando o sistema 

ixòy ix 

dado ( S ) em ordem a x , considerando z e t como 
funções das variáveis independentes x e y, obtèm-se 

ô z ô t 
um sistema ( S ' ) ( linear em e • donde se 

^ 0 x i x 
òt 

deduz portanto — • Derivando (S ' ) em ordem a y , 
ôx 

i ! z 
obtèm-se um novo sistema ( S " ) linear em e 

ô x i y 
i 2 t ' ô 2 z 

que permite calcular a derivada pedida. 
è x i y ôxôy 

Soluções dos n.° I a 8C2 de Manuel Zaluar. 

Contêm pontos de primeiros exames de frequência de 
Cálculo Infinitesimal os seguintes números da «Gazeta de 
Matemática» : 1 e 5. 
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M E C Â N I C A R A C I O N A L 

F . C. P. — Exame final, Julho de 1939 

8 6 3 — U m a b a r r a r e c t i l í n e a , h o m o g é n e a OA de 
p ê s o / e c o m p r i m e n t o 2a é m ó v e l n u m p l a n o 
v e r t i c a l n e m v o l t a do seu e x t r e m o O. E m A 
e s t á p r e s o u m f i o i n e x t e n s í v e l e p e r f e i t a m e n t e 
f l e x í v e l ( c u j o p ê s o se d e s p r e z a ) de c o m p r i m e n t o 
21, q u e passa n u m a r o l d a n a d e s p r o v i d a de a t r i t o 
n o e i x o e s i t uada s ô b r e a h o r i z o n t a l de i t q u e 
passa p o r O, a u m a d i s t â n c i a d ê s t e p o n t o i g u a l a 
2o (de sp rezam-se massa e d i m e n s õ e s da r o l ­
dana ) . O f i o , d e p o i s de passar na r o l d a n a , e s t e n -
de-se ao l o n g o d u m a r e c t a RH de p e r f e i t a m e n t e 
p o l i d a , i n c l i n a d a de i° s ô b r e a h o r i z o n t a l , e s u ­
p o r t a na sua e x t r e m i d a d e u m a massa p o n t u a l P 
d e p ê s o pi. 

a) P a r a m e t r a r o s i s t e m a e i n d i c a r as f o r ç a s q u e 
i n t e r v ê m n o e s tudo do seu e q u i l í b r i o . 

b) Pe la a p l i c a ç ã o do t e o r e m a do t r a b a l h o v i r t u a l , 
d e p o i s de t e r m o s t r a d o q u e as l i g a ç õ e s s ã o p e r ­
f e i t a s , c a l c u l a r o v a l o r q u e d e v e t e r o p ê s o pi 
p a r a q u e a b a r r a OA , na p o s i ç ã o de e q u i l í b r i o , 
f a ç a c o m a h o r i z o n t a l u m â n g u l o de 6 0 ° . 

c) A i n d a p e l a a p l i c a ç ã o do m e s m o t e o r e m a c a l ­
c u l a r o v a l o r da r e a c ç ã o de RH s ô b r e a massa 
p o n t u a l P na p o s i ç ã o c o n s i d e r a d a . 

d ) U t i l i z a n d o as c o n d i ç õ e s ge r a i s de e q u i l í b r i o 
dos s ó l i d o s c a l c u l a r a r e a c ç ã o n o e x t r e m o O da 
b a r r a na c o n f i g u r a ç ã o c o n s i d e r a d a . D a d o s n u m é ­
r i c o s : í ° = 45° /> = 2kg . 

8 6 4 — U m t r e n ó de p ê s o p é l a n ç a d o s e g u n d o 
a l i n h a de m a i o r d e c l i v e d u m a r a m p a de i n c l i n a ­
ç ã o » à v e l o c i d a d e de f k m / h . Sabe - se q u e o seu 
m o v i m e n t o é u m a t r a n s l a c ç ã o r e c t i l í n e a e q u e o 
m e i o a m b i e n t e o p õ e ao m o v i m e n t o u m a r e s i s t ê n ­
c i a e q u i v a l e n t e a u m a f ô r ç a ú n i c a , a p l i c a d a n o 
c e n t r o de i n é r c i a do t r e n ó , de s e n t i d o o p o s t o ao 
da sua v e l o c i d a d e v e n u m e r i c a m e n t e i g u a l a kvz 

(k é u m f a c t o r de p r o p o r c i o n a l i d a d e i g u a l a 5 
q u a n d o se a d o p t a m c o m o s í m b o l o s o m e t r o , o 
s e g u n d o e o k i l o g r a m a - p ê s o ) . E n t r e o t r e n ó e o 
s o l o e x i s t e u m a t r i t o de e s c o r r e g a m e n t o de c o e ­
f i c i e n t e / = t g / ' . P r e g u n t a - s e : 

a) A o f i m de q u a n t o t e m p o p á r a o t r e n ó ? 
b) Q u e d i s t â n c i a p e r c o r r e ? 
c) Q u e v a l o r d e v e a t r i b u i r - s e a k q u a n d o se 

e s c o l h e m p a r a u n i d a d e s f u n d a m e n t a i s o m e t r o , 
a t o n e l a d a - m a s s a e o s e g u n d o ? 

D a d o s n u m é r i c o s : s e n í ' = 0 , 0 5 , / = 200kg . V e l o ­
c i d a d e i n i c i a l í ^ = 5 0 k m / h . 

8 6 5 — U m a c i r c u n f e r ê n c i a C de r a i o a e s t á 
a n i m a d a d u m a r o t a ç ã o u n i f o r m e de v e l o c i d a d e 

— F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

a n g u l a r W c o n h e c i d a e m v o l t a d o seu d i â m e t r o 
v e r t i c a l r e l a t i v a m e n t e a u m r e f e r e n c i a l S . U m 
disco c i r c u l a r m a t e r i a l D, h o m o g é n e o , d e r a i o b 
e p ê s o p, r o l a s e m r e s v a l a r s ô b r e o i n t e r i o r d e C 
e a l i g a ç ã o é r e a l i z a d a de t a l m o d o q u e o d i s c o D 
n ã o pode a b a n d o n a r o p l a n o de C. N ã o h á a t r i t o 
de r o l a m e n t o . 

a) P a r a m e t r a r o s i s t e m a . 
b) E x p r i m i r a f ô r ç a v i v a do d i s c o e m f u n ç ã o 

dos p a r â m e t r o s e das suas p r i m e i r a s d e r i v a d a s -
c) S u p o n d o q u e n o c e n t r o do d i s co a c t u a u m a 

f ô r ç a F de g randeza i n v a r i á v e l e c o n s t a n t e m e n t e 
n o r m a l ao p l a n o c o m u m de Ce D, c a l c u l a r os 
s egundos m e m b r o s das e q u a ç õ e s d e L a g r a n g e 
q u e c o r r e s p o n d e m aos p a r â m e t r o s e s c o l h i d o s e 
e s c r e v e r estas e q u a ç õ e s . 

d) Cinemática: S u p o n d o agora q u e n o m o v i ­
m e n t o de D r e l a t i v a m e n t e a C o c e n t r o d e D 
possue u m a v e l o c i d a d e de g r a n d e z a c o n s t a n t e V , 
c a l c u l a r os e l e m e n t o s d e f i n i d o r e s do es tado c i n é ­
t i c o do d i sco D no seu m o v i m e n t o e m r e l a ç ã o ao 
r e f e r e n c i a l S . 

I. S. T . — l.° exame de frequência, 1940-41 

8 6 6 - D a d o s o v e c t o r f - x l + y j + s K e o e sca l a r 
u — x'1 + y'! + z' , i o c a m p o de c o m p o n e n t e s : 
A ' = d i v a , l ^ = m o d g r a d u , Z = ! » m o d i s e r á u m 
c a m p o de m o m e n t o s ? 

867 — D e s e n v o l v e r x ( - — x) e m s é r i e d e F o u ­
r i e r no i n t e r v a l o 0 < x < - . 

8 6 8 — A c h a r as c ô m p o n e n t e s m i x t a s , f * e e.v* 
do t enso r h e m i s i m é t r i c o s, e m c o o r d e n a d a s g e r a i s . 

8 6 9 — i Q u a n d o é q u e o m a i o r dos t r ê s m o m e n ­
tos p r i n c i p a i s d e i n é r c i a , e m r e l a ç ã o a u m d a d o 
p o n t o O , é i g u a l à s o m a dos o u t r o s do i s ? 

I. S . T . — l.° exame de frequência, 1940-41 
8 7 0 — E n t r e os do i s p o n t o s A (0, (', 0 ) e B(l, 1,1), 

d e t e r m i n a r a c u r v a d e e s t a c i o n a r i d a d e d o i n t e g r a l 

I=l"x2ds. 
ÀB 

R : Tem-se 
i 

1 = ^x2 d s=Jx2 / l + y'2 + z'2dx com yt = 0, Z ! = 0 , 
AB O 

y^ = l , z 2 = l . Há a determinar o sistema integral 
y = y ( x j C | c 2 , c 3 C 4 ) e z = z ( x j c 4 c 2 , c 3 c.j) do sistema 
de equações de 2.a ordem .-

ôy d x \ 9 y 7 6z d x Viz'/ 
calculando-se as constantes cL a partir dos valores 
dados yi, Zi , ya e z>. 
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8 7 1 — C o n v e r t e r o s i s t e m a de f u n ç õ e s 0 [ = .v- t-2, 
t, 2 = . v — 1 , <?:,"X- n o u t r o e q u i v a l e n t e , o r t o g o n a l e 
n o r m a d o n o i n t e r v a l o ( 0 , 1 ) . 

R : As funções dadas tpj , 92 « 93 s ã o linearmente 
independentes, como é fácil verificar. Procure-se 
primeiro um sistema de funções A i = y i , V 2 = a 2 i , r : i + 9 2 , 

isto è, de coeficientes tais que 

( 'r i . fy)™ ($ity}àx—0 ( i=r=j) . Tem-se a 2 [ = 

a3i = -
(91. 9?.) 
II « ir 

e a 3 » = —• 
( j j , g l ) TV o caso presente 

I ç i I r ( - « , 9 ) ) = / ( x + 2 ) ' - d x = 1 9 / 3 , ( 9 1 , 9 2 ) = 

/ ( x + 2 ) ( x - l ) d x = - 7 / 6 , rfo«rfe a^ i -7 /38 , (91,93) = 

/ (x + 2)x2dx = 11/12 , rfowrfe a 3 , = - 1 1 / 7 0 , etc. 

I; normalizam-se fazendo <t>,1 

i! Vi II 
8 7 2 — D e c o m p o r a h o m o g r a f i a 

/SJ-K 21-J 1+2 J \ 
*'{ I J K ) 

e d e t e r m i n a r os seus i n v a r i a n t e s . R : Como se 
conhecem al, s t j e a K è rápida a determinação do 
vector V a de homografia a e a da sua dilatação. 
Assim, tem-se a I = 3 J - K , aJ = 2 I - J , a K = I + 2J e 
V a - 1 / 2 [ I A a l + J A *J + K A « K ] I + J + 1 / 2 . K , 
Para a dilatação: 8 = D a = a—Va A « portanto 
:?I = * I - V a A I = 3 J - K - ( - I + J + l / 2 . K ) A I = 5 / 2 . J , 
B j = a J - V a A J = 5 / 2 . I - J + K , 3 K = a K - V a A K = J 

/5 /2J 5 / 2 I - J + K J \ 

A i J K A 
Para os invariantes tem-se : 

I 1 « = I | « I + J | « J + K | < x K — 1 , 
I s a = I A a j j a K + J A * K | a l + K A * I I « J — 5 

« I 3 a==al A *J I * K = — 5 . 
8 7 3 —Sendo _yj , _y2 , JVJ coo rdenadas car tes ianas 

o r togona i s , ca lcu la r , e m c o o r d e n a d a s gera is x t , 

e finalmente B= 

-v2 , #3 , d e f i n i d a s p e l o s i s t ema : yi = .Vj sen .r? , 
jC j=.V2 cos xi , ys=X3, as c o m p o n e n t e s do t e n s o r 
f u n d a m e n t a l ; e as do t e n s o r d e r i v a d o do v e c t o r 
(Y,) = ( y , ) , d e f i n i d o pe lo p o n t o P ( y \ , y i , y*) e 
pe la o r i g e m d o s i s t ema ca r t e s i ano . 

Soluções dos n . o s 870 a 872 de M . Zaluar. 

F. C. P. — Fisica Mat., I.° ex. de freq., II-2-I94I 

8 7 4 — S e j a ?.v\ = v\, a í / 2 = 0 , xvz = iv]. C a l c u l a r 
a m a t r i z de r e p r e s e n t a ç ã o de a , na base e m q u e 
» 1 , f 2 e v« t ê m as coordenadas ( 1 , 0 , 1 ) , (1 + i , i , 1 ) , 
( - 1 , 1 - 2 7 , » ) . 

8 7 5 — S e j a „r o s í m b o l o de u m v e c t o r de c o o r ­
denadas — c o m p l e x a s . r j , . v 2 , - • • x„. C l a s s i f i c a r as 
duas m a t r i z e s 

x, x, • B 

C a l c u l a r os t r a ç o s , os d e t e r m i n a n t e s , as c o n s t a n ­
tes e v e c t o r e s f u n d a m e n t a i s , os p o l i n ó m i o s m í n i ­
m o s e os p o l i n ó m i o s c a r a c t e r í s t i c o s . 

S ã o r e d u t í v e i s à f o r m a d iagona l? E m que g r u p o ? 

8 7 6 — S e j a (x—x0y o p o l i n ó m i o m í n i m o d e 
u m o p e r a d o r a de E n . 

M o s t r a r que é s e m p r e p o s s í v e l d e t e r m i n a r u m 
v e c t o r v t a l q u e (a — x0)"~' v =1=0 . 

V e r i f i c a r que os v e c t o r e s 
v , ( a — ) V > • • • ( * — x 9 v f o r m a m u m a base e 
c a l c u l a r a r e p r e s e n t a ç ã o c o r r e s p o n d e n t e de x 
( S c h r e i e r u n d S p e r n e r ) . 

8 7 7 — E n u n c i a r a c o n d i ç ã o pa ra que a m a t r i z 

se ja r e d u t í v e l à f o r m a d i a g o n a l 

( S c h r e i e r u n d S p e r n e r ) . 

Q u a l é a c o n d i ç ã o h o m ó l o g a no grupo unitário? 

Contêm pontos do 1." exame de frequência de Mecânica 
Racional e de Fisica Matemática os seguintes números 
da «Gazeta de Matemática» : 1, 5 e 6. 

0 • •0 o, 

A = 0 • •a20 

a„ • • 0 0 

C A L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

F . C. L . — l.o exame de frequência, 12-2-1941 

8 7 8 — T r ê s u r n a s i d ê n t i c a s t ê m as segu in tes 
c o m p o s i ç õ e s : £ / j ( 3 7 es feras , 3 das qua i s b rancas ) , 
£ / 2 ( 1 2 % d e esf. b r a n c a s ) e £ / j ( 5 esf. b rancas , 15 
p re t a s e 5 v e r m e l h a s ) , a) Esco lhe-se ao acaso u m a 
u r n a e e x t r a i - s e u m a esfera . P r o b a b i l i d a d e de 
s a í d a de u m a e s fe ra b r a n c a , b) T i r a - s e u m a es fe ra 
de cada u m a das u r n a s . P r o b a b i l i d a d e de q u e 
saia p e l o m e n o s u m a es fe ra b ranca . 

R : P,. = i 
1 / 3 

• ! + í ) = 0 , 1 3 4 « p 6 = 
34 22 4 _ 

37 ' 25 ' 5 

8 7 9 — Fazem-se 10 l a n ç a m e n t o s de u m a m o e d a . 
C a l c u l a r os v a l o r e s exac to e a p r o x i m a d o da p r o ­
b a b i l i d a d e de u m desv io 2 e o ê r r o r e l a t i v o c o m e ­
t i d o , t o m a n d o o v a l o r a p r o x i m a d o . R : Valor 

773/'(i) ' (i) exacto : P? = = 0.1172. Valor 
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aproximado: 

P,= —- e 5 = 0,1134 ; erro relativo 2 2 = 0,032 . 
S/5* p 2 

(Vidé : G. Castelnuovo, Calcolo dette Probabilltà — 
Vol. 1,2." ed., pg. 88). M . Zaluar. 

F . C. P.—1.° exame de frequência, 7-2-1941 

8 8 0 — N u m a u r n a h á duas bo l a s b r ancas e t r ê s 
p r e t a s . 

a) T i r a m - s e ao acaso s u c e s s i v a m e n t e duas b o ­
las . C a l c u l a r a p r o b a b i l i d a d e d e ser b r a n c a u m a 
t e r c e i r a b o l a t i r a d a ao acaso da u r n a . R : a) Seja 

B | a saida de uma bola branca na tiragem de 
ordem i . Há três maneiras contraditórias de 
realização do acontecimento B 3 : B f B ' 2 B 3 l B ' i B 2 r > 3 , 
B ' i B ' j B 3 . O cálculo das correspondentes probabi­
lidades não oferece dificuldade. Resultado ; 2 5 . 

b) O b s e r v o u - s e q u e esta t e r c e i r a b o l a e ra 
b ranca . C a l c u l a r a p r o b a b i l i d a d e de as duas p r i ­
m e i r a s t e r e m s ido da m e s m a c ô r . R : b) Teremos 

de calcular p B . „, • , = V—' " a - 1 / 2 . 

M. Gonçalves Miranda. 
Contêm pontos de primeiros exames de frequência de 

Cálculo áas Probabilidades os seguintes números da 
«Gazeta de Matemática» : 1 e 5. 

P E D A G O G I A 

N a r e u n i ã o da S o c i e d a d e P o r t u g u e s a de M a t e ­
m á t i c a de 10 de D e z e m b r o de 1941 f o i a p r o v a d a 
p o r u n a n i m i d a d e e s e m d i s c u s s ã o a p r o p o s t a q u e 
a b a i x o se t r a n s c r e v e e q u e a S e c ç ã o P e d a g ó g i c a 
da S o c i e d a d e P o r t u g u e s a de M a t e m á t i c a a p r e s e n ­
t o u e m s e g u i m e n t o d o es tudo dos p o n t o s de e x a m e 
de m a t e m á t i c a dos l i c e u s r e l a t i v o s ao ano l e c t i v o 
de 1940-41 q u e l e v o u a e f e i t o e m c u m p r i m e n t o do 
p l a n o de t r a b a l h o s a p r o v a d o pe l a S. P . M . E i s o 
t e x t o da p r o p o s t a : 

A S o c i e d a d e P o r t u g u e s a de M a t e m á t i c a , t e n d o 
p r o c e d i d o ao e x a m e dos p o n t o s d e m a t e m á t i c a 
s a í d o s nos e x a m e s dos l i c e u s n o ano l e c t i v o d e 
1940-41, v e r i f i c o u o s e g u i n t e : 

1. " Q u e esses p o n t o s s ã o , d u m a f o r n i a g e r a l , 
d e m a s i a d o ex t ensos , c o m u m n ú m e r o de q u e s t õ e s 
s e m p r e s u p e r i o r a v i n t e , o que p r o v o c a d i s p e r s ã o 
e m p e q u e n a s q u e s t õ e s e n ã o p e r m i t e , p o r i s so 
m e s m o , a v a l i a r da c a p a c i d a d e d e r a c i o c í n i o dos 
e x a m i n a n d o s e da sua a p t i d ã o pa ra p ô r , r e s o l v e r 
e d i s c u t i r p r o b l e m a s . 

2. " Q u e os p o n t o s n ã o f o r a m o r g a n i z a d o s c o m o 
n e c e s s á r i o c u i d a d o e e q u i l í b r i o , v e r i f i c a n d o - s e , 
n u m m e s m o c i c l o , p o r v ê z e s f o r t e s d i s p a r i d a ­
des n o g r a u de d i f i c u l d a d e o u t r a b a l h o d e e x e ­
c u ç ã o . 

3. " Que , d e n t r o de cada p o n t o , se e n c o n t r a f r e ­
q u e n t e m e n t e u m g r a n d e d e s e q u i l í b r i o 

a) j á na c l a s s i f i c a ç ã o das q u e s t õ e s , e m p r o b l e ­
mas e p r e g u n t a s ; h á preguntas q u e s ã o problemas. 
p o r v ê z e s m e s m o m a i s d i f í c e i s ; 

b) j á na v a l o r i z a ç ã o r e s p e c t i v a ; v ê e m - s e , c o m 
f r e q u ê n c i a , preguntas m a i s d i f í c e i s ou t r a b a l h o s a s 
q u e problemas e c o m v a l o r i z a ç ã o m u i t o i n f e r i o r ; 
v ê e m - s e a i n d a , p r e g u n t a s c o m a m e s m a v a l o r i z a ­
ç ã o e d i f i c u l d a d e s m u i t o d i f e r e n t e s . R e c o n h e c e a 
S o c i e d a d e P o r t u g u e s a de M a t e m á t i c a q u e d a í r e ­

su l t a , p o r v ê z e s , u m b e n e f í c i o p a r a o e x a m i n a n d o 
m a s c o n s i d e r a o p r i n c í p i o c o n d e n á v e l p e l a s c o n ­
d i ç õ e s p s i c o l ó g i c a s e m q u e o e x a m i n a n d o f i c a 
co locado e m face da p r o v a . 

4. ° Que , e m g r a n d e n ú m e r o d e e n u n c i a d o s , há 
i m p r e c i s ã o de l i n g u a g e m , i m p r ó p r i a da d i s c i p l i n a 
de M a t e m á t i c a , b e m c o m o r e d a c ç ã o c o n f u s a . 

5. ° Que , à m e n c i o n a d a i m p r e c i s ã o e c o n f u s ã o , 
se a l ia , a g r a v a n d o os seus e fe i to s s , i m p r e c i s ã o 
dos dados ; e x i s t e m p o n t o s c o m f i g u r a s m a l f e i t a s , 
c o m f i g u r a s de que se n ã o d ã o os dados n e c e s s á ­
r i o s e c o m f i g u r a s e r r adas . 

6. ° Q u e g r a n d e n ú m e r o de q u e s t õ e s se r e f e r e a 
coisas i n ú t e i s , n o n í v e l que o e n s i n o da M a t e m á ­
t i ca d e v e t e r nos l i ceus , c o m o s e j a a e x i g ê n c i a de 
o p e r a ç õ e s s ô b r e n ú m e r o s e s t r i t o s e m s i s t e m a s de 
n u m e r a ç ã o e m base d i f e r e n t e de 10, o q u e r e d u n d a 
e m p r e j u í z o de q u e s t õ e s c o m r e a l u t i l i d a d e . 

7. ° Q u e as chaves e m f ace das qua i s os p r o f e s ­
sores d e v e m c l a s s i f i c a r os p o n t o s e n f e r m a m de 
v á r i o s ma les , c o m o 

a) r i g i d e z de r e s u l t a d o s , d a n d o , p o r v ê z e s , a p e ­
nas u m r e s u l t a d o o n d e o e n u n c i a d o da q u e s t ã o 
c o m p o r t a m a i s de u m , o u e x i g i n d o u m a r e s p o s t a 
n e m s e m p r e a m a i s n a t u r a l o u ce r t a ; 

b) e x i g ê n c i a de r e s u l t a d o s c o m a p r o x i m a ç õ e s 
q u è os dados do e n u n c i a d o n ã o p e r m i t e m ; 

c) ê r r o s nas r espos tas . 
V e r i f i c a a i n d a q u e o f o l h e t o i n t i t u l a d o « I n s t r u ­

ç õ e s aos r e i t o r e s dos l i c eus s ô b r e os e x a m e s 
l i cea i s e de a d m i s s ã o aos l i c e u s » c o n t é m , na p a r t e 
r e f e r e n t e a n o r m a s de c l a s s i f i c a ç ã o , a d i s p o s i ç ã o 
a n t i - p e d a g ó g i c a de m a n d a r r e d u z i r a z e r o a c o t a ­
ç ã o d u m a respos ta d i f i c i e n t e o u i n c o m p l e t a , s e m 
c o n t e m p l a ç ã o p e l o t r a b a l h o r e a l i z a d o pe lo e x a m i ­
n a n d o na q u e s t ã o r e s p e c t i v a , m e s m o q u e ê l e 
m o s t r e estar de posse de todos os e l e m e n t o s p a r a 
a r e s o l u ç ã o . 
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E m v i s t a do expos to , a S. P. M . r e s o l v e : 

1.° C o n s i d e r a r c o m o i n j u s t i f i c a d o e c o n d e n á v e l , 
t an to do p o n t o de v i s t a c i e n t i f i c o , c o m o do p o n t o 
d e v i s t a p e d a g ó g i c o , o ac tua l r e g i m e de o r g a n i z a ­
ç ã o de pon to s pa ra os exames do l i c e u na d i s c i ­
p l i n a de M a t e m á t i c a , j á pe la sua d e f i c i ê n c i a c o m o 
m e i o de i n v e s t i g a ç ã o dos c o n h e c i m e n t o s dos e x a ­
m i n a n d o s , j á p e l o p e r i g o , a inda m a i o r , que r e p r e ­
senta pe l a d e f o r m a ç ã o que p r o v o c a na o r i e n t a ç ã o 
•do ens ino . 

M O V I M E X T O 

Maurice Fréchet entre nós 

O p r o f e s s o r M a u r i c e F r é c h e t , da F a c u l d a d e de 
C i ê n c i a s de Pa r i s , acaba de chegar a L i s b o a a 
c o n v i t e do I n s t i t u t o pa ra a A l t a C u l t u r a . 

O o b j e c t i v o da sua v i s i t a é e s p e c i a l m e n t e o de 
t o m a r con tac to c o m o C e n t r o de E s t u d o s M a t e m á ­
t i cos d a q u e l e I n s t i t u t o e r e a l i z a r na F a c u l d a d e de 
C i ê n c i a s de L i s b o a u m a s é r i e de c o n f e r ê n c i a s de 
T o p o l o g i a e C á l c u l o das P r o b a b i l i d a d e s . D e m o -
r a r - s e - á e m P o r t u g a l t r ê s semanas d u r a n t e as 
qua i s r e a l i z a as segu in tes c o n f e r ê n c i a s : na F a c u l ­
dade de C i ê n c i a s de L i s b o a ( e m 22 e 23 de Ja ­
n e i r o e 2, 4, 5 e 6 de F e v e r e i r o , pe las 17,30 h o r a s ) 
— Les fonctions périodiques, les fonctions presque 
périodiques et les fonctions assymptotiquement 
presque périodiques ( P a r a u m p ú b l i c o c i e n t í f i c o 
m a t e m á t i c o e n ã o m a t e m á t i c o ) . Applications des 
fonctions assymptotiquement presque périodiques 
au théorème ergodique de Birkhoff (Pa ra u m p ú ­
b l i c o r e s t r i t o c o m u m a c u l t u r a m a t e m á t i c a m a i s 
a v a n ç a d a . In t e res sa , e m espec ia l , a m a t e m á t i c o s , 
f í s i c o s e e n g e n h e i r o s ) , Les débuts de Ia topologie 
combinaloire. Le théorème d'Euler-Cauchy ( D e d i ­
cada a p r o f e s s o r e s do L i c e u e a l u n o s dos p r i m e i ­
ros anos dos cursos s u p e r i o r e s ) , La théorie des 
courbes dans des espaces abstraits très généraux, 
Types homogènes de dimensions, Le développement 

d'une fonction continue en série de polynômes dans 
les espaces abstraits (Es tas t r ê s ú l t i m a s c o n f e r ê n ­
cias c o n s t i t u e m u m a s é r i e c o m o t í t u l o « R e c h e r ­
ches m o d e r n e s de T o p o l o g i e » e d e s t i n a m - s e a 
m a t e m á t i c o s e spec ia l i s ados ) . A i n d a e m L i s b o a , 
r ea l i za - se n o I n s t i t u t o F rances e m P o r t u g a l , p a r a 
u m p ú b l i c o q u e se in t e res se pe la f i l o s o f i a das 
c i ê n c i a s , u m a c o n f e r ê n c i a c o m o t í t u l o Les origi­
nes des notions mathématiques ( à s 21,30 horas d o 
d i a 26 de J a n e i r o ) . 

D e 26 a 2 de J a n e i r o , o p r o f e s s o r F r é c h e t r e a ­
l i za e m C o i m b r a u m a c o n f e r ê n c i a c o m o t í t u l o 
Les diverses définitions de l'aire, e no P o r t o as 

2. " C o m u n i c a r esta r e s o l u ç ã o à s en t idades p e d a ­
g ó g i c a s o f i c i a i s e r e s p o n s á v e i s . 

3. ° E m p r e g a r todos os m e i o s ao seu a l cance p a r a 
q u e o m e s m o r e g i m e se ja s u b s t i t u í d o p o r o u t r o 
que m e l h o r possa s e r v i r os i n t e r ê s s e s d o e n s i n o . 

C o m base nes ta p r o p o s t a a D i r e ç ã o da S. P. M . 
a p r e s e n t o u a Sua E x . a o M i n i s t r o da E d u c a ç ã o 
N a c i o n a l u m a r e p r e s e n t a ç ã o . 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » r eg i s t a c o m p r a z e r a 
a c ç ã o d e s e n v o l v i d a pe l a S. P . M . 

M A T E M Á T I C O 

duas segu in tes : Caractérisation topologique du 
segment de la droite, de la demi-droite et du cercle, 
Le déterminant de Wronski et son intervention dans 
un paradoxe mécanique. 

Os es tud iosos da e spec ia l idade v ã o t e r o p o r t u ­
n i d a d e de c o n h e c e r d i r e c t a m e n t e as i n v e s t i g a ç õ e s 
m a i s r ecen tes do i l u s t r e m a t e m á t i c o , e de o o u v i ­
r e m s ô b r e as m o d e r n a s t e n d ê n c i a s da T o p o l o g i a . 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » j u l g a i n t e r e s s a n t e 
t r a n s c r e v e r a s e g u i n t e p r o p o s t a u n â n i m e m e n t e 
a p r o v a d a e m recen t e r e u n i ã o da A s s e m b l é i a G e ­
r a l , da Soc iedade P o r t u g u e s a de M a t e m á t i c a , q u e 
d á b r e v e m e n t e u m a i d é i a j u s t a da p e r s o n a l i d a d e 
c i e n t í f i c a do p r o f e s s o r F r é c h e t : 

A D i r e c ç ã o da Soc i edade P o r t u g u e s a de M a t e ­
m á t i c a , r e c o n h e c e n d o : 

1. ° — a i n f l u ê n c i a p r o f u n d a e x e r c i d a pe l a s c o n ­
c e p ç õ e s do S e n h o r M a u r i c e F r é c h e t , no m o v i - ' 
m e n t o m a t e m á t i c o c o n t e m p o r â n e o ; 

2. " — q u e a c r i a ç ã o d u m a t e o r i a dos e s p a ç o s 
abs t rac tos , p o r este i l u s t r e m a t e m á t i c o , n o i n í c i o 
do s é c u l o , f o i o p o n t o de p a r t i d a n e c e s s á r i o p a r a 
o d e s e n v o l v i m e n t o de n u m e r o s a s t eo r i a s m a t e ­
m á t i c a s e m p l e n o f l o r e s c i m e n t o nos nossos d ias ; 

3. ° — q u e as t eo r i a s abs t rac tas , de q u e M a u r i c e 
F r é c h e t f o i u m dos p r i m e i r o s p i o n e i r o s , p e r m i t i ­
r a m r e a l i z a r nos ú l t i m o s t r i n t a anos u m g igan tesco 
t r aba lho de s í n t e s e e de c l a r i f i c a ç ã o das c i ê n c i a s 
m a t e m á t i c a s ; 

4. ° — q u e a o b r a de M a u r i c e F r é c h e t r e a l i z a d a 
nos m a i s v a r i a d o s c a m p o s das m a t e m á t i c a s p u r a s 
e ap l i cadas é u m m o n u m e n t o à g l ó r i a do e s p í r i t o 
c o n s t r u t i v o do H o m e m ; 
p r o p õ e , pe la p r i m e i r a vez, 

a a t r i b u i ç ã o do t í t u l o de s ó c i o h o n o r á r i o da So­
c iedade P o r t u g u e s a de M a t e m á t i c a ao S e n h o r M a u ­
r i c e F r é c h e t , P r o f e s s o r da Facu ldade de C i ê n c i a s 
de Par i s , c o m o h o m e n a g e m pres tada pe la S o c i e ­
dade Po r tuguesa de M a t e m á t i c a à sua o b r a c i e n ­
t i f i c a . 
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Centro de Estudos Matemáticos 
do Instituto para a Alta Cultura 

O C e n t r o de E s t u d o s M a t e m á t i c o s do I . A . C. 
o r g a n i z o u p a r a o a c t u a l ano l e c t i v o duas s é r i e s 
de c o n f e r ê n c i a s q u e se i n i c i a r a m e m 15 de N o ­
v e m b r o e se p r o l o n g a r ã o a t é ao f i m do ano . A 
p r i m e i r a , de Introdução à Algebra Abstracta, t e m 
o o b j e c t i v o de f a c i l i t a r u m a i n i c i a ç ã o n o es tudo 
da Á l g e b r a M o d e r n a . T o d o o p r o g r a m a f o i c o n ­
c e b i d o e p r e p a r a d o de m o d o que , p r e s s u p o n d o 
apenas o c o n h e c i m e n t o da t e o r i a c l á s s i c a das 
e q u a ç õ e s , l e v e o o u v i n t e a f a m i l i a r i z a r - s e , g r a ­
d u a l m e n t e , c o m os m é t o d o s e os t e o r e m a s abs ­
t r ac to s h a b i l i t a n d o - o e m p o u c o t e m p o p a r a a 
l e i t u r a e c o m p r e e n s ã o da l i t e r a t u r a de Á l g e b r a 
A b s t r a c t a . E s t a s é r i e de c o n f e r ê n c i a s q u e n ã o 
p o d e f i c a r c o m p l e t a d a ê s t e ano o c u p a r á a inda o 
p r i m e i r o s e m e s t r e de 1942-1943. O p r o g r a m a p a r a 
1941-1942 é c o n s t i t u í d o p e l o s c a p í t u l o s s e g u i n t e s : 
T e o r i a dos n ú m e r o s ; T e o r i a c l á s s i c a de Ga lo i s ; 
G r u p o s a b s t r a c t o s ; C o r p o s a l g é b r i c o s ; D o m í n i o s 
a l g é b r i c o s de i n t e g r i d a d e ; A n é i s e c o r p o s ; Cor ­
pos p e r f e i t o s . C o l a b o r a m ê s t e ano : J . R é m y F r e i r e , 
O . M o r b e y R o d r i g u e s , J . S e b a s t i ã o e S i l v a , J . S i l v a 
P a u l o , A . S á da Costa , G. R a m o s de Cas t ro , V . B a r ­
ro so , J . R i b e i r o de A l b u q u e r q u e , M . de A l e n q u e r , 
F . V e i g a de O l i v e i r a e H . R i b e i r o . 

T i v e r a m j á l u g a r as s e g u i n t e s c o n f e r ê n c i a s 
des ta s é r i e : e m N o v e m b r o , s ô b r e a t e o r i a dos 
n ú m e r o s , p o r J . R é m y F r e i r e nos d ias 18 e 20, p o r 
O . M o r b e y R o d r i g u e s nos d ias 25 e 27 ; e m D e z e m ­
b r o , s ô b r e a T e o r i a c l á s s i c a de Ga lo i s , p o r J . S e ­
b a s t i ã o e S i l v a nos d ias 2, 4, 9, 1 1 , 16 e 18. 

A s c o n f e r ê n c i a s c o n t i n u a m a r e a l i z a r - s e r e g u ­
l a r m e n t e n o a n f i t e a t r o de m a t e m á t i c a da F a c u l ­
dade de C i ê n c i a s de L i s b o a , à s t ê r ç a s e q u i n t a s -
- f e i r a s pe l a s 18 h o r a s . 

A s egunda s é r i e de c o n f e r ê n c i a s , de Introdução 
à Topologia Geral i n c l u i - s e nas s e s s õ e s de t r a ­
b a l h o ( c o l ó q u i o s ) do S e m i n á r i o de A n á l i s e Gera l . 
Es tas s e s s õ e s de t r a b a l h o t o r n a m - s e p ú b l i c a s p a r a 
c o r r e s p o n d e r à c u r i o s i d a d e r e p e t i d a m e n t e m a n i ­
fe s t ada pe lo s e s tud iosos e m f ace dos r e su l t ados , 
dos m é t o d o s e d o o b j e c t i v o d ê s t e r a m o da A n á ­
l i s e G e r a l . P r o c u r a - s e , s e m p r e j u í z o do c a r á c t e r 
de s e s s õ e s de t r a b a l h o q u e d e v e m ter , n ã o p e r d e r 
a o p o r t u n i d a d e de d i v u l g a r os F u n d a m e n t o s da 
T o p o l o g i a G e r a l e, c o m ê s t e f i m , d e t a l h a m - s e as 
q u e s t õ e s e m u l t i p l i c a m - s e os e x e m p l o s . Estas con­
f e r ê n c i a s t ê m n e c e s s a r i a m e n t e u m c a r á c t e r p o u c o 
e l e m e n t a r . Pa ra a sua c o m p r e e n s ã o n ã o se r e q u e r e 
n e n h u m c o n h e c i m e n t o e spec i a l da M a t e m á t i c a mas 
u n i c a m e n t e u m c e r t o h á b i t o de a b s t r a c ç ã o . 

T i v e r a m j á l u g a r as s egu in t e s c o n f e r ê n c i a s de 
T o p o l o g i a G e r a l : e m 15, 22 e 29 d e N o v e m b r o e 
e m 6 de D e z e m b r o , s ô b r e a n o ç ã o d e V i z i n h a n ç a 
e o O b j e c t i v o da T o p o l o g i a G e r a l p o r H u g o R i ­
b e i r o ; e m 13 de D e z e m b r o , s ô b r e C o n j u n t o s f e c h a ­
dos e e s p a ç o s ( F ) p o r A n t ó n i o M o n t e i r o ; e m 16 
de D e z e m b r o , s ô b r e os e s p a ç o s d e K u r a t o w s k i 
p o r J . da S i l v a P a u l o . A s c o n f e r ê n c i a s de s t a s é r i e 
c o n t i n u a m a r e a l i z a r - s e r e g u l a r m e n t e n o m e s m o 
l o c a l que as da s é r i e de Á l g e b r a aos s á b a d o s 
pe las 14 h o r a s . 

Os o u t r o s c o l ó q u i o s d o S e m i n á r i o de A n á l i s e 
G e r a l s ã o r e s e r v a d o s aos t r a b a l h a d o r e s d o C e n t r o 
e à s pessoas e s p e c i a l m e n t e a u t o r i z a d a s p a r a ê s s e 
f i m . I n c l u e m - s e e x p o s i ç õ e s s ô b r e os s e g u i n t e s 
a s s u n t o s : fundamentos da topologia geral, axio­
mática da geometria projectiva, resolução das 
equações algébricas, teoria das estruturas, evolução 
da lógica, fundamentos da teoria dos quantos. 

P r o g r a m a s de t a lhados e o u t r a s i n f o r m a ç õ e s 
fo rnece -as o C e n t r o de E s t u d o s M a t e m á t i c o s d o 
I . A . C. | n a F a c u l d a d e de C i ê n c i a s de L i s b o a . 

Sôbre o objectivo dos cursos promovidos pela Secção 
de Matemática da Faculdade de Ciências do Porto 

N o s e g u i m e n t o das c o n f e r ê n c i a s de A n t ó n i o 
M o n t e i r o e M a n u e l V a l a d a r e s , r e s p e c t i v a m e n t e 
s ô b r e Topologia Geral e s ô b r e Os novos elemen­
tos da Família do Rádio, v ã o rea l i za r - se n a F a c u l ­
dade de C i ê n c i a s d o P ô r t o do i s c u r s o s l i v r e s de , 
M a t e m á t i c a : u m s ô b r e a Teoria dos Grupos e suas 
Aplicações à Física Quântica, p o r A n t ó n i o d e 
A l m e i d a Costa ; o u t r o s ô b r e Cálculo Tensorial e 
algumas das suas Aplicações, p o r M a n u e l G o n ­
ç a l v e s M i r a n d a . 

E s t ã o a i n d a e m p r o j e c t o o u t r o s c u r s o s , c o m u ­
n i c a ç õ e s e c o n f e r ê n c i a s , e c o n t a m o s i g u a l m e n t e 
c o m a c o l a b o r a ç ã o de p r o f e s s o r e s d e o u t r a s F a ­
culdades , n o m e a d a m e n t e c o m o P r o f e s s o r V i c e n t e 
G o n ç a l v e s , de C o i m b r a , e c o m o P r o f e s s o r B e n t o 
C a r a ç a e D o u t o r M a r q u e s da S i l v a , de L i s b o a . 

É n a t u r a l n o e n t a n t o p r e g u n t a r - s e q u a l f o i o 
p e n s a m e n t o da S e c ç ã o de M a t e m á t i c a ao t o m a r a 
i n i c i a t i v a d ê s t e s cursos e c o n f e r ê n c i a s , a i n t e g r a r 
n u m p l a n o de c o n j u n t o q u e e n g l o b e n ã o s ó a 
M a t e m á t i c a m a s i g u a l m e n t e a F í s i c a e m e s m o a 
B i o l o g i a . 

Q u e o b j e c t i v o p r e t e n d e m o s n ó s a t i n g i r ? P o r 
u m l ado , no p l a n o c i e n t í í i c o , t e m o s a i n t e n ç ã o de 
f a c i l i t a r aos es tud iosos as t é c n i c a s e as v i a s de 
acesso aos p r o b l e m a s de m a i o r a c t u a l i d a d e da 
M a t e m á t i c a e das suas A p l i c a ç õ e s . P o r o u t r o , d e ­
s e j a m o s i n t e g r a r os p r o b l e m a s da M a t e m á t i c a n o 
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m o v i m e n t o g e r a l da C i ê n c i a , n u m a p r i m e i r a t e n ­
t a t i v a de s i s t e m a t i z a ç ã o das i n t i m a s r e l a ç õ e s q u e 
h o j e e x i s t e m e n t r e os t r ê s d o m í n i o s — o da M a ­
t e m á t i c a , o da F í s i c a e o da B i o l o g i a . F i n a l m e n t e , 
n u m p l a n o é t i c o , d e s e j a m o s c r i a r u m a m b i e n t e 
d e t r a b a l h o , u m « c l i m a » e u m e s t í m u l o , c o m o 
r e s u l t a n t e da c o o p e r a ç ã o de todos n u m a t a r e f a 
q u e t r anscende o i n t e r ê s s e i m e d i a t o de cada u m 
e t r a d u z u m a c o n s c i ê n c i a c o l e c t i v a : a de q u e 
p e r t e n c e m o s a u m a U n i v e r s i d a d e . 

N u m m o m e n t o e m q u e p o r t ô d a a p a r t e se p r o ­
c l a m a o sentido místico do t r a b a l h o , e e m q u e a 
p r ó p r i a i n t e l i g ê n c i a é ava l i ada e m f u n ç ã o das suas 
r e a l i z a ç õ e s e f ec t ivas e n ã o c o m o s o m a t ó r i o d e 
p o s s i b i l i d a d e s , a S e c ç ã o de M a t e m á t i c a e n t e n d e u 
q u e era do seu d e v e r o a n i m a r e p r o m o v e r a 
r e a l i z a ç ã o de u m p l a n o de t r a b a l h o de c o n j u n t o . 

P o l a r i z a n d o a nossa a t e n ç ã o e m a lguns p r o b l e ­
m a s da ac tua l idade d e n t r o do g r a n d e m o v i m e n t o 
da M a t e m á t i c a e c o n v i v e n d o c o m espec ia l i s tas das 
o u t r a s c i ê n c i a s , v a m o s a j u d a r - n o s m u t u a m e n t e , 
« r a c i o c i n a n d o e m v o z a l t a » s ô b r e a q u ê l e s p o n t o s 
que f o r m o s e s tudando c o m cu idado e i n t e r ê s s e . 

E c o m u m a o r i g i n a l i d a d e m a i s o u m e n o s m a r ­
cada e u m m a i o r o u m e n o r p o d e r de s i s t e m a t i z a ­
ç ã o , c o n f o r m e a m a n e i r a de ser de cada u m de 
n ó s , t odos p o d e m o s v i v e r c o m i g u a l i n t e n s i d a d e 
esta a f i r m a ç ã o c o l e c t i v a de v o n t a d e , de t enac idade 
e de s o l i d a r i e d a d e . 

E . Picard 

A i m p r e n s a m u n d i a l n o t i c i o u h á dias a m o r t e 
do m a t e m á t i c o f r a n c ê s E . P i c a r d . A R e d a c ç ã o da 
« 'Gaze ta de M a t e m á t i c a » sente o d e s a p a r e c i m e n t o 
de t ã o n o t á v e l c i e n t i s t a e j u l g a p r e s t a r - l h e u m a 
m o d e s t a h o m e n a g e m ap re sen t ando aos seus l e i ­
t o r e s a b r e v e n o t í c i a q u e segue e q u e r e d i g i u 
J o s é R i b e i r o de A l b u q u e r q u e : 

Nasceu e m Par i s e m 1856 e desde m u i t o n o v o 
c o m e ç o u u m a c a r r e i r a c i e n t í f i c a b r i l h a n t e . S a i u 
da E s c o l a N o r m a l e m 1877 d o u t o r a d o e m c i ê n c i a s 
e f o i n o m e a d o i m e d i a t a m e n t e « m a î t r e de c o n f é ­
r e n c e s » na Fac. de C i ê n c i a s de P a r i s (1328). E m 
s e g u i d a f o i enca r r egado de cu r so e m T o u l o u s e 
(1879) e depo i s , na S o r b o n n e , s u p l e n t e da cade i r a 
de m e c â n i c a f í s i c a e e x p e r i m e n t a l (1881-1885). 
F o i p r o f e s s o r da Fac. de C i ê n c i a s de P a r i s desde 
(1886) e da E s c o l a C e n t r a l de A r t e s e M a n u f a c ­
t u r a s desde 1893. E m 1889 f o i n o m e a d o m e m b r o 
da A c a d e m i a das C i ê n c i a s de que se t o r n o u e m 
1917, S e c r e t á r i o G e r a l . F o i e l e i t o pa ra a A c a d e ­
m i a f r ancesa e m 1924. 

E m 1920 a s s u m i u u m a a t i t u d e i n e s p e r a d a da 
pa r t e de u m e s p í r i t o c o m o o seu, c o n t r a os seus 

colegas s á b i o s a l e m ã e s , p r o p o n d o a sua e x p u l s ã o 
da A c a d e m i a , i d é i a esta que t e v e a r e p r o v a ç ã o 
g e r a l do e s t r a n g e i r o . 

Os seus n o t á v e i s t r a b a l h o s v e r s a r a m p r i n c i p a l ­
m e n t e s ô b r e a n á l i s e m a t e m á t i c a e e q u a ç õ e s d i f e ­
r e n c i a i s e p u b l i c o u e n t r e ou t ras , as s e g u i n t e s 
m e m ó r i a s : « Q u e l q u e s r é f l e x i o n s s u r Ia m é c a n i ­
q u e s u i v i e s d 'une p r e m i è r e l e ç o n de d y n a m i q u e 
(1902) ; S u r l e d é v e l o p p e m e n t de l ' ana lyse et ses 
r a p p o r t s a u x d i v e r s e s sc iences (1905); L ' O e u v r e de 
H . P o i n c a r é (1913); L e s sc iences m a t h é m a t i q u e s 
en F r a n c e d e p u i s u n d e m i - s i è c l e (1917) ; L a v i e 
et l ' o e u v r e de G. D a r b o u x (1917) ; L a t h é o r i e de 
la r é l a t i v i t é et ses a p p l i c a t i o n s à l ' a s t r o n o m i e 
(1921); D i s c o u r s et M é l a n g e s (1922) ; L a v i e et 
l ' o e u v r e de P i e r r e D u h e m (1922) ; M é l a n g e s de 
m a t h é m a t i q u e s et de p h y s i q u e (1924) ; L e s T h é o ­
r i e s de l ' o p t i q u e et l ' o e u v r e de H i p p o l y t e F i z e a u 
(1924 ) ; Pascal m a t h é m a t i c i e n (1924); L e ç o n s s u r 
q u e l q u e s é q u a t i o n s f o n c t i o n n e l l e s , avec des a p p l i ­
ca t ions à d i v e r s p r o b l è m e s d ' ana lyse et de p h y s i ­
q u e m a t h é m a t i q u e (1929) ; L e ç o n s s u r q u e l q u e s 
t y p e s s i m p l e s d ' é q u a t i o n s aux d é r i v é e s p a r c i e l l e s , 
avec des a p p l i c a t i o n s à la p h y s i q u e m a t h é m a t i q u e 

(1928) ; L e ç o n s su r q u e l q u e s p r o b l è m e s a u x l i m i ­
tes de l a t h é o r i e des é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 
(1929) ; U n c o u p d ' o e i l s u r l ' h i s t o i r e des sc ienses 
et des t h é o r i e s p h y s i q u e s (1930). 

S ã o d ê l e t a m b é m as ob ras tan tas v ê z e s c o n s u l ; 
tadas pe los es tud iosos : T r a t a d o de a n á l i s e , 3.° 
v o l . (1893-1923) ; T e o r i a das f u n ç õ e s a l g é b r i c a s de 
duas v a r i á v e i s i n d e p e n d e n t e s ( e m c o l a b o r a ç ã o 
c o m S i m a r t , 2 v o l , 1897-1906). 

No prelo 

A L M E I D A C O S T A — Elementos da T e o r i a dos 
G r u p o s . E d i t a d o s pe l a S e c ç ã o de M a t e m á t i c a da 
F a c u l d a d e de C i ê n c i a s do P ô r t o . 

A N T Ó N I O M O N T E I R O — I n t r o d u ç ã o à Á l g e b r a 
Linear — l . a Pa r t e . R e p r e s e n t a ç ã o a n a l í t i c a dos 
O p e r a d o r e s L i n e a r e s n o e s p a ç o a « - d i m e n s õ e s . 
C u r s o r e a l i z a d o no S e m i n á r i o d é A n á l i s e G e r a l 
do C e n t r o de E s t u d o s M a t e m á t i c o s d o I n s t i t u t o 
p a r a a A l t a C u l t u r a n o ano l e c t i v o 1940-1941. 
V o l . I da C o l e c ç ã o Estudos de Matemática. 

RUY LUlS G O M E S — I n t r o d u ç ã o M a t e m á t i c a à 
Teor i a dos Q u a n t a . C u r s o de F í s i c a M a t e m á t i c a 
r ea l i zado na F a c u l d a d e de C i ê n c i a s do P ô r t o . 

A p r i m e i r a pa r t e d ê s t e cu r so é consagrada à 
T e o r i a da m e d i d a - L , à n o ç ã o de i n t e g r a l - L e i n t e -
g r a l - L de S t i e l j e s e m e s p a ç o s m u i t o gera is . Se -
gue-se a T e o r i a dos O p e r a d o r e s L i n e a r e s no 
e s p a ç o de H i l b e r t , e f i n a l m e n t e as suas a p l i c a ç õ e s 
à T e o r i a dos Quan t a . 
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P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

881 — C a l c u l a r o i n t e g r a l 

x " dx 
/ . w - j B^-AC^O ( » i n ­

t e i r o p o s i t i v o ) . 

8 8 2 — E s t u d a r a c u r v a y * e m que P 

e O s ã o p o l i n ó m i o s e m x de g r a u p e q , sob o 
p o n t o de v i s t a das a s s i m p t o t a s r e c t i l í n e a s . 

8 8 3 — D e t e r m i n a r o r a i o d u m s e c t o r c i r c u l a r 
de p e r í m e t r o cons t an te , de f o r m a q u e a á r e a se ja 
m á x i m a . 

8 8 4 — E s t u d a r a c o n v e r g ê n c i a da s é r i e c u j o 

t ê r m o g e r a l é 
a"=[sen(8+«)]' 0 < o < í 

S 8 5 — I n t e g r a - s e a f u n ç ã o e: s"~i (» > 0) ao 
l o n g o d u m c o n t o r n o f o r m a d o p o r u m r a i o OA 
s e g u n d o ox, u m a rco de c i r c u n f e r ê n c i a AB de 
c e n t r o O e r a i o OA , e u m r a i o BO, s e n d o B t a l 
q u e <z=AOB e s t e j a e n t r e 0 e w / 2 . 

F a z e n d o c r e sce r OA i n d e f i n i d a m e n t e d e d u z i r 
d o r e s u l t a d o os i n t e g r a i s d e f i n i d o s : 

e m que casos o a rco p o d e ser e x p r e s s o n a absc i s sa 
p o r m e i o das t r a n s c e n d e n t e s e l e m e n t a r e s . 

887 — S e n d o a., p , os â n g u l o s q u e f o r m a m 
duas a duas t r ê s s e m i - r e c t a s OA , OB, OC 
(x = (OB, OC), • • • ) p r o v e q u e 

1 cos 1 cos p = s e n ? T s e n 2 o 
cos f 1 cos ». 
cos p cos i. 1 

e m que o é o â n g u l o q u e OC f a z c o m o p l a n o OAB. 

8 8 8 — Se u m a d u p l a f a m í l i a de c u r v a s é d e f i ­
n i d a s o b r e a s u p e r f í c i e * ' = .*-• ( « a ) ( * " = 1 , 2 , 3 , 

a = l , 2 ) pe la e q u a ç ã o ba^dua du® = 0 m o s t r e q u e 

o â n g u l o 6 dessas c u r v a s é e m cada p o n t o d a d o 

p o r t g û ! e m q u e a a g é o t e n s o r 

/ V - ' cos bu du 
S -

' s e n bu du. 

8 8 6 — D a d a a c u r v a p l a n a de e q u a ç ã o y—Ax"=0 
(A cons t an te , p e g i n t e i r o s ) , p r e t e n d e - s e saber 

V/a a*P è a p 
m é t r i c o , a = | o a p | , 6 = | ô a p | . 

8 8 9 — A c h a r a e q u a ç ã o da e n v o l v e n t e das c i r ­
c u n f e r ê n c i a s passando p o r O e de c e n t r o s o b r e 
u m a c i r c u n f e r ê n c i a f i x a t a m b é m pas sando p o r O 
( c a r d i ó i d e ) . 

8 9 0 — C a l c u l a r o n ú m e r o m t a l q u e x^+y^+e3 4-
+ mxys s e j a d i v i s í v e l p o r x+y + s . 

891 — E s c r e v a c o m o p o l i n ó m i o a r a i z q u a d r a d a 
de 9 /4+6.* :—17*2—28*3+49*4. 

S O L U Ç Õ E S D E P R O B L E M A S P R O P O S T O S E M N Ú M E R O S A N T E R I O R E S 

7 3 5 — A s o l u ç ã o do p r o b l e m a 735, na sua se­
g u n d a f o r m a , q u e v e m p u b l i c a d a na p á g . 10 do 
n . ° 7 da « G . M.» e s t á e r rada , mas a s o l u ç ã o n ã o é 
a q u e o sr . J . S. F a r i a A b r e u i n d i c a , m a s s i m 

i n ± l _ 6 « ± 1 
M . A . 

c o n t a n t o q u e s e m p r e s o m e m r . O seu n ú m e r o 
t o t a l s e r á p o i s a s o m a de todas as c o m b i n a ç õ e s , 
c o m o se d e d u z da i g u a l d a d e a n t e r i o r : 
/ n + t \ ( n \ [ t \ í n \ í t \ + 

r - 1 
13 

7 3 6 
/ n + t \ / n + t — l \ / n + t - l \ 

- ( r H r ) + ( r-1 ) • 

/ n + / - 2 \ 

" ( r - 1 ) + 

{r-i+l) + {r-t 

-jo-sc 
í 

it<r). 

+ • + 

n + t — 1 

r - 1 
w + 1 \ 

n a d a m e n t e e f a z e n d o as r e d u ç õ e s v e m 

n + / — 1 

r - 2 

S o m a n d o o r d e -

rrvra-
• cr 

i + A 

- / _ ( £ + l ) 

n 

r - t 

-í—2 

- 1 
;< 

p o d e m - s e s e p a r a r os ( « + / ) e l e m e n t o s e m 2 g r u ­
p o s de n e / , e a g r u p á - l o s de d i v e r s o s m o d o s , 

\.*—f I \ ' / ~ \ * / \r—k) 
Solução enviada pelo Sr. J . S. Faria Abreu, de Penafiel. 

792 — R e c e b e m o s d o Sr . J . S. F a r i a A b r e u u m a 
s o l u ç ã o que n ã o p u b l i c a m o s p o r se r e x c e s s i v a ­
m e n t e l onga . 

Sol. : — S u b t r a i n d o a ú l t i m a c o l u n a das duas 
p r i m e i r a s (há p e l o m e n o s 3 c o l u n a s v i s t o q u e p o r 
h i p ó t e s e « > 2 ) os e l e m e n t o s da 1.» c o l u n a f i c a m 
igua i s a b„ — bi e os da 2 . a c o l u n a a bn—b,2. T e n d o 
duas co lunas p r o p o r c i o n a i s , a„ = 0 . M . A. 

7 9 4 — R e c e b e m o s a s o l u ç ã o d o S r . J . S. F a r i a 
A b r e u , q u e v e r i f i c a o t e o r e m a p r o p o s t o c a l c u l a n d o 
a m b o s os t e r m o s da i g u a l d a d e q u e a c o m p a n h a o 
e n u n c i a d o e v e r i f i c a n d o que s ã o igua i s . 

M . A. 
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Serviço de informação 

A r e d a c ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » r e s p o n ­

d e r á à s consu l t a s q u e os l e i t o r e s lhe d i r i j a m . E , 

s e m p r e q u e o as sun to d u m a consu l t a possa i n t e ­

r e s sa r a massa dos l e i t o r e s , a r e spos ta s e r á dada 

nestas co lunas , p o d e n d o s õ b r e ela es tabe lecer -se 

d i s c u s s ã o , q u a n d o p a r a t a l h a j a lugar . P r o m o v e r -

- s e - á , d ê s t e m o d o , o con tac to en t r e os l e i t o r e s e 

destes c o m a Gazeta, q u e sua é, t a l c o m o s u c e d e r á 

a t r a v é s dou t r a s s e c ç õ e s . A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » 

c o n s i d e r a o e s t a b e l e c i m e n t o d ê s t e con tac to c o m o 

u m a das c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s à d i f u s ã o do gos to 

e d o es tudo da M a t e m á t i c a , e, p o r isso m e s m o , 

d e d i c a r á t ô d a a a t e n ç ã o n ã o s ó a esta s e c ç ã o , c o m o 

a o u t r a s j á c r i adas — P r o b l e m a s , N o t i c i á r i o , B i ­

b l i o g r a f i a — o u q u e v i r á a c r i a r — Clubes de M a ­

t e m á t i c a , C i n e m a , etc. R e s u m i n d o , é p r e c i s o c o n ­

v e r t e r a « G a z e t a de M a t e m á t i c a » n u m i n s t r u m e n t o 

de t r a b a l h o , p a r a c u j a a f i n a ç ã o n ã o pode d i s p e n -

sar-se a a c t u a ç ã o e f e c t i v a dos l e i t o r e s a t r a v é s 

das suas p á g i n a s . 

C O L A B O 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » s o l i c i t o u n o seu p r i ­

m e i r o n ú m e r o o concu r so de todos os p r o f e s s o r e s 

e ass is tentes das cade i ra s de m a t e m á t i c a das 

escolas s u p e r i o r e s , sob a f o r m a de e n v i o de p o n ­

tos de e x a m e s de f r e q u ê n c i a e f i n a i s , a f i m de 

p o d e r a l c a n ç a r p l e n a m e n t e o o b j e c t i v o que a s i 

m e s m a m a r c o u — a p u b l i c a ç ã o de todos os p o n t o s 

de exames . A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » t e m de 

agradecer , r e c o n h e c i d a m e n t e , aos p r o f e s s o r e s e 

Referênc ias 

A D i r e c ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » a g r a ­

dece m u i t o r e c o n h e c i d a as r e f e r ê n c i a s fe i tas p o r : 

« D i á r i o de L i s b o a » , « D i á r i o de N o t í c i a s » , « J o r n a l 

do C o m é r c i o e das C o l ó n i a s » , « D i á r i o da M a n h ã » , 

« O S é c u l o » , « J o r n a l de N o t í c i a s » , « G a z e t a de 

C o i m b r a » , « O P r i m e i r o de J a n e i r o » e « D i á r i o d e 

C o i m b r a » . 

Publ icações per iódicas 

A g r o s — B o l e t i m dos E s t u d a n t e s de A g r o n o m i a . 
A n o 24 — n . o s 4 e 5 — J u l h o - O u t u b r o . 

Boletin M a t e m á t i c o — ( B u e n o s A i r e s ) . R e v i s t a 
A r g e n t i n a de M a t e m á t i c a , A n o X I V . 

Portugaliae Mathematica — V o l . 2 (1942) Fase . 4 
— P e d r o J o s é da C u n h a — Du parallélisme dans 
l'espace euclidéen. J . V i c e n t e G o n ç a l v e s — Quel­
ques résultats concernant les régions simples. J . S e ­
b a s t i ã o e S i l v a — Sur une méthode d'approximation 
semblable à celle de Crãjfe. J . R i b e i r o de A l b u ­
q u e r q u e — La notion de frontière en Topologie. 

V o l . 3 (1942) — Fase. 1 — J o h n v o n N e u m a n n — 
Approximative properties of matrices of high f i ­
nite order. L . A . S a n t a l ó — Quelques propriétés des 
courbes gauches dans la Géométrie différentielle 
a f f i n e . 

T é c n i c a — R e v i s t a d e E n g e n h a r i a dos A l u n o s 
d o I . S. T . n . ° 123 ( N o v e m b r o de 1941) e n . ° 124 
( D e z e m b r o de 1941). O n . ° 124 c o n t é m u m a r t i g o 
s õ b r e a ene rg ia das a c e l e r a ç õ e s d u m s ó l i d o c o m 
u m p o n t o f i x o , pe lo P r o f . A . de M i r a F e r n a n d e s . 

R A Ç Ã O 

ass is tentes q u e c o r r e s p o n d e r a m ao seu a p ê l o , t 

f a c u l t a n d o - l h e os p o n t o s dese jados . T o d a v i a , n ã o 

t e m p o d i d o a « G a z e t a de M a t e m á t i c a » p u b l i c a r 

todos os pon tos , ou p o n t o s de todas as escolas . 

E s t a f a l h a p o d e r i a desapa rece r n o f u t u r o , se a 

c o l a b o r a ç ã o que f a l t a , u m a v e z r e c o n h e c i d a a u t i ­

l i d a d e da Gazeta , l h e f ô s s e o f e r e c i d a , c o m o s o l i ­

c i t o u e agradece . 

Aos assinantes 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » pede , agora q u e 

v a i p rocede r - s e à c o b r a n ç a das ass ina turas o 

m e l h o r a c o l h i m e n t o pa ra os r e c i b o s que r e m e ­

t e r á p o r i n t e r m é d i o do c o r r e i o . E m f a v o r d ê s t e 

p e d i d o , r ecorda-se q u e a r ecusa d u m r e c i b o r e ­

p r e sen t a p a r a a « G a z e t a de M a t e m á t i c a » u m a d e s -

peza a v u l t a d a a l é m de p r o v o c a r p e r t u r b a ç õ e s nos 

s e r v i ç o s de t e s o u r a r i a . 



C O L A B O R A D O R E S 

António Monteiro, A. Sá da Costa, Bento Caraça, Jaime 
Rios de Sousa, José Sebastião e Silva, José Silva Paulo, 

Manuel Zaluar, Ruy Luís Gomes 

C E D E R A M PONTOS O U RESOLUÇÕES 

A. A. Ferreira de Macedo, A. Cortesão Pais, A. de Mira 
Fernandes, A. Sá da Costa, Bento Caraça, O. Ramos de 
Castro, Hugo Ribeiro, Jaime Rios de Sousa, J . F . Ramos 
e Costa, José Vicente Gonçalves, J . Calado, J . César Qom, 
J. Pais Morais, M. Esparteiro, Madureira e Sousa, Maria 
do Pilar Ribeiro, M. Zaluar, Pinto de Almeida, R. Sarmento 

de Beires, Vítor Hugo de Lemos, Virgílio Barroso 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

A aGazeta de Matemática» publica quatro números por ano, em Janeiro, Abril , 
Junho e Outubro. Cada número terá um mínimo de 16 páginas e o preço de Esc. 5#>oo. 

Pontos de Exame. Uma das secções permanentes da «Gazeta de Matemática» é 
constituída pelos pontos de exame de aptidão às universidades e pontos de exame de 
frequência e finais das cadeiras de matemática das escolas superiores. A distribuição 
normal destes pontos, pelos diferentes números da «Gazeta de Matemática» é a 
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Abril — pontos do 2 . 0 exame de frequência; número de Junho —pontos de exames 
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cada um dêstes números poderá publicar e publicará, em geral, outros pontos além 

dos indicados. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A administração da «Gazeta de Matemática» aceita assinaturas de quatro números 
ao preço de Esc. 18*00, para o que bastará dar a indicação do nome, morada, 
local da cobrança e do número em que deve ter início. A assinatura será renovada 
automàticamente no seu têrmo, salvo aviso prévio em contrário. Para simplificar o 
trabalho de cobrança, tôdas as assinaturas serão acertadas de modo tal que passem 
a ter início com o número de Janeiro de cada ano, pelo que, a primeira cobrança, 
das assinaturas com início em qualquer outro número, será de Esc. 4®5o, Esc. 9*00 

ou Esc. i3í£>5o, correspondendo a 1, 2 ou 3 números. 

Números atrazados. Os números atrazados são vendidos ao preço de capa : 
N.° 1 Esc. 3í»oo, N . ° 2 Esc. 3»oo, N.°3 E S C . 6;» 5 O, N.°4 E S C . 3$>oo, N.°5 Esc. 4*00, 

N.° 6 Esc. 4*00, N.° 7 Esc. 6&>oo, N.° 8 Esc. 4*00. 

Inscreva-se desde já como assinante da «Gazeta de Matemática» ; assim, concorrerá 
para o futuro melhoramento da revista, que não constitui, de modo algum, um 

empreendimento comercial. 


