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Sur le normalisateur d'un sous-groupe cyclique
par José Morgado
Fa:uldade de Filosofia de Pernambuco e Instituto de Fisica e Matematica
da Universidade do Recife, Brasit
1 — Introduction. Dans cette note, on étudie quelques pro-

Si a est un élément d'un groupe O et r
est un entier quelconque, I'équation ax”"xa"
n'est pas généralement soluble dans G. Par
exemple, si a appartient au centre de G,
on a ax=--xa, pour tout xgG. Il en
résulte que, si a est un élément d'ordre
infini, alors I'équation ax = x a est soluble,
si et seulement si r = 1; et, sil'ordre de
I'élément a est n, alors cette équation ebt
soluble, si et seulement si la congruence
arithmétique r = 1 (modulo n) est satisfaite.

Cependant Il'ensemble A , formé par les
solutions de toutes les équations ax = xa',
ou r parcourt Il'ensemble Z des nombres
entiers, n'est pas vide, puisqu'il contient le
normalisateur de o(*).

(I) Rappelons que le normalisateur de a est formé
les éléments du groupe G qui sont permutables
Le normalisateur de a est un sous-groupe

par
avec a.
de G .

Rappelons, en outre, que le normalisateur d'un
sous-groupe H , de G, est I'ensemble des éléments
x 6G, tels que xH = Hx . Le normalisateur de H
est le plus grand sous-groupe de G qui contient H

comme sous-groupe invariant.

I'ensemble A et on en déduit
guelques propositions concernant les rela-
entre le normalisateur A\, du sous groupe
cyclique (a) engendré par a, et le norma-
lisateur A, de I'élément a.

priétés de

2 — Propositions préliminaires.

Soit G un groupe et supposons que les
éléments a et x, de G, vérifient I'égalité
(2. 1) ax =x a’,

r étant un entier quelconque.

Alors, on a évidemment
a' Xx = axa =xa "',
et de
a x = xa"",
il résulte
a’''x =T axa'" = xa ea"’ = xa<"+i)",
c'est-a dire, I'égalité
a x — xa"',

est satisfaite, quel que soit I'entier positif m .

De (2. 1), il résulte

= (xa xr )ylex = X a~' X~ eX e=

= xa~" = x-(a-i)
SOCIEDADE PORTUGUESA
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et, moyennant (2. 2), on obtient
a~" x = {far)f™ex —x (cr)" = xa" ',

quel que soit I'entier positif m.

Nous pouvons,
tion suivante :

donc, énoncer la proposi-

LEMME 1. Si & et x appartiennent a un
groupe et ax = xa‘, alors
pour tout entier s .

ona a'x = xa’'’,

La relation (2. 1) entraine

et, d'apres le lIémme 1, on a

ax —x a"
et, par récurrence sur m, on établit
LEMME 2. Si & et x appartiennent a un

groupe et ax = xa’, alors ona ax"=x a",

pour tout entier positif m .
Remarquons que I'égalité (2. 1) n'entraine
pas I'égalité ax"=x"a'", pour tout entier

m; ilpeut méme arriver qu'on ait ax~" =j=~" “i
quel que soit I'entier s, comme on voit dans
I'exemple suivant:

EXEMPLE: Soit G le groupe multiplicatif
formé par les matrices régulieres, du type
2x2, sur le corps des nombres réels. Si

I'on prend

—(5

on voit que

-G D

D'autre part, on montre aisément que
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pour tout entier s, et, par conséquent, on a

quel que soit l'entier s.

LEMME 3. Si a et x sont deux éléments
d'un  groupe G-, tels que ax= xa et
ai"* —x-'a’, avec rs ™1, alors le soua-
-groupe  cycligue  engendré par a est fini.

Dém. : En effet, d'aprés le lemme 1, nous
pouvons écrire

a= ar'a x = a?' exa" = a¥*.

Or, par hypothése, on a rs=f--\ et, par
conséquent, le sous-groupe cyclique engen-
dré par a est fini

Si n désigne l'ordre de ce sous-groupe,
I'égalité a = a" montre que sr=1 (mo-
dulo n); il en résulte que |r| et |sj sont

premiers a n .

Plus généralement, on peut énoncer la
proposition suivante:

LEMME 4. Si lordre du sous groupe en-
gendré par a est n(>1) et si I'équation
ax = xa est soluble, alors |r| est premier
a n.

Dém.: Nous pouvons évidemment suppo-

ser 0 < r e<». Alors, soit d le plus grand
commum diviseur des nombres r et n. On
an=4dgqg et-r=dg , g\ et g étant pre-
miers entre eux.

D'aprés le lemme 1, on peut écrire

a>x = X a«''-=Xx a = X

1

donc,

u étant I'élément neutre pour l'opération du
groupe.

Cela veut dire que
n; mais, d'autre part,

gy est un multiple de
est un diviseur de
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n, c'est a dire, g = n, donc d — 1 et, par
conséquent, r est premier a n.
Il est bien connu que, si r(>1) est pre-

mier & n, alors ily a un entier s, 0<S<?T,

tel que

rs=1 (modulo n).

11 en résulte, d'apres le lernme 1,

donc,

ce qui prouve

LEMME 5. Si le groupe cyclique engendré
par a eut fini et si, en outre, il existe un
élément x tel que ax = x a", alors il y a un
entier s tel que ax ' = x*'a .

Nous pouvons préciser que, sous les hypo-

théses du lemme 5, il n'y a qu'un entier s
tel que ax~' = ar* a' et 0< »< «(') et que
I'égalité ax-=x~*a" est satisfaite, si et

seulement si » et s sont liés par la relation
s'= s (modulo rt).

3 — L'ensemble des solutions des équa-
tions ax = x a’.

Désignons par A Il'ensemble (éventuel-
lement vide) des solutions de [I'équation
ax — xa' et soit A Il'union des ensembles
A, ou r parcourt l'ensemble Z des nom-

bres entiers :

A= (J A,
r6z

L'ensemble A contient le normalisateur
iV() du sous-groupe cyclique (a)
par a En effet, si x eA',), alors,
tout entier h,

k, tel que

engendré
pour
il existe au moins un entier

a*a;, = x a ;

(*) Nous excluons naturellement le cas n = 1.

en particulier, pour h= 1, ily a au moins

un entier r, pour lequel on a ax = x a ,

c'est-a-dire, x eA,, donc x e A

L'exemple donné ci-dessus montre que A

n'est pas  généralement un  sous-groupe du
groupe G .
Cependant,
si xeA et je A alors XxyeA.
En effet, si I'on a
ax = xa' et ay =ya",

alors, d'apres le lemme 1, on a
axy —xa'y =xy a°

c'est-a-dire, xyeA,,, donc Xy&A.

THEOREME 1. Si A est un
de G, alors A est le normalisateur du  sous-

sous-groupe

-groupe  cyclique engendré par a.

Dém. : 1l suffit de montrer que, sous
I'hypothése du théoréme, on a i c¢c jV,,
puisqu‘on a toujours iY(,)C"4.

Soit x e A; alors, ily a des entiers r et
s, tels que

ax =xa et axs =x~ a.

D'apres le lemme 1, on a a%x = xa'’,

pour tout entier t, donc a'x''= a?’'a''.

Cela veut dire que
(") xC (a) et (a) x~ Car(a),

ou, comme d'habitude, (a) désigne le sous-
-groupe cyclique engendré par a.

Mais, de cette derniére inclusion, il résulte
@#(@)C(a)a,
donc

& (a) = (a)a;,

c'est-a-dire, x eA’,), ce qui prouve le théo-

reme.



Une condition suffisante, pour que l'en-
semble A soit un groupe, est donnée par le
.théoréme suivant :

THEOREME 2. Si
engendré  par a est fini, alors
egroupe de G.

le sous-groupe cyclique
A est un  sous-

Dém. : En effet, nous avons déja remar-
qué que l'ensemble A est non vide et con-
tient, avec deux éléments, leur produit; de
plus, d'aprés le lemme 5, x eA entraine
x~ e A

De ce théoreme et du lemme 3, il résulte
immédiatement

COROLLAIRE 1. Si, dans G, il y a un
élément x tel que xeA, x ‘e A et ax = xa’',
avec, |Ir|=f=1, alors A est un sous-groupe

de G
Moyennant le lemme 2, on peut conclure
COROLLAIRE 2. Si xeA,, avec [r|~tl,

de x est fini, alors A est un
de G .

et si Vordre
sous-groupe

En effet, si I'ordre de & est m, on a

a= ax’" = Xxa = a"™ , avec r=f=\,

donc l'ordre de a est fini

Sous les hypotheéses du corollaire 1, sup-
posons que
ay = ya‘

et proposons-nous de déterminer
tion de ce méme type qui soit
par .

Uoe telle équation existe,
un groupe.

Les équations

une équa-
satisfaite

puisque A est

ax = aca et ax~—x~a'

entrainent
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et, de mdme, les équations

ay —ya e ayr = y-a"
entrainent
a" = a
Mais l'ordre de a est fini, soit n, (puis-
que r s =j=\); donc
(3.1) rs—tt' = 0 (modulo n).

Or cette congruence a au moins une solu-
tion t', puisque t est premier a ?;('), d'aprés
le lemme 4.

Inversement, si t satisfait la congruence
(3. 1), on a

y —y" =yt =y«

et ilen résulte

LY==y are

THEOREME 3. Si x" e A, et x' eA et
ri“I~rs'"", alors A est un sous-groupe de G.

Dém.: Supposons A>0 et A;>0;
le lemme 2, on a

d'aprés

ax “«=xX *eg "= X "o dw

d'ou
et, puisque r*=f=s", l'ordre de a est fini et
on a

k—." =0 (modulo n),

n étant l'ordre de a.

Si h< 0 et -k<O , en posant y = a:’,
h"— —h et kK — —k, on a de méme
r*'— g¢"=s0 (modulo n) .
Si h<0 et & >0, soit h'= — h; alors,
des équations
ax™ = x *ea et ax = x e a"

() Puisque I'ordre de a est fini,
supposer t positif.

nous pouvons
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il résulte, d'apres le lemme 2,
aar™ —ar¥tea* et ax'''i= X" earm

et, puisque r*e«8*~fcl, il eu résulte, d'aprés
le lemme 3, que I'ordre de a est fini().

Ou arrive a la mdédme conclusion, si l'on a
h>0 et k< 0.

Ainsi, sous les hypotheses du théoréme
ci-dessus, l'ordre de a est fini et, par con-
séquent, A est un sous-groupe de G (théo-
reme 2).

4 —Décomposition de A par rapporta A’,.

Nous savons que NALA; le théoréme
suivant permet de voir plus clairement les
relations qui existent entre N, et A.

THEOREME 4. Si
et seulement si  xy-'eN,.

xe A,, on a yeA,, si

DEM. : En effet, des équations
ax = xa et ay =y a
il résulte
axy- =xay' =xy' a,

d'ou xy~' eN,

Inversement, si x e A et xy'eN, ,

c'est-a-dire,
ax —xa et axy' =xy' a,
alors
Xy a—ax y' =xay' ;
il en résulte
yi a= a"y*
et, par conséquent,

d'ou yeA, ce qui prouve le théoreme.

(*) Si n désigne l'ordre de a, alors ona r' .s" = |
(modulo n) .

De ce théoréeme il résulte que, si xe A, ,
alors, A" = N, x ; donc, si A=f=A, I'in-
tersection AC\A, est l'ensemble vide.

Ainsi, il y a une partition de I'ensemble A,

formée  par des ensembles de la forme N, x.

5- Le groupe-quocienf A" )/A’,.
On voit aisément que 2v, est un sous-
-groupe invariant dans A’(,,.
En effet, soient x e et yeN, ; les
équations
ax = xa et ay —ya
entrainent
aexyar =xayx- =xyaaH = xya;" ea,
donc xy ar' eN,
THEOREMK 5. Le groupe-quocient N(, /N,
est un groupe abélien fini, quel que soit ae G .
Dém. : En effet, soit
N,/N,=\N,,N.,.b,AU, ...
ot b$SN, c $N, et c$SA,6.
Alors, on a
(5.1) ab = ba et oc =ca’,
avec r=f=\=f=s; on a, de plus, r=j=s, en

conséquence du théoréme 4.

Soit r — 1; alors, si t est un entier
tel que
a6-1= e-ia'(l),
on" a rt=f=\ et, d'aprés le lemme 3, on
déduit que l'ordre de a est fini. Donc, ily
a seulement un nombre fini d'équations du
type ax = xa’', qui soient distinctes!?). Or

chaque élément de A’,)/ A, est une classe

(1) Un tel entier existe, puisque 6-' e iV,,,.

(*) Plus précisément, si n désigne I'ordre de a et
m est un entier, I'égquation ax =*x a" est équiva-
lente a une équation ax = xa', ou r est un entier
tel que 1< r< n.
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les solutions d'une telle
conséquent, le groupe

toutes
équation et, par
. 2V()/ N, est Afini

A tin d'établir que le groupe A*)/ A", est
abélien, observons que, des relations (5. 1)
il résulte

formée par

ab c= ba c=beca et acb—ca'b=cba" ,

sont solutions d'une
type ax — x a, donc
conséquent,

c'est-a-dire, bc et cb
méme équation du
bceNc b et, par

N, bc= N, cb,
c'est-a-dire,
N, beN, c= V,ce*N, b,
ce qui achéve la démonstration.
Nous venons de prouver que, si l'ordre du

groupe-quocient iV, /iV, est plus grand que
2, alors a est un élément d'ordre fini

D'autre part, si l'ordre de a est n et
I'équation ax—xa' est soluble, alorB,
d'aprés le lemme 4, r est premier a n {}).
Donc

ord (N, ,/N,)>2
od (N, /N,)",(n),

entraine

ou @ est lindicateur d'Euler.

Maintenant nous allons préciser ce résultat:
Soit ab = ba et proposons-nous de

déterminer tous les éléments du groupe
cyclique (b) qui appartiennent a iV,.
Si r= 1, on a évidemment (6)c A

Supposons
D'aprés le lemme 2, on a, pour tout entier
positif m,

r=j=1.

apr = b a"

et, par conséquent, b" e N, , si et seulement

(') Nous pouvons supposer r positif, une fois que
I'ordre de a est fini

si

6. 2) r =\ (modulo n) .

Soit e I'exposant de r par rapport a n,
c'est-a-dire, e est lI'infimum des entiers posi-
tifs m satisfaisant la condition (5. 2).

11 est immédiat que l'entier e est un divi-
seur de tout entier positif m satisfaisant
(5. 2) et, inversement, de

r 1 (modulo n)

il résulte, pour tout entier k ,
ke . i (modulo n) ;
et, par conséquent,

[b) RN, - (b) .

diviseur de
un bien connu

En particulier, e est un
®(w), une fois que, d'apres
théoréme d'Euler, on a

>¢?2(«)= 1 (modulo 1T1).

Il en résulte que I'ordre de tout sous-
-groupe cyclique de iV, /A", est un diviseur
de 9 (M).

D'autre part, on sait que tout groupe

abélien fini est isomorphe & un produit direct
de sous-groupes cycliques (dont les ordres
sont puissances de nombres premiers).

De tout cela, ilrésulte le théoréme suivant:

THEOUE.ME 6 :  Sil'onaord
alors l'ordre de a e*t fini et ord (N(,/N,)
eut un divissur de '-p(n), oh n désigne I'ordre
de a et v est f indicateur d'Euler.

(N, IN,)>2,

Supposons ord (A’,)/N,,) = 2, c'est-a-dire,
N,.,/AT.,=\N,,N. b\,

ou ab =j=ba, ab =ba (avec r=f=1), b* e A,,.

Si r>0, alors
ab™Mb? a" = 02,
et, par conséquent,

0" = a.
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Si r< O, en posant rr= —r, ona

O-1 a™ = a"6™

et on peut écrire
a-' 6= ba ',

d'ou

a-i 02= 22,-r'* . £2, -1.

donc

"= a= a"’

Cela veut dire que, sil'ordre de a est n,
alors
r'=1 (modulo n) ;

si I'ordre de a est infini, alors ona r=—1.
Par conséquent,

THEOREME 7. Si ord (N,.,/N,) = 2 et le
sous-groupe cyclique (a) est infini, les seuls
entiers r pour lesquels I'équation ax = xa'
est soluble sont 1 et —1.

Sobre alguns teoremas

por Graciano Neves de

§ 1. Seja A uma matriz quadrada de
ordem n,l a matriz identidade da mesma
ordem e X uma variavel.

E sabido que em véarias questdes tem inte-
resse considerar a funcédo

si= VA —x 1\

gue € evidentemente um polinémio de grau

n em x e se denomina polinébmio caracteris-
tico de A .

Podemos escrever
(1 1) VA-xI\=(-x)« +(-x)"-iS, +

e demontrou JACOBI que o coeficiente Sn-k

de (—x)"“é igual a soma dos menores

Il en résulte immédiatement le suivant

COROLLAIRE. Si
(a) est infini, alors

le sous-groupe cyclique
ona N()= N,, siet seu-

lement  si I'équation ax = xa' nest pas so-
luble.
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da teoria das matrizes

Oliveira

principais de ordem n —k do determinante
da matriz A (¥).

Ocupar nos-emos agora da dedu¢cdo duma
formula que nos permitird dar urna demons-
tracdo muito simples deste teorema de JACOBI.

-§ 2- Consideremos a fun¢do de x

D(XX)=1A—x11

e procuremos a expressdo da sua derivada
de ordem k.
Designemos por ZK*>see>"*) o menor prin-

cipal de D (@?) que se obtém, suprimindo as

(') VICENTE GONGALVES, Curso de Algebra Superior,
2» volume (1950), pag.153.



liuhas de ordem a-,, s+ ,<x e as colunas das
mesmas ordens.

Sendo a,, o elemento da linha i e coluna
k de A temos pela conhecida regra de
derivacdo de determinantes

-1 0 0
d D (X) «21 «22 — * «23
d x °31 «32 0.. - x s
«n — X 0,.
0 1 0
+
«31 «32 a, —X oo

e atendendo ao teorema de LAPLACE

d.D
= - 2 DTM
d x -
Como D<*> é um determinante da forma
de D condui se sem mais que
d D<"> 2 £)<.,..a,>
d x

e ainda por ser da forma de Z> tem-se
ci @C
ou dum modo geral
dz?<* %)
d g
(2. 2)
a., N a,,...«(
Podemos agora demonstrar por indugédo a

féormula

d D N
d x (1) 2 2 e

(2. 3)
2 £>(»e,...<*)

Em primeiro lugar ela verifica-se para
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k — 1 como mostra (2. 1).
valida para k = i

Suponhamo-la

I D .
s =iy 2
(2. 4)
2 Z><x ()
e provemos que entdo também vale para

k=i+ 1.
Derivando (2. 4) e por (2. 2) temos

-= (_l)'+i 2 e

a,=|

2 2

que mostra que (2. 3) é valida para a ordem
A= t+ 1.

Fica pois estabelecida a féormula (2. 3) que
duma maneira mais simples se pode escrever

K

D
- D<ENENNNNNNasgk)
(2. 5) i C (_1)*2_ *
subentendendo se que o somatdrio é esten-
dido a todas as permutagles »jeeea de k
nimeros tomados de 1 a n.

E claro que dois determinantes oo
que s6 difiiram pela ordem dos at sao
iguais. Fixados k numeros a, ***a,  entrardo
pois no somatdrio do segundo membro de
(2. ©) k! determinantes iguaisa ZM"™ "*).
A soma deles pude portanto substituir-se por
k! *> @ supor-se a, < a, < e-. < a.
Logo (2. 5) pode escrever-se

d D
dx”
(2. 6)
=(-1)*A/ 2 "
O-, <*| < soo <
§ 3- Podemos agora fazer a demonstra-

cdo iio teorema atras referido.
Designemos por A™ "*> o valor de
£)(* **) para ,r= O, que é precisamente
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o valor do menor principal de A obtido por
supressdo das linhas ot|,sss,<** e colunas
das mesmas ordens.

Tomemos em (1. 1) as derivadas de ordem
k para x = 0. O primeiro membro reduz-se
por (2.6) a

4<«. »-CU)

(3.1) {-V fht 2

<Fl<eee < *

e 0 segundo membro reduzir-se-4 ao termo
independente da derivada de ordem k do
polinémio que representa e que é

(3. 2) (- IfkISn-*.

As expressfes (3. 1) e (3. 2) deverdo ser
iguais donde se tira

S,., — 2 A(» Stk
«l<, <**

que nos diz precisamente que S-k é a soma
dos menores principais de ordem n —k do
determinante da matriz A , como preten-
diamos.

8§ 4- Por um processo anadlogo ao acabado
de seguir se pode demonstrar o teorema de
LAPLACE sobre determinantes. Para fazermos
esta demonstragcdo é porém necessario ba-
searmo-nos em que a derivada dum determi-
nante em ordem a um seu elemento 6 o
complemento algébrico desse elemento. A
demonstracdo deste facto pode fazer-se muito
simplesmente com o auxilio do teorema de
LAPLACE, mas também se pode fazer inde-
pendentemente deste, como aqui convém
evitar um circulo vicioso.

De facto seja
(4. 1) y = l«i*|

e designemos o elemento da linha r e coluna

s por x . A regra que aplicamos no § 1
para derivar determinantes pode demons-
trar-se independentemente do teorema de

LAPLACE (!). Aplicando-a a (4. 1) e depois

por trocas convenientes de filas paralelas
chega-se a
1 0
(4_ 2) - (_ I)r+*
d x X A
em que O representa a matriz nula do

tipo 1. (n — 1), X a matriz coluna de ele-
mentos o<«(» = 1, eeew; i=fcr) e A o0
menor complementar de x. Atendendo

agora a definicdo de determinante facilmente
se prova regra.

Posto isto consideremos o determinante D
de elemento genérico a,,. Por definicdo ele
O igual a soma dos termos pares da sua
matriz menos 0s termos impares da mesma.
Nalguns dos termos o representante da linha
i é a'i, noutros a,,*-- noutros 6 a,,.
A soma dos termos pares e impares depois
de multiplicados por — 1 que contém a,,
pode pois representar-se por ankf em que
Al ¢é independente de todos os elementos da
linha i. Analogamente para a soma dos
termos que contém o,,, etc. Por outro lado
como todos os termos tém de conter algum

elemento da linha i podemos escrever
D = ai + a 2k, + eee + a, k..

Vamos procurar determinar as constantes
kj. Derivando a igualdade acima em ordem

a Oij temos
d D .
kj
d Oij
dD i .
mas ¢ o complemento algébrico de
daij
ai,. Ficam pois determinadas as constantes

e demonstrado o teorema de LAPLACE.

§ 5. Vamos agora introduzir o conceito
de derivada duma matriz 0 que nos permitiréa
chegar a conclusdes interessantes.

() VICENTE GONGCALVES, C. de Alg. Sup., 2.° vol.
(1950), pag. i49.
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Seja A uma matriz cujos elementos séo
fungbes derivaveis da variavel
-valores em certo conjunto X . Chamaremos
derivada de' A em ordem a X, num ponto
interior de ,Y, a matriz que de A se obtém
substituindo cada elemento pela sua derivada
nesse ponto. Representaremos a derivada de

X que toma

A em ordem a x por - — .

d x
Demonstramos agora algumas proprieda-
des da derivacdo de matrizes que mais tarde

utilizaremos.

Sendo
Ax) = B(x)C(x)
tem-se
(5.1) ++ = A~ - C+ B A
dx d x dx
De facto o elemento da matriz A sera
an =2 <
e de é‘k = Vv ck k4 _25i*c«* 86
conclui (5. 1). E féacil fazer a generalizacdo

para mais de dois factores.

Em particular pondo B (x) =f(x) 1 temos

@ M ox )

-f(x)C(x,.f(x)*n
d x d

X

Como a regra de derivagdo do produto
duma funcdo por uma matriz é idéntica a
regra de derivacdo do produto de duas fun-
¢cdes, e ainda porque o produto duma funcdo
por uma matriz é igual ao produto da matriz
pela funcdo, facilmente se conclui que se
mantém a férmula de LEIBNIZ

d'f(x) Cix)
" = 2 (’ )/(((*)
dx S
i=0
. . d(A +B) _ dA dB
E evidente que
d x dx dx
§ 6. E sabido que se chama matriz
adjunta da matriz A — x| & matriz cujo
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elemento da linha i e coluna k é o com-
plemento algébrico do elemento da linha k
e coluna i de A —x 1 E sendo B{x) a
adjunta de A —xI tem lugar a igualdade

(6.1) {A-x1)B{x)= \VA-xI\1I.

Atendendo a definicdo de
concluir

B (x) ¢é facil
gque cada elemento desta matriz ¢
um polinémio de grau quando muito n— 1.
Portanto pode escrever-se

(6. 2) B x) = B, + B, x"-* +

+ e + BN X + B,
com Bi matrizes cujos elementos sdo nume-
ros.

Em B(x) s6 os elementos principais séo
de grau n — 1, os restantes sdo de grau
inferior. E o coeficiente de a?"* nos elemen-
tos principais é precisamente (—1)"-'. Logo
(6.3)

§ 7. Seja A uma matriz qualquer. Se A
¢ regular S (x) = jJA —x I\ ¢é diferente dé.

zero para x = 0 e como 6 uma funcdo con-
tinua de x manter-se-4 diferente de zero em
alguma vizinhanca deste ponto. Se porém A
é singular teremos «(0)= 0. Como wuni
polinémio sé tem zeros isolados existir/
ainda neste caso uma vizinhanca de zer<
(com o zero excluido) onde iS(x)=f=0. Qual*
guer que seja A podemos pois sempre deter
minar uma vizinhanca de zero (excluindo est<
se necessario) em qgne S(x)"=0. Suponha
mos pois que x" varia nessa regiao.

Teremos
4 —xi)A—xiy-i = i.

Derivando e pelas propriedades atras esta-
belecidas temos
. A -«l)- J
C A —x)-i+ {A —x1) A
d x
donde
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Vamos demonstrar por indugdo a férmula

(7.2) —: fe—=n!{A — xiy-"-*
dx”’
Ela é véalida para n —1 como mostra
(7. 1).Suponhamo-la vélida para n = k:
d" (A -a?/)-i . .
K{fA - xD-i.-{A —  Xiy*
d x
(k + 1 factores matriciais).

Derivando tem-se

d*+i(A-x1)-i yTd(A-x1)-i .
St (A-x1)-i-- +
dx*"’ _ dx
+ (A-x1)-i-+— 1 +
d x
Por (7. 1)
d*+i(~ - .T/)-1
ek I[(A -x7)-2 (A - XT7)-"eos +
dx* i
+ {A-xI)-i(A-xI)-t(A—x N-" ... + .] =
— kI [(A— x 7)-"-2+ (A - x T7)-*~2+...1,

Como no colchete h4 k «++1 parcelas vem

d+UA  -£c/)-i

= &+ 1)1(4 —az/)*-

que mostra que (7.2) é valida para a ordem
A+ 1. Fica pois a féormula (7.2) completa-
mente demonstrada.

§ 8. Escrevendo T{x) em vez de {A—a?7)"
e S(x) em vez de |A —a;7| da igualdade

(6. 1)tira-se
B)=  S(x)T(x)

e pela formula de LEIBNIZ

2 ({)™»(*)
ar co AT
Atendendo a (7.2) podemos ainda escrever

. 0 = Tl2 — S (*)(4 - *)-*-d
rfi' St

11

(M-a?l)*+i

d'5 (x)
d x
« |
= kl*—=S*(x)(A—Xxiy
i=0

Se A éregular podemos fazer x =0 e vem

5(/\\

(8.2) AFx (0"
\

dx* J,_,

1

=k!2r°°® -

Se A é singular vem de (8.1)

lim
a:-»0 \odx*J
1
= liraft!2 -r->"(*) ("~ —a?/)’

e por evidentes razdes de continuidade tira-se
novamente (8. 2):

Entrando em (8. 2) com o valor de »SW(0)
/d* B (x)\
indicado no 8§ 3 e tirando ( ) de

(6. 2) vem " e
(8. 3) B, =2 (-1)ys-i A

igualdade que pretendiamos demonstrar e de

.que o teorema de HAMILTON-CAYLEY/, se pode

considerar caso particular. Com efeito, fa-
zendo k= n — 1 e por (6. 3) vem

(-1)»-«ld«= 2(~ IYSn.iA'

ou
(- L)»A" + (— I)»-i Sy A*-* +
+ S_,A+ S 1= 0,
anula polinémio

isto é, a matriz A 0 seu

caracteristico. Desta igualdade tira-se

* .

2(-1)'Sn-,~'= 2
>=0

(1) A _m
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pelo que (8. 3) passa a escrever-se § 9. Deduzimos a férmula (8.4) sé para
0 caso de A ser regular, mas ela é vélida
ainda para o caso de A ser singular. Efec-
tivamente, sendo A singular \A— -jZ( anu-
3 la-se para 7j=0, mas existe uma vizinhanca
e se A é regular . P
e da origem, com esta excluida, onde
1A —7/1=f=0. Designemos por :z2,_+(»)) O0s
coeficientes do desenvolvimento (6. 2) apli.
cado a matriz A (YjJe= A —t]l e por S, (T)

ou, pondo i— A+ 1)= j os coeficientes do polinémio caracteristico

da mesma matriz que serdo polinémios emT),

(8.4) B_. = (- 1D*2 (- SRR A Para a matriz A (TJ) com ije/(0,e), "g"Q
/-0 teremos

gue nos da as matrizes coeficientes do desen-

B,» F)y=(- 1/ ~i-iys~.jAJin)
j=o

volvimento (6. 2). Em particular, fazendo

k = 0 obtém-se a matriz adjunta de A :
tomando limites para T = 0 e por razdei
de continuidade obtém-se novamente a for
mula (8. 4).

Enquadramento singoptico cio pensamento matematico

por jL M. Gil

No que se expde a seguir procuramos uma trabalhos «Kurt Goedel e os Problemas da

sistematizacdo dos aspectos diferentes assu- Fundamentos da Matemaéatica e a Teoria do
midos pelo pensamento matematico, com Conjuntos» — L. NEVES REAL - G. M. n.° 41
caracter provisoério de ponto de partida para — 1951, e «O que 6 uma Axiomatica
estudos aprofundados. Ndo ba a contribuicédo — J. SEBASTIAO E SILVA — G. M n.° 5
de interpretacdo valiosa de algum dos aspec- — 1953, e «Sobre a ndo contradi¢do d
tos apontados, nem esclarecimento pertinente Matematica» — GOTTFRIED KOETH — G. M
de algum ponto do tema, tdo somente defi- n.° 58 — 1954, e aAspectos da Actualidad
ciéncia de exposicdo por falta de dominio Matematica» — A. PEREIRA GOMES — G. H
dos assuntos encarados. Mesmo assim pare- n.° 68-69-70-71 — 1957-1958.
ceu-nos a apresentacdo de interesse, quanto Utilizamos também de perto «Men ¢
ao nexo articular que nos esforcamos por Matematics» — PARADISE LOST? (CANTO!
manter, para quem desejar um esquema E. T. BELL — 1937, «Les Fondements Log
inicial de traballio, sujeito a futuras correc- ques des Mathématiques» — E. VV.BET
¢des, a medida que se progride. — 1950, e os artigos de HANS HABJJ — alni
A inspiracdo veio profundamente de ((Con- nity», de CARL G.HEMFEL — «On the natui

sistency and Completeness* - FRANK DE SUA of mathematical truth », de RAYMOND L. WI
— A. M. M. pag. 295 — 1956, e ainda dos DER—«The axiomatic methods, de ERNEJ
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NAGBL -\- JAMES R. NEWMAIil — «Goedel's
proof», de OSWALD VEBLEN + J. WESLEY
You>JG — «A. Mathematical Science», de
RICHARD WV ON MISES — ((Mathematical
tulates and human understandings, de J. Vos
NEWMAN — «The mathematicians —em «The
Wold of Mathematics» — New York, 1956,

Pos-

e também «The Basic Concepts of Algebraic
Logic»- P. R. HALMOS —A. M. M. pag. 363
— 1956, por vezes, de tdo perto que foram

feitas transcri¢gdes completas, quando o todo
se integrava sem dificuldade na exposicdo,
enriquecendo-a, embora o facto ndo esteja

na altura apontado.

1 — A mateméatica foi tida durante muito
tempo, por razbes de confianga na construcgdo
e de sucesso imediato nas descrigdes, como
de contradicao. Ainda por vezes o é,
A cada uma das suas teorias

isenta
gratuitamente.
atribui-se um rigor tal que afasta a possibili-
dade de alguma contradicéo.

2 — A formulacdo da «Teoria dos Con-
juntos», incluindo os conjuntos infinitos,
como foi apresentada por CANTOR, conduziu
a contradi¢gdes — as antinomias.
no¢cdo de conjunto tinha
na construgdo da
nimeros e

No entanto, a
sido utilizada largamente
Anélise Cléassica — estudo dos
das fun¢des de numeros. N&o s6 conjuntos
finitos, mas também conjuntos infinitos, por
finitos, e a muitos

propriedades

oposi¢cdo aos conjuntos
destes tinham-se estendido as

daqueles.
3 —Prop6s-se como aceitadvel — FREGE,
1879, e RUSSELL, 1901 — a definicédo de

: — a classe, definida pela
conjuntos

numero cardinal n
propriedade comum a todos o0s
equivalentes a um dado conjunto. Sustenta-se
que a propriedade comum aos conjuntos
considerados define um conjunto — classe
— com um unico elemento,

nome de numero cardinal. A

a que se da o
«propriedade»
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6 assim suficiente para definir alguma coisa,
para dum conjunto,
vazio ou ndo.

Claramente a existéncia dum conjunto fica
assegurada com a indicacdo de todos os seus

garantir a existéncia

elementos, mas no caso de conjuntos infinitos,
por oposi¢do aos finitos, a determinacdo néo
é exequivel por este processo.

Estd indicado definir um destes conjuntos
compreensivamente por uma propriedade
comum e exclusiva dos seus elementos.

Para definir um conjunto infinito precisa-
mos dum universo sem restricdes.

Uma propriedade seguramente define um
conjunto num universo restrito de referéncia,
quando 6
cada elemento do

isto 6, tem nele
reconhecer em

uma extensdo,
possivel
universo a participacdo ou ndo participagao
dessa propriedade. Este reconhecimento é o
processo construtivo do conjunto.

O processo pode falhar na construcdo dos
conjuntos infinitos.

Admitamos um universo de referéncia sem
da propriedade p

restricbes. A extensdo

obter-se-ia marcando os objectos que a
manifestassem. O processo nao exige a mar-
cacdo da propria extensdo, como objecto do
porque pretende

quer tenha a

universo de referéncia,

simplesmente individualiza-la;
propriedade quer ndo, colho-a sempre,
pre a individualizo. A extensdo da proprie-
dade p pode ter, ou ndao, a propriedade p

O processo indicado para a sua determinacéo

ndo exige que me pronuncie sobre o facto.

sem-

Supondo uma marcagdo por tiragem, tiraria
sempre 0 conjunto extensdo de p,

pronunciado

sem,
possivelmente, me ter sobre
esse elemento do universo de referéncia.

A possibilidade de pronunciacdo a respeito
da propriedade p depende me*mo da atitude
tomada em relagdo ao universo de referéncia.

Como hé& possivelmente falta de pronun-
ciacdo a respeito dum objecto do universo
de referéncia, ndo ficara concluida a cons-

trucdo do conjunto extensdo da propriedade



p .. O processo usado, em geral, ndo garante
b acabamento da construcéo,
téncia de conjuntos infinitos.

nem a exis-

A definicdo compreensiva dum conjunto
infinito exigiria ainda uma escolha das pro-
priedades definidoras em relagdo a Ldgica
usada na construgdo do conjunto.

H& conjuntos que
ndo serem
exemplo,

tém a propriedade de
elementos deles proéprios ; por
qualquer conjunto de objectos
materiais da mesma natureza, ou um conjunto
de rectas dum plano. Esta propriedade nédo
define um conjunto, quando se
Léjiica de Aristoteles — B . RUSSKL.

utiliza a

Claramente, supondo que existe o conjunto
<S dos conjuntos com a propriedade de ndo
serem elementos de eles prorios, é «S sub-
conjunto de S, isto é, os elementos de S
sdo elementos dele préprio — propriedade
geral dos conjuntos; mas, se S & elemento
de S, tem a propriedade de nédo ser ele-
mento de ele préprio, contra a propriedade
geral indicada. A hipétese da existéncia de
S é absurda. Segundo a Logica de Aristo-
teles o conjunto S nao existe.

H& ndmeros que satisfazem a definicdo de
nimero ordinal, mas, no sentido apontado,
ndo existe o conjunto dos nimeros ordinais.
A propriedade de ser «numero ordinal» nao
é definidora de conjunto — BURALI-FOKTI.

Existem conjuntos finitos
dade de «ser conjunto»

mas a proprie-
ndo é definidora de
conjunto. No sentido considerado, ndo existe
0 conjunto de todos os conjuntos — CANTOR.

A possibilidade de definicdo por compreen-
sdo é limitada pela Logica
forma de regras de dedugéo.

asada, sob a

SKOLEM demonstrou a existéncia de con-
juntos de numeros sem propriedade defini-
dora na Lo6gica de Aristoteles.

BKRRY e RICHARD isolaram nimeros
constituindo um conjunto
ndo formariam um

finitos,
numeravel, que
conjunto. Aceitando a
existéncia de conjuntos numeraveis, a Légica
de Aristoteles — a usada — nao permite deci-
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dir se 0os numeros gozam da propriedade de
ser conjunto ou ndo. Por
numeravel

serem conjunto
seriam conjunto, por outro lado
ndo satisfazem a definicdo de conjunto.

A propriedade definidora pode ser tal que
a logica usada ndo seja suficientemente infor-
madora a respeito da participagcdo dela por
um dado objecto. Esta decisdo pode exceder
a capacidade da logica usada.

A definicdo de conjunto por compreensdao
s6 O aceitavel,

em geral, como

— o0 Axioma da Compreenséo.

axioma

A extensdo duma propriedade e conjunto
terdo_~ de ser nocgdes diferentes, podendo
ao mesmo objectivo em casos par-
ticulares.

convir

4 — O problema fundamental de encontrar
processo de definigdo dum conjunto, que néo
seja finito, ficou ligado ao problema da exis-
téncia das entidades matematicas.

A construgdo dum conjunto infinito por
marcagdo dos elementos universo de
referéncia, sem restrigcdes, pode considerar-se
legitima, se entendo que as entidades mate”
maticas tem existéncia independentemente d"
nés, independentemente de as construirmos
ou ndo. O universo de referéncia do pensai
mento, na sua maior latitude, contera toda”
a8 entidades matematicas, incluindo o proj
prio conjunto. Assim sou obrigado a pronuiv
ciar-me sobre se tem ou ndo a propriedad”

dum

definidora. O problema de fundo é o d]
legitimidade da concepcdo de tal universo!
que terd de ser postulado — Principio dl

Abstraccdo, sem restrigdes.

Se suBtento que as entidades matematica”
existem s6 porque as construo, oconjunttj
que procuro construir ainda nao existe, natj
é¢ elemento do universo em referéncia, e na4

terei de pronunciar-me sobre ele. Precist]
apenas de encontrar processo —uma cons®
trucdo —de colher todos os objectos conl

a propriedade definidora. Se tal construgétj
existe, o conjunto procurado existe. O cofl4
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junto serd a extensdo da propriedade p,
se se provar por outra construgcdo que os
objectos, ndo colhidos, ndo tem a proprie-
dade p .

O problema fundamental é agora definir
as construgdes legitimas, as regras que pro-
duzem os elementos do conjunto.

Uma construcdo que conduza a um objecto
do universo de referéncia néo é definidora
de novo conceito. N&ao poderei construir
conjuntos com a propriedade de serem ele-
mentos de eles préprios.

Todas as propriedades sdo definidoras de
conjunto por constru¢do, incluindo o con-
junto vazio.

Também se negou a existéncia de conjun-
tos como extensdo de algumas propriedades,
porque conduzia a contradi¢fes; o que equi-
vale a afirmar que existem os conceitos que
ndo conduzem a contradi¢cfes, segundo as
regras de inferéncia usadas.

5—0 pensamento matematico triparte-se
assim, quanto a natureza e existéncia dos
seus objectos, em: atitude realista ou plato-
nica —a de CASTOR e outros — o0s objectos
do pensamento matemdtico existem indepen-
dentemente da constru¢cdo matematica; ati-
tude intuicionista — a de KANT, KRONECKEK,
BROUWEK, WEIL e outros —os objectos do
pensamento mateméatico sdo construgdes de
pura intuicdo, existem quando sdo construi-
dos com um numero finito de operacdes ele.
mentares legitimas; e a atitude nominalista
ou logistica —a de PEANO, RUSSELL e ou-
tros — os objectos do pensamento matematico
sdo simples sinais desligados da realidade ou
de puras intuicdes, e combinacdes destes
segundo regras basicas; existem quando nao
conduzem a contradigdo.

6 —Qualquer das atitudes procura desem-
baracar-se das contradi¢cdes, procura justifi-
car as suas teorias pela garantia da néo-
-contradicéo.
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No realismo, acredita-se na existéncia dos
conjuntos e esclarece-se o conceito de «pro-
priedade» ou de «condicdo», para evitar
paradoxos; no intuicionismo, legitimam-se
as construgdes que ndo conduzem a contra-
di¢do; no logicismo, adraitem-se as combina-
cOes de sinais que ndo sdo contraditdrias.

Ora a contradi¢gdo entende se dentro da
l6gica usada, das regras de inferéncia admi-
tidas validas. Estas regras de inferéncia
precisam de ser convenientemente escolhi-
das, para garantir que a contradicdo obser-
vada provem da teoria formulada, e ndo das
regras de inferéncia usadas. A Ldgica pre-
cisa de ser convenientemente formulada para
evitar que crie contradicdes.

Se chamarmos «proposi¢do» a toda a frase
declarativa a respeito de algum facto, parece
dai decorrer naturalmente que a cada propo-
sicdo se podera atribuir ou o valor 1, quando
a declaracdo feita é verdadeira, ou o valor
O, quando a referida declaracdo ¢ falsa.
Qualquer proposi¢gdo terd um, e um so6, des-
tes valores.

Se nao impuser restricdes na formacdo
das proposi¢cdes, poderei formar proposi¢cdes
a respeito de proposicOes, frases a respeito
de proposicOes de valor ldgico bem definido.
E isto sucede frequentemente.

E possivel encontrar, entdo, frases que
seriam proposi¢cdes, quanto a construgdo, e
que ndo tém valor determinado. Assim a
declaracdo a respeito da propria proposigdo
— «Esta proposicdo é falsa». Se é realmente
falsa, a declaracdo ¢é de valor 1; se é verda-
deira, a declaracdo seria de valor O.

As regras de construgdo das proposigdes
devem ser restringidas de modo a evitar
construgcbes que conduzam a estas dificul-
dades.

A lbégica precisa de ser estudada conve-
nientemente de modo a determinar as restri-
¢cOes proéprias. A Légica de Aristoteles foi
edificada para conjuntos finitos e baseada na
experiéncia com conjuntos finitos, nada ga-
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rante a sua aplicabilidade aos conjuntos infi-
nitos. Reconheceu-se que nenhum sistema de
inferéncia, convenientemente restringido, po-
dia criar por sicontradigdes. Sdo eBtas res-
tricdbes que é preciso procurar e estudar.

E preciso pensar correctamente — inferir
devidamente — e sobre o que nédo é contra-
ditério, o quenao conduz a contradigdo.

7 — As demonstrag¢des construtivas do in-
tuicionibmo abandonaram o Principio do 3.°
Excluido da Légica de Aristoteles. O intui-
cionismo supBe que esta restricdo aos prin-
cipios intuitivos do raciocinio é suficiente
para a eliminacdo das contradi¢des numa
teoria.

A afirmacdo V'[i°(")] significa que existe
um processo construtivo — uma construgdo —
gue permite verificar a propriedade p em cada
inteiro positivo n; aafirmacdo Jn[ndo”? («)]
é a daexisténcia duma construcdo de n,sem
a propriedade p. Se n é construivel de
modo a ter a propriedade p, também pode
acontecer ser construivel semter a proprie-
dade p. O facto de ter a propriedade p
nada adianta a informacdo de n&oter a
propriedade p. Este segundo factondo
se pode inferir, tem de ser verificado cons-
trutivamente.

Por assim dizer sdoas propriedades que
sdo definidas construtivamente e ndo se nega
a possibilidade de duas constru¢gdes serem

satisfeitas pelo mesmo elemento, convirem
ao mesmo inteiro positivo.
Sdo admissiveis proposi¢des a respeito

das quaia n&do faz sentido ser verdadeiro
ou falso.

8 — Esta ideia daimposi¢cdo de restri¢cBes
ao raciocinio intuitivo foibastante explo-
rada.

Procurou-se descobrir as restri¢des sufi-
cientemente fortes a imp6r ao raciocinio
intuitivo para impedir a contradicdo, mas
suficientemente fracas para permitir o desen-
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volvimento da matemaética,
timar a construcdo ja feita.

S8o0 exemplos dessas restrigfes : a teoria
dos tipos ldgicos de RUSSELL, a teoriados
tipos légicos simplificada de RAMSEY, a teo-
ria da estratificacdo de QUINE, as axiomati-
cas da teoria dos conjuntos, de ZEKMELO e
outros.

A adequacdo dos sistemas ldgicos para
construir com eles a matematica classica tem
sido apresentada ouintegrando a matemaética
classica, quanto a derivagdo, nopréprio sis-
tema considerado — WHITEHEAD -+ RCSSELL
em «Principia» ; ou provando que todo o
teorema que se pode derivar com um dos
sistemas lo6gicos — «Principia», porexemplo
— também pode ser derivado com o sistema
em causa.

A primeira apresentacdo exige a formali-
zacdo da propria mateméatica e a segunda
suspende a resolugdo da existéncia de con-
tradicdo no desenvolvimento da matematica,
transferindo-a para a decisdo na construcéo
com outro sistema légico diferente, eventual-
mente mais esclarecedor.

pelo menos legi-

9 —Escolhido um sistema de derivagao
adequado, havera que provar por métodos
«inatacaveis» que asrestricdes determinantes,
impostas ao raciocinio, sao suficientemente
fortes, isto é, a matemdtica construida de
acordo comelas € isenta de contradicdes.
Isto exige provar a compatibilidadedum
sistema formal, quer dizer, duma teoria,
cujos termos foram analisados de modo a
reduzir a axiomas todas as suas propriedades
com importdncia nadeducdo de teoremas. Os
termos ficam assim reduzidos a mera forma,
que permite reconhecé-los, masdespidos de

qualquer significado concreto. Sao como
«palavras» sem significado, puras colecces
de sinais.

A logica do sistema é também explicita-
mente incorporada sob a forma de axiomas
e de regras de inferéncias, expressas por
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simbolos de preferéncia a forma verbal.
Todo o estudo do sistema se reduz a ques-
tbes de forma ou estrutura —questdes de
sintaxe. O desenvolvimento do estudo do
sistema constitui a «sintaxe da teorias, de
gue o sistema resultou.

A atribuicdo de significado concreto aos
termos dum sistema formal, e forma verbal
as regras de inferéncia admitidas, constitui
ama 8emantiza¢do do sistema.

Aa teorias axiomatizadas —sistemas intui-
tivos vulgares, com termos primitivos rechea-
dos de significacdo nas dedugdes —e as
axioméaticas — sistemas de termos primitivos
indefinidos e regras de deducdo em forma
verbal —s&o sistemas semanticos.

A axiomatizacdo duma teoria e a criacéo
duma axiomatica, de que a teoria seja sis-
tema seméantico, sao passos sucessivos para
a formalizacdo da teoria, sua transformacédo
em sistema formal.

As axiomaticas sdo sistemas semiformali-
zados.

10 — Vejamos como se opera uma axio-
matizagdo.

Isolam-se as propriedades dos termos da
teoria que tém importdncia na dedugdo das
propriedades apresentadas pelos termos.
Reduzem-se os termos da teoria a sinais e
enunciam-se como axiomas as propriedades
isoladas. As regras de inferéncia, que permi-
tem passar dos axiomas para o0s teoremas,
sdo reduzidas a axiomas explicita ou implici-
tamente e verbal ou simbolicamente. No
altimo caso a formalizacdo fica completa.

A teoria concreta em estudo é agora uma
Bolucdo ou um modelo da axiomética criada.

E conveniente que os axiomas sejam no
nimero minimo que permite todo o desen-
volvimento da teoria e além disso indepen-
dentes e compativeis.

11 — A compatibilidade s6 pode ser esta-
belecida com a completa formalizacdo da
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teoria e passa a constituir objecto fora dela.
Teremos assim teorias da compatibilidade
das teorias, designadas por metateorias.

A existéncia dum modelo da axiomatica €
uma relativa garantia de compatibilidade.
A axiomatica é compativel, se soubermos
sé-lo o sistema concreto solugcdo. Os axiomas
transformam-se agora em propriedades dos
termos, dos objectos do modelo. Se no mo-
delo ndo se encontram simultaneamente duas
propriedades contraditérias, na axiomatica
ndo serd possivel deduzir dois enunciados
validos e contraditorios.

12 — A possibilidade duma demonstracéo
da compatibilidade por aproximacdes con-
duziu a reducdo do estudo da ndo-contradi-
cdo da Anélise Classica ao da néo-contradigdo
da Aritmética, a uma aritmetizacdo da Ana-
lise.

A compatibilidade de grandes partes da
Analise Classica foi, por processo conve-
niente, reduzida a compatibilidade da aritmé-
tica dos nimeros inteiros naturais. Como as
propriedades usuais dos nUmeros naturais
— a Aritmética — podem deduzir-se da Axio-
matica de PKAXO por meio das regras da
Logica Classica —a de ARISTOTELES — ,
aquela compatibilidade ficou dependente da
compatibilidade duma teoria dos conjuntos,
suficientemente restringida, para permitir a
sua derivacdo daquela axiomatica.

As definicdbes dos numeros reais e dos
nimeros imaginéarios e a deducdo das suas
propriedades exige ajuncdo do axioma logico
da escolha — ZERMELO — ao sistema consti-
tuido pela Axiomatica de PEANO e Lodgica
Cléssica.

Podemos agora definir nestes conjuntos
numéricos as nog¢des de funcdo, limite, deri-
vada e integral. Toda a Anélise Classica é
deduzivel da Axiomética de PEANO pelas
regras da Ldgica Classica e o Axioma de
ZERMELO. Todo o conceito da Anélise Clas-
sica pode ser definido pelos trés termos pri-
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mitivos de PEAXO e toda a propriedade
matematica da Anéalise Classica se pode
deduzir dos cinco axiomas de PEAXO.

Ndo se pode afirmar a dedutibilidade a
partir da Axioméatica de PEANO de qualquer
propriedade dos nimeros naturais. Reconhe-
ceu-se a possibilidade de formular proprie-
dades dos nUmeros naturais estranhas a
qualquer axiomatica da Aritmética, o que da
0 caracter de incompletude as axioinatiza-
¢Oes da Aritmética como axiomaticas com-
pletas da teoria dos nimeros naturais.

Demonstrada a compatibilidade da Axio-
matica de PEAXO fica garantida a nédo-con-
tradicdo do seu modelo Aritmética, construida
com a Logica Cléassica, e do seu modelo
Adlalise Classica, construida com a Légica
Classica e com o Axioma de ZERMELO.

13 —HILBERT formulou uma teoria geral
da demonstracdo da compatibilidadedum sis-
tema de axiomas, sem recorrer a modelos da
axiomatica, portanto capaz de dar «provas
absolutas» da compatibilidade.

O método partia da formalizacdo completa
da axiomatica e a demonstracdo consistiria
na analise de factos estruturais das expres-
sdes produzidas por um célculo, legitimado
pelas regras de inferéncia, aplicado aos sinais
representativos dos termos da teoria em ques-
tdo. O rigor era mantido com a producdo de
expressfies do calculo —férmulas — por pro-
cesso finirista a custa de nocles finitas e
construgdes completamente exequiveis. A
analise dos processos de construcdo das for-
mulas e das suas propriedades isolaria um
critério para reconhecer se dada férmula
seria ou ndo possivel resultado dum calculo
operacional legitimado na metateoria.

Ha aqui duas operacfes essenciais: a for-
malizagdo da axiomatica e a elaboracdo duma
metateoria.

14 — Vejamos como se faz a formalizacdo,
se cria um sistema formal.
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Considera-se um conjunto de simbolos,
que poderdo ser em numero infinito. Qual-
quer disposicdo linear, finita, destes simbo-
los, com ou sem repeticdo, constitui uma
formula. As férmulas repartem-se por dois
conjuntos disjuntos: o das formulas bem
construidas (f. b. ¢.) e o das férmulas vas,
ou ilegitimas.

Numa interpretacdo semaéntica do sistema
formal, em construgdo, s6 as f. b. c. adqui-
rirdo significado.

As f. b. c. serdo definidas por recorréncia
e sintacticamente, portanto, unicamente pela
sua estrutura. Além disso indicar-se-& um
processo finito de reconhecer se uma formula
é, ou nao, f. b. c.

Vejamos agora o desenvolvimento do sis-
tema.

Escolhe-se um subconjunto de férmulas
bem construidas para axiomas do sistema
—ndo O possivel falar de evidéncia destes
axiomas, uma vez que as formulas foram des-
pidas de todo o significado- Novas formulas
bem construidas sdo derivadas dos axiomas
por aplicacdo de regras de inferéncia, defi-
nidas por recorréncia, sintacticamente e por
processos finitos.

Por «demonstragdo» entende-se uma se-
quéncia finita de f. b. ¢, cada uma das quais
60 um axioma ou se obteve das anteriores
formulas da sequéncia por aplicacdo das
regras de inferéncia.

A Ultima férmula duma demonstragdo 6
por definicdo um «teorema».

Escreve-se |—-A para indicarque A é um
teorema ou que A é deduzivel no sistema.

Dada uma sequéncia de férmulas, ha pro-
cesso efectivo de saber se constitui, ou néo,
uma demonstracdo ; geralmente, dada uma
formula, ndo ha processo geral de determi-
nar se é, ou ndo, um teorema.

15 — Exemplifiguemos com uma das pos-
siveis formalizagBes do Célculo Proposicio-
nal, subteoria da L6gica Elementar.
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Simbolos —as letras minltsculas do alfa-
beto, com e sem linhas: a,0,c,« ¢+; a',b',c’, oo ;

a", b, c', eee; 0s paréntesis: (. e tam-
bém ); o simbolo de negacdo - ; e o sim-
bolo de disjun¢cdo V.

Formulas — qualquer disposicdo seguida
destes simbolos, por exemplo: V )a'~.

E f. b. c. qualquer letra, com linha ou sem
linha. Se A e B sdo férmulas bem cons-
truidas, entdio — A e (AV B) também séo
f. b. c

Axiomas —uma infinidade de sistemas de
axiomas dados pelo esquema seguinte:
1) {AV~(AVA))i 2) ((-FV C)V B);
3) (~(Z>V~F)V(~FVF) V(FV D)) em que
A,B,C,D,E e F representam f. b. c.
Cada escolha particular dos f. b. c. d4 ori-
gem a um sistema de axiomas.

Regra de Inferéncia —das duas fdrmulas
O e (~CrVH) infere-se que H é f. b. c.

Exemplo duma demonstracgéo :

TEOREMA. |—(rV-r).

1—(CrV-(~rV-~r)) éf. b c, porque
se obteve do axioma (1) substituindo A
por ~r.

2—(~(~ V-(CrV-)V(«((-rV-r)
Vr)V(rV-r))) éf.b. c, porque se
obteve do axioma (3), substituindo D por

~r, E por (~.rV~r)e F por r.
3-1— (~((~r V- r)Vr)Vv(rVv.r))-<
f. b. c, por inferéncia.
Partindo agora de

1- (~((-rV~r)Vr)V((rV-r) éf.b.c,

por ser u/n  teorema.
2—((—rV-r)yVr) éf. b c, porque S,
obteve do axioma  (2) substituindo B
por r e C por ~r.
3—1—(rV~r) éf.b. c, por inferéncia.

16 — A definicdo dos simbolos -», A6 D
na axiomatica permite fazer simplificacdes
nas formulas e dar expressdo simbodlica a
regra de inferéncia.
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Usaremos (A -» B) como abreviatura de
(~4Vv B) e (A AB) como abreviatura de
(~ (<A V- B)). Consequentemente {A B)
e (A AB) sdo f.b.c. O sinal ZD é simples
indicacdo de inferéncia ou de substituicédo
duma formula pela abreviatura correspon-
dente. Com A ZDB indicaremos que B foi
inferida de A, ou que se substituiu A por
B, para efeito de simplificacdo. Assim

B)Z)(A- B)

(~(~AV~B))i3(A A B).

A regra de inferéncia traduz-se agora pela
Regra do Corte ou da Simplificacéo :

(A A{A -*B)) 3 B

que pode ler-se : concluiu-se B por corte

do A

{A A(A B)) ZDB .

Apliquemos estas simplificacbes & demons-

tracdo de que, se E e F sdo f.b.c, entdo
I— (EV F)-(FV E).

Substituindo D por E no axioma (3),
vem

(- EV~E)V(~(EVF V(FV E)

ou
PV ey -=pVv r)-(TfV g).
Como é |—(EW~E), temos
(EW ~E) A((E V~E) -* (E VF)- (FVF)))
ZD((FVF) - (FVF)).
17 —Vejamos porque O que o0 sistema

formal construido é uma sintaxe do Célculo
Proposicional. E equivalente a mostrar que
o Célculo Proposicional é uma semantizacéo
do sistema formal.

As letras podem ser substituidas por pro-
posi¢cdes (ou enunciados) — frases declarati-
vas com um dos valores logicos zero ou 1.

O simbolo ~ pode ser substituido pelo
conectivo légico «ndo»; o simbolo V pode
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ser substituido pelo conectivo l6gico «ou ...
ou» e as formulas transformam-Be em com-
posicGes de proposicdes.

Os termos assim considerados satisfazem
os axiomas apontados. A cada f. b. c. cor-
responde biunlvocamente uma composicédo
de proposicfes valida — um teorema do Cal-
culo Proposicional.

18 — Encaremos o problema da compati-
bilidade.

Um sistema formal diz-se compativel (as
vezes consistente) se nele ndo h& alguma
f.b.c, A, para qual sejam I—Ae I—~A,
isto 6, A e - A teoremas.

Desenvolvamos uma metateoria que nos
assegure a nao construtibilidadede A .

Se no sistema fossem deduziveis | — A e
I— - A, entdo o axioma(2) permitia escrever,
com - A em vez de B, ((- {~A)VC\I~ A)

para qualquer C f.b.c. Como (~(-A)VC)
e ~A saof. b.c. é

I—{{~{~A)\I OOM ~AN~A{~
e
((-(-"4)Vv C)vV ~AN(S{~(~A)VC)V~A)-+

_(_AV(=(=4)V o))
3(- Al (<(~AM CY)ASAM~A-+C).

(~A)VC))

Assim de I —Avem
AAB+CGA-D)r (A= o

De I—~A vem - AA(-~A -»C)3 C.

Qualquer f. b.c. C é no sistema I—C, é
deduzivel no sistema.

Suponhamos que possuimos regra de valo-
rizar as formulas do sistema, isto é, de atri-
buir a cada f. b. c. um e s6 um dos valores
««» ou «.vu, de modo que, se A tem o va-
lor au», ~A terd o valor ««», e recipro-
camente; se A ou B tem o valor «M»,
entdo AV B terd o valor «u»; se A e B
tém o valor «v», entdo A V B terd o valor
«u» .

Cada valorizagdo determina para cada
formula um dos valores possiveis e pode
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acontecer que alguma férmula A seja sem-
pre de valor «u», qualquer que seja a va-
lorizacdo considerada. Diz-se que A é uma
identidade l6gica ou uma tautologia. Se A,
qualquer que seja a valorizagdo, € sempre
de valor «u», diz-se uma contradi¢cdo ldgica.
Quando A toma umas vezes o0 valor «u» e
outras o valor «r>, conforme a valorizagdo
do sistema, diz-se fdrmula anfdtera.

Cada semantizacdo do sistema determina
uma valorizagdo por meio da verdade ou fal-
sidade da expressdo traduzida pela for-
mula.

A formula (~(~AVA)) qualquer que seja
o valor de A, é semanticamente um enun-
ciado falso, e consequentemente (—AW A) ¢é
semanticamente um enunciado verdadeiro.

As tautologias sdo formulas semantica-
mente verdadeiras, quaisquer que sejam 0s
valores dos componentes.

Verifica-se que os axiomas (1), (2) e (3)
sdo tautologias, e que, se A e (~ AV (?) séo
tautologias, também G é tautologia.

A regra de inferéncia conserva a tautolo-
gia. Consequentemente todos os teoremas do
sistema s&o tautolégicos.

Ora pVqg é uma f. b. c, e, portanto, um

teorema, na hipo6tese de qualquer f. b. c. o
ser ; mas ndo é tautoldgica, o seu valor
semantico depende dos valores de p e
de q.

O absurdo resultou da suposi¢do da exis-
téncia de algum A, talque I —Ae |l —-A.
Concluiremos que no sistema ndo h& alguma
f.b.c, A, com I—Ae l A.

19 — O Célculo Proposicional fica assim
devidamente fundamentado, a HILBERT : néo
h&d nele contradi¢do possivel, a prova forne-
cida é absoluta.

Demonstra se também que o sistema for-
mal, que o fundamenta, 6 completo, no sen-
tido de que para qualquer f. b. c. A, ou
I —A ou o sistema torna se incompativel con-
siderando A como um axioma adicional.
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20 —Vejamos disto o que é possivel fazer,
para a fundamentacdo da Matematica.

Segundo a orientacdo apontada, haviaque
construir um sistema formal, adequado para
a derivagdo da matematica, e além disso
compativel e completo (qualquer proposicao
matematica seria decidivel, no sentido de ser
afirmével ou negével).

FKEGE, WHITEHEAD e RUSSELL construiram
sistemas formais adequados & derivagdo da
Matematica entdo existente. N Ao pensaram
em garantir a adequag¢do & derivacdo de
quaisquer desenvolvimentos futuros.

Alguns destes sistemas foram apresenta-
dos como compativeis. Por exemplo: «Princi-
pia Mathematica» de RUSSELL e WHITEHEAD,
«Lo6gica Mateméatica» de QUINE, sistemas de
BERVAYS, de FKAENKEL, de GODEL, de VON
NEUMANN, e de ZEKMELO.

N&do foipossivel demonstrar, a HILBEKT,
a compatibilidade suposta, mas tem-se como
muito provavel.

A compatibilidade de alguns outros siste-
mas formais foi sucessivamente estabelecida,
mas estes sistemas nao sdo adequados a deri-
vacdo de toda a aritmética dos nimeros natu-

rais. Sdo assim formaliza¢cdes parciais da
Aritmética. Por exemplo, POST, em 1921,
demonstrou a ndo-contradicdo do Calculo

Proposicional, e a suacompletude, entendida
em certo sentido; HILBEKT e ACKERMANN,
em 1928,demonstraram a ndao-contradicao
do Calculo Funcional de primeira ordem, e,
em 1930, GOEDEL provou, de certa maneira,
a sua completude; TARSKI demonstrou a
ndo-contradicdo e completude da aritmética
dos numeros reais e da geometria elementar.

Em 1931, GOEDEL, com os seus trabalhos,
esclareceu as limitagbes dos métodos usados
na metamatematica, tal qual foram criados por
HILBERT. GOEDEL, trabalhando com sistemas
formais construidos a partir dos axiomas de
PEANO, ou comsintaxe suficientemente rica
para permitir a derivacdo daqueles axiomas
— como acontece com sistemas relacionados

21

com Principia Mathematica, adequados ade-
rivacdo, nao sé da Anélise Cléassica, mas
também de outra matemdtica presumivel-
mente a ser desenvolvida— provou a impos-
sibilidade de demonstrar a ndo contradicao
de tais sistemas por métodos finitistas, isto
0, processos construtivos formalizaveis den-
tro do sistema.

Isto equivalia & impossibilidade de fazer a
fundamentagdo da mateméatica (Aritmética),
a HILBERT.

Este resultado é uma consequéncia da
incompletude dos sistemas formais com que
HILBERT trabalhou. GOEDEL revelou a exis-
téncia de proposicdes indecidiveia — corres-
pondentes a férmulas, A, para as quais nem

I—A nem |—~ A—e a afirmacdo da «nao-
-contradicdo do sistema» € uma dessas pro-
posicdes.

Uma ideia do raciocinio de GOEDEL na

demonstracdo apontada.

Suponhamos que «CONSIS» representa
uma fdérmula sintactica, cuja interpretacdo
semantica implica a ndo-contradicdo do sis-
tema em estudo.

O problema da compatibilidade do sistema
fica agora reduzido ao da demonstracdo de
que |I—CONSIS.

Um doscaminhos, para fazer esta demons-
tracdo, seria procurar uma condicdo A sufi-
ciente, tal que | —(A— CONSIS) e demons-
trar que | — A . Pela regra da simplificagdo
resultaria | —CONSIS. GODEL suspeitouque,
se o sistema de CONSIS &realmente com-

pativel, ndo é no sistema nem | —CONSIS
nem |—-CONSIS, quer dizer, ndo éde-
monstravel no sistema formal que ele seja

compativel, nem que seja contraditério. Em
vez de procurar A nas condi¢des indicadas,
GODEL procurou uma condicdo necessaria
B para a derivacdo de CONSIS, isto é,
I—(CONSIS - B).

Se B, além disso, éf.b.c. —verdadeira—,
mas indecidivel no sistema, entdo nem
I—CONSIS, nem | —~ CONSIS. E CONSIS
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indecidhel também. Porque, se fosse |—CON-
SIS, del— CONSISAtI—(CONSIS

Bra | —B, contra a hip6tese de ndo ser
teorema; se fosse I—-CONSIS, por ser
I— (-  fI~~CONSIS), era|—- B, contraa

hipotese de ndo ser teorema.

Se for possivel construir a formula B,
admitindo a compatibidade do sistema, e nas
condi¢cdes indicadas, ficard demonstrado que
0s processos usados para provar a adequagdo
dum sistema formal a derivacdo da matema-
tica existente, sdo impotentes para demons-
trar a compatibilidade do sistema e até para
decidir, ainda queteoricamente, de todas as
proposi¢cfes matematicas.

GOEDEL construiu uma féormula B indeci-
divel, construindo a férmula, cujo contetdo
semantico é que B é indecidivel. Para isso
atribuiu coordenadas numéricas as formulas
deduziveis nosistema formal com que traba-
Ilhava e, enumerando-as, construiu B pelo
processo da diagonal de CANTOU. O proéprio
sistema formal foi traduzido por correspon-
déncia no sistema numérico que analisava.

A construcdo de B estabelecia a incom-
pletude do sistema, pois a sua construgdo 6
puramente metamateméatica. o B néo 6 dedu-
zivel no sistema, e ainda a impossibilidade
de demonstrar dentro do sistema a compati-
bilidade do mesmo.

21 — Esta incompletude refere-se apenas
a sistemas formais, cuja sintaxe é adequada
a formalizacdo de muitas propriedades dos
nimeros naturais, usadas na construcdo da
proposicdo indecidivel B.

Podera pensar-se que a dificuldade desa-
pareceria, juntando aos axiomas outros que
permitissem a deducdo das proposigdes en-
contradas indecidiveis.

GOEDKL mostrou que os sistemas, que se
iam assim obtendo por extensdo do primeiro,
eram ainda incompletos, isto é, sempre é
possivel construir formulas indecidiveis. Sera
a explicacdo da dificuldade de demonstrar
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certas propriedades dos numeros inteiros
naturais, facilmente aceites como muito pro-
vaveis, masainda ndo demonstradas.

22 — GO EDEL estabeleceu assim que os
sistemas formais, adequados a derivacdo da
matematica cldssica, ndo permitem demons-
trar a sua compatibilidade, a HILBERT, por
métodos finitistas, formalizaveis no préprio
sistema, pois que sdo traduziveis eles mes-
mos em nUmeros naturais, por correspon-
déncia; e que os sistemas conhecidos, ndo-
-contraditorios, sdo inadequados a derivagdo
da matematica. Suspeita-se que a matematica
(cldssica) é compativel, mas né&o se pode
incorporar esta informacdo — esta proprie-
dade da matematica —no sistema formal que
a fundamentaria.

23 —Depois de apresentadas as limita-
codes, formuladas por GOEDEL, do método
proposto porHILBERT para a fundamentagdo
da matematica, € conveniente uma revisdo
deste problema CANTOR levantou o problema
de haver contradi¢gfes na matematica, desen-
volvida pelos processos tradicionais. B. Rcs-
SELL e WHITEHEAD apresentaram solucdes
para as evitar, propondo légica adequada
para a derivacdo. BROCWEK melhorou as
solugdes apresentadas para evitar a contra-
dicdo, propondo processos construtivos e
finitistas. HILBERT procurou, a custa dos me-
Ilhores processos conhecidos, osde BROUWER,
fazer a demonstracdo danédo-contradicdo, da
impossibilidade 'de topar no desenvolvi-
mento da matematica com alguma con-
tradicdo. GOEDEL provou a impossibilidade
de tal demonstracdo pelos processoshil-
bertianos.

O esquema apresentado mostra que o pro-
blema estd apenas esclarecido em alguns
aspectos e nao solucionado. A solucdo con-
tinua a ser procurada comas trés orienta-
¢6es apontadas, caracteristicas do pensa-
mento matematico.
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24 —Para o intucionismo, a ndo-contradi-
cdo estabelece-se reconstruindo a matematica
por processos, que nao conduzam a contra-
dicdo. E preciso edificar a matematica sem
fazer apelo a ideias preconcebidas a respeito
da actividade matemdtica e dos objectos da
matematica. A matematica é independente da

Légica; os principios usuais da logica nédo
merecem, em matematica, confianca sem
limites.

O intucionismo justifica o que esta cons-
truido como matematica na medida em que
coincide com o obtido pelos processos cons-
trutivos e finitistas. A matematica serd ndo-
-contraditoria, quando for possivel obter
todos os seus resultados por aqueles pro-
cessos. Os processos usuais na matematica
seriam aceites, quando se estabelecesse que
ndo conduziam a algum resultado, que néo
pudesse ser obtido por uma construcdo fini-
tista.

O intucionismo ndo cré possivel a constru-
cdo definitiva dum sistema de axiomas, que
permita a derivacdo da matematica.

A Escala Intuicionista Holandesa
— BROUWER e WEIL. — tem desenvolvido
assim uma matematica intuicionista, isto &,
uma fundamentagdo da mateméatica a
BROUWER.

Os significados de frases como «todos os
nimeros que ...»e «hd um nimero que ...»
sdo estabelecidos por construcdo para evitar
que conduzam a contradi¢cdo. Nos assuntos
relacionados com os conjuntos infinitos, pela
mesma razdo, ndo é usado o Principio do
Terceiro Excluido da Légica de ARISTOTE-
LES. S&o rejeitadas as demonstracGes de
existéncia baseadas no Axioma da Escolha
e na Hipdtese do Continuo.

HEYTING e KOLMOGORUFF formalizaram a
légica adequada a derivacdo da matemaética
intuicionista, comegando por uma logica ele-
mentar, o chamado Calculo dos Problemas,
andlogo ao Célculo Proposicional,e que pode
usar 0os mesmos simbolos, mas com signifi-

20

cado diferente: AB,--- representam pro-
blemas a resolver; ~A +*e a solucdo do
problema A ¢é impossivel, ou conduz a con-

tradicdo; AAB —os problemas A e B
sdo sollveis ; A VB —um, pelo menos, dos
dois problemas é soluvel ; A B —a solu-

cdo do problema B reduz-se & solugdo do
problema A .

Sdo dadas regras para construir as f. b.c.
com 0s sinais «~», «A», «V» e «-e» de
acordo com as situagdes que ocorrem na
resolucdo de problemas e s estas.

As regras de inferéncia afastam a afirma-
¢cdo do Principio do 3.° Excluido e assim
- A VA nao é um teorema. A respeito do
problema A ndo ha, em geral, razdo para
afirmar que A é soltvel ou A é reconhe-
civel como contraditério. «.4» pode ndo ser
soltvel nem contraditério.

Os axiomas sdao escolhidos conveniente-
mente de acordo com estas propriedades dos
simbolos.

A partir deste Calculo pode desenvolver-se
uma Loégica de ordem superior e paralela-
mente a formalizagdo da Ldgica Classica,
apenas em alguns casos bastante mais com-
plicada.

A matematica deduzida por este processo
ldgico rejeita todas as demonstracdes tradi-
cionais, em que se usou o Principio do 3.°
Excluido, isto é, os teoremas demonstrados
pelo método analitico indirecto—ou de re-
ducdo ao absurdo.

Se se procura X, e se demonstrou que
ndo existir x é contraditorio, este facto néo
prova a existéncia de x; BROUWER exige
uma construcdo de x, uma demonstragdo
construtiva da existéncia de Xx.

Existir é diferente de ndo contraditério.

Pelos métodos intuicionistas reencontra-se
— fundamenta-se a BKOUWER — muita da
mateméatica classica, muitas vezes por cami-
nhos mais arduos, mas nao foipossivel ainda
reencontrad la toda, nem demonstrar a possi-
bilidade de tal encontro. Tem-se sim cons-
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truido uma matematica diferente da Matema-
tica Classica, devidamente fundamentada.

25 — O logicismo, como fundamentagéo
da matematica, consiste numa reducdo da
matematica a Logica. A matemdatica pode ser
incorporada em sistemas I6gicos convenientes
por definicdo das suas nog¢des fundamentais
em termos puramente ldgicos e conversédo
dos seus teoremas em férmulas duma forma-
lizagdo da Ldgica.

FKEGE pretendeu neste sentido reduzir a
Aritmética a Logica, comegando por uma
formalizacdo conveniente dela.

FKEGE, RDSSELL e WHITEHEAD reconhece-
ram oque a Axioméatica de FEANO podia ser
interpretada em termos da Logica.

A definicdo de numero cardinal 2 pode ser
dada em termos de «classe», conceito ldgico,
e sem apelo a aritmética. Por exemplo, na-
mero cardinal 2, ou 6 2 o nimero de ele-
mentos da classe C, isto é, ?i(C)= 2, se,
e s6 se, (1) jxeC e 31/6 C; (2 x=j=y\
(3) se ainda zeC, entdo z= X ou z= .

O nUmero 2 é assim a extensdo (classe)
duma propriedade, a de todas as classes com
0 numero 2. Por recorréncia definem-se os
outros numeros. Os axiomas podem tradu-
zir-se completamente em expressfes da LO-
gica por meio dos conceitos de varidvel de

elemento, «ar», e de varidvel de classe,
«Cu , e as expressdes «ndo», «e», «se, en-
tdo» «todos 0s x xv , tha um x» , <txé da

classe C» e «C 6 a classe dos elementos
tais que». Estas expressdes podem représen-
tasse por féormulas contendo apenas os sim-
bolos «e», «V» «3» respectivamente
de «ndo», «e», «todos» e «existe».

«-»,

Todos os conceitos da matemdatica — Ari-
tmética e Analise Classica — podem definir-se
a partir destes quatro termos da Logica.
Todas as proposicfes da matematica podem
deduzir-se destes termos por meio de regras
de inferéncia da Logica —Ldbgica Classica
ampliada com os Axioma da Escolha e da
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Infinidade. Os nldmeros reais exigem uma
légica de ordem superior a da Ldgica Ele-
mentar.

Os axiomas da Aritmética sdo, assim en-
tendidos, simples transcricbes de teoremas
da Logica.

A matemética ficaria fundamentada a RUS-
SELL, com a demonstracdo da compatibili-
dade da Logica.

Este critério levanta objeccBes. A Logica
fica cheia de limitacdes para permitir a deri-
vacdo da matemdtica. Alguns raciocinios
considerados legitimos conduziram a contra-
dicdes, quando aplicados aos conjuntos infi-
nitos, e 6 de supor que criem contradi¢do
noutros dominios. RUSSELL teve de criar a
teoria dos tipos légicos que é o desenvolvi-
mento da aplicacdo do principio do circulo
vicioso : tudo o que contém uma variavel
ligada deve ser excluido dos valores dessa
variavel, para evitar que o sistema ldgico,
com que derivava a matematica, criasse, por
si mesmo, contradi¢cdes. Esta teoria é s6 meia
solucdo do problema, constitui um processo
de reconhecer as fdrmulas contraditérias, e
ndo evita os raciocinios que a elas conduzem,
sem por de lado partes usuais da matematica.

Nos «Principia», RUSSELL e WHITEHEAD
apresentaram uma fundamentacdo da mate-
matica, que inclui a Aritmética e a Teoria
dos Conjuntos, consequentemente a Analise
Classica, derivando esta do sistema ldgico
de RUSSELL — axiomas da Logica Elementar,
teoria dos tipos légicos e Axioma da Redu-
tibilidade e Axioma do Infinito. Mais tarde
pbés-se de lado o Axioma da Redutibilidade,
exigido apenas por dificuldades técnicas da
teoria dos tipos, tal qual fora formulada por
RUSSELL, e que entdo foi possivel remover.

RAMSEY mostrou que o Axioma do Infinito,
que postula a existéncia duma infinidade de
objectos, ndotinha caracter puramente logico,
pois ndo 6 uma identidade l6gica, como acon-
tece serem o0s outros. Este axioma néo é
indiscutivelmente aceite e fica assim compro-
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metida a fundamentacdo da mateméatica pela
Loégica, no sentido do logicismo de FREUE,
.COUTURAT e RUSSELL: deducdo da matema-
tica de axiomas puramente l6gicos, sem apelo
a axiomas especificamente matematicos.

26 — Segundo o que foi exposto, as pes-
quisas na fundamentacdo da matematica tém
sido dominadas pela atribuicdo aos sim-
bolos matematicos dum conteGdo intuitivo
— BROUWER; légico — RUS-
SELL; de auséncia de contetddo — HILBEKT.
Mais ainda, o intuicionismo acaba por ser
propriamente uma reconstru¢cdo da matema-
tica, um rigorismo da matemética; e o for-
malismo bilbertiano é uma tentativa de de-
monstragcdo intuicionista da n&do-contradigdo
da matematica pré-intuicionista, demonstra-
¢cdo que legitimaria os processos da matema-
tica cléssica.

dum conteudo

27 —Revisto por GOEDEL, O formalismo
ganha novos aspectos nas pesquisas que
prossegue. Utiliza agora processos constru-
tivos e finitistas ndo formalizaveis no sistema
formal derivado da Axioméatica de PEANO.
GENTZEN, em 1936, demonstrou a compati-
bilidade da teoria dos numeros naturais,
usando uma indug¢do transfinita com nimeros
ordinais até ao nimero e, = a></"' Esta
inducdo transfinita tem justificacdo intuicio-
nista. O tipo de ordem e, pode materiali-
zar-se numa disposi¢cdo apropriada dos
nimeros naturais e com uma defini¢cdo de
recorréncia.

A demonstracdo consiste numa disposi¢cdo
das demonstragfes da teoria dos numeros
naturais, de modo que, usando os ordinais
do tipo indicado, se consegue fazer uma
espécie de enumeracgdo delas todas, e pela
qual se reconhece a impossibilidade duma
féormula representativa duma contradicéo.
Assim com base no Axioma de ZERMELO O
processo deriva férmulas bem construidas
dum numero infinito de premissas e nédo é
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formalizavel no sistema formal da Aritmé-
tica.

A demonstracdo & aceite quase universal-
mente, mas a utilizacdo da boa ordenacdo
dos conjuntos, ligada estrictamente ao Axio-
ma de ZERMELO, levanta algumas objeccdes.

Em 1951, LOHENTZEN apresentou
demonstracdo que utiliza uma espécie de
inducdo ramificada, seguindo a ordem natu-
ral de formacdo das demonstragdes, em vez
de as dispor num conjunto bem ordenado.
E uma demonstracdo com aceitacdo mais
extensa. O processo usado por LORENTZEN
é algébrico e teriamos a néo-contradicdo da
Aritmética consequéncia dum teorema da
Algebra.

LORENTZEN prop6s ainda outra demons-
tracdo da ndo-contradicdo da Aritmética, em
que utiliza uma formalizagdo da matemaética

intuicionista.

uma

28 — O exposto permite-nos caracterizar,
do ponto de vista da fundamentacdo, os trés
aspectos seguintes coexistentes da matema-
tica actual. Auélise Cléssica : —conceito de
niamero e de fungdo de nimeros — desenvol-
vida, com excessiva liberdade, pelo realismo,
do ponto de vista platénico a respeito dos
objectos da matematica. A demonstragdo de
LORENTZEN legitima a construcdo platonica
dos numeros naturais. No caso dos numeros
reais O impossivel uma teoria construtiva,
que abranja todos. Ndo é possivel a constru-
cdo dum sistema formal definitivo, que per-
mita a derivagdo de todas as propriedades
dos nameros reais. E possivel a construcdo
de sistemas formais, que permitem a deriva-
cdo de algumas propiedades dos nUmeros
reais, e a partir destes construir outros sis-
temas que englobem os primeiros; mas nao
ha definitivamente um que englobe todos e
dai insuficiéncia de fundamentacdo. Matema-
tica Intuicionista —reconstrucdo, por pro-
cessos de rigor inatacavel, da matematica ja
desenvolvida por outros processos — Rigo-
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rismo de fundamenta¢do desenvolvido dese-
legante e, por vezes, complexamente.

Matematica Axiomatizada — Analise Ge-
ral —redu¢do de cada teoria matematica a
uma axiomatica, ndo contraditoéria, e quando
possivel, completa. Fundamentacao discutivel
devido a dificuldades de demonstragdo de
ndo-contradicdo —em geral, por modelos—
e da completude.

29 — Do poQto de vista dorigor matema-
tico, apontamos os resultados importantes
seguintes nos aspectos demarcados na mate-
matica actual: necessidade de fundamentagdo
da Anélise Cléssica; condenacdo de alguns
dos seus processos deconstrucdo ; complexi-

Sobre alguns

por R M

Pretendemos com éste trabalho divulgar
alguns estudos que fizemos sobre Ocupacdes,
especialmente quatro problemas, aplicamos
a estas questdes as probabilidades como
algoritmo demonstrativo.

No final do trabalho procurdmos mostrar
com novas interpretagdes a possibilidade de
obter-se como consequéncia quatro férmulas
da andalise combinatéria usual.

Acrescentou-se para elucidacdo umexem-
plo numérico para cada um dos problemas
com os respectivos diagramas.

A — Quatro problemas de ocupecdes-
-Enunciados

A. 1—Determinagdo donUmero de ocupa-
¢Oes possiveis de K celas distinguiveis, co?n
exclusdo de celas ocupadas, por n elementos
distinguiveis.

problemas
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dade e deselegdncia da matemética intuicio-
nista; demonstracdo construtiva do Axioma
de ZEKMELO; existéncia de propriedades da
aritmética — matematica portanto —que es-
capam a qualquer axiomatica ; se baalgnm
sistema de axiomas, ndo-contraditdrio, para
a teoria dos conjuntos, € possivel juntar o
Axioma de ZERMELO ou a Hipo6tese do Con-
tinuo, sem que impliquem contradi¢cdo no
sistema.

30 —Claramente os pontos de vista to-
mados nos quadros apresentados anterior-
mente contribuiram para o esclarec mento
do pensamento matematico e estdo-se escla-
recendo mutuamente.

de ocupaclOes

Barbosa

A. 2—Determina¢do donUmero de ocupa-
¢Oes possiveis de K celas distinguiveis, sem
exclusdo das celas ocupadas, por n elementos
distinguiveis.

A. 3—Determinacdo do nimero de ocupa-
¢cOes possiveis de K celas distinguiveis, com
exclusdo das celas ocupadas, por n elementos
indistinguiveis.

A. 4 —Determinacdo donumero de ocupa-
¢Ges possiveis de K celas distinguiveis, sem
excluséo ocupadas, por n

das celas elementos

indistinguiveis.

B — Denominacdes

Aos numeros fornecidos pelos problemas
A. 2,A.3 e A.4 denominam-se respectiva-
mente nimero de MAXWELL-BOLTZMAN, nua-



GAZETA DE MATEMATICA

mero de FERMI-DIRAC ou FERMIONS ou ainda
FERMIOES, e numero de BOSE-EINSTEIN ou
BOSONS OU ainda BOSOES.

Alguns autores preferem denominar fer-
mions ou bosons aos elementos, assim em
A. 3 os elementos seriam chamados fer-
mions, em A. 4 seriam bosons; e nessa
interpretacdo o numero de fermions, ou de
bosons, é o nimero n de elementos indis-
tinguiveis, e ndo o nimero de ocupagdes.

C — Notagoes

Indicaremos 0s numeros
N(K" ;n+),
N(K;n) ou

dos problemas
N(K;n") ou
iV(BOSE).

anteriores por
iV(FERMI), e

D — Dedugdes

D. 1—Procuraremos a probabilidade de
n celas determinadas (das K celas dadas)
serem ocupadas pelos n elementos distin-
guiveis, com exclusdo das celas ocupadas.

Admitindo que i celas determinadas ja
foram ocupadas, portanto excluidas, a pro-
babilidade de ocupagdo de outra cela deter-
minada é dada por (n- i)/ (AT — i).

Fazendo variar i de O a ti— 1 teremos
a probabilidade pedida :

n-1

n
=0
Atendendo a A.1 e C onumero de ele-
mentos do universo é dado por N{K" ,n),
e O numero de elementos do evento é dado
por n!, pois os elementos sao distinguiveis.
Segue que a probabilidade é dada também

por :

K — i ATI")

nl!

N{K" o)™

Comparando os dois calores da probabili-
dade teremos :
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D. 1.1 N(K' ;n+) = Af">.

Nota — Obrigatoriamente tem-se n”™ K.

D. 2—Procuremos a probabilidade de
uma cela determinada ser ocupada por n
elementos distinguiveis.

Admitindo que a cela determinada jé& foi
ocupada por » elementos, a probabilidade
de ocupag¢do por outro elemento serd dada
por: 11K.

Fazendo i variar de O a n— 1 a possi-
bilidade pedida é dada por: I/AT".

Atendendo a A.2 e C o nlimero de ele-
mentos do universo € N(K;n+) e o numero
de elementos do evento é 1, logo a proba-
bilidade também é dada por:

N{K;n+)

Comparando as probabilidades anteriores
obtemos :

D 2.1 AAMAXWELL) = N(K ;n+) = AT"

D. 3—No problema A. 3 os elementos
sdo indistinguiveis, portanto no raciocinio
aplicado em D. 1 os elementos ndo podem
ser pensados permutados, ou que o nimero
de elementos do evento € 1 e o numero de

elementos do universo 6 AZ(FERMI).

..... , ATM AT!
AT (FERMI) =
n! nK —n)l
ou
D-3. 1 A7'(FERMI)= ~ \

Nota — Obrigatoriamente tem-se n ™ K

D. 4 —Proeuremos a probabilidade de
uma cela determinada (sem exclusdo dacela
ocupada) ser ocupada pelos TI elementos
indistinguiveis.

Substituamos inicialmente a cela escolhida
por n sub-celas em idénticas condi¢gdes que
as celas anteriores, de talmodo que sejam
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ainda distinguiveis mas com a mesma pro-
babilidade de ocupagéo.

A substituicdo anterior coincide em pensar
0 acréscimo de n—1 celas.

Consideremos a condicdo, agora, que
ocupada uma cela, ela serd excluida.

As condi¢des estabelecidas transformam o
problema A. 4 no problema A. 3, com modi-
ficagio no numero de celas, isto 6:

2vV*(A";B)= N{K + n—1+;n)

ou
n—1

n
ou
D. 4.1 N(BosE) = *

E — Interpretacdo dos quatro problemas
em térmos de agrupamentos

Invertamos todos os problemas, com a
inclusdo de duas regras, considerando
ocupacdo de K celas distinguiveis por n

elementos, como agrupamentos distintos de
K celas distinguiveis em n lugares.

REGRA E. 1 — Celas sem exclusao ou com
exclusdo, quando ocupadas, sdo interpretadas
por celas podendo ser repetidas ou nao, res-
pectivamente, nos agrupamentos.

REGRA E. 2 — Elementos distinguiveis ou
indistinguiveis serdo interpretados como
lugares  distinguiveis ou indistinguiveis (isto ¢,

em térmos de Arranjos ou de Combinacgdes).

F — Identificacdes

Teremos com as interpretagcfes anteriores

as seguintes identificacdes :
N(K+ ;n+) = A,

(namero de arranjos simples)
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N{K;n+) = {AC)..n
(nimero de arranjos completos)
N(K+;n) = C.,,
(nimero de combinacdes simples)
(nimero de combinagdes completas)
G — Férmulas

Utilizando as identificacbes dadas em F
teremos as quatro formulas seguintes, da
analise combinatéria usual :

Gr.1: A, = BR>=
= K(K-1){K-2)...{K— n+ 1)
Gr. 2: (AC),,.=K»
Gr.3: C,,.=""j
G. 4: (CO).,. =(*“" I~ = C.-
H — Observacdes

E interessante observar que apenas G. 1
ndo pode ser considerada como deduzida dos
problemas de ocupag¢do, desde que em D. 1
utilizou-se implicitamente o conceito e fér-
mula de arranjos (n!).

I — Exemplos numéricos

I. 1—Numero de ocupagles de 3 celas por
2 elementos distinguiveis, com exclu-
sdo das celas ocupadas :

N(K+ ,h')= 3(2)= 6.
Diagramas — (*)
(alftl~) (»l«IH
(al-1 ) ® I-1 a)
(1 le) b la)

(*) Usamos as representacdes de FELLER.
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1.2 —Numero de ocupagles de 2 celas por
3 elementos distinguiveis, sem exclu-
sdo de celas ocupadas :

iV (MAXWELL) - 20 = 8.

Diagramas —
(adjc) ("1 D
( acvb) (&] w
( bc|a) («i i°)
@@sCl—) (- lab )

1.3 — Numero de ocupagdes de 4 celas por
3 elementos indistinguiveis, com ex-
clusdo da cela ocupada:

N (FERMI)
Diagramas —
(1 l11110)
(1 21011
(1 lol1l1)
0 l1111l1)

I. 4 —NuUmero de ocupacbes de 3 celas por

4 elementos indistinguiveis, sem ex-
clusdo da cela ocupada :
Duas observacdes sobre

por José Manuel dos San/os Simdes

As duas observagdes que a seguir se
apresentam surgiram-nos quando estudamos
a Estatica do Ponto Material segundo as
«Licbes de Mecanica Racional» do Ex.™ Sr.
Prof. Doutor Diogo Pacheco de Amorim.

Na primeira referimo-nos a um facto que
parece estar em desacordo com a nossa
experiéncia corrente: o de serem instaveis
as posicdes de equilibrio indiferente. Trata-se
é claro duma propriedade que admite uma

Estatica
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Combinatorial

do Ponto Material

Pereira

excep¢do quando entre as forcas aplicadas
ao ponto se encontram algumas que depen-
dem da sua velocidade. E o caso, por exem-
plo, do atrito ou de resisténcias do meio
ambiente que estdo presentes na maioria daa
questdes a que diz respeito a nossa expe-
riéncia corrente.

Na segunda constrdi-se um exemplo de
posicdo de equilibrio estavel a qual ndo cor-
responde nenhum extremo da fun¢do de for-
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¢cas. Pretendemos apenas ilustrar o facto
de que a condicdo dada pelo teorema de
LEJEUNE-DIRICHELET para a estabilidade do
equilibrio, -sendo suficiente como prova o
referido teorema, ndo € contudo necessaria.

No que segue, as nota¢bes usadas e as defi-
ni¢cdes de que partimos sdo as da obra citada.

1 — Consideremos
conservativo.

Designemos por U a funcdo de forcas e
por V= — Xl a fung¢édo potencial.

Como é sabido, as posi¢cOes de equilibrio
num campo de forgas conservativo corres-
pondem aos pontos estacionarios da funcédo
de forcas e a definicdo de equilibrio indife-
rente em P, , implicando a existéncia duma
vizinhangca finita de P, formada por pontos
que sdo todos eles posi¢des de equilibrio do
ponto material dado, exige que P, faga parte
duma seccdo de invariabilidade de U.

Dentro desta sec¢do de invariabilidadeo
campo é nulo. Por isso, colocando o ponto
material (P,?H) naposicdo deequilibrio P,

um campo de forgas

com uma velocidade inicial v, qualquer,
pela primeira lei de NEWTON eleseguira uma
trajectéria rectilinea com velocidade cons-
tante e atingird& sempre a fronteira dessa
sec¢do de invariabilidade por menor que
seja V..

Em P, pois o equilibrio obedece acondi-
¢do deinstabilidade.

2 —Vamos agora considerar um campo
de forcas conservativo unidimensional, defi-
nido sobre o eixo das abcissas cujo vector
unitario chamaremos ».

Seja F o vector do campo tal que

1
sin —
X

1
F=1—4a;. cos X

U= —x*ecos —
X

A fungdo é tal que

grad U=F.

GAZETA DE MATEMATICA

Trata-se duma fung¢do continua, uniforme,
de derivada limitada e continua cuja repre-
sentacdo grafica se pode estudar pelos pro-
cessos usuais do calculo. E simétrica em
relacdo ao eixo dos yy e fica toda na por-
cdo doplano cartesiano limitado pelas curvas
y=x ey=—a'. (Ver notal).

Com X = = 00 tende assimptoticamente
para y = x*,

d U ~
= 0 mas néao

Na origem U= 0 e
dx

se trata de extremo local pois em qualquer
vizinhanga deste ponto a funcdo toma valores
negativos e positivos. Trata-so dum zero néo
isolado da fun¢do e tambhém da derivada, em
cuja vizinhanca V admite alids uma infini-
dade numeréavel de extremos locais.

Ora no campo de forcas assim definidoa
origem 6 uma posicdo de equilibrio estavel.

Com efeitosendo h aconstante das forcas
vivas, tem lugar a relagdo

h= T+ V= —mi2+ x*¢C0S—.
2 X
O valor de h para as condi¢Bes iniciais
v, e X, ser& h= —mv% -)-x*ecos — .
2 X,

Seguindo as definicdes daobra citada basta
considerar o valor x, = O o que equivale a

tomar h m vi-

Sendo assim O féacil verificar que & medida
gue X aumenta vao surgindo intervalos nos
quais V toma valores superiores a quaisquer
outros anteriormente tomados. (Ver nota2).

E, nesses mesmos intervalos, e® terd de
tomar valores mais baixos que quaisquer
outros anteriormente tomados. S6 num ponto
desses intervalos Vv* se poderd anular e o
mdvel atingiu ai o seu maximo afastamento.
Sujeito a uma aceleragdo nesse ponto diri-
gida para a origem, retoma o movimento em
sua direccdo (salvo, 6 claro, no caso excep-
cional de v se anular num dos XX minimi-
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zantes de U), atinge-a com a velocidade v,
e ultrapassa-a. Mas a simetria da funcéo
leva-nos, por raciocinios analogos, a conclu-
sdo de que, para este lado oposto, o afasta-
mento maximo sera o mesmo.

Um calculo feito supondo, parasimplificar,
m = 1 mostra-nos que para

/5 1 1/2 1
<v,<
itk + 1)2 {2Kf

a velocidade se anula antes do ponto de

2 1

abcissa x = —
ti 4k

pois naquele ponto ft;

/2 1
anula-se pela primeira vez se v, = .
i (2/f)
Quando A -»00,V, , enquadrado por duas

sucessfes infiniiesimais, tende para zero e
A= limIx | tendera também para zero, visto
0 mesmo acontecer a sucessdo de termo
geral u, = 1

it 4k
A origem obedece, pois, a condicdo de
equilibrio estavel, segundo a obra citada.

3 — Ha Autores que nao formulam assim
a condicdo de estabilidade. No caso mais
geral, impdem que durante todo o movimento
o valor absoluto dos parametros g que de-
finem a posicdo do movel (ponto ou sistema)
seja inferior a um certo e (arbitrariamente
pequeno) desde que os correspondentes valo-
res iniciais q®e sejam em mddulo infe-
riores respectivamente a Sj e s, com £j e
s, func¢des do s dado.

No nosso exemplo, em que x € 0 Unico
Ci teremos de examinar as solucfes das
equacdes diferenciais do movimento para
condi¢des iniciais X, e v, pertencentes a
certa vizinhanga da origem.

A partir do integral da energia

— V' + a‘'ecos— = h
2 X

(supondo sempre, para simplificar, m = 1)
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2

consideremos que a constante h = -~v* para
ta
X = 0 passa a ter o valor
= TTA0+ *0-°°° — com AQAQ).
2 a&o ( )

Notemos que o movimento n&do pode dar
origem a valores de x para o0s quais

x*-0057> Ilv pois viria

— v=* h'—X ecos— < 0;
2 X

0 que equivale a dizer, sob o ponto de
vista geométrico, que o0 movimento nao
pode dar origem a valores de x para

0s quais a imagem geométrica da funcdo

a:*, cos— esteja acima da paralela ao eixo
X

dos xx de ordenada hl.

Suponhamos entdo v,<j/7 e |[x,\< i/g =

Vird h"——tjj+ a*cos —<— + — = v.
2 ° X, 2 2

Como durante todo o movimento é

— V' + xX*-cos— = h!,
2 X

uma vez provado que se podem tomar pontos
arbitrariamente préximos da origem onde

a*, cos—> v desde que v seja suficiente-
X

mente pequeno, fica demonstrado que se pode

restringir o movimento a qualquer vizinhanca

da origem, limitando convenientemente v, e

Ix, 1. Ora a fun¢do x*ecos— para
X

1 1, . .

X = e— 'k inteiro) toma o valor
27 Kk

1\ 1\* 1
—\) . Se k for tal que £*<(- \
"l &' Va»,
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sera 1> (\2n

2if/ v

Por isso, querendo limitar o movimento a
certa vizinhanca da origem (— e, +.s) basta
tomar, por inversao das rela¢gdes anteriores,

1 + 1 — onde /[] tem osi-
[2%" 5]
gnificado habitual, e fixar v pela condicdo
1

v <

O nosso exemplo obedece pois a esta outra
definicdo de estabilidade, que parece ser mais
restritiva.

4 —Para as condigdes iniciais considera-

das, como é A'O e |a|< e serd ainda
— VvS™h' —x* cos — < v+ e E pondo
2 X

v+ e'= -~-a° isto significa que durante o

movimento é sempre |v|<3 desde que
tomemos X, € Vv, em vizinhangas conve-
nientes da origem. Quer dizer, mesmo que
se exija, na definicdo de estabilidade, que

durante o0 movimento v se mantenha em
modulo préxima da origem, desde que a*, e
v, também o sejam, mesmo assim o exemplo
que demos apresenta uma posi¢do de equi-
librio estavel num ponto onde a funcdo de
forcas ndo é maxima.

5 — As conclusBes precedentes sdo imedia-
tamente generalizdveis, em vista de céalculos

analogos, para a funcdo de forcas U= —
— d*ecos— definida num espaco euclidiano
d
n
a n dimensfes, onde d° = 2

G\ZETA DE MATEMATICA

NOTA 1 —Damos a seguir o aspecto grafico da
1
funcdo V= —V = x‘scos—.

NOTA 2 — Referimo-nos no n.° 2 a intervalos nos
quais V toma valores superiores a quaisquer outros
anteriormente tomados. Destacdmos, na figura, um
desses intervalos. Note-se em especial que os respec-
tivos extremos mais afastados da origem sdo os

maximos locais de V, (ndo sdo os pontos n

"\ ' 2knJ

e 0s mais proximos sdo os X X tais que V retoma

neles o valor que tem no maximo local imediata-
1

mente mais chegado a origem. Nos pontos sao
2 kix

tangentes as curvas y = X' e V= x'ecos — como
X

se verifica por céalculo simples.
A bibliografia do assunto é muito vasta.

Entre outras consultdmos as seguintes obras:

LEVI CIVITTA, Lezioni di Mecanica Razionale.

PAUL APPEL, Traité de Mécanique Rationelle.

APPEL et DAUTHEVILLE, Précis de Mécanique
nelle».

JOSEPH PERES, Mécanique Générale.

H. BEGHIN, Statique et Dinamique.

G. HAMEL, Theoretishe Mechanik.

J. NIELSEN, Vorlesungen uber Elementare
nik.

HENRY FAVRE, Cours de

RUTHERFORD, Classical

Ratio-

Mecha-

Mécanique.
Mechanics.
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Oon the density of

irreducible
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polynomials

by Wo/mer V. Vasconcelos*

This short note concerns the frequency, in
some sense to be precised, with which the
irreducible polynomials appear in some poly-
nomial rings. We deal specifically with the
case when the coefficients are taken in a
finite field.

To simplify the arguments we deal with
prime fields, i. e. Z, . Tentatively we define
a set function on the class of subsets of the
polynomial ring R—ZJx]. Let SczZ [x].
The polynomials in S of degree at most n
are in a finite number, which we denote by
D.(S). If D,(S)/D.(R) has a limit as n
increases, we denote it by D (S) and the
class of all such S by S. The following
obvious properties of D hold:

(bounded)
then D(S)<L

1. DP) =1
2. 1f Scs D(S")

(monotone)
then D {S \JS") =

(finitely additive).

3. If 8 fis' =0,

= D(S) + D(S)

We say that D is a density function on S.
The main result is:

be the subset of irredu-
then D(1)= 0.

THEOREM. Let |
cible polynomials in Z [x],

PROOF. For definiteness let K be an
algebraic closure of Z, . Due to property 3.
it is enough to prove for the subset S & I,
consisting of monic polynomials. If P (n) is
the number of those polynomials of degree
n, ne<P{n) is the number of elements in K

* Do Instituto de Fisica e Matematica da Uni-
versidade do Recife cora uma bolsa de estudo da
Capes na Universidade de Chicago.

of degree n over Z,. This follows from
the fact that the roots of those polynomials
are simple (Z, is perfect) and distinct poly-
nomials do not have a common root. On the
other hand, if we adjoin to Z, any element
of degree n, the extension is the splitting
field of x” and so each element of
degree n over Z, is root of this polynomial.
Since it has not more than p° roots we get
n « P{n)

— X,

This implies D, (S) = 2 P WA p*/k SO
I i

that DAS) 10,(i?)~ V ~1/1.
N
A straightforward use of the integral test
will complete the proof. Just notice

n+1 | +1

D‘x_axz .
J2 ' logp *Ji +

2

log/> Jo a;
and
Sl
E-dx (« - 1).
{n+ 1)2

It is clear that the same argument holds
for P[x] where F is any finite field. Ifins-
tead, we take Z [x] where Z is the ring of
integers, we can cope with the infinity of
elements in Z in the following way: the
height of a polynomial is understood as the
sum of the absolute values of its coefficients
and for SdZ [x], D, (S) is defined to be the
number (finite) of polynomials in &' of de-
gree and height at most n. However a simi-
lar result for the irreducible polynomials
does not seem to be at hand.
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MATEMATICAS

EXAMES DE ADMISSAO

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Mateméaticas, em Ciéncias
Fisico-Quimicas e em Ciéncias Geofisicas, e curso
de engenheiro gedgrafo — Ano de 1961.

Ponto n.°1
Prova escrita de Matematica

ARITMETICA

5491 — Dividindo dois nimeros naturais pelo seu
maximo divisor comum obtém-se os quocientes 8 e 15.
Determinar os dois nimeros, sabendo que a soma do
seu maximo divisor comum com o0 seu menor mul-
tiplo comum é 726.

R: Sejam m e d o menor multiplo comum e o ma-
ximo divisor comum de dois inteiros a e b. Tem-se,
como se sabe, a = depi,b=de+p, e md=ab, onde
Pl e p, sdo primos entre si. Daqui resulta, em vista
dos dados do problema, que a=d-8,b = d-15 e
m+d= %) f d= 726, eportanto de8+15+d=726

e d=6. Deste modo ser& a=6+8=48t b=6+15=90.

ALGEBRA
|

5492 — Determinar
equacao

m de modo que as raizes da

16 &' — 4mx-rm — 1=0
estejam em progressdo aritmética.

R. Prova-se que, para que as raizes da equagdo
biquadrada estejam em progressdo aritmética € necessa-
rio e suficiente que 9 p* —100gq = 0, £ p e g forem
a soma e o produto das raizes da resotvente da equagdo
biquadrada. Neste caso teremos p=m/4 e g= (m—1)'16,
de modo que ser& 9m’— 100 (m— 1) = 0 e portanto
m =50 ou m= 10.

1
5493 —Derivar a fungdo y e simplifi-
\l
car o resultado.

GAZETA DE MATEMATICA

ELEMENTARES

AS ESCOLAS SUPERIORES

R : y =
T+ x»)= (2-

[\fi + x» _ x .3 X e», «(t

) (21 (1 + x¥))

+ x°)-f] :

TRIGONOMETRIA

|
5494 — Resolver a equacdo \/3 sen x -fcos a=2.

R: A equagdo pode escrever-se sob a forma

i"E.senx-1  cosx=1 ecomo k*.=cos 30° e sen 30° =
2 2 2

1
= > vem : sen x cos 30° + cos x sen 30°— 1 ou

Tem-se entdo x + 30° =
ou x —k180° —30° +

sen (x + 30°) =+ sen 90°.
- k180 + (— 1)*90°
+ (- )" e90°

11

cos (a +e tfx
( )es

5495 — Derivar a funcdo y = A im-
sen (*~ tfx )
plificar o resultado.
R: y' = [—«en(a + v/x) sen(a — tf~x)—

—cos(a—tfx)cos(a + tf xI]:sen’ (a— tf~x) ~

— [cos (@ + yx — SL+ tf x)] :se?i’ (a — y/x) =

= (—cos2v/x) :sen” (a —1/x)

GEOMETRIA

5496 — Determinar o angulo da recta y = 3x —2
com a recta que passa pelos pontos (2,-1) e (0,-2).

R . A equacdo da recta quepassa pelos dois pontos

6 (y+1):(-1+2=x—2):(2—0) ou sea
1

y = — —2. Aférmula queda a tangente do angulo

he dlias rectas com osdeclives mem €tgé= "~ - :
l+mm'
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No caso sera tge= 3 ——\ : "1+ —"~ = 1 e por-

tanto 6 =-45°.

Ponto n.° 2
ARITMETICA

5497 —Dividindo dois nimeros naturais pelo seu
maximo divisor comum obtém-se quocientes cuja
soma é 10. Determinar os dois nimeros, sabendo que
0 seu menor multiplo comum é 672.

R : iSe forem pj e p2 os quocientes assinalados
serd pj+ P2= 10. Facilmente se reconhece que 0s
valores possiveis de pj e p, sdo: p, —1ep.= 9ou
p.=1 « p2= 7. Por outro lado se m for o menor
maltiplo comum dos dois nimeros dados e, como se sabe,
m = il pi p) sendo d o méximo divisor comum. Entéo,
no 1° caso, serd& 672 = d+9 equacdo que ndo tem solu-

cdo inteira. No 2° caso é 672 =de<3+7 e d = 32.
Daqui resulta a = 32x 3=36e b= 32X 7—224,
que sdo os nimeros procurados.

ALGEBRA

5498 — Determinar m de modo que
X —(m+ 1)x—m+ 7
seja positivo para todos os valores reais de X .

R: Traiu-se de resolver a desigualdade

—(M-+1)x—m 47> 0 que deve ser verificada
para todo o valor real de x. Basta entdo queo descri-
minante seja negativo, caso em que o trindmio toma
sempre o sinal do coeficiente de x*. Teremos por isso
H+ 1)+ 4(m—7)<0. Os zeros deste Ultimo tri-
noémio sdo 3 e — 9. As solugdes da primeira  desigual-
dades&o, por isso, osvalores que verificam

1_- X
— e simpli-

5499 —Derivar
yll + o

a funcdo y =
ficar o resultado.
R: y'= [ I-vInTi» 4 (1 - x)-2x- — o

V(I +x*r']: (1+x»)- - (1+x):y/( -I-x7)

—9< m< 3.
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TRIGONOMETRIA

5500 — Resolver a equacéo

Ben X -f~sen 3x = sen 5x + sen 7 X .

N r. x+ 3X  X—3X
R: Como senx+ sen3 x=+2sen cos =
2 2
= 2sen2XCOSX e sen5x_+ sen 7XxX =
5x+ 7X 5x—7x
= 2sen 9 cos 5 = 2sen6xcosx. Tere-
fflos cue o equacdo proposta é equivalente a
SEN2XCOSX = Sen&XCcosX Ou seja cosx(sen 2x—sen6x)= 0
2X-6X 2X + 6Xx
ou ainda cosX-e 2esen cos =0 e
2 2

finalmente cosx esen (—2x)cos4Z—0. As solucdes

desta Ultima equagdo e portanto da propoi-ta sdo as

solucbes das equagbes cosx = 0; —sen2x=0 e

cos4x = 0. Da primeira as solucbes sdo dadas pela
ir

formula x = —+ n«, onde n e um inteiro qualquer.

As da segunda s&o os valores de x tais que 2Xx = nit
7 . ~ .
ou X *=7 *n. As da terceira sdo osvalores de x tais

hDe« ouseja X ——=+ ne—.
2 8 4

que 4x =

5501 — Derivar a funcdo y = sec(l + V'oa&d —1j
e simplificar o resultado.
3-7M(1 + 1/3x - Dsec\ + vi3x - 1)

2v/3x —1

R: vy’

GEOMETRIA

5502 —Determinar a equacdo da recta que passa
pelo ponto (0,-1) e pelo ponto de intersec¢do das
rectas de equagbes x +y —2 e g —2y = 1.

R: coordenadas do ponto de encontro das duas
~ . fx+y=2
rectas sao as sofucdes do sistema i ou
U-2y=1
4 equacdo da recta pedida e

0

tejam x =

1
YT F
a a
y+ 1 X .
entoo ou ainda 5y —4x4-5= 0.
1 0 3

Solugées dos n.°" 5491 a 5502 do J. S. P.
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PONTOS DE

L S. T.— MATEMATICAS GERAIS — Exame de frequén-
cia - 18-1-1962.

5503 — Designando por Z a imagem do complexo
» no plano xOy, considere os conjuntos :

d-\Z:\z-1 |<1l] e C-A\ZWw» +il\<I\

e determine o transformado de Cifl C, por meio da

~NT.
S+ i

5504 —Consideran do a equacédo vectorial
(Bei+ 3«i + €)X v—ei+ Xe, *¢ej

re,acdo —

a) determine X de modo que a equagdo seja solu-
vel e determine nesse caso as respectivas solugdes;

6) se for v=P — 0 com 0 fixo, diga qual o
lugar geométrico dos pontos P tais que
(ei+ 32+ e3>x (P —0) =ei+ Xe, +e, ondeX
tem o valor determinado em a).

5505 — Estude o seguinte sistema:

X+ay+ z=a
X+ Y (- ota
«i + y + a 1

apresentando a respectiva solugdo (ou solucdes)

guando existam.

a transformacéo
faz corresponder

5506 —Considere no espago R’
que a cada vector x =1 ~ e,
y=(ej+ e +e)Xx.

a) Verifique que a transformagdo é linear e que
em relacdo a base 161,63,63! ¢é representada pela

matriz
r o-i 11
A= 1 0-1
L-i 1 oj

6) Que relacdo existe entre A e A" ? Mostre que
toda a matriz hemisimétrica de ordem impar é sin-
gular.

EXAMES DE
MATEMATICAS

GAZETA DE MATEMATICA

SUPERIORES

FREQUENCIA E
GERAIS

FINAIS

c) Determine os valores proprios e os vectores
proprios reais da matriz A .

Enunciados dos numeros 5505 a 5506 de F. R. Dias Agudo

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS Exame final — 29 de

Junho de 1962.

5507 —Dadas as rectas 2X+ 1=3J=1 e
x =y + I*2z —1, verifique se sdo complanareg
(determinando ao mesmo tempo a distancia entre elas)
e determine a equacdo do plano que passa pela pri-
meira e é paralelo a segunda.

5508 — Uma curva passa pela origem e o coefi-
ciente aDgular da tangente a curva é dado, em cada
s —4x'— 1
X' —2x +1°
Determine a equacdo da curva e faca o seu estudo.

ponto, pela expressao

5509 —a) Mostre que se u,, é um infinitésimo
(com valores do mesmo sinal), as séries 2%, e
2 log(l + «,) sdo da mesma natureza.

(n42)

PR n N
6) Estude a série Z.log- A7 por aplicacdo
» + ﬁz
do critério de a).

c) Mostre que o termo geral da série anterior se
pode pér na forma /(«)—f(n + 1) e aproveite o
facto para calcular a soma da série (se for con-
vergente).

5510 —Seja X o0 vector |X, X, e Y —\Wy™ y\
um segundo vector funcdo do primeiro (i. e,
dy
Vi.—fl (*1)**)ilfe—/*(»1) 8 designe por ——
d X
~dVi dvi
a matriz dxi o2
dy: d Vi
_dil dx, _

Considerando agora que X é por sua vez funcdo
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dX
de T |ij t\ edefinindo -— de modo analogo a
dy dy dyY dX i
—, mostre que —— , féormula que
dX dT d~X *dT

generaliza a derivacdo defun¢des compostas de uma
s6 variavel independente.

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final —24 de
Julho de 1962.

5511 —Seja
Ri = [ei,e.,e,] em R2= [ei,e]
Tei=c¢ci, Ten=1¢j, T63 = ei+

T uma transformacdo linear de
definida por

0) Determine a matriz da transformacdo e oa
vectores de R® que se transformam no vector nulo
de m.

b) Considerando R® e R* formados por segmen-
tos orientados deorigem O, atransformacéo anterior
representa uma projecgdo obliqua de R® sobre fi® .
Caracterize a direccdo daprojecgdo pelos seus cose-
nos directores.

c) Considerando T como transformacdo de R®

em R® qual a matriz que arepresenta? Quais 0s
vectores préprios da transformacédo?
2X
5512 — Determine a primitiva de
V/r-
que se anula para x=+0.
5513 — Determine o i.c. da série X h
X o . . . .
n . h Verifique que a série coincide
3 4

com a série de MCLAUBIN de log (I + X) e a partir
daf eSC[I_e\_/I_a os desenvolvimentos de log(l —x) e de
X

log \9 N em série de poténcias de x. Aproveite

o resultado para indicar qual a parte principal de

logV -—-—quando x 0.
- X

5514 — Seja A X = B um sistema de n equag0es
lineares com nincégnitas x,X,---,X, e det™fcO.

a) Que sabe acerca da natureza de um tal sistema?

6) Dando a A aforma A =[A A---A---A]
mostre que osistema se pode escrever

Al Xi FAZx, +--e¢4-A xi 4-++++ A x, =B,
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ou seja

Aian+ A, ait+ ... . (A. — B)-H VA, X,=0.

c) Que pode concluir quanto a dependéncia linear

das matrizes colunas Ai., At, see, A £, — B, e A,
onde X, € ovalor daincognita deordem il Quanto
vale o determinante de [AA--AX —  B---A,J?

Justifique.
d) Deduza daalinea anterior que

det \A\ A, see B e A, ]
'~ detfyl, A-—- A-—- A\’

Que regra obteve?

Enunciados dos n.°* 5507 a 5514 de F. R. Dia» Agudo

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS — 1." Prova Pra-
tica delInformacdo — 16-2-1962.
|
5515 —1) Prove que

(A\jB)nCI)D) -
= (4nc)u(/?nC)uino)u(Bno).

2) Dado oconjunto

x_{(ll 1)%7T|}(||:1|2|_>

indique, justificando todas as respostas:

a) pontos interiores, pontos exteriores,
fronteiros e pontos deacumulagéo ;

pontos

6) infimo e supremo ;

O conjunto é fechado? Porqué?

R:I) (AUB)n(CI|D) =

=Ix I xe(AUB) Axe(CUD)I.
Ora
xe(A(jB)Axe(C|jD) = Xx6AV xe B) A
A (xeCx/xeD)=(x6AAxeC)V(xeBAxeC)V
VxXx6AAxeD)V(xeBAxe6D)= (xeATf|C) V
Vx eBnC) V(xe AnU)V (xeBnD)=x e (AnC)U
u(Bnc)u(AnD)u(BnD)

0 que prova a igualdade proposta.
2a) Interior : O.
2|.
Fronteira : X|J|2|U|— 9].
Pontos de acumulagdo : —2 e 2.
b) inf X 2 sup X = 2.

O conjunto nédo efechado porque —2£X e 2$X.
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5516 — 1) Mostre que, sendo a>-~0, a,>0e
CUa, = 6", setem (1+ 0j) (I+a,)”™ (14-0).

2) Verifique a identidade seguinte:

re
4- 1 sen

. / n «it\ )
(1 +i)"= (cos J (@- i)».
R:1) (14 a)(@4a)=14-a 4-a,4a.a, =
o+ 2 /
= leai+ a,+ b’ 2iyaia, ou
ai +a,~2b, vem((1+ai)(l4a)™ I+2b+b =
- (1+ b)-".

e, Ccomo

2) (14i)=ja" {cos™ +isen™jJ

= (V/2)" (cosn Lisenn—
nir N

(:os Hisenn - (1-1)>.
cos hisenn—)(y2) X

(" 2 2,
[&)I (-DT) +I1SEN (_DT)]=
= (\/2)" {cosn— + isen n-

5517 —1) Calcule IimVv/ "™ -
n—ao V n

elogn.

2) Erarelagdo a série 51
~ log(n+1)
0) determine o intervalo onde elaé absolutamente
convergente e refira a sua natureza fora de tal
intervalo;

6) estude a natureza da série nos extremos do
intervalo de convergéncia;

c) refira-se aconvergéncia uniforme, determinando
o respectivo intervalo.

00}
3) Mostre que, se for Vi =" (finito), entdo
u
00}
2 (,-i+ a,+a,.,) —3a—(i+2a).

* foff n, u«m i/ra =1

R: 1) Fazendo vy,= -~
n »-00Y,,

GAZETA DE MATEMATICA

e o teorema de Cauchy permite concluir  imediatamente

que Iy, -*1.
foo(n +2 io.?2(n +1
2 a) lim (— ):lehm _( —):|x[:
n==0 Ix I n=<x> log (n +2)
log (n+1)
A série éabsolutamente convergente para —1<X<1
e divergente para x >l e X< —1.
b) Para x = 1 tem-se asérie 5! Que
toflr(n-f-1) "
e divergente, pois > e >j
log (n 4-1) n4-1 " n+1
é uma série divergente (série  harménica).
Para x= —1 tem-se, a série . alternada
que éconvergente  (simplesmente),
log (n 4-1)
i *0 decrescendo.
pois log (n + 1)

c) A série é uniformemente convergente em qualquer
intervalo [—1,r] (r< 1).
n-1

S,,= BJ a,,, vem
0

3) Fazendo

K = Si (@, 4- @, 4 *,+) = (8,4- & 4-+++4-2,_) 4

4- (aid-a, 4-2+24-3,)4-(a,4-a, 4-++24-a,.) =
*'» + (S,+i —a,) 4-(S,.. —a, —aj) =
= S,,4-S,,..4-S,...— (.. 4-2a)

e, como S,,-»-a, S,,->a, S, -*a, S,->3a -

- (ai4-2a,).

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GKBAIS — 1." exame de
frequéncia ordinario —21-3-1962.

5518 — 1) Diga o que é umarelacdo de ordem
parcial e umarelacdo de ordem.

Mostre que o conjunto de todas as sucessdes reais
pode ser parcialmente ordenado do seguinte modo:
a Bucessdo ctj,a, , ***a, e precede a sucessao
¥ j°2 jte"ojie'e se existe um m tal que o,,<C6,
para n> m.

2) Diga como se define a soma de nimeros racio-
nais e mostre que a soma de dois nimeros racionais
positivos reciprocos ndo pode ser inferior a 2.

R: 1) Se a,< b, para n> m e b, < ¢, para
n> m' entdo para n> sup(m,in') e a,<¢c,, O
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que mostra que a relagdo introduzida é uma relagdo de
ordem parcial. Sendo & a relagdo, n&o se tem sempre
a, ,a,, e a, e a bj,b,, eeeb, eV Db, b, --D, eee
eeeSla\,a,,**a,** e portanto ndo se trata de uma
relagdo de ordem.

2) Sendo fosse

Yy j>0 e jp~J3> 0, se

ou a*-r3' < 2a3, oqueé absurdo.

5519 — 1) Demonstre que uma condigdo necessa-
ria e suficiente de convergéncia de uma sucessdo é
que os limites maximo e minimo sejam iguais e finitos.

fnr + n-ri\

Calcule lim

uraa sparte

2) Se 2 " absolutamente conver-
gente e se a sucessdo u,, 0 limitada, prove que a série
2 s também absolutamente convergente.

" 2n + 1
Mostre que a série >j (-1)"" — é sim-
, n(n + 1)
plesmente convergente e tem por soma 1.
n+n+1

log n o+ 1
R: 1) lim
V n+ |

. ** (' -nTTI) . n»+ 1

lim lim

o 1 4 li—0o ¢ 1
n+1 3

3n(n + 1) _ 3

o

n+1
pois hmE= hmi = 1.

«=hm
»0 2(n2+ 1)

2) serie € convergente pois i alternada decrescente

e a,— 0. A convergéncia i simples pois 2

n(n+ 1)
2n 41

e divergente : hmn* —2@=1)

N=00 n{mn+ 1)
1 1

*C°E°>1'T5')kifT3 *(T*7

2n+ 1 e portanto

V2n 2n+1
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5520 — Se f(x) satisfaz a desigualdade —
—f(2) 1S40 Izi—z, | (C constante) para todo o par
de pontos zj,s, de umconjunto Z, prove que f(x)
é uniformemente continua em Z.

Interprete geometricamente aquela desigualdade e
demonstre utilizando um exemplo, que a proposic¢ao
reciproca nao é verdadeira (sugestdo: tome como
exemplo a fungdo y = \Ux em [0,1]).

2) Seja g (x) X sen —(x 0)
0(x=0).

Calcule 1/(x) e estude a continuidade de g (x) e
o' (@a) em ]- oo,+ oo].

log x
3) Calcule P
(x-1)*
. i A L A -
R: 1) 1il I/~ V/Z]+V/ZIZI-ZZI
e, como ndo s pode /er ! C para
Viz, +l/z,
Zj ,z,eV, (0), nao se verifica a desigualdade apre.
sentada, embora y = yx sefa uniformemente  continua
em [0,1].
[ ! 1
2 X sen cos— (x=t 0)
g (=1 X x A
0(x=0)
g (x) e «ma fungdo continua em todos ospontos  proprios
e descontinua no infinito; @' (x) & uma funcdo conti-

nua para X =j=0, descontinua em x = 0 e continua no
infinito.

loa x
) EWATIY = (1) % x=-(x-1)-"top-x +
1 log x
"x(x - 1) x-1 x-1
joi7 x
1-I-Iog|x—1|—log|x

Enunciados e solugdes dos n.”" 5515 a 5520 de Fernando do Jesus

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1° exame de
frequéncia extraordindrio —30 de Abril de 1962.

5521 — Defina a multiplicacdo de numeros intei-
ros e prove que [m-i-1,m] é o elemento unidade
para a multiplicacéo.

Prove a propriedade distributiva da multiplicagéo
para 0s nameros inteiros.
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2) Defina as médias aritmética e geométrica e
utilize a desigualdade existente entre elas para pro-

var que nt< |+t *\"
n(n+1)
1+2+... +n
R: 2) VI.2-.-n
n
n+ 1 e oy N+ 1 n+l\"
= istoé, 'V/nl<—— ou n!<£(-£-) .

1
5522 — 1) Demonstre que a formula log (1 (&) =

=i - U '(lira X=—1 se pode obter da formula
V 2/ !
de MAG-LAURIN para a fungdo log (1 + Xx) .
Calcule lim logn'! $(*>0).
N0 I¥ + 2% + eee + :

2) Deduza o critério da razdo e explique por qua
motivo ele ndo serve para esclarecer a natureza da
série S) 1+ a+ b*+ a»+ 0*+ eee + a-""-"'4-6°"4
(0< a< be<1). Estude a natureza de S).

R : 1) Pela formula de MAC-LAURIN e iot; (1+1i).

X’ 1 L. . 1 1
como lim
2 (1+8x) 021 +8x)" 2
vem imediatamente o resultado  pretendido.
Fazendo X, = loga\ e vy,=1"4-2"+ eee+ n*,
L n+t “n r log(n+ 1)!'—logn!
como hm n=co n+1)"
log (n 41 logn 4- 1)*
g (n41)  loan a0
»=C0 (4 1) . CO n+ |)k
imediatamente (teorema de CAUCHYN
log n'!
i = 0.
lim [+ 2 U
b
2) Como P. = + 00 € P,y = 'O,
- b

tem-se uma infinidade de vezes p, >*1 masisso naoe
garantia de divergéncia.

l4aasb’sa 4Db" 4 e < 14bab°4s4b’sb"4-...
e a série L b" é convergente o que implica a convergén-
cia da série dada.

5523 —1) Considere o polinomio P (x) = a, x" +
o ajx"t 4-eee+ 3, ecalcule lim P (x) e lim P (x)
a=f00 .-00
(considere separadamente 0s casos » pare n impar).
Prove que, com n impar, o polinémio P (x) tem
pelo menos uma raiz real.

GAZETA DE MATKMATICA

+ 1

2) Calcule P

x* (X' + 1)

3) Sendo /" (x)~0 em [a,0], prove que o gra-
fico de /(x) era [X,,x,] (@<IXj< X,;g6) esta
abaixo da corda que une os pontos Mt[xx,f (»i)] e
N2[372,1(N2)d

e o> s a, + alx + a, X’ 4-a, x»

K l]) = 4-
toxX*(xP4-1) x*

X 4- 1

Célculo de a0,aj,a, e aj:
14X
Ro (*) = ‘jfazendo o divishio do numerador
14 x°
fWo denominador até ocociente atingir
se 14 x—x"—Xx’ e o polinémio
Célculo de S, :

ograu 3, obtem-
procurado.

X 4- 1 X 41
R4 (X) = —= 3 . oA 4 A € vem imediatamente
x + 1.
o+ T . : 1
P - P f-P P P H
X' (X 4- 1) x* x° x* X
+ P 4 p =
X 4-1 X' 4-1 3x’ 2 x* X

—loglx|4-—Ilog (x* 4- 1) 4- arctg X.

Enunciados e solugdes dos n.°* 5521 a 5525 do Fernando de Jesus

F. C. P. — MATEMATICAS GERAIS — Engenharia — 1.°
Exame de Frequéncia — Fevereiro de 1962.

Ponto N.° 2

5524 —1—a) Resolver a equagdo z'4-1+»0 em
que ze C. (Tal como no curso, sendo ze C, o sim-
bolo 2 designa aqui o conjugado de z).

6) Mostrar que os afixos daB raizes encontradas
sdo vértices de um quadrado centrado na origem.

c) Decompor o.polinémio A'‘-r 1e C[X] em facto-
res primos (sobre C); indicar ainda a decomposicao
desse polinomio em factores primos (sobre B.). Jus-
tificar a resposta.

2 — a) Decompor em fracgoes simples de C(X) a
fraccdo racional
2ix 4 (1- 3<) A4 (8- 30) X4-2i - 2
(X- 2 (XTI)®
b) Calcular a soma dos inversos dos zeros do poli-
némio
2iA34- (1- 3i) A+ (8—8«) X +2» - 2.
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3 .\ Achar equagdes da recta r
que passa pelo ponto

A(1,2,-1)

paramétricas

e tem a direccdo do vector u= 2i —j + Bk.

b) Achar equagbes cartesianas dessa mesma
recta r.

c) Achar a equacdo cartesiana do plano a, que
passa pela recta r, e éparalelo a recta s, de equa-
cdes cartesianas.

ix -y 0
I y+3z=5
d) Escrever equacdes cartesianas de uma recta ge-
nérica do plano a que seja paralela ao plano
y+a=1.

4—.Seja A um operador linear sobre um espago

vectorial E ; designe C (A) o contra dominio de A
(isto é, a totalidade das imagens, Ax, dos vectores
xeE) .

a) Mostrar que C (A) é um sub-espaco de E .

b) Supondo dimE = n, e (e\,e, ,***,«,) uma
base de E , mostrar que C (A) é a variedade linear
gerada pelos n vectores Aci, Ae®, e Ae, e indi-

car como, mediante adequado confronto destes n ve-
ctores, é possivel calcular a dimensdo de C (A) .

F. C. P. — MATEMATICAS GERAIS — Engenharia — 2*
chamada — f.° Exame de Frequéncia.

Ponto N.° 4

5525 — 1 —o0) Seja X um parametro real arbitra-
rio ; mostrar que o afixo do complexo z=\—\+ 2\
descreve uma recta (que serd determinada), quando
X variade -ooa + o0o0.

6) Determinar o valor minimo de |z},
tando o resultado obtido em a) .

c) Serd o conjunto dos valores do z, considerados
em a), um espago vectorial (sobre C), a respeito da
adicdo e multiplicagdo  por um complexo, habituais ?
Justificar a resposta.

aprovei-

2 — Indicar, justificando a resposta, quais dos se-
guintes conjuntos de polindmios constituem um ideal
de CI[X]:

a) o conjunto R [X] dos polindmios de
cujos coeficientes sdo reais;

b) oconjunto D dos polindmios de C[.2L] que ndo
tém valoracdo inferior a 2;

c) o conjunto dos polinémios constantes de C[X].

Num dos casos afirmativos, indicar ainda um gera-
dor do respectivo ideal.

C[X1,
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. . = 2z+ |
3 — Num referencial orto-normal, sejam \
Wy = 3z-2
rx = 4s —1
e i as equagOes de duas rectas r es,
respectivamente.
a) Determinar a equacdo do plano a,
por r e é paralelo a s;
6) Achar o angulo que formacom o plano a uma

que passa

recta que tem a direccdo do vector u= — (»'+,/ + A").

c) Achar os planos, paralelos as rectas res,
que distam da origem 4 unidades.

4 — Seja A um operador linear sobre um espaco
vectorial E ,n —dimensional sobre um corpo K de
nameros.

a) Mostrar que, sendo Uj,M, *¢* «,, uma base de
E, e Au\,Au, *e Au, , vectores linearmente  depen-
dentes (em E), o operador .A ndotem inverso, —e
que, se os vectores Au, Au, ees Au,,, sao linearmente
independentes, o operador A é invertivel.

¢) Sejam, em particular, E -» R®* e K — R. Seja
A o operador linear sobre /?' tal que

4 (1,0,1) = (1,0,0)
A(0,1,1) = (0,1,0) .
A (0,1,0) - (0,0,1)

Estudar a invertibilidade do operador A assim
caracterizado, tendo era conta a alinea a).

c) Achar os transformados, por A, dos vectores

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), de R*.

NUTA — Na elaboragdo dos precedentes  enunciados
teve-se em conta ofacto seguinte, que fortemente condi-
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Matematicas
Gerais na Faculdade de Ciéncias do Porto: em virtude
da caréncia de pessoal docente esalas deaula, tornou-se
impossivel proporcionar  aos numerosissimos  alunos ins-

critos nessa cadeira (1350, no corrente ano lectivo) as
ducts aulas préaticas por semana prescritas por lei,
sendo uma apenas dada em cada turma. (E, mesmo
assim, cada turma comporta por vezes 60 alunos).

Enunciados dos n.”* 5524 a 5525 de A. Andrade Guimaréaes

F. C. L. — MATEMATICAS GERAIS — 1." exame de fre-
quéncia - 1962.

1." chamada

5526 —la) Defina conjunto aberto e conjunto
fechado. Sendo Y sub-conjunto fechado do conjunto
aberto X, prove que X — Y é aberto.
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1 £) Calcule

lira (n 4 2)2 g (eet*) + % (»+ 1)

2a) Demonstre que o raio de convergéncia de
*S o» &' € dado por

limV lu,l

26) Determine o intervalo de convergéncia da

série

(@. 6COS,,. . (i..oi)n
n 41
2c) Prove que a convergéncia é uniforme nesse
intervalo.

3a) Calcule u(2),/;(2) e /J (2) para

ei-2 s& X<2

=1
/(< 4 il5 -
36) Sef (x) écontinuaem a e g(y) em 6=/(a),
prove que a composigdo <7[/(x)] écontinua com a.

4 a) Calcule P (cosec x * sec x)*.

X se x> 2

Calcule f e

4 6) . .
X 4 4X

2 * chamado

5527 —1a) Sejam Xj,.Y,, ***conjuntoslimitados
de nimeros reais tais que X,, ZD A',.,, (Nn=1,2,s¢°).
Relacione, justificando, os limites de W-I,,, L,

j Je X, e AT,.. As sucessbes I, e Kk,
convergem ? Porqué ?

1 6) Discuta a existéncia de limite para a sucesséo
de termo geral

a' fr
ft. a>0,p >0.
a' 4
2a) Enuncie e prove o critério de RAABE.
26) Determine o intervalo de convergéncia da

1 13 (2n—1)
2 N ~~2-4 eee(2n)
2c) Deduza dai a convergéncia uniforme da série
13 e (2n — 1) cos N x
2.4--- (2)i) n
em (— 00,4 00) .
3a) Usando a definicdo de derivada, calcule
/' (3) para

I(*) =
i- 1A+

GAZETA DE MATEMATICA

Confirme o resultado usando as regras de deriva-
céo.

36) Seja f(x) um polinémio de grau par etermo
independente negativo. Que pode dizer das suas
raizes? Justifique.

\Jx

4 d) Calcule P*
VIx

46) Calcule P-——-1- .
dx* 4 4x° 4 1

Enunciados dos n.’® 5526 a 5527 entregues por J.J. Dionisio

F. C. L. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final — (Bio-
légicas, Geoldgicas e Prof. Adj.) — 13-7-62.

5528 —Se A e B representarem dois aconteci-
mentos, diga o que entende por AUB e ACB-
Como estdo relacionadas as probabilidades P(,,4 (J B),
P(Af\B), P(A) e P(B)? Quando diz que dois
acontecimentos sdo incompativeis?

Aplicacdo: Seja A o acontecimento «saida de um
4s» e B o0 acontecimento nsaida de uma carta de
espadas» numa tiragem casual de um baralho de 52
cartas.

O que vém a ser neste caso A\JUB e

Calcule P(A\JB).

AC)BF

R: P(A\JB)~
(AIB)~- .

5529 —Facga o estudo da curva de equacao

—' ["fzi-MV
y

e diga qual a importancia das curvas deste tipo em
Estatistica.

Aplicagdo: Num exame em que se apresentaram
500 alunos a classificagdo média obtida foi 13,4 eo
desvio padrédo 2,4.

Admitindo que as classificagbes se distribuem nor-
malmente, determine

a) a percentagem de alunos com 12 valores (con-
siderando iucluidas nesta categoria as notas do inter-
valo 115< x < 12,5);

6) o percentil de ordem 10 (ou 1.° decil), i.e, a
nota maxima dos 50 alunos menos classificados;

0) a nota minima dos 50 alunos mais classificados.

R: 14%; 10,3; 16,5.

5530 — Distribuicdo de frequéncias; histogramas;
classificagdo dos dados.
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Aplicacdo: De uma populagdo escolar escolhe-
ram-se ao acaso 40 alunos e mediram-se as respecti-
vas alturas em cm, obtendo-se os seguintes resultados:

138 164 150 132 144 125 149 157 146 158
140 147 136 148 152 144 168 126 138 176
163 119 154 165 146 173 142 147 135 153
140 135 161 145 135 142 150 156 145 128

«) Organize um quadro de frequéncia com os da-
dos distribuidos pelas 12 classes 118-122, 123-127, e

b) Desenhe o histograma correspondente e deter-
mine graficamente os quartis.

c) Calcule a média da amostra.

d) Como obter estimas centradas do valor médio
e da variancia da populagao?

5531 —Ensaios de hipoteses sobre o tipo de dis-
tribuicédo.

Aplicacdo: Considere a totalidade de familias com
5 filhos e designe por X o0 n.° de rapazes de caia
familia. Aceitando que sdo igualmente provaveis os
nascimentos de rapazes e de raparigas, prova-se que

P(X-0)=P(Xe

5 10
P(X- 2 P(X=3)= :
(X-2) P(X=3)=

a) Qual a expressdo que permite calcular estes
valores ?

6) Estudando o que se passa numa amostra de
320 familias com 5 filhos, obtiveram-se os seguintes
dados :

n." de rapazes 0 1 2 3 4 5

n.° de familias 8 40 88 110 56 18
Organize com estes valores um quadro para o calculo
de Q- e conclua dai qual a confianca que lhe merece
a hipdtese de serem igualmente provaveis 0s nasci-
mentos de rapazes e raparigas.

P(X-4)-

R: Q' =12,0> y'%= 11,1 (para 5 graus de liber-
dade) e a hipotese nao € aceitavel ao nivel de signifi-
cancia de 5%.

F. C. L. —MATEMATICAS GERAIS —Exame final — (Bio-
l6gicas, Geoldgicas e Prof. Adj.) —16-7-62.

5532 —Sejam A e B dois acontecimentos a que
correspondem as probabilidades P (A) e P (B) .
O que entende por probabilidade condicional de B
realizado A e era que condicbes 6e pode definir?
Quando diz que A e B sao independentes?

Aplicacdo: De um baralho de 40 cartas tiram-se
sucessivamente duas ao acaso. Qual a probabilidade
de obter 2 ases
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a) se houver reposicdo da 1." c”rta antes de tirar
a 2."?

b) se as tiragens se fizerem sem reposicédo?

Indique como a probabilidade pedida em 6) se pode
calcular também pela relacdo entre o n." de resulta-
dos que conduzem ao acontecimento e o n.° total de
resultados possiveis.

1 1

R: a) b) .
100 130

5533 —Dada uma curva de equag¢do y =f (x),
como calcula a area compreendida entre a curva, o
eixo das abcissas e as rectas x = a e X = b?

E se /(x) for a densidade de probabilidade de
uma variavel casual X, que significado pode dar a
referida area? Quais as condigbes a que se deve
sujeitar /(x) para que possa ser uma densidade de
probabilidade ?

Aplicagdo: Represente graficamente a funcgéao
0 se x<O
1(¥) cx se 0</x<n4
0 se x> 4

determine c de modo que /(x) po6sa ser a densidade
de probabilidade de uma varidvel casual X e calcule
nesse caso P (1< X< 2) e P(X> 3).

5534 — Distribuicdo binomial.
pela distribuicdo normal.

Aplicagdo: Uma variavel X que segue a leibi-
nomial tem M (X) = 6 e a(X) = 2.

Calcule n,p,q, dé a expressdo que permite cal-
cular P(X=I) e calcule um valor aproximado desta
probabilidade recorrendo & distribuicdo normal.

Sua aproximacéo

R: =18, . -—, p(ar-i) =0009.

Estima do valor médio e da variancia. Estimas
pontuais e por intervalos.

Aplicagdo: Uma amostra de 50 classificagbes de
de uma populagdo escolar conduziu a x =75 e
s- = 4. Aceitando que a distribuicdo é normal com
valor médio IL e desvio padrdo a, determine uma
estima centrada de a e calcule

P(75- 0,1<0< 75 + 0,1).

2 v/50
— e 0,28,
7 R
Enunciados dos n.» 5528 a 5534 da F. R. Dias Agudo
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CALCULO

Academia Militar — CALCULO INFINITESIMAL—AIgumas
guestdes saidas nos primeiros exames de fre-
guéncia da 6* cadeira no ano lectivo de 1961-
-1962.

5535 —a) Definadiferencial da fungéo f{x,y ,z)
no ponto (xo,yoio)e

6) Determine a diferencialda funcado / (x,y,*) =
= x cos (ya) com

X > usen v
y = ucosv
a=u

e verifique para este caso o principio da invariancia
da diferencial.

5536 —a) Mostre que nas vizinhangas do ponto
(1, —1,2) as equagdes
2@2+.2)_5
xX- o)t +y*=2

definem y e a como fungdes de x continuamente
derivaveis.

d
b) Determine os valores das derivadas d e

dz . ; .
d x das funcdes a que se refere a alinea anterior,
no ponto considerado.

5537 —a) Mostre que as fungdes u,v, to defini-
das por
u=x+y
V = X+ a
w=y +272 — 2yz

sdo funcionalmente dependentes.

b) Determine o dominio e o contradominio da
transformacdo (x,y,z) -* (u,v,iv) definida pelas
fungdes anteriores.

5538 — Mostre que as funcgdes a(x,y) definidas
implicitamente pela expressao

1,2 +tli+,2,2- 2xj)=0
onde / designa uma funcdo arbitrdria dos seus

argumentos, derivavel, verificam a equacao

X' y'+ (xa +yz)
y ( yz h— T o) .

\' X cyl

eorin'-
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INFINITESIMAL

5539 —a) Definaplano tangente e normal a uma
superficie num ponto regular.

6) Determine as equagBes cartesianas e equacgdes
vectoriais do plano tangente e da normal a superficie

X*+ t2 = 2a
no ponto em que x = —1 y = 1.
5540 — Considere o0s campos vectoriais de E°
definidos pelos wvectores u (X) e v (X), X—

— (xi,xj,X3), e suponha que existe divu, rotu e
rotv num dado aberto de S

a) Mostre que

- i+ + K.
0 xj dx, dx,

, . au Ou du
D) rotu= X gyx, FiXfy CkXegyx,

1) divu

6) Utilize os resultados da alinea anterior e as
propriedades do produto misto de trés vectores para
mostrar que

div UX v) = verotu —u-erotv.

5541 —a) Utilizando a teoria dos extremos con-
dicionados (multiplicadores de LAGRANGE) determine
0 ponto da reta

X+a-6=0
X —2y -3z=0

que estd a menor distdncia da origem.

b) Verifique o resultado obtido na alinea anterior
resolvendo o problema por outro procesfo.

5542 — Utilizando a teoria dos extremos condicio-
nados (multiplicadores de LAORANGE) determine o
ponto da parabola y = 4x'- que estd a menor distan-
cia darecta x —y = 1.

5543 —a) Determine a area da regido limitada
pelas linhas x* = 3 —y e x= 2y .

b) Determine o perimetro do contorno que limita
a area a que se refere a alinea anterior.

5544 —a) Método de integracdo por partes.
b) Utilize o método a que se refere a alinea ante-
rior para mostrar que se for
fir/8

o»= | (senx)"dx, n inteiro ndo negativo,
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entdo
n+1
N+ 2"

5545 — Considere a expressao

02. y-u 0*u 1 d-n

(c = const.)
dy' d>* c, aP

e mude as varidveis independentes X.y,zt para

MOVIMENTO
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as variaveis ¢,»1,¢JT. relacionadas com as primeiras
por

C+ DT
Vi
sendo v uma constante.

Enunciados dos n.** S555 a 5545 de A. César de Freitas
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FORUM ATOMICO PORTUGUES (em organizacio)

A Comissdo Organizadora do Forum Atémico Por-
tugués, constituida—-por iniciativa da Secgdo Nuclear
da Associagdo Industrial Portuguesa —pelos Srs.:
Eng. Alvaro Machado de Assuncdo, Dr. Carlos Cacho,
Prof. Herculano de Carvalho, Dr. Manuel Corte-Real,
Eng. Quadros e Costa, Dr. Armando Gibert, Eng. Ivo
Gongalves, Eng. Teixeira Lopo e Eng. Manuel Rocha,
pede-nos a publicagdo da seguinte nota:

«Na convicgcdo de que o prestigio e a eficiéncia do
futuro Forum Atémico Portugués estdo intimamente
ligados ao numero e projec¢do das empresas que se
inscreveram como seus socios colectivos e, designada-
mente, de apoio, bem como ao interesse e entusiasmo
dos seus socios efectivos individuais, os membros da
Comissdo Organizadora, lancam um convite a todos
— empresas e técnicos individuais —para que déem
desde j& a sua adesdo a esta iniciativa».

O Forum Atoémico Portugués destina-se a preencher
uma lacuna no nosso Pais, pois ja ha alguns anos
que existem e florescem organizacOes semelhantes na
maioria dos paises da Europa. Designadamente as
associacGes dos seguintes paises: Alemanha, Bélgica,
Holanda, Itadlia, Luxemburgo, Suiga, resolveram
unir-se numa associacdo europeia, o Foratom, a qual
se juntaram recentemente a Austria e a Espanha.
Portugal sera membro efectivo do Foratom logo que
se tenha constituido o Forum Atémico Portugués. Até
14 estd representado naquela agremiacdo, a titulo
provisdrio, pela Seccdo Nuclear da Associagdo Indus-
trial Portuguesa.

Para orientacdo dos interessados publicamos a
seguir extractos de alguns dos mais significativos
artigos dos Estatutos da futura associacdo, a saber:

Art. 3.° — O objectivo desta associacdo, entre
outros autorizados pela lei, é o de contribuir para a
promocdo e coordenagdo de todos os esforcos ao seu

alcance que favorecam o progresso e odesenvolvi-
mento das aplicacdes pacificas da energia nuclear em
todos os campos.

§ Unico — Para isso devera, em particular:

1°) organizar reunides e realizar trabalhos de
interesse geral, designadamente através dos
Grupos de Trabalho previstos no Art." 23.°;

2.°) manter os socios informados dos principais
progressos técnicos da energia nuclear e das
suas aplicagGes pacificas e das perspectivas
do mercado que esses progressos representam:

3) divulgar entre o puablico em geral a impor-
tancia para o bem-estar social das aplicacdes
pacificas da energia nuclear, quer pela sua
utilizacdo directa, quer pelos mercados que
criam, bem como procurar esclarecer 0s pro-
blemas relativos a riscos atémicos;

4) promover o conhecimento das actividades
nacionais nos diversos sectores das aplicacoes
pacificas da energia nuclear e dos esforgos
feitos para o seu desenvolvimento, através de
conferéncias, congressos, exposi¢des, etc.;

5.°) colaborar com outros organismos nacionais
ou internacionais prosseguindo objectivos
andlogos ou concorrentes para 0S MesmMos

fins gerais.
Art. 4" — Podem ser s6cios do Forum  Atémico
Portugués todas as pessoas fisicas ou morais de

nacionalidade portuguesa ou nao, que manifestem
esse desejo e sejam recomendadas, para esse fim, por
dois socios de apoio ou efectivos, de nacionalidade
portuguesa.

Art. 7.°— As quotas serdo pagas anualmente, em
Janeiro de cada ano, de acordo com a seguinte
tabela:
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Socios efectivos ou correspondentes:
pessoas fisicas - cem escudos
pessoas morais: quinhentos escudos

S6cios de apoio : cinco mil escudos.

Art. 9° — As actividades da associagao exercem-se
através dos seguintes 6rgéaos :

a Assembleia Geral

o Conselho de Orientacéo

a Direcgao

0s Servigos Administrativos

0s Grupos de Trabalho.

cuja composi¢do e atribuigcdes se fixam nos artigos
seguintes ou serdo definidas em Regulamentos Inter-
nos a elaborar pela Direccao.

Art. 13."" — O Conselho de Orientacdo é constituido
essencialmente por delegados de organismos publicos
ou de utilidade publica, expressamente convidados a
nomearem representantes seus para esse fim.

FUNDACAO CALOU

Como noticiamos no N.° 74-75 a Fun-
dagdo Calouste G-ulbenkian concedeu a
«Gazeta de Matematicas um subsidio da
importédncia de 100.000)500. Depois de troca
de correspondéncia onde se procurou a
forma aceitavel da utilizacdo do subsidio,
cnegou-se a entendimento pela aprovagéo
concedida pelo Conselho de Administracédo
da Fundacdo a proposta que apresentamos
em Novembro do ano findo.

O oficio que a seguir se transcreve, esta-
belece o plano pormenorizado da utilizacédo
daquele subsidio, plano que mereceu tam-
bém a aprovacdo do Dignissimo Conselho de
Administracdo da Fundacdo Calouste Gul-
benkian, ao qual aqui renovamos 0s Nnossos
sinceros agradecimentos.

Ao

Ex.""™ Senhor

Director do Servi¢co de Ciéncia
Fundagdo Calouste Gulbenkian
LISBOA

Ei." Senhor Doutor:

Recebemos e agradecemos a carta de V. Ex.*, de4
de Dezembro ultimo, em que nos é comunicada a
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§ Unico — A Direccdo regulamentara a organi-

zagdo deste Conselho.

Art. '23.°— Com o fim de criar as melhores condi-
¢cbes a consecugdo do objecto social, criar-se-do
Grupos de Trabalho cujo nimero, composigdo e pro-
grama de actividades serdo objecto do Regulamento
Interno a elaborar pela Direccéo.

Art. 27.'" —Con6iderar-se-d0 Soécios Fundadores
todos os que se tenham inscrito nasvarias classes
de socios, a titulo provisério, até a realizagdo da
Assembleia Geral Constituinte e que tomem parte
nesta.

Todo o expediente relativo a esta associacdo
devera ser remetido para o seguinte enderego:
Comissdo Organizadora do F.A.P.—a/c daAsso-
ciagdo Industrial Portuguesa, Praca das Industrias
— Lisboa 3.

STE GULBENKIAN

aprovacdo pelo Dignissimo Conselho de Administra-
¢do da Fundacdo Calouste Gulbenkian, do proposto
no N.° 1 do projecto por nés apresentado em carta de
15 de Novembro do ano findo.

Em conformidade, pedimos a V.EX.* nos seja re-
metido documento que nos permita a utilizacdo ime-
diata dos 25°/, do referido subsidio.

Em seguida permitimo-nos apresentar a V. Ex.*
plano mais pormenorizado de aplicacdo dos restantes
75 "'fo, como foi prometido na mesma nossa carta de
15 de Novembro do ano findo.

Como dissemos, em nossa exposi¢cdo de 31 de Julho
de 1958, a «Gazeta de Matematica» «tem feicdo prin-
cipalmente didactica e divulgadora, dirigindo-se a
professores e estudantes» e possibilitando-lhes traba-
Iho mais de «mise-au-point» que de investigagéo
matematica sobre assuntos né&o versados Nos NOSsOs
programas universitarios.

Neste campo de actividades, a «Gazeta de Matema-
tica» tem um papel fundamental a desempenhar.

Com efeito, permita-me V. EX.* recordar que, se
considerarmos um pais de populagdo equivalente a da
metrépole portuguesa mas de conjuntura nacional
igual a de um pais europeu de desenvolvimento mé-
dio, nas suas Faculdades de Ciéncias se deveriam
formar no corrente ano lectivo 1961-1962

990 licenciados e 120 doutores

dos quais 396 licenciados e 30 doutores
297 » » 45 »
297 » » 45 »
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deveriam ser imediatamente ocupados respectiva-
mente pela industria, pela investigacdo e pelo ensino.

A realidade portuguesa é infelizmente bastante di-
ferente.

Ndo nos compete nem nos interessa neste momento
mais que esta simples constatacdo para afirmarmos
mais uma vez a nossa firme decisdo de contribuir
para a melhoria dos conhecimentos matematicos no
nosso pais e para a consequente repercussdo nacional.

Tendo em vista estes factos, sentir-se-ia a aGazeta
de Mateméatica» muito honrada se pudesse colaborar
ou auxiliar a Fundacdo Calouste Gulbenkian em
qualquer plano de actividade que tivesse como
campo de accdo o dominio atrds referido: aper-
feicoamento dos nossos licenciados em mateméatica
e estudantes dos ultimos anos do curso em trabalhos
de «mise-au-point» (nédo de investigagdo) nos ramos
ou néo suficientemente desenvolvidos ou né&o versados
Nnos Noss0s programas universitarios.

# * *
Nestes termos, pensamos que, como principio fun-

damental, os restantes 75 °/, devem ser aplicados por
forma que:

a) a revista venha a ser directamente beneficiada,
particularmente no que respeita a assegurar-
-lhe colaboracdo rnais regular e permanente e
potencialmente extensiva a todos os estudiosos
de mateméatica em Portugal;

6) se promova e se fomente a disposicdo de estudo
é de publicacdo de resultados de estudo de
novos temas de mateméatica.

Assim os 75.000M00 dividir-se-iamem trés parcelas
iguais:

1) 25.000$00 seriam distribuidos como prémios
de um concurso aberto nas condi¢des gerais seguintes:

a) O concurso consta de duas seccOes: A e B
A seccdo A poderdo concorrer quaisquer indi-
viduos ndéo licenciados.
A seccdo B poderdo concorrer quaisquer indi-
viduos ndo doutorados.

BOLETIM
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6) Os concorrentes deveriam apresentar trabalho
de «mise-au-point» com extensdo minima a
determinar e sobre assunto incluindo em sec-
¢des como :

Pedagogia e histéria das matematicas
Matematicas puras

Matematicas aplicadas

Fisica matematica ou Fisica tedrica

c¢) Os trabalhos premiados seriam publicados na
«Gazeta de Matematica», a quem os autores
cederiam os seus direitos.

Os trabalhos nédo premiados mas considerados
com mérito e interesse poderiam ser também
publicados na «Gazeta de Matematica» mas
sem direito a qualquer outro prémio que néo
seja 0 da sua publicacéo.

2) 25.000M00 seriam aplicados na compra de li-
vros, que ficariam na posse da Biblioteca da
«Gazeta de Mateméatica», mas que seriam
adquiridos segundo necessidade fundamentada
de estudiosos nao doutorados, em especial
aqueles que fossem subvencionados, para rea-
lizarem trabalho de «mise-au-point» dentro de
plano a estudar em pormenor e a estabelecer
entre varias entidades nomeadamente a Fun-
dacdo Calouste Gulbenkian e a «Gazeta de
Matematica».

3) 25.000M00 seriam destinados a garantir a rea-
lizacdo completa dos objectivos expostos na
primeira alinea, particularmente no que res-
peita a publicagdo de qualquer trabalho apre-
sentado que mereca a forma de monografia.

Para regulamentacdo do concurso referido em 1) e
classificagdo dos trahalhos apresentados seria orga-
nizado jari constituido por representantes da Funda-
¢do Calouste Gulbenkian, da «Gazeta de Matematica»
e dos Ensinos Superior, Secundario e Técnico.

Pediamos o parecer de V. Ex.*sobre o que acaba-
mos de expor e aproveitamos a oportunidade para
apresentar os nossos melhores cumprimentos.

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de Matemdtica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redacgao

149 —A. CESAR DE FREITAS — Céalculo com nameros
aproximados — Lisboa, 1960

O «Seminario de Calculo Numérico e Maquinas
Matematicas do Instituto de Alta Cultura» iniciou

com este trabalho do Dr. César de Freitas as suas
publicacdes que serdo dos trés tipos seguintes:

Publicagées A —destinadas a fornecer elementos
de trabalho e de consulta aos estudantes e a todos
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aqueles que necessitam de efectuar calculos numé-
rico? (matematicos, fisicos, engenheiros, etc.).

Publicagdes B — destinada a apresentar resultados
dos novos.

Publicagdes C — tabelas.

O livro Calculos com Numeros Aproximados pertence
a primeira categoria e é um livro elementar de inicia-
¢do, muito claro, acessivel até ao aluno do Gltimo ano
liceal. Os diversos paragrafos do livro intitulam-se :

Erros e enganos ; valores aproximados dos nimeros ;
algarismos significativos; relagdo entre o erro rela-
tivo e o namero de algarismo significativos; formula
fundamental do calculo dos erros; aplicagdo da for-
mula fundamental do célculo dos erros ao caso das
operagdes fundamentais ; outras aplicagfes ; o pro-
blema inverso do calculo dos erros ; opera¢des apro-
ximadas.

Termina o livro com uma bibliografia actual onde
o estudioso podera continuar e completar o seu
esclarecimento.

O livro preenche uma lacuna na bibliografia por-
tuguesa sobre o assunto e prestarda bons servigos aos
que se queiram iniciar nos métodos do calculo com
nameros aproximados.

J. Silva Paulo

150 — MARTINS RODRIOOES, A. A., e MUNIZ OLIVA, W.
Quéadricas num espago afim euclideano — Socie-
dade de Matematica de Sdo Paulo, 1961.

O desenvolvimento assumido nos ultimos anos pela
algebra linear tem-se feito sentir em larga escala no
estudo dos assuntos tradicionalmente englobados na
geometria analitica do segundo grau, e é exemplo
disso a presente publicagdo da Sociedade de Matema-
tica de S&do Paulo, com as licdes referentes a dois
capitulos da cadeira de Geometria Analitica da
Escola Politécnica da Universidade de Sdo Paulo.

Os autores comegam por dar umas nogdes gerais
da teoria das formas bilineares e formas quadraticas
sobre um espaco vectorial de dimensdo n, e das fun-
¢0es quadraticas sobre um espago afim associado ao
espago vectorial, que interessam para o estudo pos-
terior das quadricas ness» espaco afim. Aplicam a
teoria feita aos casos correntes n = 2 (c6nicas) e
n = 3, apresentando uma classificacdo destes lugares
geométricos, primeiro a partir dos invariantes orto-
gonais, e depois a partir dos coeficientes da equacéo
que os representa em relagdo a um sistema ortogonal
de coordenadas.

Este Gltimo quadro de classificacdo n&do é total-
mente selectivo (nele nédo se distinguem, por exemplo,
dois planos paralelos de dois planos coincidentes e um
cilindro hiperbélico de dois planos concorrentes) mas
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pode completar-se por recurso as expressdes (na no-

3 3
tacdo dos autores) 2 e £>i -2 -~u (invariantes
i 1

para as quadricas com mais do que um centro) e
(invariante para as quadricas com um

plano de centros), como pode ver-se no livro, do autor
destaB linhas, introdugdo & Algebra Linear e Geome-
tria  Analitica, Lisboa, 1960.

A publicacdo da S. M.S. P., em policopia, tem
VI+ 52 péaginas e consta dos seguintes capitulos e
paréagrafos :

Cap | —Formas quadraticas. Cap.ll— Quéadricas.
§ 1 — Funcgdes quadraticas. § 2 — Centros, vértices e
classificacdo de uma quadrica pela funcdo quadratica.
§ 3 —Cones, cone assintdtico de uma quadrica com
centro. 8 4 — Variedades lineares conjugadas. 8§ 5 —
Equivaléncia de quadricas por movimento rigido.
§ 6 —Equacdes reduzidaB das quadricas em relagdo
aos sistemas ortogonais de coordenadas. Casos n = 2
e n= 3i Classificacdo das coénicas, caso n —2;
classificacdo das quadricas, caso n= 3; § 7— Clas-
sificacdo das quédricas por meio dos coeficientes;
determinacdo de um sistema de invariantes a partir
do3 coeficientes; classificacdo das conicas pelos coe-
ficientes; classificacdo das quadricas em dimenséo
trés pelos coeficientes. F .R.Dias Agudo

151 — Premier Congrés de I'Associafions Frangaise
de Calcul (AFCAL). Grenoble 14 au 16 Septembre
1960 — Gauthier Villars, Paris, 1961;

Num volume de 488 paginas com figuras e ilus-
tracdes sdo publicadas as actas do primeiro Congresso
da Associacdo Francesa de Calculos (AFCAL) ieali-
zado em Grenoble desde 14 a 16 de Setembro de1961
sob a presidéncia de M.André Danjor. Este importante
documento compreende, assinados por especialistas
dos mais autorizados, 51 memérias originais tratando
fundamentalmente, da andlise numérica e da teo-
ria dos erros e complementarmente de uma longa
série de problemas relacionados com a operagdo dos
calculadores electrénicos para a solucdo dos proble-
mas cientificos e industriais: estrutura das maquinas,
programacdo automéatica e légicas exteriores, tradu-
¢do e documentacdo automdtica, programacdo, utili-
sacdo dos calculadores na gestdo, na investigacédo
operacional e nas aplica¢cdes industriais.

Este congresso foi o ponto de partida da extensao
da actividade da Associacdo a todo o conjunto de pro-
blemas relacionados com o tratamento da informacéo,
circunstancia que ficou expressa na mudanca do

nome da Assoiiacdo: de AFCAL passou a AFCALTI.
J. G. Teiaeira
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