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Existéncia de produto
vectoriais

por Luiz Adauto

da Justa

escalar em espacos

normados (*)

Medeiros

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas. Instituto de MateméaticaPura e Aplicada.
Universidade do Brasil, Rio de Janeiro

Introdug¢do. Esta redacc¢do, contém o
resumo de uma exposi¢do feita por nds no
IMPA, como trabalho complementar ao curso
de Teoria Espectral das Transformaces
Lineares em Espacos de HILBERT, ministrado
pelo Prof. LEOPOLDO NACHBIN em 1960.

No que segue, procuraremos descrever,
sob forma didéactica, as ideias contidas no
trabalho de VON NEUMANN-P. JOKDAN, «On
Inner Products in Linear Metric Spaces»,
Ann. Math. 3 (1935), 719-723. O objectivo
dos autores do trabalho citado, é provar que
dado um espaco vectorial normado complexo
ou real, E, ¢ possivel, mediante uma con-
dicdo natural, definir um produto escalarem
E, de tal modo que a norma primitiva de
E, seja induzida, no sentido que veremos a
seguir, por um tal produto escalar.

Admitiremos conhecidos os principios do
estudo dos espacos vectoriais e por questdo
de nomenclatura e notacdo, poremos algumas
definicbes que faremos uso frequente no que
segue.

(*) Exposicdo em seminariode Andlise Funcional
do Instituto de Matemaéatica Pura e Aplicada, Rio de
Janeiro.

Os espagos vectoriais que vamos conside-
rar, serdo sobre os corpos C ou R dos
nimeros complexos ou reais respectivamente.
Observemos, ainda, que dado um complexo
z, vamos representar, como ¢é habitual, o
seu conjugado por z.

1. Definicdo. Seja E um espaco vecto-
rial. Diremos que E é um espaco vectorial
normado, quando existir uma aplicacdo |

de E em R, satisfazendo as seguintes con-
dicles :
NI1) [la?||>0 e |la;|l = O se e sOomente
se x=0.
N2) vylIx [[= I/llIxy, para todo escalar

1 e todo vector Xx.
[Jar -f .jrt| ~ || *|| + 1211 para todo
par de vectores X e y.

N3)

A aplicagdo | | denomina-se norma e o
nuamero real ||iC|]| norma de x.

2. Definicdo. Seja E um espaco vecto-
rial sobre C e 9 uma aplicagdo de EXE,
produto cartesiano de E por E, em C.

Diz-se que 9 é uma forma sesquilinear her-



mitiana se as seguintes condi¢cdes forem
satisfeitas :
S1) » 6 uma forma linear relativamente

a primeira coordenada, isto é

2@ + xX",y)= 2?20 y) + f(X",y)
Nixy) = IMxy), leC.

S2) < é dotada da simetria hermitiana,
isto é,
vixy) = <f(y, x)
onde y(y,x) é¢ o complexo conjugado de
Resulta desta definicdo, que se
¢ :EX E-*C, for uma forma sesquilinear
hermitiana, entdo o satisfaz as condigdes
segutntes :
+y'") = ?0»,s/) +

¢(a;, Xjl) = X(?@?3/), kC.

3. Definicdo. Uma forma sesquilinear
hermitiana <p, diz-se estritamente positiva,
se <B(x, x) for um numero real estritamente
positivo, para  x=f=0.

4. Definicdo. Diz-se que um espago vec-
torial E, sobre C, é dotado de produto
escalar, quando estiver definida em EX.E
uma forma v sesquilinear hermitiana, estri-
tamente positiva. Tal forma linear y deno-
minate um produto escalar em E e o0 seu
valor <v(xy) representa-se por  (x\y).

Se um espaco vectorial E for dotado de

um produto escalar, a aplicagdo x-*-  +(xX\x)'l
de E em li, é uma normaem E, como é
facil verificar, denominada norma induzida

em E pelo produto escalar e escreve-se

[[»]p--(»-]«).

Seja E um espaco vectorial dotado de
produto escalar. Tem-se, por um calculo
simples, para X,yeE

X+ylxty) + @- y\x—y)=2{{x\x) + (y\y))
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da qual obtem-se, usando a norma indu-
zida,
[+ 21» + TI*-y[]" = 2(]|*]i» + \W\*  (NJ).

Daf resulta que quando o espaco vectorial
E for dotado de produto escalar, segue-se
que a igualdade (NJ) é verdadeira para cada
par de vectores de E. Tal igualdade, nada
mais é, geométricamente, do que o conhe-
cido facto, de em um paralelogramo a soma
dos quadrados dos comprimentos das diago-
nais ser igual a soma dos quadrados dos
comprimentos dos seus quatro lados.

O nosso problema, é provar a reciproca
da afirmativa anterior, isto é, se E forum
espaco vectorial complexo normado a igual-
dade (NJ)é uma condi¢gdo suficiente para
que E seja dotado de um produto escalar,
de tal modo que a norma primitiva de E
seja induzida por este produto escalar. Em
outras palavras, devemos provar, que se a
norma de E satisfaz a condicdo (NJ) é

possivel definir uma aplicagdo ¢:ExXE —C,
que seja uma forma sesquilinear hermi-
tiana estritamente positiva e se xeE  entdo

Hel= + 2( > )"

A seguir, provaremos a existéncia de uma
$ nas condi¢cBes anteriores. Antes, porém,
daremos a motivacdo para que a definigdo
da y seja bastante natural.

5- Motivacdo. Suponhamos o problema

resolvido. Tem-se @ :E X E -» C, sesquili-
near hermitiana estritamente positiva e
1 &@1= ¢ (0?a?), para todo xeE. Sendo
9@ ,y) um nimero complexo, podemos
escrevé-lo sob a forma

?(xy) = B<f(xy) + ily(x )

sendo Ry{x y) e ly(x )y) as partes real
e imaginaria de <f(x)y), respectivamente. Por
outro lado, tem-se por um célculo simples

PE+y,X+y)—0oX—Yy,x—y) =
-»2[<p(<p,y) + <2(y.x)]
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que pode ser escrita também como segue :

N+ fIE-|I%- ] =
= 2[<p(any)+ ?2(*,y)] = 4
ou seja
4
sendo
I<s(xy) = —Riy(xy) = — Ry(ix.y)
podemos escrever
2(F>y)=" 20%>y) — ?2(' ">
sendo
«w(«.y)-igll- clp_ =gt

De posse deste resultado, vamos no para-
grafo seguinte demonstrar a existéncia do
produto escalar.

6. Existéncia de produto escalar. Seja
E um espac¢o vectorial normado, complexo,
cuja norma satisfaz a condi¢cdo (NJ). Vamos
provar que a aplicacdo p:E X E —C, defi-
nida por

() <2xy) = Ry{xy) - iR?(ix.y)

sendo

(2) R(xy) = JLflla + yll» - \\X-Y\F)
4

¢ um produto escalar em E e que a norma
de E ¢é por ele induzida. Tal facto, ficard
demonstrado, ap6s o0s seguintes lemas.

LEMA 1. Se
(2) tem-se

R<s(x,y) for definida por

R2(X'"+ x",y) + Ry(X'- x",y)=2R?(x', y).

DEMONSTRAGCAO. De facto, sendo a igual-
dade (NJ) véalida em E, se nela substituir-
mos X ey por i 'l j e a" respectivamente,
obtem-se

3) piB-+
= 2(la"+yIP +

+y b+ ya'_ ar'+yla =
[K[P).
Analogamente, substituindo em (NJ) x e y
por a”—y e X' respectivamente resulta

(4) WX+ X"y\*+ Ha?'-a"-

= 2(\\'-y\2 +

yli8 =
A9
Subtraindo (4) da (3) obtem-se :
Qla/+V + flp-|K +>->1f) +
+ (Jar*-ar” + y|p- H yl») -
-2QK + y|P-1IXx'-y |P)

que pela (2), pode ser escrita do seguinte
modo :

(5) R +xMy)  + R(X-X"Y) =
= 2R<(x"Y)
0 que prova o Lemall .
Sendo i?.(0,y) = 0, pois [|-y]||= I|lyll,

fazeddo em (5) x' = x"", obtem-se Ry(2x\y) —

= 2R y(x" ). Daf resulta que podemos
escrever a (5) do seguinte modo :
(6) Btf(x' + x"y) + Rv(x'-x",y)=*
= R*(2x",y).
LEMA 2. Se Rg¢(x,y) for definida por

(2), entéo
R y(X' + X",y): Rf(X', y) + R, (X", y)

DEMONSTRACAO.
tituir x* por (X' + x')/2 ex'" por

E suficiente em (6) subs-
(x>—x")/2.

Dos lemas 1 e 2 resulta que
?(a-!y)= Ro(any)_lR 7{iX 12/)
sendo i?tp definida por (2) uma forma adi-

tiva relativamente a primeira coordenada Xx.

LEMA 3.
(2) é homogénea

A forma ¢ definida por (1) e
relativamente a X .

DEMONSTRAGAO. De facto, pondo

S= e C; <fQxy) =1ly{x,y){,


file:////x-y/F

vamos provar que S = C. Como & é uma
parte de C ¢é suficiente provarmos que
CcS. Tem-se O e 1 pertencem a »S.
Sendo 9(0,y) = 0, pois R9O,y)=20
segue-se que <PE@—x,y) = 0 ou <s{x.)y) +

-f 9(—a?,y) = 0, isto é, 9(—a,?) =
= —o(X,y), provando que —Ile S. Sendo
9 aditiva em relagdo a ar, se ~k,p6S,
resulta que "kj™peS e dai resulta que o

conjunto Z= O, +_1,jK2,ee dos inteiros
¢ uma parte de &. Sejam >,peZ ,p”=0.

X
Tem-se _ e multi-
plicando ambos os membros desta Ultima
igualdade pelo inteiro v=fc0, obtem-se

9 ey ply y)= 19 (x -y)

pois peZczS. Dairesulta que

= —?2(xy), provando que S contém o

conjunto Q dos racionais. Para provar que
S contém os reais, seja X um real e ().,(
uma sucessdo de racionais convergente para
>, Lembrando as condi¢des (1) e (2) que
definem a 9 e ainda mais, que a norma é
continua, segue-se que

PXX,y) = 9(lim>x,y) = lim9(.,ar,y) =
= lim>,9@r ,#) = ).9(@r,y)

provando que £ contém o0s nimeros reais.
Vejamos que o nimero complexo ieS.
De facto, por (1) e (2), segue-se que

y(ix,y) = Rv(ix,y) —iR?( — Xxy)

e sendo R?{—x y)=—R<B(x,y), obtém-se
y(ixy) = Ry(ixy) + iR 9(xy) =
= i[Ro(x )y) —iR9 (ta?, «/)]= i9¢(ar,3/).

Se (i for um qualquer numero real,
segue-se que pie S e portanto 1 pie S,
para cada par de numeros reais ).,p, pro-
vando que Ce S. Resulta que C= S.
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Podemos resumir os resultados contidos
nos lemas 2) e 3) dizendo que a forma
a>:ExE — C definida por (1) e (2) 6 linear
relativamente a ar.

LEMA 4. A aplicacao 9:E X E C,
definida por (1) e (2) é dotada da simetria
hermitiana.

DEMONSTRACAO. Realmente, sendo

Ro9(ar,y) = ~ [La+ yI»- |ar- y\»] e=

4
= Ry{y.x),
pois, llar —~|| = |[|[*—all e sendo
R 9 (i ar, = — [yix + iy|"—
4
— 1** = *>117]
porque
1H*'» + = llar +y\\, \Nix—iy |[[=]x -y
resulta que podemos escrever
?20>#%) = Ry{xy) — i R?{iix Jy) =

= RO9(y,an+ iRv(X ,iy =
= Rifly ,x) + iRy(iy ,ar)

ou finalmente

provando o lema 4.

Resulta do lema 4 e da definicdo que o
precede, que a forma 9:E X E -* C, defi-
nida por (1) e (2) é sesquilinear hermitiana,
veja definicdo 2.

LEMA 5. Se x -*||x || for a norma de E
entdo || x || = 9(x,x), sendo 9 definida por
(1) e (2).

DEMONSTRAGAO. De facto,

9(a-,ar)= R9(ar,ar)—iR9(ix ,ar).
Tem-se

# 9 (ar, ar) = -4LDar+ arj2 = Har|2
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e

i7ep (ix x) = I[Hix + x IF—1lix —x | =
= OG-+ DA -0 =
= S Laie i W lx|il=o0

0 que prova o lema 5.

Resulta do lema 5, com os dados anterio-
res, que a aplicacdo 9:E x E -> C definida
por (1) e (2) é uma forma sesquilinear her-
mitianae positiva, isto é, um produto escalar
em E, tal que a norma de E é por dle
induzida.

Tudo o que demonstramos,
no seguinte:

sera resumido

TEOREMA 1. Seja E um espago vectorial

normado, complexo. A condicdo necessaria e
suficiente para que E seja dotado de um
produto escalar que induza a norma de E, &
que para cada par de vectores Xx,yeE se
tenha
x + yll =+ [y =20+ [yl
COROLARIO. A condi¢do necessaria e su-
jiciente para que um espago vectorial normado
complexo E, seja dotado de produto  escalar,
¢ que cada subespaco de dimensdo dois o
seja.
DEMONSTRAGAO. De facto, se E for do-

tado de produto escalar, evidentemente cada
subespago de dimensdo dois também sera.

Reciprocamente, suponhamos que todo
subespag¢o E de dimensdo dois do espago
vectorial normado complexo E , seja dotado
de produto escalar. Dai resulta que para
cada par de vectores do subespaco E' vale
a condi¢do (NJ). Como vale para cada E',
valera para cada par de vectores de E e
pelo teorema 1 segue-se que E ¢é dotado de
produto escalar.

5
7. Espacgos vectoriais reais. Vamos
considerar neste paradgrafo, apenas espagos

vectoriais cujos escalares sejam nUmeros
reais. Em um tal espaco vectorial E , deno-
mina-se produto escalar a uma aplicacao
p: EX E —»- R que seja uma forma bilinear
simétrica, estritamente positiva, isto é, satis-
fazendo as condigGes :

a) t é linear relativamente a primeira
coordenada

b) © é simétrica, isto é

P >V)—P(y. <)
c) (f é estritamente positiva.

Resulta que ? 6, também, linear relativa-
mente a segunda coordenada.

O Teorema 1, demonstrado anteriormente,
vale para espagos vectoriais reais. A neces-
sidade da condicdo (NJ), no caso real,
deduz-se de maneira semelhante aquela usada
para o caso complexo. Quanto a suficiéncia,
observe a motivacdo que foifeitae concluira,
sem dificuldade, que a parte real Rv(x,y)
seria o produto escalar no caso real. A de-
monstracdo seria analoga a que foi feita.
Convém acrescentar, ainda, que vale também
o corolario, evidentemente.

Sbdbre a existéncia de produto escalar em
espagos vectoriais, vale a pena, ainda, dar
como noticia o seguinte trabalho: F. A.
FICKEN, «Note on the existence of scalar
products in normed linear spaces», Ann. of
Math. (2) vol. 45 (1944) pp. 362-366, que
consiste em impor uma outra condicdo sobre
a norma de um espa¢o vectorial normado de
modo a permitir a existéncia de um produto
escalar. Faremos a seguir o resumo do tra-
balho citado, sem demonstra¢cdes. Pelo coro-
lario do Teorema 1 é bastante nos limitarmos
aos subespagos vectoriais de dimensdo dois.
Sejam entdo X,y dois vectores independen-
tes de um espaco vectorial real E e seja
V o0 subespaco gerado por estes dois vecto-
res. Consideremos a aplicacdo a de F em



V definida por

(1) <s(ax + by) —bx + ay

sendo a e b reais, pois E 06 real. Segue-se

que a = I, sendo / a aplicagdo idéntica,

de onde resulta que a é uma involugéo.

Sendo

M = \ax + by ; a(ax-\-by) = ax + bhy\ =
= lk@+vy); —oo< k< + 00l

e

2V'=\ax + by; a(ax-\- by) =—(ax +by)\—
= \k(X —y); — o< k< + 00j

segue-se que a €& uma involugdo em torno
de M paralelamente a N.

Suponhamos que V seja dotado de pro-
duto escalar, o qual, como no caso complexo,
vamos representar por (|). Entdo se ||x | =

— 1My tem-se

\ax + by\*= (ax + by\lax + by) =

Sobre produtos

por Graciano Neves

§ 1—No Gltimo nimero da «Gazeta de
Matematica» publicAamos um artigo em que
estudamos produtos infinitos numéricos, pro-
curando reduzi-los a séries por aplicacdo de
logaritmos. Esta ideia tem-se-nos revelado
fecunda e por isso aplicAmo-la ao estudo de
produtos infinitos de fungfes, tendo ja con-
seguido alguns resultados interessantes que
passamos a expor.

§ 2 — Consideremos o produto

p(*)-n»»(*)

o

(2.1)

qgue suporemos convergente em todo o ponto
x dum conjunto X onde os w, sdo definidos.

infinitos de
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= a®\x\\* + 2ab xy +i’||#]|]°
= b2\W\? + 2ab(xly) + b2\\y\? =
= {bx + ay\bx -fay) —
= W\bx + ayl\*.
Dai resulta, que se E for um espago
vectorial real, quando |[|a?|]|= |[y|| a invo-

lucdo d é uma isometria.

O trabalho de F. A. FICKEX, tem por
objectivo provar que dado um espago vecto-
rial real normado E, se para cada par de
vectores x,yeE, tais que ||x || = |y \, a
involugdo c¢ definida por (1) for uma isome-
tria, entdo E ¢é dotado de um produto esca-
lar, que induz a norma de E. O autor prova
que se esta hipotese for verdadeira, entdo a
norma de E satisfaz a condicdo (NJ), de
onde resulta a veracidade da afirmativa.
Como observacdo final, estende o seu teo-
rema para 0s espagos vectoriais complexos,
ainda sem se libertar da condicdo (NJ).

funcdes

de Oliveira

Diremos que o produto (2. 1) converge
quase uniformemente no ponto a (ponto de
acumulacdo de X) se dado um 5> 0 arbi-
trario é sempre possivel determinar uma
ordem m (5) tal que para «>»i(3) se veri-
fique

\P ., (x)- P(x)\<5

em certa vizinhanca s, de a, podendo e,
depender de n.

Dando-se 0 caso de e, ser independente
de n diz-se que a convergéncia é uniforme.

No que se segue suporemos sempre co0,,>0.

TEOREMA 1. Se
mente convergente
em certa vizinhanga

P(x) € quase uniforme-
em a ese P(x)>k>0
s de a, o resto de ordem
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n,Q.(x)

em a(').

tende quase uniformemente para 1

Por hipdtese temos pois

(2.2) [P.(*)-P(*)<3

para M> m (5) e a? 7(a,e,,).
A desigualdade (2. 2) pode ainda escre-
ver-se
-5< P,-P<$
ou
P- 3< P,< P+5

ou, escolhendo 3<& e porser P(a;)>&>0
em 1(a;s) temos
0< k- o< P,
para n> W e na menor das vizinhangas
7(a,e,) e 7(a,s) que designaremos por
/(a,*)»).
De (2.2) vem entdo
[ _ PO
A- 3
ou
S
(2. 3) Q» H | <
- a

para w> »i e ae7(a,n,) com o que fica
concluida a demonstracdo.

TEOREMA 2. Se Q,,(x) tende c¢wase iim'-
formemente para 1 em a e numa vizinhanca
e, de a «eiewi P (x)< k, para n>m ., o
produto  converge quase uniformemente em a.

Por hipdtese tem-se
(2.4) |1-0.(*)|<3

para n> m@3) e ae/(a,sd).
A desigualdade (2.4) pode escrever-se

L P

(") Isto é, ter-se-4 |Q,,(x)—11< * paran>ro(S)
» xel(,r,).

donde
P,(«)-P(»)|<3|P,(a?)]|

Sendo m um nUmero superior a m, e a
w»(3) e designando por 7(a,Tl») a menor das
vizinhangas 7(a,e,,) e 7(a,e') teremos

\P . (x)- P(x)\<5k

para n> m e ae/(a,Y]) e fica o teorema
demonstrado.

§ 3 — A par com o produto (2. 1) conside-

remos a série
0o

(3.1) ff (a)~ logP @ = 2
o

log «.(«).

Designemos por R(x) o resto de ordem «
desta série. Serd manifestamente 7? =10g9Q,.
Suponhamos que P(a;) satisfaz as hipdte-
ses do teorema 1 do § 2. Isso implica como

provamos a desigualdade (2. 3) que pode
escrever-se
(3.2) 11— Q.K3

para n> m e xel(a,s,).
De (3.2) vem evidentemente

[logQ.(aj)I< e
on
3. 3) |P,]<e
ou ainda
\8(X)~  S(*)! <o

que permite enunciar o

TEOREMA 1. Se P(x) é quase  uniforme-
mente convergente em a e se P(x) > k> 0
em certa vizinhanga de a, a seérie (3.1)é
quase uniformemente  convergente em a.

E de modo semelhante se prova o

TEOREMA 2.
formente

Se a série (3. 1) é quase uni-

convergente em a e numa  vizinhanca
e de a setem P, (x)< k, para n> mj,
entdo o produto P (x) € quase uniformemente
convergente em a.



De facto verificando-se (3. 3) para n> m
e &e/(a, e, temos nas mesmas condi¢cdes

[logQ.(ar)|< s
on
11 — <a» | < 3.

Pelo teorema 2 do § 2 fica este provado.

§ 4 —E conhecido o seguinte teorema de
ARZELA:

A condicdo necessaria e suficiente para que
uma série seja continua em ponto de continui-
dade dos seus termos é que a  convergéncia
seja quase uniforme nesse ponto.

Podemos agora provar o

TEOREMA 1.
quase uniformemente

Se em a o produto (2. 1) é

convergente, se em I(a,e)

€ P(X)> k>0 e se em a todos os &>, sdo (5.2) S(xX) = logP (x) = J

funcoes P é ainda

funcgao

continuas entdo o produto
continua em a.

De facto pelo teorema 1 do § anterior a
série (3. 1) serd quase uniformemente con-
vergente em a. Os seus termos sdo todos
fun¢des continuas em a('). Logo pelo teo-
rema de ARZELA log P(x) é uma funcéo
continua em a. O mesmo acontece pois a
P{x) = e">«(*K

TEOREMA 2. Se em & o produto (2. 1) néo
se anula e é uma funcdo continua bem como
todos os seus factores e se além disso numa
vizinhanga | (a,e) se tem P (x) < k, o pro-
duto converge quase uniformemente em a.

Com efeito em a os termos da série (3. 1)
e a sua soma serdo fung¢des continuas. Pelo
teorema de ARZELA convergird quase uni-
formemente. E pelo teorema 2 do § anterior
fica este provado.

(*) Supozemos de inicio w,(x) > 0. Alids aqui a
condicdo P (x) > k > 0 era | (a,e) implica ja4 que
nenhum u, ae anuleem / (a,e).
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8§ 5— Neste § suporemos sempre que existe

uma vizinhanca do ponto a onde o produto
P(x) é convergente e diferente de zero.

TEOREMA 1. Se a série 2 é uni-
o «n(@?)

no ponto a, a deri-

a pode obter-se pela

dum produto finito

formemente  convergente
vada de P (x) no ponto
regra de derivagdo

(5.1) P (a) = «6(a) Mj (@) w. (a) ..+
+

», (a) «i(a) w.(a) e
+

w, (0) M, (@) w. () *=*
+

De facto a série

logu, (X)

(o]

erd convergente numa certa vizinhanca de a.
Consideremos a série s(@?) cujotermo geral

é a derivada de log &, (X) :
(*)- 2—rr
o M »)

como esta série 6 uniformemente convergente
em a teremos

S (@)= s(a)
De (5. 2) vem
s@ @
P (o)
e portanto
ou ainda
(5.3) g *M-Pfc)

donde imediatamente se tira (5. 1).

TEOREMA 2. & em lI(a,e) &8 w, (x)>k>0,
00
n>mj, eseema 2" (")

o

para converge
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absoluta e uniformemente, derivar-

-se pela regra deduzida.

P (x) pode

Bastara, pelo teorema anterior, provar que

g)—— e uniformemente convergente em a.
6 "«
Ora temos em I(a ,s) e para m> m\
wep  f i) # P
2" <> lc

Por hipdtese pode sempre tomar-se m tao
grande que numa vizinhanca J(ae') se tenha

2 im<a*.
m

|
Logo para »i suficientemente grande e X
pertencente a menor das vizinhancas I(ae)
e i(a,e') temos

donde

e fica o teorema demonstrado.

TEOREMA 3. forma

(e 0]

A1 -f-u,,?(Xx)) se /jode deriva?'

o
joeia regra deduzida, se 2 ‘n ~ absolutamente
convergente, se em a a derivada de ¢ (x) a
limitada eseem I (a,s) setem 1+ u, & (x) >
> k > O apartir de certa ordem.

Todo o produto da

noponto a,

Neste caso tem-se

2 K1 - 1L,?2'i*)12.1«.i

pelo que 21'°"l converge uniformemente.

Pelo teorema 2 fica este provado.

TEOREMA 4. Produto infinito da forma

a

NI+ u,x") é derivavel, pela regra dedu-

zida, em qualquer ponto a do interior do

intervalo —,— emqueé

1 A
*= UmvVju,l
desde queem I (a,s) seja 1+ u,x"> k> 0.

Com efeito a série

2 K| =

2lcca* -1

converge uniformemente em qualquer ponto

,— comy=iim"\InViM,| =
7 7
u\=~k.

interior a
= lim W

§ 6 — Supozemos nas demonstragdes dos
quatro teoremas anteriores que existia uma
vizinhangca de a onde o produto infinito ndo
se anulava e era sempre convergente. Supo-
zemos ainda que nessa vizinhangca era w, >0
para todo o n.

Se o produto néo satisfaz a estas condi-
¢Bes, mas € possivel determinar uma ordem
n tal que o resto Q, as satisfaz os teoremas
continuam vélidos como ¢ facil verificar (¢).

Efectivamente, teremos

P - PnQn

Se Q, satisfaz a hip6tese de algum dos
quatro teoremas anteriores e todos o0s &>j,
para t=*0,1,¢e¢' M—1, sdo derivaveis
podemos escrever

P>_ PQ +PQ =2 —PnQn+

+ P.2-Q-- 2-~"-
W .

©O;
1=n i=0
Se algum dos Mj(i= O,1, e, n—1) &
nulo toma se, é claro
Pn
= Mo oW i W, j...t0O,_].

A regra mantém-se pois neste caso.

() Portanto agora so6 exigimos «,>¢0O para além
da ordem n—1.
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§ 7 — Damos agora algumas aplicacfes da
regra de derivagdo que deduzimos.
Sabe-se que é

(7.1) nenx = xf[ (I —Y

\ n T
E féacil ver que este produto se pode deri-
var pela regra deduzida com base no teo-
rema 3-do § 5 e no que se disse no § 6.
Teremos

coso; = JJ (1

2
(7. 2)
+ X
[ ,) ( | 1° TL
neste caso é
i N 2X
ton 2107 — i
Pela férmula (5. 3)
-2 .- X
2- o2
Q /
g-- \
X n 6 w' n® /
pelo que (7. 2) passa a escrever-se
_ x* \ £. 2a:
cosa,—n 1 2 2 -« 2 )2W2|
xnfi

entrando aqui com o valor de
a’ \
i 17T/

tirado de (7. 1) vem

1
cota? = 2

Sabe-se também que
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cos & - fr(i- - \
vV V (NM»+ i)'-7

atendendo ao teorema 3 do 8§ 6, a0 §6 e a
formula (5. 3) podemos escrever

8;
—Sen X = y\ —

(2« + 1)2"- cos &

4N
donde

tga?:%Zn

E ainda conhecido o seguinte produto
infinito

4-1)'*" - day

sen X X X X
V- 3) = COS — COS cos .,
X 2 2°
Temos
W, = COS*®
— sen —
M m
Como
1 a
1
4" — sen —
2 23 —_— »
a série 21"" | ~uniformemente convergente

|
em qualquer ponto. Para qualquer x tem-se
(0,>A:>0 desde que n seja suficiente-
mente grande. Atendendo ao teorema 2 do
§ 5e ao § 6 podemos a (6. 3) aplicar a for-
mula (5. 3), vindo

X
. ” sen —
COS X *X — Sen g;
-2 2% -X
COs -
sen X
donde
cot x = — 2 ~~tang ,
X , 2 2"
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Provaremos agora que a soma da série

(7.4) T_Eff-nxt-x:

(2w 4- )a?2»
i+ xd»+1

(2w 4- na-2»-|
1 a;2«+1 J

¢ zero qualquer que
[*[< 1.

seja a desde que

Para isso partiremos da igualdade (¢)
111 +it e V)= (" -t-as»*»).

c11(1 —*»e+D)«.1

para |ar|< 1.

Designemos por P,, P, P, respectiva-
mente o 1.°, 2.° e 3.° produto infinito. Por
derivacdo teremos

(7.5) PIP,P,4-P, P, P, + PiP,Pa=0

A férmula (5. 3) é aplicavel a qualquer
dos trés produtos num ponto de intervalo
aberto (- 1,4-1).

Facilmente se conclui que

Pj = S P,
P, =5, P,
Pa - S, I-,

respectivamente com
2(« 4- ) *Frx 4!
1, A.2(«+ |)
(2« 4- ha-""

1, J.2-+1

5,-2

«2 =

(2n4  Ilfe’"
1 _ 2 n+1
Entrando com estes resultados em (7.5) e
dividindo tudo por P, P, P, logo obtemos o
que pretendiamos.

§ 8 — Acabaremos, dando o seguinte cri-
tério de convergéncia uniforme para um pro-
duto infinito :

(1) VICENTE GONGALVES, Curso de Algebra Superior
(1944), pag. 137.
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TEOREMA 1. Se J”w, (w, >0) éum pro-
duto infinito numérico absolutamente conver-
gente enuma vizinhanga de a, &, (x) estd sem-
pre entre os ndmeros —e w, (bu é iqual a

W,
entdio JJ &, (X) unifor-

um deles), converge

memente em a.

Antes de demonstrarmos esta proposicéo
convém notar o seguinte:

Por um processo inteiramente andlogo ao
usado na demonstracdo do teorema 2 do § 2
se demonstraria :

TEOREMA 2. Se Q,(x) tende uniforme-
mente para 1 em a e numa vizinhanga s de
a setem P, (X)< k, para n> mj, o pro-
duto w,, (X) converge uniformemente em a.

Depois, baseando-nos neste teorema e de
modo andlogo ao que se usou para provar
o teorema 2 do § 3 se provaria:

TEOREMA 3. Se a série (3. 1) é uniforme-
mente convergente em a e numa  vizinhanca
s de a se tem P, (X)< k, para n>m_,

entdo o produto  XI''n ~ uniformemente con-
vergente em a.

Posto isto provemos finalmente o teo-
rema 1:

Designe W, o maior dos valores — e
ID, . Teremos por hipotese em i(a,e)
(8. 1) N> )N W,
donde
(8.2) [log,.(ar)|*logPF,,.

Como JJw» ¢ absolutamente convergente,
convergira J £ W, (1) e sera evidentemente
é P o 1s

Mostra a desigualdade (8. 2)

diferente de zero. A série 2 '°S

convergente.
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que “™Mogu>,(x) €¢ uniformemente conver-
gente em a.

De (8. 1) tira-se ainda

m m

[0} (o}
Seja A'= JJ W, . Teremos
0]
M

Aw, (X)) < K
o]

em I(a ,s).

Pelo teorema 3 fica a demonstragdo con-
cluida.

As funcobes

recursivas

GAZETA DE MATEMATICA

Notemos que, designando por W*(X) o
maior dos valores o, (X) e —-—, ainda se
»< (X)
pode tirar de (8. 2)
log WA @) ~ log W,
logo 21°S converge. Sera portanto

convergente e diferente de zero o produto
[ W, .Podemos pois concluir que JJ&>,(a?)
¢ absolutamente convergente em 7(a,e)(').

() Como demonstramos no nosso artigo do ultimo

nimero da «Gazeta de Matematica».

e 0S fundamentos

da matematica (*)

por Méario Tourasse

Teixeira

Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Rio Claro—Brasil

Muitas vezes ndo estamos dispostos a acei-
tar (em algum sentido) de imediato uma certa
sentenca S. No entanto, se nos apresentam
uma determinada sequéncia de sentencas

S\, S, ,**S =5

passamos a considerar aceitdvel a sentenca
S. Podemos dizer entdo que a sequéncia em
questdo é um argumento para S no sentido
de aceitacdo considerado.

Uma maneira que parece natural de cons-
truir sistematicamente argumentos é a se-
guinte. Damos um conjunto a de sentencas
aceitaveis e um conjunto / ? ], ,ee°,i?*
de regras que nos convencemos levam sem-
pre, quando aplicadas a sentencas aceitaveis,
a sentencas aceitaveis.

(*) Palestra realizada no Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, Brasil.

Entdo, toda a sequéncia
Si eee S
onde cada Si ou pertence a a ou é obtida
de anteriores por uma das regras Jii, 0 um
argumento.

Suponhamos, por exemplo, que estejamos
interessados em gerar dessa maneira argu-
mentos para a teoria elementar dos nimeros.
Para tornar mais explicitas as sentencas em
gue estamos interessados, vamos dar tam-
bém um processo de geracdo para elas.

Primeiro especifiguemos os termos (subs-
tantivos), que serdo obtidos a partir de varia-
veis (x,y , etc.) e constantes (0 é bastante)
por meio de + ,e e." (soma, multiplicagéo
e sucessor). Exemplos de termos serdo entdo

Xx +0

X oy

*r + y
etc.



GAZETA DE MATEMATICA

As sentencas serdo entdo alcangadas a
partir dos termos por meio de = e depois
pela aparelhagem légica. Como

X + 0" =x'
X=yzy —X
x =0

onde, por exemplo, 3 corresponde a se...
entdo..., | anegacgdo e (3a;) a «existe X
tal que...»

Uaia vez precisadas as sentencas em que
estamos interessados, vamos especificar agora
um método de geragdo de argumentos para
essas sentencas.

Comegamos com O nosso conjunto a de
sentencas aceitaveis. Entre essas, incluimos
as que se referem ao mecanismo légico,
como

SD(TD 9S)

onde S e T sao sentencas quaisquer de
nosso dominio, e as que se referem mais
particularmente ao nosso caso, como

X+ 0—Xx.

Depois especificamos as regras St, como

de «<se Sz3T
obter T.

Se aceitamos as sentengas de a e nos
convencemos de que as regras levam sempre
de sentengas aceitaveis a sentencas acei-
taveis, entdo toda a sequéncia

0] ==+ S

onde cada Si é de a ou obtido de anterio-
res pelas regras, fornece um argumento para
uma sentenca da teoria dos nimeros.

Os argumentos assim obtidos podem ser
testados de uma maneira particularmente
simples. Seja, por exemplo, a sequéncia

n

Si "’Sn

que queremos testar a fim de verificar se é
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ou ndoum dos argumentos em questdo. Para
cada Si podemos verificar se € ou nao uma
sentenga de nosso sistema, de acordo como
método de geragdo, por um numero deter-
minado e finito de passos. Para verificar se
Si é elemento de a ou pode ser considerado
como proveniente de sentencas anteriores da
sequéncia por uma das regras, também nds
0 podemos fazer de acordo com um namero
finito e efectivo de passos. Ainda uma
pessoa que nao entendesse as sentencas de
nosso sistema, mas entendesse as regras de
geracdo dele, poderia testar uma sequéncia
Si"'-S,, e verificar se ela 6 ou ndoum
argumento do sistema. Poderiamos mesmo

pensar na possibilidade, em principio, de
construir uma maquina que realizasse tais
testes.

Podemos também nos convencer de que
0s argumentos usualmente encontrados na
teoria dos numeros elementar podem ser
convenientemente transportados em argu-
mentos do tipo considerado.

Obtemos assim um sistema poderoso de
argumentos para a teoria dos numeros, que
admite um teste efectivo de verificacéo.

A maneira «construtiva» de gerar 0 nosso
sistema assemelha-se, por sua vez, a propria
teoria dos nimeros. Assentencas, porexem-
plo, sdo obtidas a partir de um material
inicial (variaveis e 0) por meio de um
nimero finito e definido de operagfes. Os
nimeros naturais sado obtidos a partir de
zero por meio de uma operacdo definida
(sucessdo), a €é um conjunto de sentencas
para o qual temos um processo efectivode
determinar se uma sentenga estd ou nédo
nele. Analogamente poderiamos tomar um
sub-conjunto A dos nUmeros naturais tal
gque possamos sempre determinar efectiva-
mente se um numero natural estd ou ndo em
A. sdo regras tais que sempre é possivel
determinar efectivamente se sentencas sédo
ou nao relacionadas por elas. Na analogia,
serdo substituidas por fungdes f, de nume-
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roB naturais em jO,lj que sdoefectivamente
calculaveis (isto é, que existe um método
efectivo de calcular seu valor para objectos
quaisquer de seu campo de aplicacdo).
Quando, por exemplo, f (aj,x, ,x) = 0
0 que ir, provém de a7 e x, pela «regra»
fi e quando fi(@?j ,x, >s) - 1 i'"* ""o se
verifica. Assim sendo, a nocdo analoga de
argumento seria uma sequéncia

<t\ oo a,
de numeros naturais tal que, para cada a,
ou etje A ou existe j tal que f) aplicado a
certos membros anteriores e a a- d& como
resultado O.

Nessa analogia do sistema, usamos a nocéo
de sub-conjunto efectivo de nimeros na-
turais e a nocdo de funcdo efectivamente
calculadvel. Examinemos primeiro esta Gltima.
N&o seria possivel dar um processo de gera-
¢cdo para essas fungdes? Isto é, a partir de
um certo conjunto de funcdes iniciais, apli-
cando um certo nimero finito de vezes certas
operagdes definidas, obter todas e apenas as
funcdes efectivamente calculdveis dos nime-
ros naturais neles mesmos.

Como funcgbes iniciais podemos tomar, por
exemplo, fung¢bes como

) =x
/(@?, ,....,x) =»0

e, como operagdes, por exemplo, a que leva
da funcdo s" a funcdo f dada por

/(O) = g (onde g é um certo nimero natural)
)y =90 >I(*) -

E possivel definir assim uma classe de
fun¢gdes dos numeros naturais nos numeros
naturais, chamada classe das fung¢fes recur-
sivas e dar'argumentos convincentes a favor
da tese de que essa classe coincide com a
classe das funcdes efectivamente calculaveis,
(dos nimeros naturais neles mesmos).

Admitindo essa tese e, chamando de fun-
¢cdo caracteristica de um conjunto a funcdo
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que aplicada a um elemento do conjunto d&
0 e da 1 quando aplicada aos outros ele-
mentos, temos que um conjunto é efectivo
se e s6 se sua funcdo caracteristica for
recursiva.

Por extensdo natural podemos falar de
relagdes efectivamente calculdveis, como
X<y, que o serdo quando e sdmente quando
a funcdo associada f(x,y) (igual a zero se
a relagdo se verifica e igual a um se nédo)
for recursiva.

Vendo a analogia no outro sentido, pode-
mos aplicar essa elaboracdo das funcles
recursivas ao nosso sistema. Chamemos de
F o conjunto formado pelos elementosions-
tituintes do nosso sistema, ou seja, variaveis,
0, + ,ID, | , etc., sequéncias finitas desses
elementos, como

O + X
ou sequéncias finitas dessas sequéncias, como
((*,+,0),(0,3,*), (0,',+,0))

Assim sendo, é possivel estabelecer uma
correspondéncia efectiva biunivoca entre F
e uma parte infinita dos nimeros naturais.
Por consequéncia, uma parte dos nUmeros
naturais vai corresponder as senten¢as e
outra parte aos argumentos.

Devido a essa correspondéncia, surge a
possibilidade de que as sentencas do nosso
sistema se refiram ao proprio sistema. Ade-
mais, como as nog¢des de sentenc¢a e de argu-
mento sdo efectivas, essas nog¢des vdao cor-
responder, via correspondéncia, a fungdes
recursivas que, por sua vez, podem ser
expressas no sistema.

As sentencgas, por exemplo, vdo corres-
ponder a um sub-conjunto B dos numeros
naturais. A funcdo f que a cada xeB asso-
cia 0 e a cada x$B associa 1 é recursiva.
Com o material de nosso sistema podemos
construir uma familia de sentengas S (X),
uma senten¢a para cada numero natural x,
tal que, se x é o numero correspondente a
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uma sentenga entdo existe um argumento do
sistema para S @) e se X nao é o numero
correspondente a uma sentenca entdo existe
um argumento do sistema para ~ IS (a?).

Assim sendo, podemos estudar 0 Nnosso
sistema no proprio sistema e podemos for-
mular e tentar responder perguntas relativas
ao sistema usando o proprio sistema.

Uma pergunta que naturalmente se impde
é se serd o nosso sistema suficientemente
poderoso. Numa forma extrema, poderemos
indagar se para toda sentenca S, sem varia-
veis livres, existird sempre no nosso sistema
um argumento ou para S ou para ~\S.
Uma constru¢do engenhosa, devida a GODEL,
nos permite determinar uma sentenca T do
nosso sistema, sem variaveis livres, tal que,
se o sistema for compativel como esperamos
(isto é para nenhuma sentenca S existe no
sistema argumentos tanto para S como para
I S), nem para T nem para ~|IT existem
argumentos no sistema. A ideia norteadora
para determinar T é descobrir uma sentenca
do sistema que exprima, de acordo com a
correspondéncia, que para ela propria nao
existe argumento no sistema.

A natureza da argumentacdo acima é tao
geral que nos convencemos dque se aplica a
todos os sistemas com as caracteristicas de
efectividade descritas acima e capazes de
expressar uma certa parte da classe das
funcdes recursivas.

Outra pergunta que naturalmente ocorre
¢ se podemos esperar determinar um argu-
mento do sistema para uma sentenca que, de

acordo com a correspondéncia, exprime a
compatibilidade do sistema. Baseados no
resultado anterior, poderemos entdo nos

convencer de que tal coisa nao é de se
esperar. E as mesmas consideracdes ante-
riores se aplicam a respeito do poder deste
resultado.

Vimos entdo que as func¢des recursivas
estdo intimamente ligadas aos processos efec-
tivos. Poderiamos indagar se é possivel dar
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para 0 nosso sistema um método efectivo
que, aplicado a qualquer sentenca do sis-
tema, diga se existe ou ndo um argumento
do sistema para essa sentenca. Se, por assim
dizer, retirarmos do sistema a parte que lida
com a multiplicacdo (¢) poderemos entdo dar
uma resposta afirmativa a tal indagacao. Isto
é, podemos "xibir um procedimento efectivo
tal que nos convencemos que aplicado a
qualquer sentenca desse sub sistema nos diz
se existe ou ndo um argumento desse sub-
-sistema para ela. E para isso ndo necessita-
mos das func¢des recursivas, basta que nos
convencamos de que o procedimento é real-
mente efectivo e faz o que pretende. No
entanto, se, por exemplo, queremos argu-
mentar que ndo devemos esperar determinar
um tal procedimento efectivo para o sistema
inteiro, necessitamos antes ter precisado o
que entendemos pelo conjunto de procedi-
mentos efectivos e é ai que a teoria das fun-
¢Bes recursivas nos ajuda, nos fornecendo
uma maneira manejavel de trabalhar com
essa nocdo. E é assim, trabalhando com as
funcdes recursivas, que chegamos a nos con-
vencer de que ndo podemos obter para o
nosso sistema um método efectivo de deter-
minar, para cada sentenca, se existe ou nao
um argumento do sistema para ela.

Muito se tem feito, no sentido de obter
resultados como o acima, mostrando que
ndo devemos esperar obter procedimentos
efectivos para sistemas. Para muitas teorias
matematicas simples nos convencemos de que
isso se verifica, como também para a apare-
lhagem légica fundamental usada, por exem-
plo, no sistema acima.

O sistema que exemplificamos se restriDge
a métodos construtivos e podemos pensar
que o sentido de aceitacdo associado a ele
estq estreitamente relacionado & essa restri-
¢do. Mas que dizer de outras partes da
matematica? Em vez de construir um sis-
tema para a teoria dos numeros, podemos
construir um sistema para a teoria dos con-
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juntos e nos convencermos de que esse sistema
engloba grande parte da matematica. Mas
agora 0 nosso conjunto inicial de sentencas
a é aceitavel em outro sentido, ou pelo menos
nem todos estdo dispostos a aceita-lo da mes-
ma maneira que o anterior. Por outro lado,
podemos construir este novo sistema com as

uniformemente

da Justa

GAZETA DE MATEMATICA
anterior. Em particular, existe um critério
efectivo para saber se umasequéncia S, *¢* S,
¢ ou ndo um argumento desse novo sistema.
Vimos que essas caracteristicas de efectivi-
dade estdo Intimamente relacionadas ao sis-
tema inicial, que entdo poderia, sob um certo
ponto de vista, ser considerado como o Sis-
tema matematico basico.

convexos (%)

Medeiros
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mesmas caracteristicas de efectividade do
Espacos de Banach

por Luiz Adauto

8§ 1. Introducdo. Nosso objectivo nesta

exposicdo 6 apresentar, sob forma didéctica,
ura resultado sobre espagos de BANACH, des-
coberto por D. MILMAN e publicado em
iComptes Rendus de I'Acad. des Sc. de
I'U. R. S. S.», vol. 20 (1938). O resultado a
que nos referimos consiste do teorema 1, do
paragrafo 3, cuja demonstracdo que faremos,
ndo é o original de MILMAN, mas sim uma
devida a B. J.PETTIS, publicada em «Duke
Mathematical Journal», vol. 5(1939) 249-253.
Convém salientar, que fizemos, oralmente,
esta exposi¢cdo, como complemento ao curso
sobre Espacos de HILBKRT ministrado no
IMPA pelo professor LEOPOLDO NACHBIN,
em 1960.

A demonstracdo do teorema 1 do § 3 se
baseia na representacdo das formas lineares
rf, do segundo dual 3t** do espaco de
BANACH 3E, através de urna integral. Vamos
nos limitar a espacos de BANACH reais o que
nao é restritivo como veremos no paragrafo 3.

§ 2. Representacdo de formas lineares.
Neste paragrafo, demonstraremos um teo-

(*) Exposicdo em seminério de Analise Funcional
no Instituto de Matematica Fura e Aplicada, Rio de
Janeiro.

rema de representacdo das formas lineares
sobre o espaco de BANACH M(E), das fun-
cdes limitadas em um conjunto E, jé& pro-
vado por BANACH no caso particularem que
E 6 o conjunto dos inteiros naturais e gene-
ralizado por T. H.HILDEBRANDT, consulte
Trans. Amer. Math. Soc. vol. 36 (1934)
p. p. 868-875. Antes de iniciarmos a demons-
tracdo, faremos um apanhado rapido de
alguns resultados sobre a teoria da integral.

Seja E um conjunto e representemos por
&{E) a familia de todas as partes de E
incluindo E e a parte vazia.

Denomina-se decomposicdo de E a um
conjunto finito E, E, ,e*<, E,, de elementos
de &(E) tais que Eif\Ej 0 a parte vazia
para i=f=zj e E, JE, J **UE, = E .

Se Z3j e D, forem duas decomposicdes
de E, diremos que Z)j precede D, quando
toda parte de estiver contida em alguma
parte de D, e escreveremos D\Z-T). E
facil verificar que a relagdo ~ assim definida
é uma relacdo de ordem parcial na familia
LT das decomposicdes de E. Dada duas
decomposicdes D, e D, de E, a decompo-
sicdo obtida de D, e D, interseptando os
seus elementos, a qual representaremos por
DAD, é tal que precede D-ye D, Como
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este facto vale para qualquer par de decompo-
sicGes, segue-se que a familia das decomposi-
¢bes é um conjunto dirigido. Resulta, portanto,
que se f for umafungdo numérica definida em
Il, tem sentido falar em limite da f segundo
o conjunto dirigido 11, que é dito do seguinte
modo: diremos que um numero L é limite
de uma fun¢do numérica f definida em D,
quando, para cada e>0, existir uma decom-
posicdo Di tal que para toda D ~ D, tenha-
-se — Z<|<s. Escreve-se abreviada-
mente

e que se lé limite de f segundo a direcgao
Seja fx. uma func¢do numérica de conjunto,
real, definida em &(E). Diz-se que (. é adi-
tiva quando p(E. JE) = + (E)
para E\ flE, vazio. Diz-se que [x é de
variacdo limitada em E, quando para cada

Jl

decomposicdo D de E, a soma 2i( (-A'0|

>=
for finita e nesse caso, ao numero real
positivo
Fifx jE) = su, 2 L«{E) | = Hm2 | uEi)l

denomina-se variacdo total de ti em E.
Caso (. seja uma funcdo de conjunto real e
positivo, obtem-se:

V(n;E) = BUP2|(701 =°°P2 H(EO= KE)-

Seja f uma funcdo real definida em E, p
uma func¢do de conjunto real, aditiva defi-
nida era ~(E) e de variacdo limitada. Seja
D uma decomposicdo de E e Ue Ef. Con-
n

2 /{ti) F{Ei)>

sideremos as somas », =

quando D varia em |I1I.

Cnuando existir lim«O0,
D-<

serd a integral de STIELTJES da/ em E e

diremos que éle
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representaremos por

d fi(a?
" (a?)

Seja M(E) o espago de BANACH das fun-
¢bes reais limitadas em E com a norma
definida por

\WA\=,up\\f(x)\;xeE\

e representemos por M* (E) o espaco de
BANACH das formas lineares reais continuas
sobre M{E), isto é, o dual de M(E).

Vamos representar por K., a funcédo carac-
teristica da parte E, isto é, X,(£) = 0 se
te[E. e X, ()= 1 se te [Ei.

Na demonstra¢do do teorema que segue,
faremos uso da funcdo sgn (x, definida em

{E) por
0 se A(EO:O

Segue-se que p sgn n(Et) *. |p(E) \-

PROPOSICAO 1. A cada elemento < de

M* {E), corresponde uma funcdo real p.,
aditiva, de variagdo limitada, definida em
&{E) , cuja variagdo total em E ¢ igual a
II'sTl e tal que
?2(1)=f f(*)dn(x)
JE
para toda feM(E).
DEMONSTRACAO. Seja V.. a funcdo carac-

teristica de E:. Se yeM=*(E), como
K-Eie M(E) , p(Ei)=: 9{X,) é uma funcdo de
conjunto real, aditiva definida em &(E) ,
Vamos provar que p. € de variacao limitada
em E. De facto, seja D uma decomposi-
cdo de E em n partes Et e seja f a fun-
cdo definida em E por

I(*) = 2M*)<w (") -
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Conclui-se que f pertence a M(E) e por-
tanto
U= sp 2 «qapCEQ : xeEi Z 1

porque K. (X)=1 e sgnp(Ei)= 1 ou
zero. Dai obtém-se

(1) -2¢**{*(*dfOW

ou
2(1)= 2(*(forgnp(£«) = 21f*(N)].
t=I >
Logo, para toda decomposicdo D de E,

obtem-se

t=1
e portanto, V(p ;E) ¢ finita e (x é de varia-
¢do limitada, sendo V(p.;E)Z. [?[. Dada
/e M(E) , consideremos a funcado fo defi-
nida por

sendo i,eZ?i, a qual pertence a 3/(E) pois
¢ uma combinag¢do linear de funcbes de

M(E). Vamos provar que ||3im f,=f. De
<

facto, sendo / Ilimitada, seu conjunto de
valores esta contido em um intervalo finito
(a,h). Logo, dado s>0, decomponhamos
(a,e&) em partes iguais a= y<Cy\ < oo
eee < < Jn= 4 de tal modo que
6_ a
< 8.

n

Representando por E = \xe E ; <
<Cf{x)Z.yi\ e por Z). a decomposicdo de
E cujos conjuntos sdo Et, segue-se que

Wfa-/ll = supWfo,(X)- I (*) | ;XxeE\< s
pois se xe E ,x e Ei para algum i e dai
[1>,(») = 2 [(<«)**<

GAZETA DE MATEMATICA

e portanto
EA(*)-T(*)H TITw- T wKrr<s,

pois ii também pertence a Z?..

A mesma desigualdade vale para toda
a decomposicdo obtida redecompondo o0s
intervalos de D. ou seja, para toda D"LD,
Logo, lim f, =f como desejdvamos.

[andg =0 & M* (EY) e+, e MEE),(*«phtém-se

e como 1 7Cf>3 = (Blifs Mibftéwge finalmente

Sendo fx de variacdo limitadae / limitada,
segue-se que o limite do somatdrio existe
segundo [D Z] e é igual a integral da f
relativamente a p. Sendo \<f(fjo)— ? (/) |©
ANl20el by L i Pl “i° vimos anterior-
mente conclui-se que Ilim9(/D)= ¢ (/)
e finalmente obtém-se

2(/)= ff(x)dp(x).

Para completar a demonstracdo,-é suficiente
provar que |[[ff]| = V(XE). Vimos anterior-
mente Ilyj|”™ V((t; E) e usando arepresen-
tacdo anterior, obtém-se

1201~ TN F(pt; ™)

0 que provaser ||| = O ; E).

Nossa proxima etapa, sera obter um resul-
tado analogo para os elementos do biudal
X** de um espaco de BANACH 3£, provando
que neste caso O possivel obter uma repre-
sentacao integral, sendo a fun¢do de conjunto
positiva. Isto sera obtido através do coro-
lario que segue.

« PfcjJS) ou

COROLARIO. Seja Jcumespaco de Banach
real e <fum elemento de 2E**. Entdo existe
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de conjunto real B  satisfazendo

condicoes

uma func¢do
as seguintes

a) @ é definida em toda parte da esfera
unitdiria. S do dual 3*, sendo aditiva e de
variagao limitada.

b) 6 ¢ umafungdo nado negativa.

¢) |l.H= V((3:9).

d ?2((/)=j f(x)d(3(x) para toda feS*.

DEMONSTRACAO. Seja M{S) o espago de
BANACH de todas as fungles reais limitadas
em S, esfora unitaria de 3E*, com anorma
supremo. E claro que a restriccdo de um
elemento qualquer fe3t* a <S pertence a
M(S). Ainda mais, se @e 3E* ele perten-
cera a M=*(5) e portanto, a proposicdo
anterior garante a existéncia de uma funcéo
de conjunto \JLsatisfazendo as condicdes o),
c) e d). Pelo teorema da decomposi¢do de
JOKDAN, tem-se a= n—v, sendo n e v
funcdes de conjunto satisfazendo as condi-
¢cbes a) e 6). Para cada parte F de S,
consideremos a parte P{F) de S consti-
tuida por todos os xeS tais que —xeF
e definamos a funcdo de conjunto v, por
v(F) = v(P (F)). Segue-se que v, tem as
propriedades a) e b) pois v as possui e
ainda mais v,(<S") = v(S) . Pois bem, a fungédo
[3 definida em ff(S) por (F) = T(F) +
+ v,(F) para toda parte F, possui as pro-
priedades exigidas na tese do corolario. De
facto, a) e b) sdo imediatas. Para provarmos
a c), sabemos que ||?] = V( ;S) e que

sendo p.= it—v, ainda pelo teorema da
decomposicdo de JOKDAN, tem-se V(fj.;S) =
= -(S) +Vv(S) e como v(S) =Vv,(S). obtém-se

V(n:S) = itd+v(S) e como «(S) = v,(5),
vem J9d= V(Uu;S) —%(S) + v,(8) =
= @(S)= V(> ;S), porque @ é uma fungéo

de conjunto real positiva.

Antes de demonstrarmos a d), observemos
que
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f-f(x)dv(x) = f/(-*)dv(@) =
t/s /S

= J7(*)dv, (*).

Sabemos que
2()-f/wArM
e portanto,

?2(/)= fftod*(fO- ff(x)d,(x)
Js Js
que pela observagdo anterior pode ser escrita
do modo seguinte

?(1)= ff(*)d>(x)+ ff(x)d.. (x)
Js Js
ou

V) JTh

como desejdvamos provar.

§ 3- Espagos de Banach uniformemente
convexos. Consideremos o espago vecto-
rial R® constituido por todos os vectores
x = @7 ,x,) do plano. Sabemos que com as
normas

Wk-w+rtfr e [[p|L-o**(IanU<])
K* é um espa¢o normado. A esfera unitaria
£2 correspondente a norma || |la é um cir-
culo de raio um e centro na origem e a S,
correspondente a || ¢ um quadrado com
vértices nos pontos (+1,4-1), (+ 1,-1),
(—1,-1), (-1,-f-1). Sejam x e y
dois vectores quaisquer do plano tais que

”((ih :”y Hazl « ||))||_=]_]_» = 1.

E facil verificar que quando tende

para um, resulta que |a?—y |2 tende para

zero. Entretanto, pode tender

para um sem que necessariamente [|ai —vy ||_
tenda para zero. O leitor poderd verificar
tal facto intuitivamente. No que segue vamos



20

trabalhar com espagos de BANACH cuja nor-
ma tenha umcomportamento semelhante ao
da norma | |g, com relagdo ao facto obser-
vado anteriormente.

Seja 3! um espaco de BANACH e conside-
remos dois vectores X e y quaisquer da
superficie da esfera unitaria S de SE. Supo-

nhamos que quando o ponto médio *+9
da corda unindo os vectores X e y, tenda
para a superficie de S resulte, que o com-
primento desta corda tenda para zero, quais-
quer quesejam X e y tomados na superfi-
cie de S. Este mesmo facto pode ser dito
do seguinte modo : se X e y s&o dois vecto-
res quaisquer de & tais que || x\= \\y|=1
entao

lim Yx—y Il =0

mi -
0 que 6 ainda equivalente a dizer que se
X,y forem dois vectores quaisquer de S
sendo ||X|| = |lyl|= 1, entdo para cada
s > 0 existe um 5,> 0 talque ||[x —VY ||<s

X +
quando o 1

Observando que Yz 1, o que

acabamos de dizer é equivalente a afirmar
que para cada s> 0, existe 0O, detal modo

X +y

que se ||x||=\W\ = 1 ¢ >1

entdo lla; —y || <s. Finalmente esta ul-
tima forma é equivalente a afirmar que se
x = llyll=1 e Hx —y\ > « entéo
" 1—3.. Tal facto motiva a defi-

nicdo que segue, que embora
espa¢os de BANACH,
um espaco normado.

limitada a
poderia ser posta em

DEFINICAO 1. Diz-se que um espago de
BANACH & é uniformemente convexo, quando
para cada s> O existe 3,>0, tal quese

GAZETA DE MATEMATICA

x e y forem dois vectores quaisquer de

sendo Hx H==Hy\- 1 e \x—y||>%
entdo IX+y||< 2—S,.
EXEMPLO. Todo espaco de HILBERT # ¢é

como espac¢o de BANACH uniformemente con-
vexo.

De facto, a norma induzida pelo produto
interno de jj) satisfaz a condic¢édo

WX+ YW+ «x-y\\*~2(11*11»+ »y H)

para todo par de vectores x e y de

Em particular se tomarmos ||x| =]y =1,
obtem-se

I*+ylIl+ Y\?2*A
ou

I*+yP=4~ ,

para ||Xx —y || > e. Dai
do O< e< 2, vem

ylp<4- .2

resulta que toman-

g +yl||< 2- 3.

sendo =2 -2y/l - (~ \-

Nosso objectivo, agora, é provar que todo
espa¢o de BANACH uniformemente convexo é
reflexivo. Devemos provar que para cada
forma linear < do segundo dual SE**, existe
um vector X, do espaco de partida E tal
que p (/) =f(x,) para toda forma linear f
pertencente ao dual SE*.Observemos que é
suficiente provar este facto para as formas
lineares reais < pertencentes ao bidual SE**.
Realmente, admitamos que tenhamos provado
para as formas reais o> Seja ij/ uma forma
linear complexa de SE*. Tem-se por um
resultado conhecido, que "t (/) (/) —
— oM (*/) **°do uma forma linear real
de SE**. Supondo quea corresponda X,
pertencente a SE, tem-se <$j(f) —=»f (XQ),
4i(7)=10/'("0) * ** ' resultaque ~ (f)=f(2x,)
e como a decomposi¢do da i€ Unica, ésufi-
ciente a ip fazer corresponder 2x, Con-
clui-se dai, que podemos realmente nos limi-
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tar as formas lineares reais, para o objectivo
que temos em mente.

A demonstragdo do teorema principal se
baseia essencialmente no corolario da propo-
sicdo 1 do § 2 e nos dois lemas que se-

guem.

LEMA 1. Seja ¥ n espaco de BAXACH
uniformemente  convexo. Para cada f real
pertencente a JE", sendo | f|=1=0, existe
um e um s6 vector x, tal que | x| —1 sendo
) - Il

DEMONSTRACAO. Sendo |[|/||~tO é bas-
tante supor que I/ = 1« Como

Wi =*"PLL0*0; [ML =M =X e

sequéncia ji,j de vectores de 3c, tal que
yt, D=1 e lim I/(<,)|= 1. De modo equi-
na=a0

valente, para cada s> O existe um n, tal
que 1 —e< \f(t,)|< 1+ s para n> n, .
Sabemos que |/(i,,)|™ |I/]] *\t, \=1 e por
ser / uma forma linear real \f(t,)| tomara
os valores +/(i,) =/(+ tn)s Dai resulta
gue existe uma sucessdo ja;,| de vectores de

£ talque, |la-J| = | e L—— </(#,) <£1

para n > ?i,. Vamos provar que \x\ €é uma
sequéncia de CAUCHY e como 3E' é de BANACH
serd convergente. De facto, sendo i unifor-
memente convexo, para cada s> O existe
um oOe tal que para quaisquer x e y de E
sendo [[x||= [lyl=1e [[x+y][>2—S,
tem-se || x —y || < s. Considerando o s
anterior e 0 seu correspondente <3, seja

2
ris = —.

es
mente, para m,w>n,, obtem-se f(x,

() HI(F) s -~ koA s
2
—2 —S, ou seja, 2— S<\(x, +

Logo pelo que vimos anterior-

+X) —

X\

~N11/11 N + =1 + *« Ee+ Sendo
I'x, y=Ix, I = 1, resulta, pois % é unifor-
memente convexo, que \\x, —a?,,J|< e para
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m,n> w, , O que prova ser ja?,j uma suces-
sdo de CAUCHY e portanto existe um x, em
i tal que limfc,, = a,. Sendo | || uma apli-
cacdo continua, conclui-se que [[a"oll =Mn> ||*« ||
e portanto |[|a"o||=Il. Ainda mais tem-se

[(*0) =/0'"*)=lim/("~)= 1= 111

Para completar a demonstracdo ¢ sufi-
ciente provarmos a unicidade. Para tal,
suponhamos que existisse aj em i, sendo
I*ill="»/(*l) = 1/11= 1 e que x  =f=x,.
Seja entdo s> O tal que |[x,. —Xx |[> e e
como ladiy«=llatd—1 e FE é uniforme-
mente convexo, existe Ss> O tal que
la?i + x, y< 2 —se, sendo portanto 5< 2.
Tem-se portanto

2= f{x. fa-jlZI[A+n]A
WL v xoll<2-3,

0 que € absurdo, logo x, = X,

LEMA 2. Seja ¥ um espago de BANACH
uniformemente  convexo, X, y dois  vectores
de 5£ e 1={=0 uma forma linear real de 3E*.
Se [jx|] =1, Yylk |l e f(x)=»||f|]|] entdo
para cada s> O, existe Se> O tal que

fFOy)~ (-3 (1.

DEMONSTRAGCAQ. De facto, dado um qual-
quer s>0, seja vi= min (1/2 ,e/2) . Usando
o facto de 1 ser estritamente convexo,
seja t-n o correspondente de V) e ponhamos
B, = min (Cy), vi). Vamos provar que um tal
St satisfaz as condi¢des do teorema. Observe-
mos que Laoé restritivo supor que 0<e<2,

g

dai obtém-se O< o, » n® — < e< 2 e di-

vidamos a demonstracdo em duas etapas.

a) Suponhamos 0™M\y\WN—n. Tem-se
f(yUMWfAV W Wy UNFANa-*)~(1-5s)\\f\\
e o lema é verdadeiro.

b) Suponhamos 1— n<|ly||® 1. Ponha-
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Sendo \\x—obtém-se

mos z =

X zy/\”x_yD’ \y-*\\ n
y_

ou

IX- zj X s—Q@ - MDE ri™ o n.

Dai resulta que [far]|» ||z]|= 1 e \\Wx— z||~YI
e por ser 3cuniformemente convexo, obtém-
-se que |la+ «]||~2—C e portanto, para
/(ar) = Illy, conclui-se que

f{z)=1(z + x) —fx) z Ul H*+ « D -y/ll

ou
f@z DL (2-C.)- [/l =
HIli (i-¢,)~(i-3011/11
Resultando, finalmente, que
\\p\f(*)é\trMi-3*)
40-- 34 1

0 que prova completamente o lema.

m =

TEOREMA 1.
uniformemente

Todo espaco de BANACH X
convexo é reflexivo.

DEMONSTRACAO. Devemos provar que para
cada forma linear <j>ei**, existe um vector
x,e3c
linear fe3c* Pela observacdo que fizemos
sobre as formas lineares reais e complexas
6 suficiente considerar as formas lineares
¢cpeiE** que sejam reais. Seja, portanto, @
uma forma linear real de SE** e vamos supor
que ll¢D=s 1. Para uma tal & existe uma
sequéncia \f \, /»ei*, tal que

@ -1 e gLy 122, (13>1-n

sendo os '/,, reais para n= 1,2, ... . Pelo
lema 1, para cada n existe uma sequéncia

ja?"j..v tal que |[a"||= 1, para i= 1,2 ,+ee,
convergente para x'ée/,, (x'0) = ||/i,|| e além
disso |[|jr{i]| = | para todo n. Como para

tal que <f(f)=f(x,) para toda forma
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cada n faz-se corresponder um unico a,, = Ifj,
conclui-se que existe uma sequéncia |ar,,| de
elementos de X satisfazendo a seguinte con-
dicdo :

0) M - | el/(*)=HlLI=1

Nossa proxima etapa, sera demonstrar que
esta sequéncia |ar,|] € de CAUCHY e que
x= limx, ¢é tal que <p(/)=/(a'0) para
toda fel.

Sabemos, pelo corolario da proposigdo 1
do § 2, que dada < existe uma funcdo de
conjunto £ aditiva e real positiva definida
em todas as partes da esfera unitaria S de
i e tal que

3) i =121z v(p,S) = HS)

) 20) = Jf/(*)“ P(*) P 'a toda fe T*.
S

Ponhamos S, = jareS;\\x —Xx,, || < ¢,
para cada s >0 e usando (4) obtém-se

An= F Mx)fi(x) +
f.(x)dp(x)

e por (1) podemos escrever

1
1 - - < f [(ar)rff3(ar) +

(5)

+ f /,, @r) d @ (ar)

lar—ar,D S

e portanto, sendo |lar, || = 1, [|ar]||™],
lar - &, 8j/,(@r,)=1|/.]=1, olema 2
nos diz que
(6) /., (ar)~(1-0\)

sendo 3. independente de n.
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Resulta que a (5), em vista de (6), toma a
forma seguinte :

i-1< f M*)d$(x) +

P (1-3) f 4o

e sendo @ positiva, obtém-se
i_ i< r
L
+ (IM)fi(S—Sn,,).
Sendo xeS,.<zS, WA portanto,
/»(*)A/"(H;HA His Il o — 1 e finalmente

1_1<£2,,)+@_3)3¢s- ..

Mx)dp(x)+

Por (1) concluiu-se que

@) HS-  Sn,)
para n= 1,2 ,eee,

Seja n, > 0 tal que «,3,>2 e vamos
provar que para m,m> «,, S_,.,nS, .
¢ ndo vazia. De facto, sendo

P(fl)-1, H8-S,,,)<t-,
P(5-7,)<i-
entao
P(é'l,nlenSmle) = i5[-8-[(5'-5”’9)U

U("N-5,.,7]1x(B(0")-[(3 (#-1&., +
+ 3(A-.5,,.)]>0.

diferente do vazio e
tem se

Portanto £,,,,f1S,, .
portanto se xe S, .nS, .
la2, —a» |~ g —x, W + WX —x, || < 2e
0 que prova ser Ja;,,| uma sequéncia de
CAUCHY e seja a* = limo? . Vamos provar

que <p(/j—/(<r,) para todo /e i* .
Definindo <S,, = |a;6 £ ;|[x —a?,||<e],
conclui-se que se x, for tal que

e o R 3
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entdo S, ,Z3Sn,j, pois se xe *S»_./, vem
I x —a?oy/\ Yx —Xx, I +yx, —x, y<s e
*eb5,,.. Portanto S —0' ,CZS —S,,..,,
e para w>«,/2, pela (7j, vem

/\_r_

n3,/,

o”p(s- - £,,) AP(s-Sn,,)
de onde resulta que
(8) P(~,Si,,)-0.

Consideremos, entdo, <p(/)—/(~0), onde /
é uma qualquer forma linear de 3E* +« Tem-se

() -1(*Fe)= o
[ Jrojerp ()

i/S

I (« KW -

pois 3(5) = 1. Sendo 3 °ao0 negativa, por
(8) podemos escrever:

) -1(*0) I FIIH - I(*) 1d3(5) -
[1(»)-1{*,) [<*P(a0"

ML r n*-*oiidP(*x
< [ <P
0.,

- ol <°-

(*),' pois se

*e#o..i
Logo
H2(D)-1(*.)ir<iilHP('8"0,.)«
para cada s> 0 que prova ser

?(1)-1(*»)
isto ¢, E é reflexivo.

Anteriormente, veja o exemplo apés a
definicdo 1 deste paragrafo, provamos que
todo espaco de HILBEKT é um espago de
BANACH uniformemente convexo. Resulta dal
e do teorema 1, que todo espaco de HILBEKT
é como espaco de BANACH reflexivo.
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MOVIMENTO MATEMATICO

NOTICIARIO

REUNIOES CIENTIFICAS

Unido Matematica Argentina—De 22 a 27 de
Setembro, realizarain-se, nas Universidades de Bue-
nos Aires e de La Plata, varias sessdes matemaéticas
promovidas pela Unido Matematica Argentina, como
parte das comemoracdes do sesquicentendrio ria Revo-
lugdo de Maio. Participaram, a convite, 52 matemati-
cos de Argentina, Brasil, Chile, Estados Unidos,
Franga, Hungria, México, Uruguai e Venezuela. As
sessdes consistiram de uma série de conferéncias a
cargo dos Profs. S. Lefschetz, C. Ehresmann, S Eilen-
berg, P. Alexits, E. Grosswald, J. Adem e A. P. Cal-
déron, bem como de 38 comunicagdes. Foram o0s
seguintes os convidados do Brasil que participaram
das sessbes e suas respectivas comunicagdes:

Prof. Alfredo Pereira Comes (do Instituto de Fisica
e Mateméatica da Universidade do Recife), «<Fé6rmula
de Plancherel e grupos de Lie».

Prof. Chaim Samuel Ho6nig (da Faculdade de Filo-
sofia, Ciéncias e Letras da Universidade de Sdo Paulo)™
«Classificagdo dos grupos sem torcao».

Prof. Charles Ehresmann (da Faculdade de Filoso-
fia, Ciéncias e Letras da Universidade de S&o Paulo
e da Sorbonne, Paris), «Construction des foncteurs
type».

Prof. Elon Lages Lima (do IMPA, Rio de Janeiro),
«A teoria rios espectros em Topologia».

Pro!. José Carrioso Morgado (do Instituto de Fisica
e Matematica da Universidade do Recife), «Sobre os
automorfisinos de reticulado dos operadores de fecho
dum reticulado completo».

Prof. Kuo Tsai Chen (do Instituto Tecnolégico de
Aeronautica, Sdo José dos Campos), «Formal dif-
ferential équations».

Prof. Leopoldo Nachbin (do IMPA, Rio de Janeiro),
«Algebras de operadores e de funcdes continuas»

Prof. Mario Schenberg (da Faculdade de Filosofia,
Ciéncias e Letras da Universidade de Sdo Paulo),
«On the Clifford and Jordan-Wigner algebras».

Terceiro Coléquio Brasileiro de Matematica
— De 2 a 15 de Julho de 1951, realizou-se o Terceiro
Coléquio Brasileiro de Matematica, no Instituto de
Matematica da Universidade do Cearéa, em Fortaleza.

A organizagdo e a orientagdo geral do Coléquio
ficaram a cargo do IMPA. O Director do IMPA
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nomeou uma Comissdo Organizadora, por Portaria
n.° 13, de 27 de Outubro de 1960, cuja constituicao,
homologada pelo Cl) do CNPg., conforme processo
n.° 26/61, foi a seguinte:

Prof. Francisco Silva Cavalcante (Ceara).
Prof. Alfredo Pereira Gomes (Pernambuco).
Prof Rubens Gouveia Lints (Baia).

Prof. Elon Lages Lima (Guanabara).

Prof. Ghaim Samuel H8nig (Sdo Paulo).

Prof. Anténio Rodrigues (Rio Grande do Sul).

Os demais membros da Comissdo Organizadora
indicaram o Prof. Elon Lages Lima, do IMPA, para
Coordenador da mesma

As actividades do Coléquio constaram de quatro
cursos de seis horas cada, doze conferéncias de uma
hora cada, quatro exposi¢cbes sobre o ensino da
Matematica nas univerfidades e uma sessdo para
comunicacdes breve de novos resultados de pesquisa
além de duas sessdes solenes, de abertura e encerra-
mento

O Coléquio foi patrocinado financeiramente pelo
Conselho Nacional de Pesquisas, pela CAPES, pela
Universidade do Ceard e pela Universidade de Séo
Paulo. Participaram pouco mais de 100 pessoas dos
seguintes Estados: Parda, Ceara, Paraiba, Pernam-
buco, Baia, Minas Gerais, Guanabara, S&o Paulo,
Parana e Rio Grande do Sul.

Entre os participantes, figuraram o0s seguintes
matematicos estrangeiros: Gov Tamari (Israel),
Heinz Helfenstein (Canad&), Harold I. Levine (Esta-
dos Unidos), Jean Frangois Treves (Estados Unidos),
Jean Dieudonné (Franca), Mischa Cotlar (Argentina),

Paullete Libemann (Frang¢a) e Warren Ambrose
(Estados Uiiidos).
Conferéncia Inter-Americana sobre Educacéo

Matematica De 4 a 9 de Dezembro de 1961, sera
realizada em Bogota, Colémbia, a primeira Conferén-
cia Inter-Americana sobre Educacdo Matematica, sob
os auspicios da Comissdo Internacional sobre Instru-
¢do Matematica da Unido Matematica Internacional,
e da Organizacao rios Estados Americanos A Comis-
sdo Organizadora da Conferéncia é presidiria pelo
Prof. Marshall H. Stone, como representante da Unido
Matematica Internacional, sendo constituida pelos
Profs. Guillermo Torres (México), Howard F. Fehr
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(Estados Unidos), José Babini (Argentina), Leopoldo
Nachbin (Brasil) e Marcel Alonso (Cuba). A realiza-
¢do da Conferéncia serd financiaria pela Fundacéo
Ford, pela Fundacdo Rockefeller, pela UNESCO, pela
Organizagdo dos Estados Americanos, pela USA
National Science Foundation e pelo Governo da
Coldmbia. Os temas da Conferéncia deverdo versar
sobre a educagdo matemética nas escolas secunda-
rias e naB universidades, visando atingir conclusdes
acerca da forma de se adaptar o ensino actual da
Matematica as necessidades do progresso cientifico e
tecnolégico. As exposi¢cdes a serem realizadas estaréo
a cargo de conferencistas do continente americano)
bem como de alguns especialistas da Europa. A
Comissdo Organizadora convidou os seguintes pro-
fessores de Matematica do Brasil, a fim de participa-
rem da Conferéncia : Alfredo Pereira Gomes (da
Universidade do Recife) e Omar Catunda (da Uni-
versidade de Sdo Paulo). Quaisquer pedidos de infor-
macédo deverdo ser dirigidos ao Secretario da Comis-
sdo Organizadora, Prof. Howard F. Fehr, Teachers
College, Columbia University, New York 27, NY,
USA.

SEMINARIOS

Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de
Janeiro — Tiveram lugar os seguintes seminarios:

1) «Anélise Funcional», orientado pelo Prof. Leo-
poldo Nachbin. Foram teitas exposi¢des pelos Profs.
Jorge Alberto Barroso, Leopoldo Nachbin e Silvio
Machado sobre funcgdes de Baire, representagdo de
formas lineares por integrais, desigualdades de Holder
e Minkowski e generalizacdes, reticulados vectoriais.

2) «Topicos de Variedades Diferenciaveis», orien-
tado pelo Prof. Elon Lima. Foram feitas exposigdes
pelos Profs. Gervasio Colares, Ruy Britto, lIsolda
Acioli, Elon Lima e Nathan M. dos Santos, sobre
imersdes, pontos estacionarios e variedades de dimen-
sdo 1.

3) Teve prosseguimento o seminario «Geometria e
Equacdes Diferenciais», com exposi¢des dos Profs.
Ruy Britto, Milton Martins, Eliana Rocha e Mauricio
Peixoto, sobre pontos conjugados em geodésicas, mé-
todo de Wazewski, generalizacdo do teorema de
Poincaré-Bendixon e conjuntos minimais.

Instituto de Mateméatica e Fisica, Universidade
da Baia — Foram realizarios os seguintes seminarios:

1) «Teoria da Medida e Integracdo», pelo Prof.
Rubens G. Lintz.
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2) «Variedades Diferenciaveis» pela Prof. Arlete
C. Lima.

3) «Topologia dos Espacos Meétricos», pelo Prof.
Ramakrishna Bagavan dos Santos.

4) «Introducdo a Teoria de Galois», pelos Profs.
Ramakrishna Bagavan, Martha Dantas e Nilza Me-
drado.

Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de
Janeiro. Tiveram inicio em Agosto 0s seminarios :

1) «Classes Caracteristicas», com exposi¢do dos
Profs. Elon Lages Lima e Oscar Valdivia Gutierrez.
Assunto: Classes de Stiefel-Whitney, aplicacées,
classes de Chern e do Pontrjagin, cobordismo.

2) «Equagdes Diferenciais Ordinarias», orientado

pelo Prof. Mauricio Matos Peixoto; as exposi¢cdes
estdo sendo feitas por: Augusto José Mauricio
Wanderley, Emilio Ysla Cruzado, Hilton Vieira,

Junia Borges Botelho, Maria Lucia Alvarenga, Mario
de Carvalho Matos e Mauro Bianchini. Assunto:
existéncia e unicidade de solugdes, sistemas de equa-
¢Oes, sistemas lineares, singularidades de um sistema
auténomo.

3) «Analise», orientado pelo Prof. Leopoldo Nach-
bin e com exposi¢des de Adarcy Maria Penna Costa,
Celina Bittencourt Marques, Gilda Laroque, Gui-
Ilherme Marcos de la Penha, Maria Helena Lanat
Pedreira de Cerqueira, Maria Lucia Alvarenga, Mario
de Carvalho Matos, Mario Tasso Ribeiro Serra e
Mauro Bianchini. Assunto: topologia e aplicagdes
diferencidveis do R"™, integracdo, séries e integrais
de Fourier, func¢des analiticas.

4) «Teoria dos Jogos», orientado pelo Prof. Mau-
ricio Matos Peixoto e com exposi¢cdes de Jack
Schechtman e Jacob Palis Junior. Assunto: jogos
rectangulares, jogos com uma infinidade de estraté-
gias, teoria de von Neumann.

Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica, Rio
de Janeiro. Desde o principio de 1961, acha-se fun-
cionando, no Servico Nacional de Recenseamento, do
IBGE, a Avenida Pasteur 404, Rio de Janeiro, Gua-
nabara, um computador electronico UN1VAC 1105, o
qual poderda, igualmente, ser empregado em trabalhos
de pesquisa cientifica, na dependéncia de entendi-
mentos com a superintendéncia do citado 6rgéo.

NOTICIAS DIVERSAS

Instituto de Matematica e Fisica, Universidade da
Baia — Foi criado na Universidade da Baia, em Sal-
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vador, um Instituto de Matematica e Fisica directa-
mente subordinado a Reitoria, o qual estd funcio-
nando a Avenida Joana Angélica 183, Salvador,
Baia.

Institulo de Pesquisas Matematicas, Universidade
de Sao Paulo —Na Universidade de Sdo Paulo, foi
criado um Instituto de Pesquisas Matematicas, 6rgéo
subordinado directamente a Reitoria. O referido
Instituto devera funcionar, em futuro préximo, em
sede prépria localizada na Cidade Universitaria, na
cidade de Sao Paulo.

Universidade de Brasilia — Nos dias 28 e 29 de
Outubro, a Sociedade Brasileira para o Progresso da
Ciéncia promoveu uma mesa redonda sobre a «Orga-
nisacdo da Universidade de Brasilia», realizada no
Centro Brasileiro de Pesquisas Educacionais, Rio de
Janeiro, Guanabara. Segundo o projecto discutido,
o ensino da Mateméatica na Universidade de Rrasilia
ficara concentrado num Institute Central de Matema-
tica, o qual se encarregard da formagdo dos mate-
maticos profissionais e ministrara todos os cursos de
Matematica que interessem ao pessoal de outros Ins-
titutos e faculdades, tais como os que dizem respeito
a formacdo dos professores de ensino secundéario, dos
engenheiros, dos fisicos, dos economistas, etc. Parti-
ciparam do sector mateméatico da mesa redonda,
a convite, os profs. Alfredo Pereira Gomes e Leo-
poldo Nachbin.

Academia Brasileira de Ciéncias — No dia 8 de
Novembro, realizou-se a sessdo inaugural da sede
préopria da Academia Brasileira de Ciéncias, situada
no Edificio Anténio Severo, Rio de Janeiro, Gua-
nabara.

Pontificia Universidade Catélica, Rio de Janeiro
— Desde lins de Junho de 1960, encontra-se funcio-
nando na sede Pontificia Universidade Catoélica do
Rio de Janeiro, Guanabara, um Centro de Processa-
mento de Dados, contando com um computador
electrénico digital de porte médio, modelo Burroughs
205. A aquisicao desse computador foi possivel
gracas a cooperacdo financeirada Comissdao Nacional
de Energia Nuclear, da Companhia Siderargica
Nacional, do Conselho Nacional de Pesquisas e do
Ministério da Guerra. O referido Centro estd ofere-
cendo uma série de cursos de Programagdo para
turmas de doze alunos, com duracgdo de sete sema-
nas, sendo reiniciados de dois em dois meses.
O curriculo desses cursos inclui: 1) Informagéo
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Geral. 2) Programacédo e Codificagdo. 3) Métodos de
Calculo. 4) Operacdo do Computador. 5) Aplicagdes.
Os pedidos de informacdo devem ser dirigidos ao
Centro de Processsmento de Dados, Pontificia Uni-
versidade Caté6lica, Rua Marqués de Sao Vicente
209, Rio de Janeiro, Guanabara.

Grupo Executivo para Aplicacdo de Computa-
dores Electréonicos — O GEACE, ¢6rgdo do Conselho
do Desenvolvimento, que funciona a Rua Sao José
90, 13." andar, Rio de Janeiro, Guanabara, foi insta-
lado em Junho de 1959, tendo por objectivos prin-
cipais a implantagdo de computadores no Brasil,
a orientacdo da instalacdo de Centros de Processa-
mento de Dados e o estimulo a fabricacdo de com-
ponentes de computadores. O GEACE possui um
arquivo referente aos computadores disponiveis
comercialmente, mantém uma biblioteca especializada
e dispde de Informacdes sobre as actividades e a
organizacdo dos Centros de Processamentos de Dados
do mundo inteiro. O GEACE tem, também, promo-
vido varios cursos.

Primeiro Simpédsio Brasileiro sobre Computa-
dores Electronicos — O Conselho Nacional de Pes-
quisas e o Grupo Executivo para Aplicagdo de Com-
putadores Electronicos (GEACE), 6rgdo do Conselho
do Desenvolvimento, com o apoio de firmas fabri-
cantes e utilizadoras de computadores, fardo realizar,
durante o més de Abril de 1961, um simpésio nacio-
nal sobre computadores electrénicos, a ter lugar na
cidade do Rio de Janeiro. O programa previsto
consiste de uma exposicdo e de visitas, entre 2 e 9
de Abril, além de conferéncias nos dias 6, 7 e 8 de
Abril. A exposi¢cdo estard a cargo de fabricantes e
utilizadores que estdo apoiando a realizagdo do sim-
pdsio, devendo haver uma exibicdo de equipamento.
Prevém-se visitas as instala¢cd' s de computadores em
varios dos nossos Centros de Processamento de Dados.
Havera conferéncias, tanto para técnicos especiali-
zados como para o pUblico em geral, a cargo de
conferencistas nacionais e estrangeiros. Os temas
deverdao versar sobre: 1) Equipamento. 2) Progra-
macdo. 3) Aplicagdes. 4) Problemas de Implantacao.
A Comissdo Organizadora dessa reunido prestara
maiores esclarecimentos, atendendo a pedidos de
informacdo dirigidos ao GEACE, Ruade Sao José,
90, 13." andar, Rio de Janeiro, Guanabara.

Simpésio Internacional sobre Equagfes Diferen-
ciais— De 31 de Julho a 4 de Agosto ultimo, reali-
zou-se, em Colorado Springs, USA, um Simpésio
Internacional sobre Equacdes Diferenciais.
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MATEMATICAS
DE FREQUENCIA

PONTOS DE EXAME

MATEMATICAS

F. C. L. — MATEMATICAS GERAIS — Exame Final —
(Cursos de Bioloégicas, Geoldgicas, Prof. Adjuntos)
- 6-10-1961.

5378 — Dada a funcado tu= yie"* 4 x* e*+

d
+ s?y*e'™, calcule — .
dx dy-a «
5379 — Determine os maximos e minimos da fun-
céo

z= Xy'(8x + 6y —2).

5380 —Efectue a condensagdo e determine a

caracteristica da matriz

ri -i i 31
2 4 5 3.
L3 -1 4 6J

5381 — Faga a contagem e separa¢do das raizes
da equacéo

x3= 2x + 5

e calcule aproximadamente uma delas pelo método de
NEWTON.

5382 — No langamento simultaneo de dois dado,
perfeitos qual a probabilidade de obter uma soma
de pontos

a) Pelo menos igual a 37
0) Maior do que 37

5383 — Propriedades da distribui¢cdo normal.
Num exame observaram-se os seguintes resultados :

40 "'/,, de notas inferiores a 10.
50°/0 de notas entre 10 e 15.
10° , de notas superiores a 15.

Admitindo que as notas seguem a distribuicéo
normal, determine a média e o desvio padrao.

Enunciados dos n.” 5378 a 5585 do F. R. Dias Agudo
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SUPERIORES
E FINAIS

GERAIS

1 S. C.E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2* Prova Pra-
tica de Informacdo — 29-5-1961.

2x3

5384 — 1) Estudar a fungdo /(x)

2) Desenvolver em série de poténcias inteiras de
x a funcgéo

/(x) - log(x + V/I+ x')

indicando o intervalo onde é valido o desenvolvi-
mento.

3) Calcular

imfood  (Tosen 2
im (cos -TOsen — ) .

100\ X/
R : 1. a) Dominio ]—o00,2[ e ]12,-(-00[.
0) Ponto de interseccdo com os eixos: P (0,0) .
c¢) NA&ao apresenta simetrias nem é  periddica.

d) Extremos e intervalos de monotonia

2x2 (x—6) &<(x)>0 em [6,+00[ e]-00,2 [
(x —2J3 f <*)<0 em ]2, 6]
f(x) =0 para x=0 e X =»6
e apenas & extremante X = 6
(minimisante).

1 (x)

e) Convexidade e  concavidade

48 x

ULV,

¢ assim f (x) conuera em [0, + 2[ e ]2, + oo[
ecor,cava em ] —o0,0]. Em x = 0 tem um ponto de
iiiflex&o.

f) Assintotas

2x3
Como Hm —_ + 00 existe aassintota X =2;
»-1 (X - 2
2 X 5 . ;
00 : n&do existem assintotas paralelas

m
«-«» (X — 2)°
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) 24 x - 32
ao eixo dos yy. Dado que f(x)=2x+ 8f
existe a assintota obligua Y = 2X + 8.
X
1 +
VI - x*
P(X) =(I+ x2)-T
x + V/I + X' I+ -
1-3-.(2n-1)
2-4--2n
1.3-..(2n-1) x"+<
Entédo f - T
=20 2-4---2u  2n + |
para IxI< 1.
3. E uma indeterminagdo  da forma 1°°. Calcule-se
ent&do
lim x log ( cos Hm senr _
=0 \ X
log ( cos hm sen T)
lim
X=00
ma a
cos —
X* X
a a
cos hm sen —
. X X
lim
X=00 1
a sen h macos —
= lim = ma
X=00 a a
cos hm sen —
X X
. i /| a al’
isto ¢, Um 1 cos hm sen — 1 —e"™*
1-0D \ X X/
I
5385 — 1) Mostre que a funcéo
F(xy 2) =f(x-yy - 2,2 —Xx

verifica a equagcdo F', + F + F', = O qualquer que
seja F.

2) Calcular

o dx
Jo 14 V'
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3) Determine os parametros reais a, b e c, por
forma que o polinémio /('*) = z* —227' + az' +
ti» + ¢ tenha a raiz complexa e uma raiz real
dupla. Quais sdo as raizes de /(z) ?

R: 1) Fazendo u= x—y, Vv=V—z, W=z —X,
« F;=f,-f,, F;=-f, rf,"F;--f; + f,
donde F£ -h Fj-h F',= 0.

2) Fazendo x = t°, vem

| dx = 6 J dt-
I+ M+ 7

6/ ft* —t° + 1 —} dt:.eft“dt—

-6 I ««dt + 6-] dt-6]| — — =
Jo Jo 1 +*”
- 1" f*B - 2ft'Ji+ 6[t]J3 - 6[or” tjj =
26
- -2 .6 -6,
_5._
3) Se f(z) fem o raiz i também tem a raiz — i.
pi
A formula  de Girard 2r, dd 2= i—i+ r-f-
Po
+orj=>ri= 1. Portanto,
rf(i)- of(- a+c¢)-h(2+ bi=0

If(1)=0la-hb + c- 1=0
ib= - 2 fb 2
l1- a+c=0 ¢c=1

1-a+c=0

2+ b=0
a+b +c—1=0la+ c—3=o0la =2
As raizes sdo i, —i, 1 (dupla).
1. S. G. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2." exame de

frequéncia ordinario — 27-6-1961.

5386 — 1) Deduza a férmula de
uma funcdo de uma variavel.

TAYLOB par»

2) O polinébmio [/ (z) = 24 z* -h 34 z* + 39 7' 4-
-h 36 z° + 15z + 2 tem raizes positivas? Porqué?

Calcule as suas raizes, sabendo que as raizes reais
sdo racionais (ndo é necessario calcular os limites
excedente e deficiente das raizes). Apresente a decom-
posicdo de f (z7 em factores primos.

R: 2) As raizes
que p==%1,%2

racionais sdo da forma p/q em
eq=1,2,3,4,6,8,12,24. Como
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f @ nado tem raizes positivas, as raizes racionais encon-
tram-se  entre  0s nUmeros: —1, , , ,
' 2" 3" 4"
1 1 1 1 2
2
6 " 8 ' 12 24 ' ' 3"
A aplicacdo  das regras de exclusaio de NEWTON per-
| 1
mite  aproveitar apenas  0s nUmeros: —, —,
2
— 2, —. A regra de RUFFINI indica, finalmente,
1 1 2
que as raizes racionais  sdo: , , . As
. 2" 4" 3
outras duas raizes sdo imaginarias e —i.

fo=202Z+1) @+HJW«+17) ¢=+1)e

5387 —3) Quando se diz que F (x, y) ¢é dife-
rencidvel em P(ab)? Enuncie e demonstre uma
condicdo suficiente de diferenciabilidade.

{ v § é homogénea e
x - y/
verifique o teorema de EULEB.

Mostre que a funcdo g

4) Mostre que toda a fungdo continua em [a, b]
é integravel no sentido de RIEHANH,
valo. Sendo g (x)

nesse inter-

continua em [a,6], prove que

J* g(x)dx =g(()®- 0 (a< c< b).

R: 3) A funcdo & homogénea de grau zero  pois

/tx+ty)\ /Ix + y\ _ , T+ y\

2y

(x-y)* Vx—y [ -vy
X o<+ ygi= 0 Qgue € a verificago  do teorema de
EULEB.

111
-1
5388 —5) Dada a tabela —

determine a por forma que o polinémio interpolador
Seja do terceiro grau.

Sem achar o polinémio interpolador, calcule ~(— 2)
ey (4).

6) Defina base de um espaco vectorial e prove
que em B" qualquer conjunto de n vectores inde-
pendentes constitue uma base.

Deduza a regra de CBAUBH e utilize-a para resolver
o sistema de n equacdes a n incognitas AX=A"r A

29

em que A' e A
regular.
Utilize a teoria dos sistemas homogéneos para escre-

. i fax +y+ z=0
ver as equagles normais da recta r = T

sdo as colunas / e k da matriz A

X+ z-1-0.
Qual devera ser o valor de a para que a recta seja
perpendicular ao eixo Oy?

R : 5) Construindo a tabela de diferencas vem
X y »y Ay Ay Ay
—1 2 i 2 a-6
0 1 - a-4
1 0 i a-2
2 1 a-lI
3 a
Para que o polindmio interpolador seja do terceiro
grau é preciso que A‘y (— 1) = 0, ouseja a—=6.

Para a==6
y(-2)=1.

vem y (4) =6+ 5+ 4+ 2—17 e

6) A solugdo do sistema A X « A'+ A" i 0 vector
X* de componentes xj= 0 (r=j=j,k), x*=1, xj,= 1.

Para escrever as equagBes normais de r  escolha-se
uma solugdo do sistema, por exemplo (0,-1,1) e escre-
, fax + (y+ 1)+ (z-1)-0
va-se o ststema na forma i
Ix +
(sistema homogéneo).
X v +1 z- 1
Para tal sistema € 1 1 1
0o 1 1 1 1 0
+ i
y ! Z- 1. que sdo as equagBes nor-
1 l1—a —1
mais de r.

Para que rJ_Oy deverd& ser 1 —a—0 oua= 1I.

1.S. C. E. F. — MATEMATICAS GEBAIS — 2 ° exame de
frequéncia extraordinario — 30-6-1961.

5389 — 1) Mostre que f(x) se desenvolve pela
série de TAYLOR em qualquer intervalo [a,a + fc] onde
as suas derivadas sejam globalmente limitadas. Prove
também que toda a série inteira em x é série de MAC
LAURIN da sua prépria soma.

2) Prove que é condigdo necessaria e suficiente
para que a seja zero de ordem n de g (x) que esta
funcédo se possa escrever na forma g(x) = (x— 0)"(p(x),
sendo a (x) uma funcdo continua que n&o se anula
para X = 0.
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Separe os zeros do polinémio 2x° —15x*+ 36a; +1,
utilizando a sucessdo de ROLLK.

R: 2) Utilizando o método de NEWTON, facilmente
se calculam  os limites excedente e deficiente das raizes
do polinémio L=3¢e1l= —1. Os zeros da primeira
derivada sdo xj = 2 e zl = 3 e, construindo a sucessdo
de ROLLE , Verifica-se que existe um
zero do polinémio em [—1 23-

5390 —3) Diga em que condi¢cfes a equacao
F(x,y)="0 define uma funcdo implicita y (x) na
vizinhanca de P (a,6). Utilize a regra de derivacéo
das fungdes compostas para deduzir a expressdo de
y<(X) e y"(x).

4) Deduza a desigualdade de SCHWARTZ e a for-

mula fundamental do cdalculo integral. Utilize esta
para calcular X' log'x dx
R: 4)
3 2 2 (2
log™* -e=-/, X*Zo.oxdx-=.

A B2 TROR 2 s

rx' i 2r.3 i2 2 r**1e
-LTH.-8LT*'J,"¥LTj,-
8 ot 2 16 | o H 14
a 9 MW"y
1
5391 —5) Dados os pares de valores (X, Y,.),

em que os valores de x estdo em
progressdo aritmética, diga como procede para fazer
uma interpolagdo com a férmula de LAGRANGE,
supondo que dispde de tabelas de coeficientes Lagran-
gianos (néo efectue demonstragdes).

«= 0,1 ,eeen),

6) Quando se diz que p filas paralelas de uma
matriz sdo independentes? Se, numa dada matriz, o
nimero maximo de linhas independentes éreo
nimero maximo de colunas independentes é s prove
que r = s.

Qual é o valor dos menores de ordem superior a r
numa matriz de caracteristica r? Porqué?

Considere o sistema possivel A X = B e seja A',

GAZETA D E MATEMATICA

Prove que todas as solucdes deste sis-
+ Y em que Y é solu-

uma solucéo.
tema sdo da forma X = X,
¢do de AY = 0.

Discuta o sistema

O0Xx+3y+5z=5

por meio da teoria dos determinantes. Interprete geo-
metricamente a discussdo.

1 1
. . 3 1 -1
R :6) A matriz do sistema ¢é A =
3 1
5 3
Lo 1 1
e é facil ver que & i 1 — 2 i determinante
principal. Construindo os determinantes caracteristicos
1 1 1 1 1
4, 1 -1 6- 2a e Al = 1 -1 1 =0
3 1 5 3 5
o sistema  proposto  serd possivel  quando 6—2a= 0
ou a = 3 e impossivel quando a * 3.
A interpretagdo geométrica e simples. Quando o sis-
tema é possivel os planos  representados pelas 3. e 4.
" f*+y +z- 1
equacfes  passam pela  recta r=1
Quando o sistema € impossivel, o plano representado
pela 3." equagdo é paralelo a recta r e o plano repre-
sentado peta 4. equacdo passa por r.

I. S. C.E.F. —MATEMATICAS GERAIS — Exame final—
Epoca de Julho (1.* chamada) — Prova Prética

— 12-7-61.
5392 — 1) Estude a natureza da série
R : Como Ilim

elog [1 +T)

o série é absolutamente convergente quando |x]> 1

e divergente quando |x]< 1. Para x = 1 tem-se a

série "S\ log (I | \ , que é divergente, e para
1 \ "

y = — 1 vem a série alternada decrescente = n~
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log M H J, portanto  convergente. A série €& unifor-

memente
(r > l) o

2) Dada a funcdo f (x) = e log (e ++x), calcule
a por formaque f (x) tenha um extremo para x=0.
Indique a natureza desse extremo.

Averigue se a imagem de f (x) admite assintotas

convergente em ]—oo0,—1] e [r,+ oo[

B: Como f (x)= e" ~nalog(e+ X) + -1 -1
e+ X7j

f 0 = 0 implica a= —I/e. Calculando
f*(©0) < 0, oqueindica que x = 0¢é um

a condicdo
{" (x), vem
maximizante.

log (e+ x)

lim f(x)e=—o00 e lira f(x) <« lim -— =

= lim e =0: X =—e e Y =0 sd pois
»=+00 e + X

assintotas.  N&o héa assintotas obliquas.

3) Calcule P xlog (*-j) .

R: Pxlog ("\T") ="""9 (¥~ *
— P xlog (x + 1) = — log (>§:_1,): pe

2 X
to</ (x —1) -

X* 1 X2
B PV |
1 x2
_’I‘)iTtay(x+1)f
1. X
) = to,(x-i)-

_2PIX+1
+4-P (x - i,

1 x*
- - - - - - t0? (x- 1) - toff (x+ 1) +

N+

e+ 4 off (4 1) = Ar

Ix +1

+ tofit

4) Sendo a= F (x,y) , considere as
u=g9g(z) e v= A(z) e prove que :

dudu_du d*>

funcgdes
dx ay  ay ar’
6) f(,a")n

sabendo que

31
dv /du <z\ /dv z\
R: a)
clx gy vit J I ) \~d~7 ~dy)
/du ()z\/dv <c)z. Qu (v
\dz c»y/\dz rfx/ Qy 99X
_d_ il au av ey v
6) . i-u
ay dx dy dy d x
\ du dv y
lu LAl )= . u av
dy \ dx / dy dx ~ dxdy
e, como
d v d'y
d xey dydx
resulta a igualdade, atendendo também & alinea a).
5) Mostre que os vectores
1 0 1 -1
0 0 1 0
1 1 1 0
0 1 0 1
sdo linearmente dependentes. Determine a forma
geral dos nOmeros que satisfazem a igualdade
I,A’\+IZA2+I3AJ+I‘A 0.
R : Se os vectores sdo linearmente  dependentes, ter-

-se-4 de verificar a relagéo \\Aj+ 1 ,A, | A3 4

-f UA4= 0 em que li,l, 13 14 sdo constantes ndo
conjuntamente nulas.
Aquela  condicdo  equivale a dizer que o  sistema
homogéneo
h +1-1=0
1 =0
i+ 1+ 1 =0
h +1=0
ter4d de possuir solugbes n&do nulas. Com efeito,
101 -1 =0
001 O
111 O
010 1
e por conseguinte o sistema tem solu¢des n&o nulas  Como

A= 10 1 =-—1 0, o sistema e  simplesmente
0 o1
111
indeterminado e as suas solugBes sdo proporcionais.
Acha-se  facilmente uma solugdo n&do nula tomando os
complementos  algébricos de |, 1,13 e 1, em
D =101 -1 A forma geral das solugdes é
001 O
11 0

1
I h u
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1 n
0o 1 -1 1 1
— 0 1 0 0 1
11 0 1 1
3 >4
0 -1 A
— 0 0 0
| 1 0
h 1L
-1 o° -1
ou ainda
lj= a
=0
1* a
1 a+ 1
6) Dadaarectar = 0 . , calcule

0s seus cosenos directores e escreva a equacdo do

plano que passa por r e corta o eixo Ox em
(2,0,0).
0,1,2
R: cos a,p,Y= + —
c Xx- 1= 0
m re_
omo —{‘<2--y-z~I:O'
+ P(2y —z —1) = 0 a equacdo do feixe de pianos
que passa por r. Fazendo m = e—, vem X+2my-
—mz—m- 1= 0 e a equagdo axial & h
m+ 1
2 m m .
—z = 1. Como o plano pedido
deverd passar por (2,0,0), terda de ser m + | = 2
X y z
ou m= 1:- 1 1 = 1.
2 1—2

I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final
— Epoca de Julho (2.* chamada) — Prova Pratica
- 15-7-1961.

, ax + 6x"+ ¢cx’
5393 1) Dadaacurvay — .

1+ 2x —x*
b e ¢ por forma que a assintota obliqua
1= 0 e atangente na origem

deter-

mine a,
seja a recta X + Y—
seja 2X —Y - 0.

ax 4 bx + cx*

R : Como cx — (b+2¢c) +
1 2x - x*

fiAZETA DE MATEMATICA

¢ (x), com Um@ (x) = 0, a assintota obliqua &
T=00
Y ——cX —b + 2c), tifoe, c=1e b- 3.
ax—3x + x’
Entio y = — — e y'(0) = 2, o que da
1+ 2x- x*
2.

2) Ache o desenvolvimento em série de MAC LADBIN

X + 1
da funcéo , determinando o inter-
(x - 12 (x —2) '

em que é véalido o desenvolvimento,

X + 1
Calcule P-
(- 1)-2
R: X + 1 a0 + a, (x — 1)
o b2 (X - 12 x-2°
2 3 3
+
(L _ v x-1 x —2
Célculo de a0 e a: fazendo Xx—1=1t, vem
X + 1 2+t
Rx(x) — — 2-31+-- ea,=
X —2 — 1+t
= - 2,a = - 3
Célculo de b,: b,= R, (2) = f—-1-L ~
1
Ora
—2 P°"a Ix 1< 1 e portanto
x - N?
00
= - 2y Dx'' também para |Xx|-<1;
i
3 3
x—1 32 P IMI<i;
1 3 [/ x\ -
1
2
X + 1
Entdo p(l-2n-A)Xx»,

(«_ m2x- 2
para |x|< 1.
X+ 1

(x-1)2(x-2)

3P — +

P
(x-1)° x-1

X -2
¥ Slog + C.

* HG)

satisfaz, quaisquer que sejam as funcdes / e g, ~ a
relagéo

3) Prove que a funcdo z =

X* L2xy -y — 0.
ax d*ay ay'
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R.
y_
d*- 2
a
d* dy
d*
EY! (x) " x* (x)
dy
trazendo  as operacdes indicadas no primeiro membro
da igualdade, obtem-se  O.
4) Sendo A « " 111, determine p por
0o 1 1
1 1
_1 2 p_

forma que o sistema homogéneo A X = 0 seja inde-
terminado. Ache nesse caso um sistema fundamental
de solugdes.

R.: Para que o sistema A X = 0 seja indetermi-
nado € preciso que a caracteristica de A seja  menor
do que trés.

Como =£0 e = 0, devera ser

— 0, ou p =

O sistema  é simplesmente indeterminado e 0 sistema
fundamental de solucdes € constituido apenas por uma
solucdo que se obtém facilmente tomando  os complemen-

tos algébricos de xi,x, e X, no determinante

D 11 x, =0
1 1 M- - 1.
*2 X, x3 = |
x, =0
A solugdo geral i X, = -
X3 = a

5) Decomponha em quadrados a forma

X\ —2Xi X, —2X, 33.

33
R.
*1 *2 *3
1 -1 0o Xj— X,
% -1 0o - 1
] o - 1 0
*2 8
« - 1 -1 X2-Xg
«3 - 1 0
x5 -1 - 3
X| —2XjX,—2X,X,= (X! —x,)2 — (X, + X3)"+ "3-

6) Escreva a equacdo do plano que passa pelo
ponto P (1,0,0) e é perpendicular a recta

rx —y = 0
R.: Ofeixe de planos que passa por P (1,0,0) é
A(x —I)-f-By + Cz =0 e os parametros directores
4 r sao h = 10 - -1, k=01
11 1 0
e 1= 1 -1 1. Ter-se-4 de verificar a condicao
0 1
A B C
—= —= — -, o0 que conduz a equacdo do plano:
X sy — 2z 0
I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GKBAIS — Exame final »
Epoca de Outubro — 2/10/1961.
Prova pratica
3594 — 1) Calcule lim (cosec x + logsc) .
x=+0
R.: lim (cosec x + log x) = lim (—5 \- log x”
x—+0 x=+0\ sen x /
1 +sen x log x
lim K
X—+0 sen X
log x
Como lim sen x log x = lim .

X=+0 x=H> cosec X
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lim = Hm - = 0, vem
i=+0 —cosec x cotg X  i=+O

Um (cosec x + loa x) = + 00 .

X=f0
5395 —2) Estude a fun¢do assim definida

x* + 2 (x < 0)
1 (x - 0)

X*

(x>0)

Faca a representacdo geométrica de /(x).

R.: a) Dominio Pontos  de

descontinuidade:

]—oo,I[, ]1,+ ool.
Xx=0ex=1.
simetrias  nem

b) N&o apresenta periodicidade.

c) Intervalos de monotonia ; extremos.
Como o0 comportamento da funcdo em ]—o00,0] ¢
bem conhecido, basta ver o que se passa em ]0, + oo[.

P(x)=0=>x- 2
2 - 2X
F(x) f(x)> 0=>x> 2

-y P(x) <0 =>x <2

Portanto,  f (x) é decrescente em ]0,1[ e ]1,2[, tem
um minimo no ponto m (2,4) e écrescente em ]2,-fool.

d)  Convexidade x> 0)
2 fr(x)>0 => x>1
(X - 13 f<(x) <0 =>x <1
A funcdo & convexa cm JI, + oo[ e concava em ]O,1].
e) Assintotas.

Como Hm f(x) = oo existe a assintola X = 1 para-

leia ao eixo Oy . Existe também a assinto ta obliqua
Y=X +1 pois f(x)=x+1+ —-— e Hm — =0.
5396 - 3) Calcule P )
2 -i- cos X
R.: Fazendo tg- t vem P
2 + cos X
1 1
= 2P 2P
e 1+ t* 3+t
2+
1+ f
1
t/3 2 t
SR Tf™*7s

GAZETA DE MATEMATICA

*g_
— areio
VI3 VI3

5397—4) A funcéo g(x,y) , 0(0,0)-0
X* 4y’

é continua no ponto jP(0,0) ? Porqué?
Calcule g’ (0,0) e g¢g» (0,0).

R.: Calculemos (itng(x,y) segundo a direccdo da
x-0
i-0

recta y = ax:

X 1
ZATOg (x ,y) = Hm — Hm = o0
X=0 x-0 X+ a* x’ x-0 X + a X
Segundo a direccdo da pardbola y® = X
X 1
Hm g (x ,y) - i/m = Um-e
x-0 x=0 X'+ X x=0 X + 1
J-0
Assim se v& que ndo existe Um g (x,y) e portanto
X=n
g (x,y) nao é continua em P(0 ,0) .
1
e e e 9(%x,Q)-g(0,Q) 7
gi (0,0) - hm = Um = + 00
x-0 X x=0 X
T f(0,y)-f(0,0
gj (0,0)= Um —LgLin) (Lfo)Lme—: 0
J-0 y y-0 'y

5398 —5) Como se sabe, para uma tabela de trés
20 *| aff . .
pares de valores a formula interpoladora
Ih 2n Vi
Vi (%)

de LAGRANGE é 1 (x)

[f(*) - 110- Ti (%) M
(-0 * > J

a) Sabendo que <po(*0)6, Ci(xi)=—2, tp,(x2)=3
e que — 7«0 (x) + 972! (x) —21tp,(x) = 12 x — 18
ache os valores de x,, x\ e Xx,.

6) Supondo que o polinémio interpolador é do

primeiro grau e que se verificam as relacdes
ilo+ il + 22 ——"" 22— 21 =", deteimine os
valores de j/o>2/l * 2/i- Escreva o polinémio inter-
polador.
R.: a) -7<p,(x,) = 12x,-18
- 42 = 12 x,,— 18 .=>x, 2
9., = 12 xi- 18
18 = 12 x, — 18 =»Xi = 0

-2,, (x,)= 12xj- 18
- 6= 12x, —18=>x, - 1
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b) o (x) = x(x—1) = X’ —x
»M(X)= (x+2) (x- 1)=x"+x- 2
LX) = (X + 2)x = x2 +2X

O polinémio interpolador  é
il —x X'+ X o2 X*+ 2 X
100- *yo- . o —VYyi+t —3"—ya
e, como e rfo primeiro  grau, terd de ser
Y.-.yi+3-.v2 = o
25sia ecuacdo, juntamente com as duas relagBes  dadas,
conduz ao sistema y,—3yj-t2y2 =0
yo +o yi+yj= - 11
- yi+ y*-2
cu/a solugdo i yo = - 7
yi
1y» - -1
O polinémio interpolador &
X'+ X
L) - (-7) + 5 (-3) +
X' +e 2X
(-1). 2x- 3
5399 —6) Utilize a teoria dos determinantes para

estudar aposicdo relativados planos m= x—y —1=0,
irr= x+s—1=0, r, = x —2i/l—z—1=0 e
«b —y + ="

Escreva a equacdo da recta r que passa pela ori-

gem e Be apoia na recta .. { «» - sabendo que
Le 0
R. : A caracteristica da matriz do sistema
XxX—y—1=20
x4 z- 1=0
X-2y-z-1=0
y +z=0
ér —2. Comeleito, da matriz A
- .
- - ’ n

_ _ - i iJ
o determinante  de maior ordem significalivo  que dela se

pode extrair i 1 = = 1 (determinante prin-
cipal).
Os determinantes caracteristicos A’ 1-11
1 0 1
1-2 1

35
e A = 1 —1 sdo ambos nulos e por isso o sis-
1 0
0 1
tema € indeterminado de grau 1.
Geometricamente significa  que os planos TC, e «4
passam peta recta definida por irje «2-e
O problema de g'ometria  analitica  pode resotver-se
do seguinte modo: conduz-se pela origem oplano n | 8,
acha-se a interseccdo P do plano it com a recta s e
depois escreve-se a equagdo da recta OP .
A recta s tem os parametros directores h=—1,
k= —1el=1,; oplano n 6 Ax+ By +Cz =0
A B C
tal que — ‘ | isto e, it= x+y—z=0.
A interseccdo P determina-se resolvendo o  sistema
XxX—y—1=20
Xx+z- 1=0
X4y —z =20
cuja solucio é P (S o §J) A recta r e entdo
y
-1

Enunciados e solugdes dos n.° 5384 a 5399 de Fernando de Jesus

1. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
20-7-1961.

5400 —Seja irj o plano determinado por
il (1,0,0), S(0,1,2) e C(0,0,1) e ir, o plano
que intersecta a parte positiva dos eixos coordenados
a distdncias da origem iguais a 1.

Conduza pelo ponto P (1,1,1) uma recta paralela
a intersecgdo dos planos irieir,.

5401 —E dado um tridngulo isosceles de base
20 e altura 8 cm. De todos os paralelogramos inscri-
tos neste triangulo com um dos lados assente na base

4
do tridngulo e os dngulos agudos iguais a angtg —,
0

quais as dimensdes do de 4rea méaxima?

5402 —Primitive as fungdes

a) xse¢ X; b) 2x'+ x*+ 6x + 1
2x" — x*-f-4x-2
5403 - Sejam OXYZ e OXYz dois siste-

mas de referéncia ndo necessariamente triortogonais,
de veréore8 ei,62,e, e & ,é> &, respectivamente,
relacionados pela igualdade matricial

fei & &] = [«ie, *]T
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a) Qual a relagédo entre as matrizes colunas X e
5t que representam um mesmo vector x de Si° nos
dois sistemas de referéncia?

6) Se for G
gij = Oil e, = cos (e, ,e;) [matriz da métrica relativa

a matriz de elemento genérico

ao sistema de referéncia OXYZ] e G a correspon-
dente matriz para OAIl" Z, qual a expressdo matri-
cial do produto interno de dois vectores x e y num
e noutro dos sistemas de referéncia?

Aproveite a igualdade das duas expressdes do pro-

duto interno para concluirque G = T G T.

c) Se for PP aP + 2A"P + «44= 0 a equacgéo
de uma superficie de 2." ordem no primeiro sistema,
qual a forma que toma a equagdo da mesma superfi-
cie no segundo sistema de referéncia?

Mostre que nesta transformacdo de coordenadas a
matriz a da lugar a outra semelhante e que o
polinémio 1<?* a —X i| é invariante, o mesmo acon-
tecendo a c(G-ia) , Tr (<?~ia), Tr adj (G~4a) e
lc-ial.

d) Se em vez de uma quéadrica se tratar de uma
cénica do plano XOY, deduza a forma que tomam
os invariantes anteriores em funcdo do dngulo 6 que
formam entre si os dois eixos coordenados.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS Exame Final —
14-10-1961.
5404 — o) Verifique que a matriz

[Ji1]

tem um valor préprio racional e dois irracionais.

6) Dados os vectores

a_[1_y1
~b=[x 1 O

ALGEBRA

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — 1.* Frequéncia — 1.*
chamada.

|
Parle Tebrica
5408 — 1) © é um grupo multiplicativo; que

entende por ordem de um elemento a 6© ?
Se os elementos a e<3 tém ordem n,, cora

GAZETA DE MATEMATICA

determine x, y e z de modo que 6 seja vector
proprio da matriz correspondente ao valor préprio
racional e os vectores a e 6 definam um rectangulo

de &rea 6.
5405 —Uma fungdo T (x) estd definida da se-
guinte forma:
/7 x —6 para 0< x< 10
0 para 10 < x < 11.
— 2 para 11< x< 12
Determine a partir dela uma funcdo continua
, dM
M (x) que satisfaca as relagdes = T(x) e
d x
M@O) = 12.

Represente graficamente as duas func¢cdes em dois
sistemas de referéncia com o mesmo eixo de orde-
nadas e eixos das abcissas paralelos e indique como
a partir da funcdo dada se pode estudar o crescimento
e 0s méaximos e minimos da fungdo AIf (x) .

5406 — Calcule

0) Pé** -cos 3x.

5407 — Dada a funcéo

X' - *

ara X (x
x(x+y)p (

0 para x (x + y) O

a) Estude a sua continuidade na origem.

6) Verifique se ai admite derivadas parciais.

c) Investigue a'existéncia de alguma direcgdo ao
longo da qual exista derivada dirigida na origem e
indique o seu valor.

Enunciados dos D.''5400 a 5407 de F. R. Dias Agudo

SUPERIOR

i=1,2,qual é¢ a ordem do elemento

i "« Meexn?

5409 —2) Seja 91 um anel. Suponha que em 21
semi-grupo em relagcdo ao produto, existe inverso a*
de qualquer elemento a=f=0. Prove que S| é entdo
um corpo —S .

5410 — 3) Considere o grupo das raizes indice n
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da unidade e seja
» = PlePzeeseVk

a sua decomposicdo em factores primos. Indique os
sub-grupos do grupo considerado e o0s respectivos
indices.

Parte Pratica

5411 —1) Considere o grupo <3 das permutacdes
de ordem n e a aplicacdo de 6 no grupo aditivo
abeliano constituido pelos niirneros 0 e 1 (a opera-
¢do é a adigdo aritmética quando ao menos um dos
nimeros é zero e ainda 1+ 1=0).

Como se chama a aplicacdo assim definida? Jus-
tifique.

5412 —2) Considere o conjunto 91 de elementos
0,6,-", cada um deles definido por trés ndmeros
reais; por exemplo,

a= (xi, X ,X) ;
sendo

’ 21 >VziVi) .
defina-se a + b por
X+ yi, xio+ jla, X+ )

Mostre que 31 é grupo aditivo abeliano. Justifique.

5413 —3) Constituirdo os polinémios de coefi-
cientes reais um anel? No caso afirmativo:

a) Tera o anel elemento unidade?

b) Terd o anel divisores préprios de zero?

c¢) Sera o anel comutativo?

Justifique as respostas.

No/a: Responder s6 a 2 questbes de cada

grupo.

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — 1" Frequéncia — 2.*
chamada.

Parte Teoérica
5414— 1) Dé a definicdo de grupo cislico em
notacdo aditiva. Defina elemento primitivo nesse
caso. Se k-a é elemento primitivo e m a ordem do
grupo, que relagdo existe entre k e m?

5415 —2) Com fundamento nos postulados da
definicdo de um corpo—S podera assegurar a solucéo
das equacdes

a* X + b

1
o

yea+ b= c.
Justifique.
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5416 — 3) Seja © um grupo aditivo e seja g
um dos seus sub-grupos. Como define classes laterais
(a esquerda e a direita) neste, relativamente a g.

Prove que se estas classes laterais coincidem, o
sub-grupo é normal.

I
Parte Pratica

5417 —1) Decomponha a permutacéo

/' », a, «, a, a,\

V12 ™ a3 «l i}
no produto dum nimero minimo de transposigdes.

5418 —2) Os nOmeros ++1 e — 1 constituem
um grupo relativamente a multiplicagcdo. Mostre que
este grupo é imagem homomorfa do grupo aditivo

dos iuteiros Podera estabelecer um homomorfismo
entre aquele grupo e o grupo multiplicativo do con-

junto dos numeros reais, uma vez deste excluido
o zero ?
5419 — 3) Considere o conjunto das matrizes

diagonais de 3.* ordem. Terd este conjunto estrutura
de anel? Justifique completamente a resposta.

Nota: Responder s6 a 2 questdes de cada grupo.

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — 2.
quéncia —1.* chamada —Maio 1961.

exame de fre-

|
Parte Teorica

5420 — 1) Estabeleca uma condigcdo para que o
pro luto de duas matrizes seja permutdvel quando
elas sdo simétricas.

5421 —2)
de n dimensdes
base de E .

a) Supondo que

Sejam: K espaco vectorial complexo
Ae(E -*E) e fi,e»)eee>«, uma

AeN = eee = Aeg = © 1< A< n

e que para kh + |, Ae éuma combinacédo li-
near de e, ,e°s,e,, escreva uma matriz que repre-
sente A naquela base. Qual a dimensdo do espago
nulo do operador A ?

6) Nas mesmas condi¢cfes que relagdo existe entre
os valores préoprios de A e os da restriccdo de A no
espaco de base

5422 —3) Seja E o0 espago vectorial dos nume-
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ros complexos sobre o corpo O dos numeros reais.
Mostre que a transformacédo

X -»*x (conjugado de x)

é linear e determine a sua matriz relativamente a
base 1, i.

Parte Pratica

5423 — 1) Seja E o espaco vectorial real com
3 dimensdes, considerado em Geometria Analitica
com base e, ,e», e- (vectores unitarios do sistema de
eixos tri-rectangulares). Escreva a matriz que cor-
responde ao operador e que determina uma rotacdo
de 30" em torno de 63 e no sentido de e para e,.

Determine os valores proprios desse operador.

5424 —2) Dada a matriz
i=r | 5 2 -4-]
6 - 31 2 |
i)  14-2
1 6 2 3

determine o seu polinémio caracteristico, a sua ma"
triz adjunta e a sua inversa.

5425 —3) Escreva a associada da matriz de
transformacéo de
« =
«! = «in«l+«i*ej+ 1-«(,-1>*e,-i + €, (2 <fc<n).

Qual a matriz da transformacdo inversa?
Nota: Responder s6 a 2 questdes de cada grupo.

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — 2."
gquéncia —2." chamada — 31/5/61.

exame de fre-

Parte Teoérica

5426 — 1) Se & é matriz simétrica e SU anti-

CALcuULO
Academia Militar — CILCOLO INFINITESIMAL — Prova
escrita do exame final — Julho de 1961.
(Responda  apenas a uma questdo de cada  grupo).

t

5432 —1) Determinar as equacgdes vectoriais da
tangente, do plano normal, do plano osculador e da

GAZETA DE MATEMATICA

-simftrica, de que natureza € a matriz Qa3 — ShGfi
Justifique.

5427 —2) a) Considerem-se os operadores linea-
res A e B sobreoespago vectorial E (no corpo Ci)
e admita que eles tém um vector préprio comum X,
mas correspondente a diferentes valores préprios.
Serd x vector proprio de uma combinacdo linear de
A e B, com coeficientes em flI?

b) Seja 0. uma matriz quadrada de ordem n com
valores proprios j. , *es,X,.

Quais sdo os valores proprios de aA + 8/ (a e 8
complexos quaisquer) ?

5428 - 3) Seja 4e(E-*EN) com E 0 E  es-
pacos vectoriais. Mostre que: vectores linearmente
dependentes sdo transformados em vectores com a
mesma propriedade.

I
Parte Pratica
5429 —1) Num espago de dimensdo n = 2k e

P>t (7 uma base. Escreva a matriz que
corresponde a transformacgdo definida por

A X; —of Xj 4 S, x-
Ax\= — 8, Xj 4 a, x|.

Qual a matriz que corresponde a transformacéo
inversa?

5430 —2) Calcule a matriz adjunta e a matriz
inveisa de
5431 —3) Calcular as raizes caracteristicas e o0s

vectores proprios da matriz de 4.* ordem cujos ele-
mentos sdo todos iguais a 1.
Indicar uma base para cada sub-espago proprio.
Nota: Responder sé a 2 questdes de cada grupo.

Enunciados dos n.°' 5408 A 5431 recolhidos por Maria Beatriz
Ferreira da Costa

INFINITESIMAL

binormal no ponto da linha
Jx 4y —z=0
| y4x=0

em que x = 1.

5433 — 1) Desenvolver em série de FOURIER no
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intervalo [—w, + n] a funcéo

r- 1 para x<0

1 x) |

1 para x>0"

5434 _ 1) Calcular (x* + y) dv sendo (v)

o volume limitado pelo plano XOY e pela semi-
-superficie esférica x* s~y + z°= 1,z> 0.

2) Determinar o volume da parte da esfera
Zz +yi +2z2°=2
que é interior & superficie cénica
z'= X' 4y".
(A
5435 — 1 —a) Quando é que se diz que a equagéo
P(x,y) dx + Q(x,y)dy =0

é uma diferencial exacta?

GEOMETRIA

F. C. C. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1*
1* chamada — (Janeiro 1961).

frequéncia,

5437 —1) Dados um ponto P do plano verti-
cal de projeccdo, uma recta qualquer r e uma recta
» do 2." bissector, conduzir por P a recta perpendi-
cular a r que se apoia em s.

5438 —2) Dadas 2 rectas enviesadas, sendo uma

CALCULO DAS

F. C. C. —CXLCOLO DAS PROBABILIDADES — !+* Frequén-
cia —2.*chamada - 8-3-1960.
|

Parle Teoérica

5440 — 1) Enuncie e demonstre o teorema da
possibilidade composta para uma classe dupla em
probabilidade descontinua.

5441 —2) Enuncie a lei binomial no problema
das provas repetidas. Generalize o enunciado.
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6) Mostrarque — ¢é um factor integrante para a

equagéo
3e'y'dx + (x»y + 2y + 1)dt/= 0

e determinar o seu integral geral.

5436 —1) Dada a equacéo

o} + 0y = xe*
dx* dx
mudar a varidvel (dependente) y para a variavel z
por forma que y = ze'

Determinar a solucdo geral da equagdo dada e a
solugdo particular yi que verifica as condicdes
Vi (0) = i/i (0) = 0.

Enunciados dos n.” 5432 a 5436 do A. César do Freitas

DESCRITIVA

delas vertical e a outra qualquer, determinar o an-
gulo que elas definem.

5439 —3) Dados um plano qualquer pelos tragos,
um plano de nivel de cota 3 e uma recta r que néo
pertence a nenhum dos planos, determinar:

a) a interseccdo dos planos

6) os pontos de r que sdo equidistantes dos pla-
nos dados.

PROBABILIDADES

5442 —3) Em Probabilidade continua defina
probabilidade no caso de lan¢camentos em regides
ilimitadas Enuncie um teorema relativo a esse caso
e faca a aplicacdo a um exemplo.

I
Parle Pratica
5443 —1) Num baralho de 40 cartas tiram-se

a sorte sucessivamente e sem reposi¢cdo 5 cartas.
Calcular a probabilidade de saida de:

a) um so6 as;
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b) um &s pelo menos;
c¢) 3 cartas de um mesmo naipe e 2 de outro;
d) uma copa na Gltima tiragem, sabendo que nas

anteriores s6 saiu uma. Justifiqgue sumariamente.

5444 —2) Duma urna com 10 esferas, sendo 6
brancas e 4 pretas, tiram-se a sorte, simultanea-
mente, 2 esferas que saiem da mesma cor. Qual a

probabilidade de, em nova tiragem de 2 esferas, de
entre as 8 restantes, voltar a sair esfera da mesma
cor das duas primeiras?

ASTRO

F. C.L.— ASTRONOMIA — Exame Final —1.* chamada
— Outubro de 1961.

Teoria
5446 — 1) Os valores da paralaxe heliocéntrica
de Marte aparecem nas efemérides astronémicas?
Porqué ?
5447 —2) A expressdo usualmente utilizada na

correccdo do semi-diametro

«'= s" (1 -t-+®sen 1" cos a)
inclui termos de 2.* ordem? Justifique a resposta.
5448 —3) A expressdo analitica que nos permite

determinar a precessdo planetaria inclui termos peri6-
dicos? Porqué ?

5449 —4) Todas as estrelas da nossa galaxia
podem emitir energia em virtude dos fenémenos de
contracgdo gravitacional? Justifique a resposta.

5450 —5) A denominada lei da massa-luminosi-
dade aplica-se a todas as estrelas situadas até 100
parsecs do Sol? Porqué?

5451 —6) As estrelas novae tém uma posicéo
determinada no diagrama I{EBTZSPRUHQ-RUSSELL? Jus-
tifique a resposta.

Pratica

5452 — Calcule o tempo médio do ocaso do Sol

num lugar de coordenadas
fo= + 65" 34 54"
1X= —7" 39» 17'9

para o dia 1961 Junho 22.
(Precisdo do problema 0™.1).

N

GAZETA DE MATEMATICA
5445 —3) Sobre os catetos dum triangulo rectan-
gulo [OA B] lancem-se a sorte 2 pontos M e Ni

um em cada cateto. A recta aleatéria M N divide o
tridngulo em 2 regides: um triangulo rectangulo
e um quadrilatero. Calcule a probabilidade de, era
novo lancamento de um ponto Q, este cair no
quadrilatero.

Enunciados dos n.°*
Ferreira da Costa

5457 a 5445 recolhidos por Maria Beatriz

M1 A

F. C. L.— ASTRONOMIA —Exame Final —2."
— Outubro de 1961.

chamada

Teoria

5453 — 1) O fenémeno da aberragdo da luz pro-
veniente de JUpiter varia no decurso do ano? Justi-
fique a resposta.

5454 —2) A partir da expressdo da influéncia,
na ascensdo recta, da precessdo luni-solar em uin ano

da= 6(cos E+ sen etg S sen a)

justifique se um erro d S no valor da declinagdo tem
importancia no valor da ascensdo recta.

5455 —3) Do ponto de vista tedrico, poderédo
existir estrelas sem movimento préprio? Justifiquea
resposta.

5456 —4) O aparecimento, na esfera celeste, das
estrelas novas é um fendmeno frequente? Porqué?

5457 —5) As estrelas sub-gigantes sdo muito
numerosas na nossa galdxia? Justifique a resposta.

5458 —6) Uma galaxia espiral com barra apre-
senta substracto? Justifique a.resposta.

Pratica

5459 —Calcule o tempo legal do nascimento do

Sol num lugar de coordenadas

ff
U =

71»
+8"

58’
35"

43"
08-.9
para o dia 1961 Setembro 24.

(Precisdo do problema 0".1).

Enunciados dos n.” 5446 a 5459 de Raimundo Vicente
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F. C. C.— ASTRONOMIA —l.« Frequéncia —2.* cha-

mada — Fevereiro de 1961.
Prova Pratica

5460 —Em 1961, Janeiro 16, observou-se em Coimbra
uma estrela com um teodolito, tendo-se determinado
a distancia zenital

z - 46» 57' 46" ,6
e o azimute
A —279° 7' 23" ,6.
A observacdo foi feita as 2" 13™ 20',53 de tempo
universal.

Calcular a ascenséo recta e a declinagdo da estrela.

Prova Teoérica
5461 —1) Determinagdo da latitude de um lugar.
Vantagem de observagdo de uma estrela no meri-
diano.

5462 — 2) Conversdo de tempo sideral local em
tempo solar médio local.

5463 —3) Transformacdo de coordenadas; pas-
sagem de um astro no 1." vertical.

Nota — Responder s6 a duas questdes.
F. C. C.— ASTRONOMIA —2.* Frequéncia —1." cha-

mada — 26-4-1961.
Parte Pratica

5464 — Calcular para Coimbra e para o dia 15 de
Maio de 1961 o T. U. e o azimute nos instantes
correspondentes ao nascimento e ocaso da estrela -j
Pegasis.

Parte Tedrica

5465 — 1) Influéncia da retracgdo nas coordena-
das equatoriais.

5466 — 2) Deduzir (ou estabelecer) as férmulas
fundamentais da paralaxe em azimute e distaucia
zenital.

PONTOS DE EXAME DA

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — COMPLEMENTOS DE GEOMETRIA — 2.*
prova parcial —Novembro de 1960.

5473 — 1) Seja S a superficie definida pela
equacdo vectorial paramétrica
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5467 —3) Estabelecer o desenvolvimento em
série da latitude local geocéntrica.

Nota — Responder s6 a duas questdes.

F. C C.— ASTRONOMIA —2.* Frequéncia —2.* cha-
mada — Maio de 1961.
Parle Pratica

5468 — Em 1961, Abril 17, observou-se num deter-
minado instante em Coimbra e a leste do meridiano
a estrela f Cassiopeiae com a distancia zenital
verdadeira

55» 12' 33", 6.

Calcular o T. U.,0 azimute e o angulo paraléctico
da estrela nesse instante.

Parte Tedrica
5469 — 1) Influéncia da refracgdo no nascimento
ou ocaso de um astro

5470 —2) Deducdo das formulas fundamentais
para a determinante da paralaxe em declinacdo e
ascensdo recta.

5471 —3) Estabelecer odesenvolvimento em série
do raio local terrestre.

Nota — Responder sé a duas perguntas.

F. C.C.— ASTRONOMIA — Exame Final —t.* chamada
12 6-61.

Prova Pratica

5472 — Calcular para um lugar situado no semi-
-meridiauo de Coimbra de latitude

9 = 41» 15' 34" ,7

e para 1961, Junho 27, 0 T. U.,a distancia zenital
e 0 azimute da maior digressdo a leste da estrela
a Cassiopeiae.

Enunciados dos n.”” 5460 a 5472 recolhidos por Maria Beatriz
Ferreira da Costa

UNIVERSIDADE DO RECIFE

r=/(u)i+f(u)g(v)j+ gk

sdo fungdes de classesuficientemente
e </ sdoconstan-

onde / e g
elevada e tais que as dei-ivadas /'
temente positivas.

a) Mostre que as linhas de curvatura da super-
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ficie S sdo definidas pela relagdo

log(/(u) + vl 4 (/=))*) +
£ log (ff («) 4/ 1+U WI') - 'og 0

onde C é uma constante arbitraria (positiva).

6) Mostre que as linhas da superficie S que
cortam ortogonalmente as linhas de S definidas por
/(uy g @ — Const., sdo as linhas de S definidas por
(/(»))'- (9 O0))" ~ Const.

c) Verifique que a superficie S
umbilicais.

ndo tem pontos

5474 —2) Dada a superficie S de
vectorial paramétrica

equacéo

> -> 2 ->
r= (uU4d-«t (U 4 «_' *~2vk,
Vv

seja r a familia de linhas de S, definida pela
equacdo diferencial
d v dv
u 4- (u* - 3u) h@- u)v =
du’ du

a) Mostre que existe em r uma e uma sé linha
que é definida por uma equacdo da forma v=a s u" ,
Onde a e m sdo constantes e determine uma equacgéo
vectorial paramétrica dessa linha.

6) Utilizando o resultado anterior, determine, em
termos finitos, uma equacdo vectorial paramétrica
geral das linhas da familia T e determine, em par-
ticular, uma equacdo vectorial paramétrica da linha
T da familia r que passa pelo ponto P definido
por u=1,v=1 e tal que nesse ponto se tem

\du I p

c¢) Mostre que a linha y obtida é uma linha
assintética da superficie S. Qual é a outra linha
assintotica de S que passa pelo ponto P ?

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de

Pernambuco — ANALISE MATKMATICA | —2 * prova
parcial — Novembro de 1960.
5475 — 1) Seja / a funcédo real de variavel real

x definida pela relacéo
x 4 AX + B
1(*) c* o+ 4

onde A ,B, C sdo constantes.

de modo
seja tal que a recta de equacdo

a) Determinar as constantes AB,.C,
que o grafico de /

GAZETA DE MATEMATICA

cartesiana x + y = 0 seja uma assintota e o ponto
(0,/(0)) seja de inflexdo.

6) Esbocar o grafico da funcdo /.

c) Determinar
grafico de /

a 4rea da regido limitada pelo
e pelasrectas x + y =0 e x = | .

5476 —2) Sobre uma circunferéncia de raio B,
considere um ponto A . Seja P um ponto da tan-
gente a circunferéncia em A e que dista R de A
Designe por B e C o0s pontos de encontro da cir-
cunferéncia com uma secante variavel que passe por
P.  Mostre que o valor maximo da &rea do triangulo

N te i/a"
A B C éigual a —

5477 — 3 —o0) Mostre que a série S

*,n(2n-1)
é convergente.
b) Verifique que a igualdade
..1.. 1 1
ITI 2~3 - n@2n—1) -
2 2 2
T+ 5+ n+n
n+1 n+2

¢ véalida para todo o natural n .
c¢) Baseando-se na igualdade anterior, mostre que

1
é igual a 21log 2.
n(2n- 1) g g

@

2.
soma da série >j

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — ANALISE MATEMATICA Il — 1.* prova
parcial — Agosto de 1961.

5478 —1) Mostre que, se / é uma funcdo real
das varidveis reais x e y, homogénea, de grau rn,
cujas segundas derivadas existem e sdo continuas,
entédo

X*-—- 4-2X?)/-—— 4 yro =mm- 1)/ (x,y).
ax' oxdy dy'
Conclua, em seguida, que a funcdo / definida por
»y
FOX,y) -y ™ + ¥y «*e*>% (0,0)

é solucdo da equagdo

ca‘tl N o-f . d»/ 0
X Yixy Hy '
dx dxdy dy-
5479 —2) Dada a funcdo /, das varidveis reais

x o y, definida por
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X+ 1/
/(0,0)-0
verifique que, no ponto (0,0), existem e sdodife-
rentes as derivadas
JH_ a?k/
«MC)*/ dy a*"

5480 —3) Seja E o conjunto dos pontos do
plano euclideano, de coordenadas cartesianas

1 1 1
, V——rH

»—  —

4

m m n

onde m e n sao inteiros positivos.
a) Determinar o derivado E’,
e oderivado £ ", doconjunto B"'.
6) Seja A = E' —E". Dé exemplo de uma
cobertura aberta, infinita, do conjunto A, da qual
ndo seja possivel extrair umacobertura finita.
Qual é a condigdo do teorema de HEINE-BOREL que
ndo € satisfeita pelo conjunto A}

do conjunto E

Faculdade de Filosofia de Pernambuco — ANALISE
MATKMATICA (11 Série) — 2.* prova parcial — Novem-
bro de 1961.

5481 —1) Calcule a massa do sélido definido,em
coordenadas cartesianas trioitogonais, pelas condigdes

K +y' < z< 1

sabendo que a funcdo densidade é, em cada ponto,
numericamente igual a distdncia desse ponto ao eixo
dos zz.

5482 —2) Mostre que

1
I H sen X
a o 2
fog ox
sen X ! 1 %
sen
2
(Sugestéo Considere a funcdo /, da variavel
real y, definidapor
i 1 + ysen x ~
log- 7-77—"> —1< /<1,
sen X 1—ysen x
df . .
e calcule ——, emtermos finitos; utilizando o resul-
dy

tado obtido, determine f(y), em termos finitos).

5483 —3) a) Mostre que,se a> 0,

43
[o0 1 _—_ y
/ e~"dx = e / e~"" sen (t/x) =-
JO ° Jo 2/ + a’

6) Mostre que a segunda integral converge uni-
formemente, qualquer que seja o intervalo (finito) de
variagdo de y .

¢) Conclua, em seguida, que

1 — cos b x 1 a’--6
x = — log

. dx =
Xr X 2 a’

Faculdade de Filosofia de Pernambuco — ANALISE
MATKMATICA (11Série) —Exame final — Dezembro
de 1961.

5484 — 1) Calcule o volume do s6lido definido,
em coordenadas cartesianas tri-ortogonais pelas con-
digdes :

r4>z> X'+ i,

| 4xX*+4tf < 1.

5485 —2) Utilizando a igualdade,

" dX 7T
/ — ., , para lyl> 1,
Jo 2/-C0SX ily - 1" '
calcule os integrais
dx r*> 3 —cos X
/ : | log — dx.
Jo (y - cos x)* J., 2

5486 —3) Calcule a integral

% X dx-
Jo thi~7"xi

com umerro inferior a 0,001. Determine, em seguida,
uma melhor avaliagdo do erro cometido.

Universidade do Recife —Faculdade de Filosofia
de Pernambuco — GEOMETRIA SUPERIOR —
parcial — Agosto de 1961.

prova

5487 —1) Seja [(?,*] um grupo e a um ele-
mento fixo de G. Considere o sistema [G,G],
onde a operacdo © é definidapor

X©y = xeasy
a) Mostre que o sistema [G,0) é um grupo.
6) Seja X a aplicacdo de G em G definidapor
X(X) = x*6, onde b é um elemento fixo de G.

Mostre que X é um isomorfismo de [Gr, ] sobre
[G?,0], seesbse b= o".

¢) Seja a um automorfismo de \G, <] e seja a'



a aplicagcdo de G em G definida por
a (x) = a(x)ea(a) « a".

Mostre que a é um automorfismo de [(?,(?] e que
a correspondéncia a.-» a° é urn isomorfismo do grupo
dos automorfismos de [G , ¢] sobre o grupo dos
automorfismos de [G ,0] .

5488 —2) Sejam [A, + , ¢] um anel comutativo,
o um elemento de J e i um ideal de A.

a) Verifique 6e o conjunto J, dos elementos
XeA, tais que a-xel, é um ideal de A.

6) Verifigue se o conjunto K, dos elementos
xeA, tais que x = o *z, onde sei, é um ideal

KSiI~J.

c¢) Suponha que A ¢é o anel dos nUmeros inteiros
e 1 é o conjunto dos multiplos do inteiro e. Desi-
gnando por d e m, respectivamente, o maximo
divisor comum de o e b e o minimo multiplo
comum de a e 6, mostre que K é o conjunto dos
multiplos de m e J ¢é o conjunto dos multiplos

de A e mostre que

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de

Pernambuco — GEOMERTMA SUPERIOR — HI Série
— 2* prova parcial — Novembro de 1961.
5489 — 1) Considere a geomeiria analitica plana

definida definida sobre o corpo K (suposto com mais
de dois elementos).

GAZETA DE MATEMATICA

Sejam A, B, C trés pontos distintos colineares
e seja / a dilatagcdo definida pelas condigdes:

f(A) - A el(£)= C.

0) Mostre que ndo hd nenhuma translacdo t per-
mutavel com /, a néao ser a aplicacdo idéntica.

6) Mostre que, se a translagdo t ndo é aplicagédo
idéntica, entdo as dilatacdes ft e tf tém pontos
fixos distintos.

c¢) Suponha que K é o corpo dos inteiros moédulo
7, que Asa (1,2), B= (3,1 e C= (2,5 e que
t(A) — D, onde D = (2,1) . Determine os pontos
fixos das dilatacdes ft e tf.

d Sejam g e h as dilatacdes assim definidas :

gB) =B e 0(C)-.4; A(C) = C e A(4) - S,

Mostre que as dilatagdes /</ A, g hf
grupos ciclicos de ordem 2 .

e hfg geram

5490 —2) Seja K um corpo e sejam P e Q
dois polinémios rnéninos pertencentes a A'[x].
aj Determine uma condigdo necessaria e suficiente

a que deve satisfazer um polinémio ménico He K[T],
para que os polinémio» P Q QR e RP sejam
divisiveis, respectivamente, por R , P e Q.

6) Supondo que i € o corpo dos inteiros médulo

5 e que
P =x"+x"+ 4x + 4 e Q = x3 + 2x2 + 4x + 3,

determine todos os polinémios
condi¢des da alinea anterior.

R que verificam as

Enunciados dos 0.°* 5475 a 5490 de José Morgado
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