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Variedade analítica real. Definição e exemplos. 
por Roberto Ramalho de Azevedo 

do Instituto de Fís ica e Matemática da Universidade do Recife 

1. In t rodução . 

Ê s t e t r a b a l h o tem por ob j ec t i vo f a m i l i a r i ­
zar o l e i t o r com a d e f i n i ç ã o de var iedade 
a n a l í t i c a r e a l . a t r a v é s da a p r e s e n t a ç ã o de 
a lguns exemplos , t ra tados com cer to porme­
n o r . É d i r i g i d o na tu ra lmen te à q u e l e s que 
in i c i am o estudo deste assunto. A idé i a da 
presente nota su rg iu numa das e x p o s i ç õ e s 
de um S e m i n á r i o , o r ien tado pelo p ro fessor 
A L F R E D O P E R E I R A G O M E S , s ô b r e Var iedades 

A n a l í t i c a s , rea l izado no 1 .° semestre de 1 9 5 9 , 
no In s t i t u to de F í s i c a e M a t e m á t i c a da U n i ­
vers idade do Ueeife , como p r e p a r a ç ã o para 
o estudo dos G r u p o s de L I E . 

Ado ta r emos a d e f i n i ç ã o de var iedade ana­
l í t i c a rea l baseada no conceito de car ta , por 
nos parecer mais m a n e j á v e l e de compreen­
s ã o mais r á p i d a que a d e f i n i ç ã o equivalente , 
apoiada s ô b r e a n o ç ã o de f e i x e de f u n ç õ e s , 
p r e f e r i d a por alguns autores. 

Consideraremos conhecidas as n o ç õ e s f u n ­
damentais da T o p o l o g i a G e r a l , bem como 
as es t ru turas vec to r i a l e t o p o l ó g i c a de Rn , 
esta ú l t i m a def in ida pela m é t r i c a eucl ideana, 
com a qual R" é um e s p a ç o separado, com­
p le to , conexo, loca lmente conexo e l o c a l ­
mente compacto , mas n ã o compac to . T e m 
sent ido, e n t ã o , cons iderar em Rn as n o ç õ e s 
de f u n ç ã o rea l de n v a r i á v e i s reais, l i m i t e , 

con t inu idade , d e r i v a ç ã o pa rc i a l e d i r ecc iona l , 
d i f e r e n c i a l , c o n v e r g ê n c i a de s u c e s s õ e s e s é ­
r ies , f u n ç ã o a n a l í t i c a , etc. . cu j a c o n c e i t u a ç ã o 
se o b t é m mediante uma g e n e r a l i z a ç ã o natu­
r a l dos conceitos h o m ó n i m o s para as f u n ç õ e s 
reais de duas ou t r ê s v a r i á v e i s , por demais 
conhecidos. E n t r e t a n t o , po r ser de especial 
i m p o r t â n c i a no deco r r e r desta e x p o s i ç ã o , 
detalharemos o conceito de f u n ç ã o a n a l í t i c a 
r ea l n u m ponto a de Rn. 

D E F I N I Ç Ã O 1 . Diz-se que a função real f , 
definida em R n , è a n a l í t i c a num ponto a e R " , 
se existe uma vizinhança X de a tal que, 
para qualquer ponto x e X , se possa escrever 
f ( x ) como a soma de uma série de T A Y L O K a 
n variáveis, isto è : 

f ( x ) = f ( a ) + 2 ^ - d * f ( á ) 

onde : 

a«f(«)« [ s (xj-•»>-—! f(*) 
e: 

x = ( x , , x 2 , , x n ) , a = (a, , a 2 , • • • , a „ ) . 

C o n v é m sal ientar que a anal i t ic idade , bem 
como os demais conceitos a que nos r e f e r i ­
mos acima s ã o locais, no sentido de que s ã o 
def inidos na v i z i n h a n ç a de u m pon to . A i m -
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p o r t â n c i a d ê s t e s conceitos conduz-nos à ten­
t a t i va de dar-lhes um seDtido em e s p a ç o s 
t o p o l ó g i c o s mais gerais que o Rn , mas que 
se c o m p o r t a m localmente como o e s p a ç o Ba. 
V e r e m o s , no que segue, qua l o in s t rumen to 
adequado para este m i s t é r e nos concentra­
remos especialmente na n o ç ã o de ana l i t i c i -
dade, o que nos c o n d u z i r á à d e f i n i ç ã o de 
var iedade a n a l í t i c a r e a l . 

2 . V a r i e d a d e Topo lóg ica Rea l . 

Consideremos u m e s p a ç o t o p o l ó g i c o E (*) 
e seja U um aberto de E. Seja a um ho-
meomor f i smo de U s ô b r e um aber to X de 
Ji" . Chama-8e carta de U e denota-se po r 
( a , U) ao par composto do h o m e o m o r f i s m o 
a e do c o n j u n t o aber to U. Seja p u m ponto 
qua lquer de E. Diz-se que (<*,/>) é uma 
carta do ponto p se exis te uma v i z i n h a n ç a 
U de p t a l que (a,U) é uma car ta de U. 
O in t e i ro pos i t ivo n é a d i m e n s ã o da ca r ta . 

Tomemos o ponto peUczE e suponha­
mos que a ( p ) = x = (a-j , x2 , • • • , xn) e Rn . 
Os n ú m e r o s reais xx ,x2 , • •• ,xn se dizem 
as coordenadas de p na ca r ta (<x,U). Ê s t e 
é um p r i m e i r o exemplo de uma n o ç ã o do 
e s p a ç o lin que se « t r a n s p o r t a » para o e s p a ç o 
t o p o l ó g i c o E por meio do concei to de ca r ta . 
Se p é um ponto g e n é r i c o de U, ê l e s e r á 
f u n ç ã o de suas coordenadas, no sentido de 
que a cada ponto p cor responde um con­
j u n t o ordenado de n n ú m e r o s reais, e r ec i ­
procamente . Es ta c o r r e s p o n d ê n c i a define o 
que se chama um sistema de coordenadas do 
aber to U na ca r ta (a,U). É c l a r o que a 
cada ca r ta de U cor responde um sistema de 
coordenadas em U, e rec iprocamente . 

Diz-se que um e s p a ç o t o p o l ó g i c o E é 
localmente euclideano em p se existe uma 
car ta de p . 

(') No sentido de B O U E B A K I , « T o p o l o g i e Générale , 
Chap. li>. 

Estamos agora em c o n d i ç O e s de d e f i n i r 
uma var iedade t o p o l ó g i c a r e a l , p r i m e i r o e s t á ­
g io a cons iderar na d e f i n i ç ã o de uma var ie ­
dade a n a l í t i c a r e a l . 

D E F I N I Ç Ã O 2. Uma variedade topológica 
real T é um espaço topológico separado e 
conexo, localmente euclideano em cada um de 
seus pontos. 

Cada ponto de T possui uma car ta , is to 
é , cada ponto de T possui uma v i z i n h a n ç a 
homeomor fa a u m aber to de Rn . Estas v i z i ­
n h a n ç a s cobrem o e s p a ç o t o p o l ó g i c o consi­
d e r a d o ; diz-se e n t ã o que a f a m í l i a das cartas 
s ô b r e T cobre T . U m a f a m í l i a de cartas 
que cobre um e s p a ç o t o p o l ó g i c o chama-se 
u m atlas deste e s p a ç o . Temos pois a : 

D E F I N I Ç Ã O 2'. Uma variedade topológica 
real T ê um espaço topológico separado e 
conexo munido de um atlas. 

Prova-8e que todas as cartas de u m mesmo 
ponto p de uma var iedade t o p o l ó g i c a r e a l 
t ê m a mesma d i m e n s ã o ( 2 ) Ê s t e n ú m e r o se 
chama a dimensão da variedade em p . 

Como T é um e s p a ç o t o p o l ó g i c o conexo, 
a d i m e n s ã o da var iedade é a mesma em 
todos os seus pontos . Com efe i to , sejam Uj, 
i — l , 2, • • . , ? » subconjuntos de T tais que 
cada Ui seja c o n s t i t u í d o por todos os pontos 
nos quais a var iedade tenha d i m e n s ã o i . 
O r a ê s t e s con jun to s s ã o aber tos , pois se 
peUi, e n t ã o exis te uma v i z i n h a n ç a de p 
c o n t i d a em Ui, pela d e f i n i ç ã o de car ta de 
um ponto de uma var iedade. Mas, sendo T 
conexo , n ã o pode ser a r e u n i ã o de abertos 
d i s jun tos n ã o vazios . L o g o , h á apenas um 
dos con jun tos £/,• que é n ã o vaz io , o que 
demonst ra nossa a s s e r ç ã o . 

Diz-se que ê s t e n ú m e r o comum a todos os 
pontos da var iedade T è & dimensão de T. 

( 2 ) Ver L E F S C H E T Z , S., «Introduct ion to T o p o l o g y » , 
Princeton, pg. 124. 
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U m exemplo s imples de var iedade t o p o l ó -
gica rea l de d i m e n s ã o 2 é o c o n j u n t o S2 dos 
pontos de uma s u p e r f í c i e e s f é r i c a m u n i d o da 
t o p o l o g i a i nduz ida pela de Z? 3 , que lhe con­
fe re uma es t ru tu ra de e s p a ç o t o p o l ó g i c o 
separado e conexo . A l é m disso, S2 é l o c a l ­
mente eucl ideano em cada u m de seus pon­
t o s ; esta a f i r m a ç ã o s e r á comprovada adiante 
quando exp l i c i t a rmos o at las . E n t r e t a n t o 
pode ver-se i n t u i t i v a m e n t e desde j á que S2 

é uma var iedade t o p o l ó g i c a r e a l . Com e fe i to , 
se r e t i r a r m o s de S2 um semi-meridiano qua l ­
quer ( i nc lu indo os pontos ex t remos) , pode 
deformar-se de uma mane i ra b i c o n t í n u a e 
b i u n í v o c a (sem rup tu ra s nem s u p e r p o s i ç õ e s ) 
a par te res tante de S2 (que é um c o n j u n t o 
aber to na topo log ia ind icada acima) de modo 
a ob te r um aber to do p lano R2 ; a n à l o g a -
mente , se r e t i r a r m o s de S2 um s e m i - c í r c u l o 
equa to r ia l ( i nc lu indo os pontos ex t remos) que 
n ã o in tercepte o s emi -mer id i ano r e t i r ado 
antes, pode efectuar-se t a m b é m uma defor ­
m a ç ã o h o m e o m ó r t i c a da par te res tante de 
S2 n u m aber to de R2 . 

I m p o s s í v e l é t r a n s f o r m a r « g l o b a l m e n t e » 
toda a s u p e r f í c i e e s f é r i c a num aber to de R2 

sem efe tuar r u p t u r a s ou s u p e r p o s i ç õ e s . Basta 
med i t a r na imposs ib i l idade de c o n s t r u i r uma 
car ta g e o g r á f i c a plana de toda a s u p e r f í c i e 
da T e r r a . 

Exige-se nas d e f i n i ç õ e s 2 e 2' que o e s p a ç o 
t o p o l ó g i c o subjacente a uma var iedade topo­
l ó g i c a r ea l seja separado a f im de ev i t a r cer­
tos casos p a t o l ó g i c o s ( 3 ) . 

( 3 ) Veja-se, por exemplo, o caso da «ramif icação 
s imples» , em RKKB, G., «Es truturas fo lheadas» , Notas 
de Matemát ica , n.° 12, Rio de Janeiro, pg. 3. 

Chama-se ramif icação simples ao espaço quociente 

B U 
, onde E e E' são dois exemplares de R 

9 
e p é a re lação de e q u i v a l ê n c i a que identifica os pon­
tos dos abertos U = \xeE; x < 0 | e V = \x' e E' ; 
x ' < 0 | . Os pontos de abcissa nula não são separados 
(figura ao lado). 

A s variedades t o p o l ó g i c a s reais não separadas 

N o exemplo da s u p e r f í c i e e s f é r i c a de b á 
pouco , os pontos que n ã o per tencem a ne­
n h u m dos dois s e m i - c í r c u l o s m á x i m o s r e t i r a ­
dos de cada vez t ê m , em cada uma das 
cartas consideradas, coordenadas d is t in tas . 
V e j a m o s como se r e l ac ionam estas coorde­
nadas ou , em out ras pa lavras , estudemos o 
p r o b l e m a da t r a n s f o r m a ç ã o de coordenadas 
em uma var iedade t o p o l ó g i c a . 

Cons ideremos , pois , as cartas (a,U) e 
((3, V) das v i z i n h a n ç a s U e V de um pon to 
fixo p da var iedade t o p o l ó g i c a r ea l T e 
seja q um ponto g e n é r i c o de W—U (") V. 
A s r e s t r i ç õ e s ( a , W) e ((3, W) das cartas 
acima def inem, cada uma, u m sistema de 
coordenadas pa ra os pontos q de W. 

Ponhamos : 

onde xeXczRn e y e Y d R " . Es ta situa­
ç ã o vem descr i ta na figura 1. 

Seja <b:X-*Y uma a p l i c a ç ã o d i f e r e n c i á v e l 
t a l q u e : y = $ (x) = <J> (a*j , x2, . • • , xn) e con­
sideremos as a p l i c a ç õ e s componentes de $ , 
que s ã o f u n ç õ e s reais d i f e r e n c i á v e i s de n 
v a r i á v e i s reais : 

(1) yi = 4>i (a?,, x 2 , •. • , x„) i— 1,2 , • , n 

Se o j acob iano ( - — ) f ô r d i fe ren te de 
\ àxj J 

z é r o em todos os pontos xe X , e n t ã o o sis-

têm, entretanto, grande i m p o r t â n c i a no estudo das 
estruturas folheadas. 

O' 
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tema ( 1 ) acima é i n v e r s í v e l e podemos 
escrever : 

 

 

Y 

F i g . 1 

(2) Xi= Y , , y 2 , ... ,yn) i = l , 2 ,n 

ou ainda que : 

œ - W O) 
onde W : Y"->-X é uma a p l i c a ç ã o d i f e r e n c i á ­
v e i s ) . 

Dessa maneira , $ e *F s ã o homeomor f i s ­
mos d i f e r e n c i á v e i s inversos um do o u t r o e 
temos : 

a = W o (3 e [3 = 3> o a 
ou : 

$ = (3 o a - l e *F = a o (S"1 . 

T r a n s p o r t a n d o para a var iedade t o p o l ó g i c a 
T ê s t e s resul tados , d i remos que os sistemas 
de e q u a ç õ e s ( 1 ) e (2) s ã o as f ó r m u l a s de 
t r a n s f o r m a ç ã o de coordenadas na var iedade, 
correspondentes à s cartas (a,W) e (Jí,W). 

3 . V a r i e d a d e A n a l í t i c a Real . 

Seja peT e seja U uma v i z i n h a n ç a de 
p em T na qua l e s t ã o def inidos os homeo-

( 4) Ver B U C K , C , « A d v a n c e d Calculus» , Mc. G r a w 
H i l l , pg. 216. 

morf i smos a. e (3 de T em Rn. D i r e m o s 
que as cartas ( a , U) e ((3 , U) s ã o analiti­
camente relacionadas no ponto p e U se as 
f u n ç õ e s reais <!>; e 'F j das e q u a ç õ e s ( 1 ) e (2) 
acima s ã o f u n ç õ e s a n a l í t i c a s respect ivamente 
em x = a ( p ) e y = (3 ( p ) . 

Quando as duas cartas s ã o ana l i t icamente 
re lac ionadas em todos os pontos em que 
ambas s ã o def inidas , dizem-se analiticamente 
relacionadas. Po r abuso de l i nguagem, diz-se 
a inda que duas cartas s ã o anal i t icamente 
re lac ionadas se n ã o exis te nenhum ponto de 
T em que se jam ambas def in idas . 

Usaremos a n o t a ç ã o (a K f3)P para ind ica r 
que as cartas ( a , í / ) e ((3 , U) s ã o anal i t ica­
mente relacionadas em p . Ver i f i ca - se sem 
d i f i cu ldade que R é uma r e l a ç ã o de equiva­
l ê n c i a . 

Chama-se família analítica de cartas à q u e l a 
em que duas cartas quaisquer s ã o anal i t ica­
mente re lacionadas . U m atlas analítico s ô b r e 
T é uma f a m í l i a a n a l í t i c a de cartas que 
cobre T. Diz-se que um atlas a n a l í t i c o s õ b r e 
T é maximal se qualquer car ta s õ b r e T que 
é anal i t icamente re lac ionada a uma car ta 
qualquer do atlas per tence ao at las . 

D E F I N I Ç Ã O 3 . Uma variedade analítica 
real è uma variedade topológica real cujo 
atlas é analítico e maximal. 

A dimensão da variedade analítica é a 
mesma que a da var iedade t o p o l ó g i c a subja­
cente ( s ) . 

Se em vez de R" , t i v é s s e m o s escolhido 
Cn , t e r í a m o s def in ido as variedades a n a l í ­
ticas complexas . Ou t ros s im , p o d e r í a m o s ter 
de f in ido as variedades p-vêzes ou indef in ida ­
mente d i f e r e n c i á v e i s subs t i tu indo , em tudo 
que f o i d i to , a pa lavra analítico por qua lquer 

( 5) Para as variedades ana l í t i cas reais, a demons­
tração de que todas as cartas de um mesmo ponto da 
variedade têm a mesma d imensão se faz directamente; 
ver por exemplo COHN, P., «Lie Groups», Cambridge, 
pg. 12. 
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nma dessas. C o n v é m observar que todos os 
exemplos que daremos a seguir de variedades 
a n a l í t i c a s s e r ã o , em pa r t i cu l a r , exemplos de 
variedades d i f e r e n c i á v e i s ( i nde f in idamen te ) 
pois uma f u n ç ã o a n a l í t i c a é , a f o r t i o r i , inde­
finidamente d i f e r e n c i á v e l . 

Dada uma var iedade t o p o l ó g i c a , ó mui to 
d i f í c i l e por v ê z e s i m p o s s í v e l e x i b i r um atlas 
m a x i m a l s ô b r e esta var iedade . Afim de 
r e m o v e r ê s t e o b s t á c u l o , demons t ra remos a 
seguir um T e o r e m a e seu C o r o l á r i o que per­
m i t i r ã o estabelecer uma c o r r e s p o n d ê n c i a b iu -
n í v o c a ent re atlas a n a l í t i c o s e variedades ana­
l í t i c a s , de modo que, dada uma variedade ana­
l í t i c a , se possa f a l a r no atlas desta var iedade. 

T E O R E M A . Seja T uma variedade topoló­
gica real munida de um atlas analítico A . 
Então existe um único atlas analítico maximal 
que contém A . 

Seja A' o c o n j u n t o de todas as cartas 
s ô b r e T ana l i t icamente relacionadas a cada 
car ta de A . Mos t ra remos que A' é o at las 
p r o c u r a d o . 

a) A' é uva atlas a n a l í t i c o . E m p r i m e i r o 
l u g a r , ó evidente que A'zdA, de modo que 
A' cobre T . Se jam { ^ , 1 7 ) e {<*2,V) duas 

cartas quaisquer de A' e seja W= Ufl V. 
Se W é vazio, as cartas s ã o anal i t icamente 
re lacionadas por d e f i n i ç ã o . Caso c o n t r á r i o , 
seja p e W . Como W é aber to , é uma v i z i ­
n h a n ç a de p e, como A cobre T h á uma 
carta ((3, W) de p que pertence a A. D a 
d e f i n i ç ã o de A' segue-se que (alRb)p e 
{ a 2 R $ ) p , donde (otj li x2)p por ser R uma 
r e l a ç ã o de e q u i v a l ê n c i a . De modo que as 
cartas ( « j , U) e ( a 2 * V) s ã o anal i t icamente 
re lac ionadas num ponto qualquer p de W. 
L o g o , o atlas A' é a n a l í t i c o . 

b) A' é m a x i m a l . Seja (p, U) uma car ta 
que é anal i t icamente re lac ionada a cada car ta 
de A'. Como A'z>A, ( p . £ 7 ) ó anal i t ica­
mente re lac ionada a cada car ta de A e por­
tan to pertence a A'. 

c) A' é ú n i c o . Seja A'1 ou t ro atlas ana­
l í t i co m a x i m a l contendo A . E n t ã o toda car ta 
de A" seria anal i t icamente re lac ionada a 
cada car ta de A e per tencer ia po r t an to a 
A'. D o n d e A"C A1. D o mesmo modo se 
ve r i f i c a r i a que A'd A", l o g o A' = A" e a 
unic idade e s t á p rovada . 

C O K O L Á K I O . Sejam A1 e A2 dois atlas 
analíticos sôbre a variedade analítica M . 
Então há um atlas analítico maximal contendo 
Ai e A2 , se e só se, para cada ponto p 6 M , 
há uma carta de A j que é analiticamente 
relacionada em p a uma carta de A 2 . 

A c o n d i ç ã o ó n e c e s s á r i a : com efe i to , se 
existe o atlas A' nas c o n d i ç ó e s do c o r o l á r i o , 
e n t ã o cada car ta de A1 s e r á ana l i t icamente 
re lac ionada a todas as cartas de Ax e de 
A2, de modo que as cartas de Ax e de A2 

s e r ã o anal i t icamente re lacionadas . 
A c o n d i ç ã o é suficiente : se para cada 

ponto p e M , h á uma car ta de Ax que ó 
anal i t icamente re lac ionada a uma car ta de 
A2, e n t ã o po r ser R uma r e l a ç ã o de equi ­
v a l ê n c i a , toda car ta de Ax é anal i t icamente 
re lac ionada a todas as cartas de A2 e por­
tan to o atlas A", c o n s t i t u í d o p o r todas as 
cartas de Ax e por todas as cartas de A2 é 
a n a l í t i c o . L o g o , pelo teorema a n t e r i o r , existe 
u m atlas a n a l í t i c o m a x i m a l ú n i c o A' con­
tendo A'', is to é , contendo Ax e A2 e o 
c o r o l á r i o e s t á demons t rado . 

Tendo em mente ê s t e s resul tados, podemos 
f o r m u l a r a seguinte 

D E F I N I Ç Ã O 3 ' . Uma variedade analítica 
real é uma variedade topológica real munida 
de um atlas analítico. 

4- E x e m p l o s d e V a r i e d a d e s A n a l í t i c a s 
Reais. 

I ) O e s p a ç o Rn ou qualquer um de seus 
subconjuntos aber tos , evidentemente . 
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I I ) U m ponto ou um e s p a ç o discre to s ã o 
variedades a n a l í t i c a s reais de d i m e n s ã o z é r o . 

I I I ) A s curvas regulares no p lano s ã o 
variedades a n a l í t i c a s reais de d i m e n s ã o 1 . 
Es tudemos em p a r t i c u l a r o caso da elipse de 

e q u a ç ã o — — h ^— = 1 , com a t opo log ia 
a2 b2 

induz ida pela t opo log ia o r d i n á r i a do p l ano . 
H á um atlas, a saber, a f a m í l i a das cartas 
aba ixo : 

{ p r x . A B A ) , ( p r x , Ã r B r À ) , 

( p r y , ' f A B l ) , ( p ry , B A' B), 

• 

\ «»{ X. Vi 

*' l 
0 

p ' r 

0' 

F i g . 2 

onde prx e pry representam as p r o j e c ç õ e s 
or togonais s ô b r e os e ixos OA" e O Y res­
pec t ivamen te ; os arcos indicados da el ipse 
s ã o considerados sem os ex t remos , de modo 
que s ã o con jun tos abertos na t opo log ia 
escolhida. Nestas c o n d i ç õ e s prx e pry s ã o 
homeomorf i smos de aber tos da elipse s ô b r e 
abertos de R. 

V e j a m o s que ê s t e atlas é a n a l í t i c o ; para 
isso, ve r i f iquemos apenas que a 1.* e a 3 . A 

cartas s ã o anal i t icamente re lacionadas , pois 
para as outras o procedimento s e r á a n á l o g o . 
F ixemos idó ias s ô b r e o ponto P da figura 2 . 
Como p r x P = P 1 e p r y P = P 2 , o ponto 
P t e r á por c o o r d e n a d a s x na c a r t a 

( p r x , A' B A) e y na car ta ( p r y , B A B') . 

N a v i z i n h a n ç a A B do ponto P , a e q u a ç ã o 
da elipse nos fo rnece as r e l a ç õ e s : 

b 
y — \Ju* — x 2 , O < x < a 

x 

que s ã o f u n ç õ e s a n a l í t i c a s de seus a rgumen­

tos em A B. 

I V ) A s curvas e s u p e r f í c i e s regulares do 
e s p a ç o o r d i n á r i o s ã o variedades a n a l í t i c a s 
reais , de d i m e n s õ e s 1 e 2 respect ivamente . 
Tomemos a s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a de r e v o l u ç ã o 
de r a io u n i t á r i o da figura 3 , cujas e q u a ç õ e s 
p a r a m é t r i c a s s ã o : 

x = cos w 
y — sen w 
z — z 

com {-
O ^ w < 2TT 

co < z <^ -)- oo , 

F i g . 3 

É evidente que a s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a n ã o 
se pode apl icar toda in t e i r a s ô b r e o plano 
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sem s o f r e r r u p t u r a s ou s u p e r p o s i ç õ e s . E n t r e ­
tan to is to pode ser ob t i do loca lmente , da 
manei ra que indicaremos a segui r . 

Pa r t i r emos uma g e r a t r i z da s u p e r f í c i e 
c i l í n d r i c a , aquela que passa pelo ponto A. 
E n t ã o o restante da s u p e r f í c i e , que é u m 
c o n j u n t o aber to na t opo log ia induzida s õ b r e 
ela pela topo log ia o r d i n á r i a do e s p a ç o Es 

pode ser t r a n s f o r m a d o homeomorf icamente 
s ô b r e um aber to do p lano (w,z), w medido 
em radianos , como indica a figura 4 . Nesta 
p r i m e i r a car ta , as coordenadas do ponto P, 
ind icado na figura 3 , ser iam : 

M?I = w e Zj = z . 

z * 

2TT 

F i g . 4 

O b t e r í a m o s uma segunda car ta , r e t i r a n d o 
da s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a uma ou t ra ge ra t r i z , 
p o r exemplo , a ge ra t r i z oposta à q u e l a que 
passa pelo ponto A] o restante da s u p e r f í ­
cie seria t r a n s f o r m a d o pelo h o m e o m o r f i s m o 
def in ido p o r : 

w2 
Tc e z 2 = z 

n u m aber to do p lano (w, z), ind icado na 
figura 5 . 

Estas duas cartas cons t i tuem um atlas pois 
cobrem a s u p e r f í c i e c i l í n d r i c a e s ã o a l é m disso 
anal i t icamente re lacionadas , pois w2 = wl — TC 
e z 2 = Z\ s ã o f u n ç õ e s a n a l í t i c a s , assim como 
suas inversas — w2 + TC e Zj = z 2 . 

in te i ros e consideremos o c o n j u n t o quociente 
T 2 = A , 2 / Z 2 ) ob t ido de FP por i d e n t i f i c a ç ã o 
de todos os pontos do p lano cujas coordena-

F i g . 5 

das d i f e r e m po r n ú m e r o s in t e i ros . N a figura 
6, todos os pontos marcados com um x se 
i d e n t i f i c a m ao ponto P do i n t e r i o r do qua­
d rado de lado u n i t á r i o OABC; o ponto P 
s e r á escolhido como elemento represen ta t ivo 
da classe de e q u i v a l ê n c i a a que pertence. 
P o r o u t r o l ado , escolheremos como elemen­
tos representa t ivos das classes de e q u i v a l ê n ­
cia dos pontos cujas abcissas s ã o n ú m e r o s 
in t e i ros a q u ê l e s s i tuados s õ b r e o lado OA 
e dos pontos de ordenadas inte i ras a q u ê l e s 
situados s õ b r e o l ado OC. D ê s s e modo o 
c o n j u n t o dos pontos do plano def in ido por 
O a; < 1 e 0 ^ J / < 1 c o n t é m os elementos 

X X 

B 

o c 
X X X x 

V ) Seja Z2 o c o n j u n t o de todos os pon­
tos do p lano cujas coordenadas s ã o n ú m e r o s F i g 6 

file:///ZETA
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representa t ivos de todas as classes de equ i ­
v a l ê n c i a de R2 . m ó d u l o Z2. Mate r i a lmen te , 
concretiza-se T 2 tomando um quadrado de 
papel e efectuando as dobras indicadas nas 
figuras la, 1 b e 7 c . 

o c 
«n <»> 

F i g . 7 

outros con jun tos de R2 cujos pontos possuem 
coordenadas que d i f e r e m das coordenadas 
dos pontos de U p o r n ú m e r o s in te i ros 
(ver figura 9 ) . 

o o 
o o 

o 
o o 

o 
o o o o 

A s u p e r f í c i e obt ida é , pois, o t ó r o o r d i n á ­
r i o cujas e q u a ç õ e s p a r a m é t r i c a s s ã o (ver 
figura 8) : 

x — (R — cos v) cos u 
y = (R — cos v) sen u 
z = sen u 

com 
[ O ^ u < 2 ir 

I O £ v < 2TT 

onde R é a d i s t â n c i a de O ao cent ro de 
qualquer das s e c ç õ e s c i rcu la res obtidas por 
planos que c o n t ê m OZ. 

Se se i n t r o d u z em T 2 a t opo log ia quo­
ciente, teremos um e s p a ç o t o p o l ó g i c o sepa­
rado e conexo , que se chama t ó r o a duas 
d i m e n s õ e s (o t ó r o a 1 d i m e n s ã o T = R/ Z 
é o c í r c u l o de ra io i g u a l a 1 ) . 

F i g . 8 

U m c o n j u n t o aberto em T 2 é a imagem, 
pela a p l i c a ç ã o c a n ó n i c a , da r e u n i ã o de um 
c o n j u n t o aber to U de R2 e de todos os 

F i g . 9 

Most remos que T 2 é uma var iedade ana­
l í t i c a r ea l de d i m e n s ã o 2 . Para isso e x p l i ­
c i temos as car tas . A p r i m e i r a seria obt ida 
r e t i r a n d o do t ó r o (ver figura 8) uma c i r c u n ­
f e r ê n c i a v e r t i c a l e ou t r a hor izon ta l passando 
po r PQ , com o que a par te restante do t ó r o 
(que é um aber to na t o p o l o g i a quociente) 
seria t r a n s f o r m a d a n u m aberto do p lano 
(u , v) pelo h o m e o m o r f i s m o ul = u e v 1 = i> 
(ver figura 10). A s coordenadas do ponto P 
(ver figuras 8 e 10) seriam « j e vx nesta 
ca r ta . 

O b t e r í a m o s uma ou t ra car ta se r e t i r á s s e m o s 
do t ó r o a c i r c u n f e r ê n c i a ho r i zon ta l e a ver­
t i c a l que passam por Qo 6 t r a n s f o r m á s s e m o s 

4TT j - -
I 

» 

— i -
o 

F i g . 10 
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o abe r to resul tante num aber to do p lano 
(u , v) , ind icado na figura 1 1 , p o r meio do 
h o m e o m o r f i s m o : w 2 = ti — 7t e t>2 — v — ré. 

Estas duas cartas f o r m a m um atlas s õ b r e 
T 3 pois é ev idente que cobrem T 2 e s ã o 
anal i t icamente re lacionadas desde que as 
f u n ç õ e s : « 2 = « j — n v2 = t ' i — it bem como 
suas inversas ul = w 2 + 71 e »i = t ' 2 4- ir 
s ã o f u n ç õ e s a n a l í t i c a s . 

U2 

p 

F i g . 11 

V I ) U m ou t ro exemplo interessante de 
var iedade a n a l í t i c a b id imens iona l é a f a i x a 
de MoEBius , que é o c o n j u n t o M, de f in ido 
po r : 

M - \ ( s e , p ) e S » ; - l , ^ x ^ l , - l < y < l , 

onde se i den t i f i c a r am os pontos ( — 1 , # ) 
aos pontos (1 , — y)\. 

O que cor responde a cons idera r o qua­
d rado ABA'B1 da figura 12 e n ê l e i den t i -

v 

ficar os pontos A , B', C, e tc. , aos pontos 
A', B , O , e tc, respect ivamente . 

U m a f a i x a de M O E B I U S se o b t é m , « c o n c r e ­
t a m e n t e » tomando-se um quadrado de papel 
e efec tuando as d e f o r m a ç õ e s indicadas nas 
figuras 13 a, 13 6, e 13 c, A figura 1 3 6 
ind ica uma t o r s ã o efe tuada de molde a i nve r ­
te r dos pontos A' e B e & figura 13c é a 
s u p e r f í c i e ( f a i x a de M O E B I U S ) que se o b t é m 
da i d e n t i f i c a ç ã o (co lagem) dos lados A B' e 
A' B de t a l mane i ra que A co inc ida com 
A' e B' com B. A l i n h a l em 13c ind ica 
a p o s i ç ã o ocupada pelos lados A B' e A1 B 
depois de ident i f icados e a l i nha V em 13 c 
ind ica o c o n j u n t o dos pontos correspondentes 
aos pontos de abcissa nu la da figura 12 . 
Se cons iderarmos a t o p o l o g i a induz ida pela 
t o p o l o g i a o r d i n á r i a do e s p a ç o l i 5 , obser­
ve se que, ao r e t i r a r a l i n h a l ou a l i nha V , 
o b t é m - s e de cada vez um aber to na f a i x a de 
M O E B I U S . Se em cada u m dos casos, desen­
r o l a r m o s o aber to que resul ta a p ó s a r e t i ­
r ada de uma ou o u t r a dessas l inhas e o 

  

ia) 

ap l ica rmos s ó b r e o p lano , teremos a inda u m 
aber to do t i p o ind icado na figura 14. 

A s cartas e s t ã o indicadas aba ixo : 

a) Pa ra x=fcl e x=f= — \ , o que corres-
= x 

ponde a r e t i r a r a l i n h a l , temos ; 
U i = y 

F i g . 12 

6) Para a=f=0, o que cor responde a 
r e t i r a r V , t e m o s : 
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F i g - 14 

SO 

se 

x > 0 l * » -

1̂ 2 = — 

X - 1 

x2 = X + 1 

y-

D o n d e : 

86 I > 
o?s — ar, — 1 

e se x < 0 ( * » - * i 

1̂ 2 = — 

[ *9 — X i -fr 1 

= — y. 

e estas f u n ç õ e s , bem como suas inversas , 
s ã o a n a l í t i c a s , com o que M é uma var ie­
dade a n a l í t i c a r ea l b id imens iona l . 

V I I ) T r a t a r e m o s agora do e s p a ç o p ro ­

j e c t i v o a 2 d i m e n s õ e s P2, def in ido como o 

e s p a ç o quociente P2 = It\!&-, onde 

( e s p a ç o R5 p r i v a d o da o r i gem) e A é 
a r e l a ç ã o de e q u i v a l ê n c i a segu in te : »se 
x,yeR$, x é equiva lente a y ( m ó d u l o A) 
se exis te um n ú m e r o r e a l /. t a l que y = ïx» . 

Geometr icamente , as classes de equiva­
l ê n c i a ( m ó d u l o A) s ã o retas de R5 , passando 
pela o r i g e m , mas d e s t i t u í d a s d ê s t e p o n t o . 
O r a , estas retas s ã o caracter izadas pelos 

seus cossenos d i re to res ax , a2 , a s ou po r 
n ú m e r o s p ropo rc iona i s a ê s t e s , seus p a r â ­
met ros d i rec tores x x , x 2 , x z . Es te sistema 
de p a r â m e t r o s d i re tores de uma re ta se pode 
i den t i f i c a r ao sistema de coordenadas homo­
g é n e a s de um ponto do p lano (observe-se 
que a?i , x2 e x5 n ã o podem ser s imultanea­
mente nulos pois a o r i gem f o i sup r imida ) 
e as retas do plano coordenado xlOx2 

para x5 = 0) se i den t i f i cam aos pontos do 
i n f i n i t o do p lano . Somos conduzidos po r 
esta c o n s t r u ç ã o ao p lano p r o j e c t i v o conhe­
c ido . Os abertos de P 2 , na t o p o l o g i a quo­
ciente, s ã o as imagens, pela a p l i c a ç ã o c a n ó ­
nica , de s u p e r f í c i e s c ó n i c a s S , de v é r t i c e 
na o r i g e m e c i rcunscrevendo abertos U de 
i?5 (ver figura 15) . 

F i g . 15 

Consideremos os abertos U, V e I F de 
RI, def inidos por : 

U=\xeRl;xx=t=0\, V = \xe R%;x2=j=0\, 

W= \ x e R l ; x s ^ 0 \ 

e se jam <&(U), 3 > ( F ) e <&(W) as imagens 
de U , V e W pela a p l i c a ç ã o c a n ó n i c a 
4> : i ?5 - > P2 . Estes t r ê s con jun tos f o r m a m 
uma cober tu ra de P2 e um atlas é ob t i do 
se pusermos : 

pa ra <í> ( U) 

x 2 

^1 = 
^ 5 
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para 9{V) 

para <t>(W) 

x2 = 
x2 

r 2 = 
a?2 

A ' 3 = 

Y s = ^ 2 

a-3 . 

Observemos que as f u n ç õ e s Xx 

1 

A , 
s ã o a n a l í t i c a s para os pontos de 

fl> ( £7") n $ ( P") . C o n c l u s ã o a n á l o g a o b t e r í a ­
mos por c o n s i d e r a ç ã o dos demais pares de 
cartas e P2 é, pois , uma var iedade a n a l í t i c a 
b id imens iona l . 

V I I I ) Afas temo-nos dos exemplos geo-
m é t r i e o s e consideremos o c o n j u n t o M(n ,R) 
das matr izes quadradas de o r d e m n s ô b r e 
R. H á uma c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a ent re 
M(n, R) e R*' dada exp l i c i t amen te p o r 
«,•>«—»a!í + (/_i) n , que faz cor responder à ma­
t r i z [«tj)i<t,j£n o pon to de Rn' cujas 
coordenadas s ã o (xx , x2 , • • • , xn>) . I n t r o -
duz-8e uma t o p o l o g i a em M(n, R) ex ig indo 
que esta c o r r e p o n d ê n c i a seja um homeomor-
f i s m o , o que equivale , por exemplo , a de f in i r 
a d i s t â a c i a de a (&j)l£itJ£n 

V: 2 — $lif . Nestas c o n d i ç õ e s , M{n,R) 

é , de f ac to , uma var iedade a n a l í t i c a r e a l de 
d i m e n s ã o n 2 . 

I X ) Es tudemos agora uma a p l i c a ç ã o do 
c o r o l á r i o da pg . 5. Pa ra isso, consideremos 
a s u p e r f í c i e e s f é r i c a de e q u a ç ã o x2 + y2 + z2 •» 1 
em A' 3 e def inamos dois atlas a n a l í t i c o s 
sobre ela para em seguida conc lu i r que ê s t e s 
dois atlas def inem a mesma e s t ru tu ra de 
var iedade a n a l í t i c a . A t o p o l o g i a da super­
f í c i e e s f é r i c a s e r á sempre a topo log ia i n d u ­
z ida pela de R5 . 

Seja P(u , v) um ponto g e n é r i c o da super­
f í c i e e s f é r i c a onde u e v s ã o p a r â m e t r o s 

representando respect ivamente a l ong i t ude 
e a l a t i t u d e do pon to P, contadas a p a r t i r 
de PQ ( ve r figura 1 6 ) . A s e q u a ç õ e s para­
m é t r i c a s da s u p e r f í c i e e s f é r i c a &ão pois : 

F i g . 16 

X mm COS V C O S U 

y = cos v sen u 
z = sen v 

com 
i r / 2 ^ v ^ i r / 2 J — i t / 2 ^ v : 

l 0 ^ M < 2 i t 

onde os poios no r t e e su l t ê m p o r coordena­
das respect ivamente V ( 0 , T / 2 ) e S(0 , — n/2). 
E s t a r e s t r i ç ã o garante a b iun ivoc idade da 
c o r r e s p o n d ê n c i a en t re pontos da s u p e r f í c i e 
e s f é r i c a e pares de va lo res de u e v. 

Def inamos u m p r i m e i r o atlas composto 
das duas cartas (o, , £7,) e ( « 2 , U2) . U\ é 
o que resta da s u p e r f í c i e e s f é r i c a quando 
dela se r e t i r a u m semi-mer id iano fechado 
(com os ex t remos) passando po r P0 e c u j o s 
ex t remos s ã o os poios no r t e e s u l ; ê s t e aber to 
pod6 ser t r a n s f o r m a d o homeomorf i camente 
n u m aber to do p lano ( i t , v) como mos t ra a 
figura 17 e nesta ca r ta as coordenadas dos 
pontos de Ux s e r ã o dadas p o r : 

«1 = u e vx = v . 

Seja U2 o que resta da s u p e r f í c i e e s f é r i c a 
quando dela so r e t i r a um s e m i - c í r c u l o equa­
t o r i a l fechado de ex t remos P J ( T T / 2 , 0 ) e 
P 2 ( 3 7 t / 2 , 0 ) . Nestas c o n d i ç õ e s , U2 se 
pode t r a n s f o r m a r homeomorf icamente n u m 
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V 

0 1 u . 
i 1 

\ZTT 

TV 2 

F i g . 17 

aber to do p lano ( i t , v) , c o n f o r m e figura 18, 
de t a l modo que nesta nova car ta as coor­
denadas dos pontos de U2 se jam : 

W 2 = M — ir e v2 = v . 

E como w 2 = Mj — w , Í?2 = t>!, e suas i n ­
versas, s ã o f u n ç õ e s a n a l í t i c a s nos pontos em 
que s ã o ambas def inidas , o atlas considerado 
é a n a l í t i c o . 

«a 

F i g u r a 18 

Def inamos u m ou t ro atlas s ô b r e a s u p e r f í ­
cie e s f é r i c a , composto das cartas ( | 3 j , F j ) e 
(f3 2 , r a ) . 

A car ta (6 j , F i ) é c o n s t i t u í d a do aber to 
F ] , que se o b t é m da s u p e r f í c i e e s f é r i c a 
quando dela se r e t i r a o po lo s u l ; j3 t é o 
homeomor f i smo p r o j e ç ã o e s t e r e o g r á f i c a com 
centro no polo sul e t r a n s f o r m a Vx era todo 
o plano (sem os pontos do i n f i n i t o ) . Se sl e 

í j s ã o as coordenadas do ponto g e n é r i c o 
P ( x , y , z ) de V\ nesta car ta , t e remos , con­
f o r m e figura 19 : 

9 ,0P'\ PP" 

\0PX  

P" s  
\os\ 

\ 0 P V 

= 1 + z . 

D o n d e : 

(1) 
1 + 2 

e íi 
1 + z 

F i g u r a 19 

A car ta ( f i 2 , V2) consta do aber to V 2 , 
ob t ido pela s u p r e s s ã o do po lo no r t e na 
super f ic ie e s f é r i c a e do homeomor f i smo (32  

que é a p r o j e ç ã o e s t e r e o g r á f i c a s ô b r e o 
p lano XOY e com cent ro no po lo n o r t e . 
Se s2 e t2 s ã o as coordenadas de P{x ,y ,z), 
pon to g e n é r i c o de V 2 , nesta car ta (ver 
figura 2 0 ) : 

N 
P" 

F i g u r a 20 
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\ 0 P a \ ' «2 

Segue-se que : 

P' P 1 

1.0 tf| 
= z . 

(2) « a = 1 - a 

A s e q u a ç õ e s (1) , (2) e a.-2 + # 2 + z 2 = 1 
f o r m a m um sistema de cinco e q u a ç õ e s a sete 
v a r i á v e i s , do qua l podemos e x t r a i r r e l a ç õ e s 
en t re « j , , s2 e t 2 , pela e l i m i n a ç ã o de 
x , y e z . Temos sucess ivamente : 

2 , .2 a 2 + ?/ 
«2 + '2 

1 

( 1 - Z , 2 ( 1 - Z ) . 

1 4- z to s0 

l—z «1 
l ogo : 

I T T e ' i 
í<2 + '2 

s 2 - J _ , 2 

*2 + '2 
que s ã o f u n ç õ e s a n a l í t i c a s dos seus a rgumen­
tos, exceto para .«2 = t2 = O , que é a p r o -
j e ç ã o e s t e r e o g r á f i c a do polo nor te , o qua l 
n ã o pertence a ambos V\ e F 2 • 

A n à l o g a m e n t e obter-se-ia : 

e í s = * 2 = 2 , ,2 2 
* l + 'Ï 

que s ã o t a m b é m f u n ç õ e s a n a l í t i c a s em todos 
os pontos que per tencem a F j |~l í * 2 , pois 
o ú n i c o p o n t o s i n g u l a r cor responde a 
Í J = tfj = 0 , p r o j é ç ã o e s t e r e o g r á f i c a do po lo 
su l , que n ã o pertence a F j . 

E n t ã o o segundo atlas é t a m b é m a n a l í t i c o . 
Resta-nos v e r i f i c a r que ambos def inem a 
mesma e s t ru tu ra de var iedade a n a l í t i c a . O r a , 
as f u n ç õ e s : 

C O S V j cos ?/, 

1 + sen 
U = 

'1 . 

cos ?'] Ren ?/j 

1 -+- sen ? j 

1 - (>? + f?) 
M i = a r c t g — : t>, = arcsen 

»1 1 -I- *\ + i\ 
s ã o a n a l í t i c a s , exceto para o po lo s u l . Mas , 
pa ra Sste ponto , as f u n ç õ e s aba ixo o s ã o : 

*2 
cos V, cos ?/, cos r, sen v% 

sen v sen r i 

1 12 si 4 - 1% 
Ui = a r c t g — ; Vi = arcsen— 0 = 

*2 » | + 4 + 1 

X ) S ô b r e a p a r á b o l a c ú b i c a de e q u a ç ã o 
^ = xs (ver figura 21) com a t o p o l o g i a indu­
zida pela de R2, podemos d e f i n i r dois atlas 
a n a l í t i c o s , os quais, no entanto , n ã o def inem 

   

F i g u r a 21 

a mesma e s t ru tu ra de var iedade a n a l í t i c a 
s õ b r e a c u r v a . 

A m b o s os atlas c o n t ê m apenas uma car ta , 
as quais denotaremos por («i , U) para o 
p r i m e i r o e ( a 2 , U) para o segundo, sendo U 
toda a cu rva , a1 e a2 as p r o j e ç õ e s o r t ogo ­
nais s õ b r e os e ixos OX e OY respect iva­
mente . 

A coordenada de um ponto g e n é r i c o 
P ( x , y ) da cu rva s e r á A'] = x na p r i m e i r a 
car ta e X2 = y na segunda. De modo q u e : 

A" 2 — A f e A j = A 2 ^ 

e a segunda destas f u n ç õ e s tem um ponto 
s ingula r na o r i g e m . E n t ã o h á duas e s t ru tu ­
ras dis t intas de var iedade a n a l í t i c a a con­
s ide ra r . 
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S o m a aproximada de séries 
por M. A- Fernandes Cosia (*) 

1. C á l c u l o da s o m a e x a c t a d e u m a s é r i e . 

O c á l c u l o exacto da soma S de uma s é r i e 
OO 

convergente 2 "»> f a z - B t > p o r m é t o d o s a n a l í -
o 

ticos que se reduzem, d i rec ta ou ind i rec ta ­
mente, à d e f i n i ç ã o 

S = l i m Sn , com Sn = 2 w»» • 
o 

Podem ver-se alguns casos correntes em 
a r t i g o an te r io r nesta revis ta [ 1 ] . 

Quando, p o r é m , aqueles m é t o d o s n ã o 
sejam eficazes h á que r e c o r r e r a processos 
n u m é r i c o s ap rox imados . 

2 . C á l c u l o a p r o x i m a d o d e S . 

n - l 
Sendo S = Sn + R„ , com Sn = 2 K " > 

o 
OO 

Rn = 2"m> q u a n < i o se tome SH como v a l o r 
M 

a p r o x i m a d o de £ comete-se u m erro siste­
mático i g u a l a Rn . 

Pode obter-se um l i m i t e excedente de t a l 
e r r o considerando uma série majorante de 
2 um , ou seja uma s é r i e convergente >] um 

cu jos te rmos o b e d e ç a m à c o n d i ç ã o 

\um\Z^ um 

e que seja f à c i l m e n t e s o m á v e l . Tem-se e n t ã o 
00 

I Rn I tú: fin = 2 "m ' 

A s s i m , pretendeudo-se S com nm e r r o abso­
l u t o i n f e r i o r a I O - * , t o m a r - s e - á um n ú m e r o 
n de te rmos que garanta 

Rn<~- I O " * , 

tendo depois o cuidado, no c á l c u l o efec t ivo 
de S n , de n ã o cometer e r r o super io r a 
1 
2 io- f c. 

E X E M P L O 

N ú m e r o de te rmos a t o m a r pa ra obter 
OO 

2 l/wi2 com um e r r o i n f e r i o r a I O - 5 , 
í 

F à c i l m e n t e se o b t é m uma boa m a j o r a n t e 
no tando que 

1 1 1 / 1 
« » = - < m2 m2 — 1 2 \m — 1 m + 1 

donde 

* 1 / 1 

+ 

2 \ n n + 2 

1 / 1 

2 \n+ 1 n + 3 

1 +4-' 1 

2 \ n -t- 2 n + 4 

1 / l 1 

+ 

+ 

(i) Bolseiro do I . A. C . junto do Seminár io de Cál­
culo Numérico e Máquinas M a t e m á t i c a s . 

2 \ n n+1 

tem-se po r t an to 

7 4 + 1 < J L . 1 0 - 3 8 e « ^ 2 0 0 0 . 

E m [ 1 , § 2 ] descrevem-se algumas t é c n i c a s 
para a o b t e n ç ã o de ma jo ran te s . 
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3 . Cá lcu lo de S„ . 

Regra geral, convirá calcular os sucessivos 
M M determinando prèviamente as razões 

pm ' « m / M m - 1 

e utilizando a re lação 

M , B = p m • Um _ j . 

Este processo, particularmente útil no caso 
de séries de potências, simplifica e sistema­
tiza os cálculos, prestando se ainda à intro­
dução de verificações in te rmédias . 

E X E M P L O 

Calcular com seis decimais exactas (6 D) 

°° 1 

IÁ*P)= 2 — — 2 

onde xp = p —, para p = 21. 
8 

Utilizando uma majorante geométr ica [1] 
fàci lmente se obtém a limitação 

2 s m 

_1_A 
\ 4 

1 -
1 

(n 4- 1)2 4 

Deduz-se daqui que, para assegurar 6 D , 
basta tomar 16 termos quando p = 21 . 

Obter-se-ão então em primeiro lugar as 
razões 

« m 1 ay _ 
P M M M _ , " * W l 2 4 

= — x 17,00192135 ( m - 1 , 2 , . . , 1 5 ) 
W í 2 

e, a partir deles, os termos sucessivos pela 
re lação 

Mm 3 1 Pm ' M m _ j , 

com w 0 = 1 . 
Uma boa verificação dos p m é dada pela 

identidade 

15 2 15 

2 P- = ~r 2 í * í 
15 j 

onde se subst i tuirá ^ \ pelo seu valor, 

obtido independentemente com suficiente nú­
mero de decimais. 

O quadro final de cálculo é o seguinte: 

m pm Mm 

0 1,00000000 
1 17.00192134 17,00192134 
9 
M 

4,25048033 72,26633222 
3 1.88910237 136,51849946 
4 1,06262088 145,06729881 
5 0,68007685 98,65691161 
6 0,47227559 46,59325113 
7 0,34697798 16,16683215 
8 0,26565502 4,29480011 
9 0.20990026 0,45229310 

10 0,17001921 0,07689851 
11 0,14051174 0,010ô0514 
12 0,11806889 0,00127578 
13 0,10060308 0,00012834 
14 0,08674449 0,00001113 
15 0,07556409 0,00000084 

538,107260 

Caso se pretendesse o valor de IQ(XP) 
para sucessivos valores de p, por exemplo 
para p = 1 , 3 , 5 , ••• , 2 1 , o labor exigido 
pelo emprego de um simples calculador de 
secretár ia seria j á considerável . 

Julga-se interessante expor o procedi­
mento mecanográf ico que se seguiu para 
resolver este mesmo problema, utilizando as 
seguintes máquinas de car tões perfurados : 
uma calculadora de p rogramação externa, 
uma tabuladora e uma reprodutora (!). 

(*) Uma calculadora de programação externa é 
uma máquina que se leva a cumprir determinado 
«programa» de cálculo mediante um painel de liga­
ções Uma máquina desse tipo dispõe de diversas 
memórias e de um ou mais acumuladores ; as opera-
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Sequência das operações : 

a. Prepararam-se na reprodutora grupos 
Gp de 15 car tões detalhe Dp>m, contendo 
m e r/i2 (m = 1 , 2 , • • • , 15) . Os car tões 
de cada grupo foram assinalados por p 
( p - 1 , 3 , . . . , 2 1 ) . 

b. Fez-se preceder cada grupo Gp de 
um car tão mestre Mp , contendo : 

p, p 2 e i T = - ^ - ^ - j 2 = 0,03655310963. 

Sobre cada Mp calculou-se — x p = Kp2 ; 
4 

e, para cada car tão Dp>m de Gp, calculou-se 

/ í 2 N 

pm = 

perfurando p m no própr io Dp<m. 
Os valores de p m foram, assim, obtidos 

por uma primeira passagem na calculadora. 

c. Substi tuídos os MP por DPIQ contendo 
M 0 = 1 , voltaram a introduzir se os car tões 
na calculadora para obter os um pela rela­
ção um=om-um_i, perfurando o valor de 
cada um sobre Dp<m. 

Nota — Embora fosse dispensável , para os 
primeiros valores de p, levar m até 15, 

ções programadas repetem-se, em princípio, sobre os 
sucessivos cartões, senilo porérn admissíveis certas 
alternativas denunciáveis por códigos intencional­
mente perfurados nos cartões. Os resultados podem 
ser perfurados cartão a cartão ou apenas em certos 
cartões para o efeito introduzidos na localização 
própria. 

A tabuladora é uma máquina que pode comparar-
-8e a uma somadora com maior capacidade de acumu­
lação e impressão, mas cuja maleabilidade é infini­
tamente superior graças a certos dispositivos de 
selecção. 

A reprodutora serve para reproduzir a informação 
contida em determinado grupo de cartões sobre outro 
ou outros grupos de cartões segundo um critério de 
correspondência prefixado. 

adoptou se procedimento uniforme a fim de 
evitar manipulação dos ca r tões . 

d. Calcularam-se na tabuladora as somas 

15 

h ( X P ) — 2 *• ( X P ) • 
m — O 

3 . Séries lentamente convergentes. 

Relativamente a séries de convergência 
lenta, torna-se por vezes eficaz a sua trans­
formação em novas sér ies de igual soma 
mas de convergência acelerada. 

3 . 1. Transformação de Kummer. 

Consiste em subtrair da sér ie dada uma 
outra sér ie de soma conhecida mas cujos 
termos tenham const rução semelhante. 

Sendo S = ^an uma sér ie lentamente 

convergente, e C = 2 c n uma série de soma 

conhecida, com 

l im an I e, = y =1= 0 , 

tem-se 

o o 

E X E M P L O 

Volte a considerar-se a sér ie S = ^ i l / i f l , 
que j á no exemplo do § 2 se reconheceu 
ser lentamente convergente. Tem-se aqui 
an = 1 / r i 2 e, tomando cn = 1 / n (n -|- 1) , 
vem 7 = 1 , 2 c n = l > donde 

a* (n -t 1) 

Repetindo a t r ans fo rmação com 

1 1 
Í Í 2 + 1) 

e c„ = n(n + l ) ( n + 2) 
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vem 7 = 1 , 2 c« = 4~ e 

4 

y 1 = J L + V l 
ï ^ n + l ) 4 ^ wa(w + l ) (w + 2) 

Prosseguindo desta maneira, acha-se 

+ 2 
2 a 3 2 

.! 

1 + - + - 4 

; w2(w + í)•..(«+/>) 
A sér ie do segundo membro, mesmo com p 
moderado, converge com rapidez apreciável . 

3 . 2. Transformação de Euler. 

Pondo an = E" a0 , com E = 1 + A , 
acha-se 

2 ( - ) " « n = 2 ( - ) " & « 0 = °0 = 

= «n = — 1 H A a 0 

2 + A 0 2 \ 2 / 

e, daqui, 

o J o á 

Para séries de potências , use-se antes a 
t r ans fo rmação 

2 ( - ^ « O = 2 T T - ^ - ^ « O -
o o a + *r 

Note-se que a transformada de E U L E R não é 
necessariamente de convergência mais r áp ida 
do que a sér ie original. Servem de exemplo: 

São condições suficientes para que a sér ie 
transformada convirja mais rapidamente do 
que a original : 

^ ± l ^ r > — e ( - ) * A * a n > 0 . 
an — 2 

Com efeito tem-se, por um lado, 

I I = ( « n — «r« + l ) + (On+2 ~ a«+5> +'••«• 

= — A an — A a n + 2 — A a n + 4 — 

e, por ser — A a p + i < — Aap (pois A 2 a p > 0 ) , 

| i ? n | > - ( - A o „ - A a n + 1 - A a „ + 2 - A a „ + 3 ) 

1 v 1 

Por outro lado, quanto ao resto da sér ie 
transformada, tem-se 

\ 2"+' 2"+ 2 / 

2 " + l 

A"+i« f l 

2»+2 + 
Mas a sucessão | A p c r 0 | é decrescente, por­
quanto 

I A p + 1 a0\ — I A p «o I = ( )*»+» (A" a, - A" a 0) -
— ( - )P A? or0 = (— A" a j = 

= — ( — )P A? a, < 0 . 
E n t ã o , 

_ |A»f f n l q 0 

2" 2" ' 

pois | A » o 0 | < ! A " - i o 0 1 < * • ' < °o • 
Daqui vem 

On 

.ft" 

'0 
9 n 

(2r )" 

A convergência torna-se tanto mais acele­
rada quanto maior for r . 
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E X E M P L O 

Para se obter directamente a soma da 
série alternada 

o» -I 

o n + 1 

com nm erro inferior a 1/103 seriam neces­
sários mais do que 1000 termos. Recorrendo 
à t r ans formação de E U L E R , o problema sim-
plifica-se, porém, ex t raord inàr iamente . 

Neste caso ó simples obter a expressão 
teórica da t r ans fo rmação , porquanto (*) 

1 »[-!] 
n + 1 

e, como 
A n t - ' ] = - n f - 2 ] , 

logo se acha, por indução, 

A*a B = A * w [ - i ] = ( — ) k k \ n lXM -D] _ 

( - ) * & !  
= (« + l ) ( » + 2 ) . . . ( n + A + l ) ' 

Tem-se então 
( - ) * A*a 0 = A* O H ] = 

k + 1 
e, por conseguinte, 
OO •* H| OO -4 OO -4 

^ V 7i + l 2 ^ ( « + 1)2» ^ n2" 

Acelerar-se-ia a convergência fazendo 

2(-) n 
n - l 

" + 1 0 
2(-)* 

k + 1 + 
OO 1 

+ 2 ( - ) * 7 ^ T = 

k + 1 

* o z 

Na prát ica corrente não há necessidade de (4) n ' - ' 1 representa o polinómio factorial recíproco 
1 / (n + 1) (n + 2) ••• (n + r) . Veja-se, por exemplo, 
[2, pág. 47]. 

deduzir a expressão da transformada, esta-
belecendo-se logo o quadro de diferenças : 

n 10*/(n + l ) 
0 10000 

5000 
3333 
2500 
2000 

1667 
1429 
1260 

- 5 0 0 0 
—1467 

- 8 3 3 
—500 
—333 
— 238 
- 1 7 9 

A3 

3533 
634 
333 
167 
95 
59 

A3 

—2899 
- 3 0 1 
- 1 6 6 

- 7 2 
- 3 6 

Observe-se como, se tomarmos a soma 
dos quatro primeiros termos e aplicarmos a 
t r ans fo rmação à sér ie resto, bastam as dife­
renças de «4 a té à 3." ordem (sublinhadas) 
para se obter <S com erro inferior a 1/10 3: 

10* S = 5833 + ~ |^2000 + ~ ( ^ 

+ -L(95) + i - ( 3 6 ) + ...~L 

~ 5833 + 1000 + 83 + 12 + 2 , 

donde 

S = 0,693 • • 

Uma boa verificação seria a que consiste 
no recálculo de /S considerando por exem­
plo S = S$ + JR5 e aplicando depois a trans­
formação a i ? 5 . 

4. Uso da fórmula de Euler-Maclaurin. 

Sabe-se que [2, pag. 161] 

2/* = f / o» ) d * + \ (/o + / » ) + 

+ ^ ( / W o ) - ~ ( / : ' - / o ' ) + • • • 

Se l i m/("•>(«)== 0 , tem-se então 
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2 / * - f"7(»)d * + V /o - TT,-/o + 

+ 720 3U240 
/o v + 

E X E M P L O 

Para a sér ie que serviu de exemplo no 
§ 2 tem-se 

1 
Rn 

^ ( '" + 8 / 

Como /(ar) = 1 / (8 + ar)2 , é aqui 

/ ' ( 0 ) = 

720 

2 24 
— , / " ' (0) - - — , 85 - 85 

/ v ( 0 ) 
tf 

. . . / /(ar) d ar 
•A) 8 

e portanto 

1 1 1 1 1 1 24 
i ? 7 = 1 + + . . . 

8 2 64 12 «5 7̂ 0 fe5 
= 0,125 + 0,0078125 + 0,0003255 
— 0,0000010 -+ . . . = 0 , 1 3 3 1 3 7 0 , 

S = S7 + E7 = 1,9956349 + 0,1331370 
= 2,128772 . 

Verificar-se-á recalculando S a partir de 
Sl0 + Bio , por exemplo. 

5. Outros m é t o d o s . 

Caso y — 2 a j x* convirja lentamente 
para ar = ar', pode procurar-se uma equação 
diferencial (linear) que y sa t isfaça e obter, 
por métodos numér icos , o valor y(x') da 
sua solução particular que obedeça às condi­
ções iniciais 

y ( 0 ) - a 0 , íf ' (0) 

Por exemplo, 

y - ar 

ó a solução de 

a, , y"(0) = 2 a a ! 

,̂2 a-5 

( l + a r ) 
d a? 

para a qual #(0) = 0 . 
Outros métodos de cálculo de soma de 

séries encontram-se nas referências [3] a [6] . 
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Um adendo a numa demonstração por indução finita» 
por Ruy Madsen Barbosa 

Lemos no n . 8 53, um interessante artigo 
do senhor H . S I L V A L O B O , onde prova pela 
indução finita as fórmulas : 

P=o \P/ 

e 

2) j}p2(n)=n(n + l).2«-2 
P=O W 

Acreditando fornecer um adendo positivo 
ao trabalho citado, ouso acrescentar a de-
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monst ração de »(;) '-• também por 

indução finita, e efectuar uma modificação 
na demons t ração da primeira fórmula , tor-
nando-a mais ráp ida com o uso do símbolo 
somatór io . 

Vejamos : 

Admitamos, por hipótese, que seja verda­

deira a fó rmula para n : ( 71 \ = 2" . 
P - 0 W 

Verifiquemos a validade para n + 1 : 

P - 0 \ P / P = I \ i> 

Apliquemos a fórmula de S T I F E L : 

2 
o 

ou 

s (" rK?[( ;MA)]+-

+ i ou 

Tomando — 1 = A; no segundo somató­
rio temos : 

? ( T H ( ; H G ) -
ou 

o \ P / o\P/ o\P/ o\P. 

e lembrando a hipótese podemos escrever : 

P 
s(* 
o \ 

= 2 • 2" = 2"+' c. q. d. 

Basta, portanto, verificar a veracidade da 
fórmula para n •= 1 , o que de facto se ve­
rifica, pois : 

*C)-f«)+(:)-»+»-• 
que confere com resultado obtido pela fór­
mula : 

s n = 2 1 = 2 . 
o \p/ 

Vejamos a modificação para J J p ( ) : 
o \p/ 

" ( N \ 
Admitamos que 2 P ( ) — n 2"~l, por 

o \p/ 
hipótese, válida para o número n , provemos 
que desta hipótese resulta válida para n-\-l : 

o \ P I 1 \ p I 

Aplicando a fórmula de S T I F E L 

P c:1) -? 40+(,- , ) ] 

Trocando no segundo somatór io >̂ — 1 
por k teremos : 

Pffi-PQ+iwQ 
ou = j i p í n ) + j ] k ( n ) + 

o \ps o \P' 

ou 

o \ / c 

2 ' ? » ( ; ) + - • • 

e considerando a hipótese temos 

« + 1 / n _i_ i \ 
S / ) J = 2 • n • 2--1 + 2" 
o \ i> / 

ou finalmente : 

n+1 / M _|_ 1\ 
? p \ p ) = 2 " ( « + 1 ) c - q- d -

Completa-se a demonst ração verificando-se 
a validade da fórmula para n = 1 . 
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Uma interpretação da análise combinatória 
e algumas aplicações 

por J . M. Gil 

(Conclusão) 

56 Arranjos com elementos repetidos. 

A mesma operação executada apenas p 
vezes, com p < n , dá origem a conjuntos 
ordenados de p elementos, eventualmente 
com elementos repetidos, quando muito p 
vezes. Chamamos a cada um destes conjun­
tos arranjos completos dos n elementos 

« D «2 J ' • • » ° » J P a P • 

57 — Representaremos o número destes 
arranjos por a n \ p . É 

o n |p = w X « X , - X « ao todo p factores 
= n" . 

58 — Propriedades de <xn\p. 

a) É imediato que 

I p • I n—p — ^n • 

b) Fó rmulas de recor rênc ia nos índices 

1) <*n|P = n • w p _ 1 = n • a „ | p - i 

( n - i y 
2) « „ | P = nP 

3 ) a„ i p = n • 

(n—l)P \n — 1 

TI?- 1 

a«-l |P 

(n — 
71 \ H 

M — 1 

(71 — = 

|p-l 
^ / 7 1 V " 1 

\ » — V 
p-1 

= [ ( « - ! ) + ! ] • í — J «n-llP-1 

= (n — 1 ) . / — — J «»-i|p-i + 

71 \ P - 1 
+ ( r ) « » - I | P - I 

»i - 1, 

W - l 

7 1 — 1 

an-l|P + 

+ 
P - 1 

Ti - 1 

P - 1 

«n-l |p-l 

(«n-l|p + «n-1 |p-l) 

59 — C o m b i n a ç õ e s com elementos repe­
tidos. 

Numeremos p + r + 1 lugares consecuti­
vos da seguinte maneira 

IP l I / I l l 

Escolhamos agora r destes lugares. Po­
demos tomá-los todos consecutivos ou cons­
ti tuir um certo número de blocos de lugares 
consecutivos. Preenchamos os lugares de 
cada bloco, com elementos a ; , sendo l igual 
ao número do primeiro lugar da esquerda do 
bloco. Obtemos assim agrupamentos de r 
elementos de entre 

a i ) °2 ' * " * I aP » a e ) a f 

podendo cada elemento ser repetido, a té r 
vezes, em algum agrupamento. 
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60 — Estes conjuntos chamam-se combi­
nações completa» dos p + 2 e l emen tos 
a \ > a 2 > • • • •> ap t ae i af •> tomados r a r . 

61 — Representaremos o número das combi­
nações completas dos p + 2 elementos, r a 
r , por r p + 2 | r . 

Este número é também o das possíveis 
escolhas de r lugares entre p + 2 + j — 1 = 
= P + r + 1 • Assim 

r í p + r + l 
1 P+2|r = ( 

\ r 

e, fazendo p + 2 = n , vem 

^n + r — 1 N 

n + r — 1 r /n + i 2"̂  
r n — 1 \ 

w + r — 1 / n + r — 9\ 
C r 2 ) 

« — í 
« 4- r — 1 

3) r . | r -

71— 1 

n + r — 1 / n + r — 2^ 

0 + ; ) 
sem qualquer res t r icção dos valores relativos 
de n e r. 

62 — Propriedades de r „ | p . 

d ) É 

Pp+q+1 \p, q , 1 = -̂p + g+l | p ,q = 

- (2 + 1) (^+t 0 = ( ? + 1}  

e, para p + 1 = n e ç + 1 = r 

Î n I r • * n + r-1 I n—1 , r—1 

b) Fó rmulas de recorrência nos índices 

1) r » | r = — , r - l , 1 

= — . ( n + r 
r 

n + r — l 
R I r 

2) r . , , 
n + r — 1 / n + r — 2 

r r ) ?i — 1 \ r 
ra + r — 1 n + J — 2 / n + r — 2^ 

« — 1 r 
(?i - I - r — l ) ( n + r — 2) 

C::t 2 ) 
TB-1 I r - l 

4) r n , r = 

(n — l)r 

n + r — 1 \ / n + r — 2 

+ ( W ^ l " ) = r " - 1 | r + r n | 

5) i r „ „ = i : ( n + s - 1 ) = 

r - l 

= r„ + i | f t ou 2 "̂«1» = r n + i | j 
» = 0 

«0 r Í>+1 I r — 
'/> + r \ / p + r = r 

r / \ jp 

e para p + 1 = n 

I r = ï r + 1 I n-1 • 

d) r„ i r —- r r + j i „_j = r r | „_j 

r+l|p 

n + r - 1 
n + j — 1 

r r I „ 

63 — O c u p a ç ã o livre de caixas diferentes. 

Consideremos elementos indistinguíveis 
a a a distribuir por n caixas diferentes, 
sem limitação do número de elementos que 
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podem ficar em cada caixa. Estatisticamente 
elementos de BOSE ou bosões . 

A distr ibuição dos a a equivale à forma­
ção de blocos de aa, cada um deles cons­
tituído pelos elementos que ficam em cada 
caixa. 

Precisamos dum processo de fraccionar o 
bloco inicial dos p elementos aa, supostos 
alinhados em, quando muito, n blocos. 
Basta-nos intercalar n — 1 elementos iguais 
bb. Estes n—1 elementos bb separam, 
quando muito, n blocos ; precisamente n 
blocos, quando cada b é elemento de sepa­
ração dos aa. Quando a separação é feita 
por blocos de b b o número de blocos sepa­
rados é inferior a n . Quer dizer : cada per­
mutação dos elementos 

a ,a , • • • , a ,b ,b , •• • ,b 
p a a n—l b b 

corresponde a uma distr ibuição dos elemen­
tos a a pelas caixas. Tantas distr ibuições 
possíveis quantas as permutações , isto é, 

/n + p - l \ 
JJp I n — I ) — 1 n I p 

\ P / 

com Dp\n número de distribuições possíveis 
de p elementos por n caixas. 

64 — O c u p a ç ã o restringida de caixas dife­
rentes. 

Suponhamos que os p elementos indistin­
guíveis tem de ser distr ibuídos por n caixas 
diferentes, deixando, quando muito, um em 
cada caixa. Estatisticamente estes elementos 
chamam-se fermiõe, ou elementos de F E R M I . 

65 — Para fazer a distr ibuição, basta escolher 
as p caixas, que ficarão ocupadas; as res­
tantes n — p ficarão vazias. São possíveis 
tantas distribuições quantas as escolhas 
possíveis de p caixas de entre as n. Assim 

é o número das distr ibuições possíveis de 
p fermiões por n caixas diferentes. 

66 — Estudemos o caso geral da ocupação 
de caixas diferentes restringida a um número 
máximo, m, de elementos por caixa. 

Representaremos por Z) i |„ , O T o número 
de distr ibuições possíveis de i elementos 
por n caixas, cada caixa com o máximo de 
m elementos. 

Não é possível distribuir pelas n caixas 
mais do que n • m elementos. Assim 
A | n , m = 0 para » > « • » » . 

Seja j D n , m o número das distr ibuições 
possíveis de objectos indistinguíveis pelas n 
caixas, cada uma com o máximo de m 
objectos. É 

m . n 
Dn f m = Di I n , m 

• = 0 

considerando as caixas vazias como uma 
distr ibuição de zero objectos. 

67 — Os valores de Z>; |„ , m podem obter-se 
facilmente por uma mult ipl icação de poli­
nómios. 

Representemos as caixas por xr ,x2, •• • ,xn 

e ponhamos em índices superiores o número 
de elementos que nelas podem ser colocados, 
assim 

x® a?J a-2 . . . x™ 

arS o?i a 2 • • • a;™ 

Xo XX X2 ••• xm  

n n n n 

Consideremos o caso das distr ibuições 
pélas duas caixas a?] e a?2 • As distribuições 
possíveis correspondem aos pares a-j a-2 que 
se podem formar com as duas primeiras 
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linhas do quadro. Os pares cuja soma dos 
índices superiores é a mesma correspondem 
à distribuição do mesmo número de elemen­
tos, precisamente igual a essa soma. 

Os pares xl x2 podem ebter-se fàci lmente, 
considerando as expressões 

x\ + x\ + ar* + h a f 

a-0 + í r i + arjj + 

como polinómios e multiplicando-os. Assim 

(*} + se») (a>§ -f- a-» + h a-J) = 

a?" a ° + = * ° a ° + •r\ srg + 

.-r-0 ~1 
a ? a ? H h 

+ SB" a-i + 

+ 

+ SC" STj = 501.,-i + 

"4" 'S'm | x, x, "H 'S'm -j- 1 | a:, a:, "f~ 
• • • + S2 m I x, «, 

com /S'il*.,», =2* rî a2 6 0 8 o m a t o r ' o esten­
dido a todos os pares ordenados de inteiros 
(a , P), tais que a + p = t , Claro que é 
^ i |2 ,m o número de parcelas de Siix.x, • 

É ainda 

f» 

J ? i 12, >» = 2 11 » « 
j = 0 

com Z)p 1,, m = 1 para p^m e £ p 11 | H sa 0 

para p > wi . 

6 8 = Façamos o produto dos n factores 
seguintes 

(a° + x\ + . • • + a?") (a° -f-arjH + a») • . . 

* i + + O = ^0 |x,x, . . .x„ + 
—(- $ 1 I xt x,.. .xn ~H " * • ~T" &n m j X| xa — xn 

então 

(a° + a-J + h a;™) •••(*(> + se» H ^ m ) 

( « 2 + i + < + ! + • • • + * : + 1 ) = < ? o i x , * , . . . x „ a ; o + i + 

+ | x , x , . . . x„ ^'2 + ! + • • ' + Snm | x , m, . . . H* 

= 'S'o I x, x , . . . x „ + | + $ 1 | x , x , . . . x „ + 1 + ' • • + 

+ <S(n + l)i»|l,a!, . . . x „ + ) 

com 

'S'i I x, x,... x„+i = 2 «i "««ii^n+l 

£p|x,x, . . .x„= 0 para p>nm. 

Consequentemente 

m 

(1) = 2 Di-j\n,m 
7 = 0 

para qualquer ri > 1 . 

6 9 — Claro que é ainda 
m n 

(l + SF + se» + • •. + se-)" = 2 £ i | » , » a * 

em vez de efectuar as sucessivas mul t ip l i ­
cações para obter os coeficientes Dt\n m , 
podemos calcular estes por recor rênc ia . Pois 
é, por aplicação sucessiva de (1) 

m m m 

D i \ n > m = 2 2 2 ••• 
ji=0 i i = 0 jt=0 

m 
2 Di-j,-j,-...-jn_t\l > m 

J„ - t=0 

e 

•^Wi-A- • • • 111 »• — 1 

porque são os coeficientes de a j + sr| + 

- f • • • + a?" ou de 1 + a? + a.2 + • • • + a?". 

E n t ã o 

n = 2 

n = 3 

1 ' - n 1 

1 2 3 • • • 

0 • • 0 
2 1 

3 6 
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O elemento de cada linha é a soma de 
m + 1 elementos da linha superior, contados 
para a esquerda do elemento colocado por 
cima dele, e incluindo aquele. 

7 0 — D e s e n v o l v i m e n t o da p o t ê n c i a 
ta + x 2 + • • • + xk)n . 

É 

(a?! + x2 -f- • • • + xky* = a?, £Cj + a-2 a*2 + 
+ • • • + 

+ x2 ^3 + • ' • + 
a-3a?2 

= 2 ^2|p,,p,, 

a?i »2 + 

^2 + 
Xk X2 

+ 

+ 

a?i ÍC* + 

a; 4 - 1 a;» 

com o somatór io estendido a todos os 
inteiros positivos px ,p2 , • • • ,pk , tais que 

Pl + Pa + ••• + i > * = - • 

"̂n I P i , Pi i • • •. Pk -Pn | p,+l , p,-l , p, ... pk + ' • " + 
+ P* |p, + l , p, , . . . , p*-l = Pl -f*n Lpl+l.Pli . . . , P * "t" 

+P2 *^n |Pi + l.Pi,•••,?»+ " • " + P * ° » | P i + l , P , P * ~ 

= (Pl +P2 + hPk) P»\p, + \,P,,...,pk — 
= n • Pn I Pi + 1 , P , , ... ,Pk = -?n+l I pi + 1, p,, ... ,pk • 

Consequentemente, atendendo à permuta­
bilidade dos índices p p , é 

(a?, + a?a + • •' • + o? t)" + 1 = 

2 ^n+ l |Pi< P, M *1 * 2 

com o somatór io estendido a todos os intei­
ros P\,P2, ••• ,Pk tais que p i + p 2 + • • • + 
+ p* = n + 1 . 

7 2 — O número de termos do desenvolvi­
mento 

(a-, + x2 + • • • + a?*)" = 

7 1 — Ponhamos 

(a?i + a-2 H h xk)n = P „ , P l , . . . , Pk xp{ x% • • • xt 

com P i + p 2 + • • • + Pk = n . 
É 

(a-j + x2 + h X*)*+l = 

« ( 2 p»1P„»,- . ,P» • 

. (a;, + a?2 + • • • + a?*) • 

Os termos P„ |p,,p,, . . . , w * ? «2' • • • ? 
* » | P I + I > P I - 1 > ^ 2 

n I P l + l , P l . 
Pl + l Pl 

,P / , - l« l ^2 

m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e p o r 
x^ ,x2, ••• ,Xk dão o mesmo termo do desen­
volvimento de (a"j + x2 + • • • + a J i ) " + 1 . Pre­
cisamente o de parte l i teral a? í ' + 1 x2 • • • xlk. 
O coeficiente deste termo é assim 

é o número de soluções inteiras, não negati­
vas, da equação 

Pi + P2 + • • - + Pk = n . 

Cada uma destas soluções constitui uma 
distr ibuição de n objectos indistinguíveis — 
as unidades de n — por k caixas diferen­
tes, sem res t r icção do número de objectos 
que pode ficar em cada caixa. Ao todo temos 
Z>n 1 & = I \ 1 „ distr ibuições e também Tk\n 

termos no desenvolvimento. 

7 3 — Em particular, para k = 2 é 

(a?j 4- x2y — 2 Pn 1 p,, p, arf x% = 
com pi + p2 = n 

P , - O V P I 

Pt n—p, 
a?i a-2 p ' 
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e o número de termos do desenvolvimento 

/2 + n - 1 \ 
- ^ n I 2 = 1 2 I ri = I 1 = 71 + 1 . 

7 4 — Um polinómio completo, de grau « , 
a A; variáveis , é a soma de n + 1 polinómios 
homogéneos , a k v a r i á v e i s , de graus 
0 , 1 , • - • , n . É assim fácil contar o número 
Nn\k de termos do polinómio 

> = 0 

• =RI+IIB==C«*)-
7 5 — D e 

+ a?2 + - •. + tf*)» - 2 P . i , , , * M * f • .«tf 

com o somatório estendido a todos os valores 
inteiros e positivos de ,p2, • • • ,/?* , tais 
que Pi +P2+ ••• +Pk = n vem que 

  
 

      
 

 

e, fazendo 

tf] tf] tf| 

(1 + y + 3,2-1 h y * - » ) » -

= 2 p « l » . , P . , . . . , p * î r * + a » + •••+(»-»)» 

7 6 —Com p 2 + 2p5 + •• . + k p k + l = r e 
JPi +i»2 + ••• + — » é 

(1 + y + ^ 2 + . . . + y * ) « = 

= 2 • P ' 'lPi.p>.--.,p t + f y r . 
r = 0 

Confrontando com o § 69, onde 

nk 
( l + t f + tf2-| \-x"Y= 2 Dr\n,KXR 

r = 0 

conclui-se que 

-Or I n , l- = 2 ^>n I Pi . P>. • • . P A + , 

com o somatório estendido a todos os inteiros 
positivos p i , pa , ••• t P t + i , tais que 

e 

1>2 + 2 1»3 + ••• + k p k + l = r . 
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Produtos Infinitos 
por Graciano Neves de Oliveira 

§ 1 — Consideremos o produto infinito 

(1.1) 

em que supomos u n > 0 . Seja 

o 

teremos 

w-l 
Pm = I I t0„ 

0 

m-1 
log p m = 2 l o s w « • 

o 
Passando aqui aos limites para m = oo 

conclui-se qne : 

I . Se o produto (1. 1) é convergente e 
diferente de zero é convergente a série 

(1. 2) 2 log CO„ 
o 

e representando por P e S respectivamente 
os valores do produto infinito e da série 
tem-se 

log P = 8. 

Inversamente se a série (1. 2) é conver­
gente é também convergente e diferente de 
zero o produto (1. 1). 

I I . Se o produto infinito é nulo ter-se-á 

00 
2 log W„ = — °° 
O 

e inversamente. 

I I I . Se o produto (1. 1) ó divergente, 
diverge também a série (1. 2). 

I V . Se a série (1. 2) diverge o prodruto 
(1. 1) é divergente ou nulo. 

§ 2 — A consideração da série (1.2) em 
correspondência com o produto (1. 1) per­
mite tirar facilmente de propriedades conhe­
cidas das séries outras para produtos infi­
nitos. Assim como a condição necessária e 
suficiente de convergência da série (1.2) 
é que seja 

2 l o s w « < e 

para m > (s) segue-se que 

I . A condição necessária é suficiente para 
que o produto (1. 1) convirja para um 
número superior a zero é que seja 

(2. 1) 1 - 5 < w„ 

para m > mx (5) . 

1 + p < 1 + S 

I I . Desta condição segue-se imediata­
mente, fazendo p -* + °° , que em produto 
infinito convergente e não nulo o resto de 
ordem m , Qm = usm • • • otm+p • • • tende para a 
unidade, quando m tende para o infinito. 

I I I . Produto infinito em que seja w„ < 1 
é sempre convergente. 

De facto neste caso teremos l o g w n < 0 
e portanto a série (1. 2) ó convergente ou 
divergente para — oo, isto é, (1.1) é con­
vergente, significativo ou nulo. Se for signi­
ficativo dá-se o caso da série (1. 2) convergir. 
Portanto log o„ tende para zero ou seja &>„ 
tende para a unidade. Quer dizer, na hipó-
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tese posta o produto só pode ser significa­
tivo se w„ tender para 1. 

I V . E m qualquer produto infinito con­
vergente e não nulo M„ tende para a uni­
dade. 

É o que imediatamente se concluiu da 
igualdade ( 2 . 1), fazendo p = 0 . 

§ 3 — Seguem-se agora alguns critérios de 
convergência para produtos infinitos de factor 
geral superior à unidade. 

I . Se existe um número k > 1 tal quo 
w * + 1 < t o „ , a partir de certa ordem, então 

^Jw„ converge e é diferente de zero. 

De facto de to* + 1 < u „ tira-se 

log o w l J _ < x  

log &>„ k 

e pelo critério d 'ALEMBEKT convergirá a 
série (1. 2 ) e portanto o produto (1. 1). 

I I . Se existem os números a > 1 e 
k < 1 tais que , a partir de certa 
ordem, então H<»>n converge e ó diferente 
de zero. 

Teremos 

log M„ < kn log a 

e o segundo membro é termo geral duma 
série convergente pelo que 2 1 ° S w n con­
verge, ficando pois estabelecida a proposição. 

I I I . Se existirem números positivos 

* , *o » * u • 

que façam, a partir de certa ordem, 

n+l n 

então XX u » converge e ó diferente de zero. 

De facto daquela condição vem 

log tp„4-i ^ kn  

log w„ a + A„ + , 

e o teorema de K U M M E R sobre séries per­
mite afirmar a convergência de ^ l o g " » -
Converge pois o produto para um valor 
diferente de zero. 

E m particular, fazendo kn = n tem-se que 
o produto converge se se verificar 

n+l »̂ n 

o que aliás também se conclui, aplicando o 
critério I . 

§ 4 — Neste parágrafo e seguintes não 
suporemos já, salvo indicação em contrário, 
que &>„ > 1 . 

Vamos provar que se a sucessão 

1 1 
wo > — > w a i — > • • " 

W, M j 

tende monotònicamente para a unidade X I u » 
ó convergente e significativo. 

De facto nesta hipótese ^\ogoin é alter­
nada decrescente de termo geral evanescente 
pelo que converge. Convergirá pois X X w " 
que será diferente de zero. 

§ 5 — Do teorema de C A T A L A N ( ! ) pode 

tirar-se a seguinte condição necessária de 
convergência para o produto X X W » : 

Se X I t 0 » ^ convergente, diferente de zero, 
se &>„ > 1 e se u>„ decresce, quando n 
cresce então 

lim o" = 1 . 
n 

De facto a série 2 ' 0 £ t o n verificará a 
hipótese do teorema de C A T A L A N e portanto 

(') Cuja demonstração se pode ver em VICKNTB 
GONÇALVES, Lições de Cálculo e Geometria, pág. 10. 
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donde 
lim nleg &>„ = 0 

lim wn = 1 

§ 6 — Suponhamos que £eo„ verifica a 
hipótese de convergência do § 3.1. Seja 

Qm — M» • Wnt+l • • • 

pondo —- = h teremos 
k 

0 < log Qm — log C0m + log (ùm+ï + log wm + 2 + 
+ • • < log tora + h log om + A2 log wm + • • • = 

1 . . à 
1 — h 

log com = log I 

donde 

K Qm< 
l 

l-A 

§ 7 — Se agora JJ «„ satisfaz a hipótese 
do § 3. I I . teremos 

log Qm < (km + + • • •) log a = 

l - A 
log a =» log a 

_ l-t 

donde 

1 < Qm<al 

IT 

§ 8 — Consideremos um produto que cum­
pra a hipótese de § 4. Designemos o seu 
valor por P . 

Teremos 

log P = log »o + • • • + log w» + • • • 

Como em série alternada decrescente de 
termo geral evanescente o erro que se 
comete, quando tomamos Sm (soma dos pri­
meiros m termos) pela soma da série ó em 
valor absoluto inferior ao módulo do pri­
meiro termo desprezado temos 

| l o g P - l o g P „ | < | l o g » » | 

ou 
(8. 1) , P 

log — 
M m 

< I log <om 

oo ainda designando por Qm o resto de 
ordem m 

I log Qm | < I log M„ I 
donde 

— I log C)m I < log Qm < I log Um I 

supondo w m > l teremos 

donde 

log— <log Qm<log 

< Qm < W» 

se tivéssemos suposto w m < l chegar-se-ia a 

0>m< Q , » < — . 

Quer dizer o resto de ordem m está 
1 

sempre entre os números &>m e . 

§ 9 — Seja u n = 1 -f- un . Suporemos 
I w„ I < 1, podendo no entanto uK ser posi­
tivo ou não. Como se sabe diz-se que o>B 

é absolutamente convergente se H ( l + |«»|) 
convergir. 

Seja 
M N se o)n>l 
1 

— se M „ < I • 

I . Se ] [ Wn converge o produto infinito 
~J[wH é absolutamente convergente. 
Designemos por P' o valor de [ Wn 

e seja 
P'm = ffio' W\ ••• Wm-X 

e 

P'm = (1 + I «o I) • (1 + | * i I) •••(! + 
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Sendo un > 0 será 1 -+• un = ton > 1 e 
portanto 

(9. 1) 1 + I Un I = Wn . 

Suponhamos agora M„ < 0 . De 

(1 - M„) (1 + O = 1 - U* < 1 

vem 

como 1 

vem 

(9. 2) 

• Mn < 
1 + «n 

1 + I M„ I e 
1 -t- M„ 

Por um teorema de A B E L ( 1 ) a série 

oe ao 
2e n log&>„ =-- 2 l o ë < " 
o o 

converge e sendo S a sua soma tem-se 

C 1 0 - 1 ) \S\<e0logA = l o g ^ e i 

segue-se pois que converge o produto 
I wj" . Representando por P o seu valor, 

atendendo a que é *S = log P e a (10. 1) 
temos 

1 + I M„ | < Wn 

por (9. 1) e (9. 2) podemos escrever 

p/i ^ pi 

e como P'm nunca decresce, quando m cresce 

Pm<P' 

como PH também nunca decresce, quando 
m cresce existirá o limite de P'm e o pro­
duto considerado será absolutamente con­
vergente. 

m 
§ 10 — Se [Wn<iA então elevando os 

o 
sucessivos factores de I « n a números 
positivos e decrescentes para zero e0 . e1, ••• 
• • •» •»»• • • obtém-se um novo produto infi­
nito convergente e não nulo ainda que 

"Jw„ seja divergente. 
m m 

De JJ_Wn<A vem 2 l o S W^KlogA e 
o o 

como 

2 l 0 S W n 
0 

< 2 | l o g í 0 n | = 2 1 ° g W » 
0 0 

podemos escrever 

2 l o S w « 
0 

<log^4 . 

| l o g P | < l o g . á 
donde 

ou 

log^l ° < l o g P < l o g ^ 

A~en<P*ZA*°. 

§ 11 — Como se sabe demonstra-se que 

I . Produto infinito absolutamente conver­
gente ó convergente. 

I I . O valor dum produto absolutamente 
convergente é independente da ordem dos 
termos. 

I I I . Produto infinito absolutamente con­
vergente em que seja | un | < 1 é sempre di­
ferente de zero. 

§ 12 — Se 1 (1 + un) é absolutamente 
convergente também será convergente o pro­
duto ] [ Wn . 

Efectivamente pelas proposições I e I I I do 

§ 11 o produto X I " " 8 e I - á convergente e 

diferente de zero logo a série 

(12.1) 2 l o g w « 

(*) Cuja demonstração se pode ver em G. TOLSTOW, 
Fourierreihen, pág. 89. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 31 

s e r á t a m b é m convergente. E m virtude da 
c o n v e r g ê n c i a absoluta do produto I X w n P°" 
demos alterar a ordem dos seus termos sem 
que o seu valor se modifique. Segue se daí 
que a soma da s é r i e (12. 1) n ã o depende da 
ordem dos termos, pois a sua soma em qual­
quer caso tem de ser o logaritmo do valor 
do produto J J w t t . L o g o esta sér i e d e v e r á 

convergir absolutamente, visto que no caso 
c o n t r á r i o (teorema de R I E M A N N ) a sua soma 
dependeria da ordem dos termos. 

Converge pois 

2 I log u„ I 

e como 
I log w„ I = log Wn 

c o n v e r g i r á 2 1°S ^ » e portanto I J W n -
Combinando esta p r o p o s i ç ã o com a propo­

s i ç ã o I do § 9 : 
É c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente de con­

v e r g ê n c i a absoluta dum produto infinito, 
que convirja o produto que dele se o b t é m , 
conservando os factores superiores à unidade 
e invertendo os inferiores. 

§ 13 — Pode agora provar-se f à c i l m e n t e 

que se J J '•)„ ó absolutamente convergente 

t a m b é m T T ~ ~ — s e r ^ absolutamente conver-

gente ( s u p õ e - s e &>,, > 0) . 

De facto se «„ é absolutamente con­

vergente pelo teorema do § 12 c o n v e r g i r á 

] Wn . E agora pelo teorema I do § 9 con­

v e r g i r á absolutamente, pois que 

J Wn t a m b é m é o produto que se o b t é m de 

X I - — por i n v e r s ã o dos factores inferiores 

à unidade e c o n s e r v a ç ã o dos restantes. 

§ 14 — Qualquer produto e x t r a í d o do pro­
duto absolutamente convergente ~\ «„ é 
t a m b é m absolutamente convergente. 

Sendo I J w „ absolutamente convergente 

s e r á convergente a s é r i e ^logWn e por­

tanto será absolutamente convergente a s é r i e 

2 l o ë w « • 

Se ja n tú'„ um produto e x t r a í d o do dado. 

A sér i e 2 1°S M « s e r á uma sér i e e x t r a í d a de 

2 log &>„ e por c o n s e q u ê n c i a s e r á absoluta­

m e n t e c o n v e r g e n t e . C o n v e r g i r á p o i s 

2 log Wn com o que fica provada a propo­

s i ç ã o . 
Pondo 

s - 2 log *>„ 

e 

s '=2iog»' n 

teremos como se sabe das sér i e s 

\S'\<8 

em que S é a soma da sér i e cujos termos 

s ã o os m ó d u l o s dos termos de 2 1°£ M « • 

Representando por P' o valor de J X « n e 

por Pl o valor de Wn teremos 

S' = log P 
e 

S = log Pi 

podemos pois escrever 

I log P ' | < l o g P i 
donde 

l o g - ^ - < l o g P ' < l o g P , 
" 1 

e portanto 

~ < P ' < P X . 
" 1 

§ 15 — Suponhamos to„ absolutamente 

convergente. 
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S e j a 

S = 2logwn = l o g P 

- S ' = 2 log T F » - l o g P ' 

teremos evidentemente 

\S\<S> 
ou 

donde 
| l o g P | < l o g P ' 

^ - < P < P ' . 

§ 16 — Se IJ tú , ! é simplesmente conver­

gente e diferente de zero, s e r á simplesmente 

convergente a sér i e 2 ' ° g c o » > P 0 ' 8 s^não 

convergiria 2 l ° g W n

 e 0 produto seria 

absolutamente convergente contra a h i p ó t e s e . 

Pode pois (teorema de K I E M A N N ) por altera­

ç ã o conveniente da ordem dos termos fazer 

2 log Mn = log ÇYÍ w « ) assumir qualquer va­

lor p r è v i a m e n t e dado. L o g o : 
S e um produto é simplesmente conver­

gente e diferente de zero pode dele obter-se, 
alterando a ordem dos termos outro pro­
duto que tenha qualquer valor positivo. 

§ 17 — Sabemos que o estudo da conver­
g ê n c i a dum produto infinito se pode fazer 
de v á r i o s modos por i n t e r m é d i o duma s é r i e . 

Ass im a s é r i e 

(17. 1) 
P 1 + ( / > 9 - P 1 ) + . . . + 

+ ( P „ - P _ i ) + ••• 

« í 
em que ó P „ = J J ^ n ó convergente quando 

o 

e s ó quando o for J X 0 ' » » P 0 ' 8 ° . u e a soma 
dos primeiros m termos da sér ie ó igual 
a P . . 

S a b e - s e t a m b é m q u e J w„ , c o m 

ci>„ = 1 + un > é convergente sempre que o 
for a sér ie 

(17. 2) «o + « H h Mn H  

Dado pois o produto "Jw» poderemos, 
em certos casos, determinar a sua natureza 
pelo estudo das s é r i e s (17. 1) e (17. 2). A o 
c o n t r á r i o do que acontece nestes casos na 
a p l i c a ç ã o prát ica dos c r i t é r i o s de c o n v e r g ê n ­
cia de produtos infinitos que demos a trás não 
há que considerar s é r i e alguma. Como disse­
mos o estudo da natureza dum produto infi­
nito pode fazer-se por i n t e r m é d i o duma sér ie . 
Inversamente o estudo da natureza duma 
sér i e pode fazer-se t a m b é m por in termédio 
dum produto infinito. A s s i m se provarmos 
que ^ convergente fica provada a 

c o n v e r g ê n c i a da sér i e (17. 1) e no caso de 
ser M„ > 0 fica assegurada a c o n v e r g ê n c i a 
da s é r i e (17. 2) por um teorema conhecido. 

Damos agora um exemplo duma s é r i e cuja 
c o n v e r g ê n c i a se pode provar por meio de um 
produto infinito. 

S e j a 

, ( 2 n + 3)2" - ( « 4 - 1 1 2 " 
( 1 7 . 3 ) 2 1 

0 ( « + l ) 2 " 

o termo geral pode escrever-se 

( 2 W + 3)2" 
un = - 1 . 

Consideremos o produto infinito 

n ( i + « . ) - n ( ^ ) 
o \ » + 1 / 

J: X» •• ; 2 « + 3 
é fác i l ver que é > 1 para n > — 1 

n -f- 1 
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e portanto o factor geral do produto ( 1 7 . 4 ) 
é superior à unidade. Por c o n s e q u ê n c i a o 
termo geral da s é r i e (17. 3) é positivo. 

Podemos escrever sucessivamente : 

2 n < 3 « , 2 n + 3 < 3 ( ; i + l ) 

donde 

2n + 3 

« + 1 
< 3 

e daqui 

< 3 
n + 1 

e pela p r o p o s i ç ã o I I do § 3 podemos afirmar 
que o produto (17. 4) converge o mesmo 
acontecendo pois à s é r i e (17. 3) . 

N O T A — Todos os teoremas a que nos re­
ferimos sem dar a demonstração se podem 
encontrar em V I C E N T E G O N Ç A L V E S , Curso de 

Algebra Superior (1944), excepto os teoremas 
de C A T A L A N e A B E L mencionados respectiva­

mente nos §§ 5 e 10. 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
«SESIONES DE MATEMÁTICA» DA U. M. A. 

Integradas nas comemorações do 150." aniversário 
da independência da Argentina, tiveram lugar em 
Buenos Aires e La Plata, de 22 a 27 de Setembro de 
1960, promovidas pela Unión Matemática Argentina, 
«Sesiones de Matemática» que congregaram um nu­
meroso grupo de cientistas. 

Do Brasil foram especialmente convidados, e apre­
sentaram trabalhos: LEOPOLDO NACHBIN e ELON LAGES 

LIMA (do I M P A ) , CANDIDO DA SILVA DIAS, MÁBIO 
SCHONBEBG e CHAIM HONING (da Universidade de S. 
Paulo), K. T. CHEN (do I T A ) , A . PEBEIBA GOMES e 
JOSÉ MOBGADO (do I . F . M . ) . 

Entre os matemáticos estrangeiros assinalamos 
ainda a presença de ANTÓHIO MONTEIBO, CHABLES 
EHBESMANN, A . ZYGMDND, S. LEFSCHETZ, P . ALEXITS e 
S. EILENREBG. 

F U N D A Ç Ã O DA UNIVERSIDADE DE BRASILIA 

No momento em que transitava pelo Congresso Para tratar das questões relativas ao Instituto 
Nacional o Projecto de Lei que cria a Fundação da Central de Matemática da Universidade de Brasília, 
Universidade de Brasília, a Sociedade Brasileira para foram convocados para esta «Mesa Redonda» os 
o Progresso da Ciência promoveu no Rio de Janeiro, Profs. LEOPOLDO NACHBIN (do IMPA) e A. PEBEIBA 
em Outubro de 1960, urna «Mesa redonda» de cien- GOMES (do IH M.^. 
tistas afim de discutir e assentar as linhas gerais da Proximamente, a «Gazeta de Matemática», publi-
organização da futura Universidade, destinada a cons- cará um esquema da estrutura da Universidade de 
t i tui r , no Brasil, novo padrão de trabalho universitário. Brasília. 

N O T I C I Á R I O 

Em Setembro de 1960 foi criado, na Universidade — O Conselho Nacional de Pesquisas designou, 
de S Paulo, o Instituto de Pesquisas Matemáticas, com para exercer as funções de membro do Conselho 
as seguintes finalidades: a) promover e estimular o Orientador do Instituto de Matemática Pura e A p l i -
estudo e pesquisas nos domínios da Matemática Pura cada (IMPA) do Rio de Janeiro, com mandato de 
e Aplicada; b) colaborar para a formação de pesqui- três anos, o Prof. A. PEBEIBA GOMES do 1. F. M. da 
sadores e pessoal docente superior no sector da Mate- Universidade do Recife. 
mática. _ No I . F. M. da Universidade do Recife, teve iní-

— Realizar-se-á, em Julho de 1961, o 3." Colóquio c j 0 e m Outubro de 1960 um seminário de Estat ís t ica 
Brasileiro de Matemática, corn a participação de Matemática sobre «Análise de Variância», dirigido 
todas as instituições universitárias brasileiras dedi- p e i 0 p r o f . M . ZALUAB NUNES, com a colaboração do 
cadas às Ciências Matemáticas, e para o qual estão Prof. JOSÉ MOBGADO. 
sendo convidados alguns matemáticos estrangeiros 
interessados no desenvolvimento científico deste país. M. z. « p. G. 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

L S. T. — MATEMÁTICAS GEBAIS — Exame de f r equên­
cia - 19-1-1961. 

5346 — Considere os seguintes conjuntos de núme­
ros complexos : 

Cj = \z: «6 - 2s3 4- 1 = 0| 
C2 = \z : s5 + 2 a* + 3 a3 + 3 «2 + 2 z + 1 = 0 | 

Como são constituídos os conjuntos 

C i U C j , C t R C j e C 2 - C ! ? 

5347 — Determine as raízes de índice 4 de um 
complexo sabendo que uma delas é 3 + 4 i . 

Designando por [A B C D] o quadrado de vérti­
ces nas imagens das raízes, seja [A' B' C D'~\ o 
quadrado que resulta do primeiro por uma rotação 

ir 
de + — em torno da origem. 

4 
Diga qual o complexo cujas raízes de índice 4 são 

representadas por A1, B', C 1 , D'. 

5348 — Mostre que (cosec x — cotg x) é um in f l -

nitésimo com x de parte principal e aproveite 

o resultado para calcular 

l o g ( l + 2x)5 
um . 
• ->o cosec x — cotg x 

1 / 1 \ 1 
5349 — Sabendo que < log 1 -J ) < — 

n -+- 1 \ n J n 

a) — Verifique que a sucessão 

1 1 1 
«„ = 1 + — + — + . . . + logn (n = 1 ,2 ,3 , •••) 

z o n 

é decrescente e 

1 1 
V. — 1 H 1 

2 3 
é crescente. 

+ logn (n = 2,3,-.-) 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GEBAIS — 1.° exame de fre­
quência — Janeiro 1961. 

Ponto 1 

5350 — l a ) Intervalo de convergência da série 
" . _ (2x + 1)" 

*7" n (n + 3) 

1 6) Natureza nos extremos e soma no extremo 
inferior. 

2 a) Calcular 

I í m 3 nz J log (n + 2) — log n —~| . 
L * J 

2 6) Prove que sucessão limitada de t. g. «„ tem 
algum sublimite u'. Se u„ decresce, caracterize u' 
relativamente ao conjunto |u„ | ; justifique. 

3) Discuta a natureza das séries dos termos de 
sinal constante em série convergente. 

4 a) Se / (x) é contínua entre 0 e <x>0 e 
f( + oo) = co , prove que este limite é qualificado. 

4 6) Calcule a soma da série 

ô) —Mostre que as duas sucessões convergem para 
o mesmo limite, compreendido entre 0 e 1 . 

F . R. Dias Agudo 

o O- + 

e prove que é descontínua de ambos os lados da ori­
gem. 

Ponto 2 

5351 — l o ) Calcule o raio de convergência R 
da série 

- ( - i ) - l « - 3 » - ( 2 » + l)» 
2f 22 • 42 ••• (2 n + 2)2 X 

1 6) Natureza para x = R . 

1 c) Natureza para x = — R. 

2) Defina convergência uniforme de uma sucessão. 
Estude deste ponto de vista 

"„ O») 
xz + n 
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3) Discuta (justificando) a natureza de 
00 

I l [1 + ( - 1)" o j com a„ i 0 . 
1 

4) Prove que função contínua em conjunto l i m i ­
tado e fechado 

a) é limitado 
b) tem valores máximo e mínimo. 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — Curso de Engenha­
r ia — i.° exame de f r equênc ia — i .* chamada — 
Fevereiro de 1961. 

5352 — 1) Estudar e resolver o sistema de equa­
ções lineares (nas incógni tas : x,y ,z,t) 

x + 3 y — 2 « — 2 t = 0 
2x — y — z = O 
x — y + 2z — 2 < = O 
y t- 2 a - 3 / - O. 

Achar as soluções que satisfazem também à equa­
ção x 2 -f- y2 -t- a2 + í 2 — 1 = O . 

2) Mostrar que, sendo u e v vectores linear-
- * 

mente independentes, e m um vector que não é com­

binação linear de « e o, então os três vectores 

u,v, w são linearmente independentes. 
3 —a) Determine a equação cartesiana de um plano 

que passe pelo eixo dos xx (de um certo referencial 
orto-normal) e faça 60° com o plano coordenado 
X O Y desse mesmo referencial. 

6) Calcular os cosenos directores do eixo do 
plano obtido. 

c) Escrever equações cartesianas de uma recta do 
plano obtido, que seja paralela ao plano 1 ' t í f , 
e diste dele 4 unidades. 

4—a) Exprimir o máximo divisor comum dos poli­
nómios A = X* + X + l e fî = X 3 — l como com­
binação linear de A e B, recorrendo ao algoritmo 
de EUCLIDES. 

6) Decompor em factores primos sobre R o pol i ­
nómio de # [ X ] , / = ( X 4 — 8 1 ) (X*-27) (X3 + 2 X - 3 ) . 
Justificar. 

5) Seja Li o conjunto dos pares ordenados (a,b) de 
números reais a e 6 . Definindo entre esses pares uma 
adição pela regra : ( a t , bx) + (a 2 , b3) = (a 4 + a 2 , bt + 62) 

— e uma multiplicação pela regra : (aj , b{) • (a 2 , è 2) = 
= (axa 2 ,AiA 2 ) ) averiguar se L fica ou não dotado 
de uma estrutura de corpo. 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — Curso de Engenha­
r i a — 1 0 exame de f requênc ia — 2.* chamada 
— Fevereiro de 1961. 

5353 — 1) Calcular o e C de modo que o sistema 
de equações lineares (nas incógnitas : x ,y ,z ,t) 

x + y + i t = 3 
y — s + 3 < = a 
x — 2 y + 3z —5 < = O 
3 x — y + 4z = 5 

seja duplamente indeterminado. 

2) Mostrar que três vectores u , v, w são linear­
mente dependentes sempre que uma das seguintes con­
dições se verifique: a) um deles seja nulo ; b) dois 
deles sejam iguais. 

3 —a) Calcular a distância do ponto A (1 — 1 ,2) 
à recta r de equações paramétr icas x = 1 — 2 X , 
y = 3 X , s = 4 . (Xe fi). Supõe-se orto-normal o 
referencial adoptado). 

b) Escrever depois a equação da esfera, tangente 
ao plano X O Y, cujo centro é a intersecção da 
recta r com o plano XOZ. 

4) Decompor em elementos simples de C ( X ) 
— 12 X 2 -+- 4 

a fracção racional . 
y ( X 2 + 1)3 

5 —a) Seja L o conjunto dos vectores cujas duas 
primeiras componentes e x 2 satisfazem à equação 
5 Xj — x a = 1 . Averiguar se L tem a estrutura de 
espaço vectorial sobre S (em relação às operações: 
adição e multiplicação por um número real, definidas 
para vectores quaisquer). 

b) Resolver o mesmo problema para o conjunto 
M dos vectores cujas duas primeiras componentes 
Xi e x 2 obedecem à condição x\ — 3 x 2 = O. 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — Curso de Engenha­
ria — Exercício de revisão — Alarço de 1961. 

5354 — 1) Seja X um número real, e C o con­
junto das somas X + s , onde e designa um número 
positivo arbi t rár io . 

a) Mostrar que C é limitado inferiormente, mas 
não é limitado; 
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6) Calcular inf C , justificando a resposta. 

2) Classificar as seguintes séries : 

i y l n 
«> 2 

1 
ração) ; 

l / n + 1 - 1 
(usando critérios de compa-

b) 2 an ) c o m 

1 

« 5 „-l 5 x 3 " 

4 x 3 " 

(« = 1,2,3,..•) 

(recorrendo ao critério de D'ALEMBERT). 

3) Definindo soma de duas sucessões reais [a„| e 
j6„| mediante a regra: \a„\ + |6„| = \a„+b„\, e pro­
duto (de uma sucessão real \a„\) por um número 
real X, mediante a regra : \\a„\ = \\a„\, 
averiguar se o conjunto íf das sucessões reais 
fundamentais (ou de CAUCHY) fica dotado da estrutura 
de espaço vectorial sobre R . 

4) Sejam \an\, ]b„[, ••• , \c„\ sucessões reais-em 
número finito; chamando envolvente superior dessas 
sucessões à sucessão real | s„ | , cujo termo de ordem 
n se calcula pela igualdade : s„ = Max • (a„ ,6„, ••• ,c„) 
(n = 1, 2 , 3 , • • •) — averiguar se a envolvente supe­
rior de sucessões reais convergentes (em número 
finito) é ainda uma sucessão convergente, indicando 
(no caso afirmativo) o respectivo limite. 

5) Mostre que, se é convergente a série de termos reais 
00 

2 a„ r" > onde r =fc O , também converge a série 
»=o 
oo 

2 I <*» I I * I" ) para todo o número real x tal que 

\2\<\r\. 
Indicação: Notar que é convergente, e portanto 

limitada a sucessão real \a„r"\. 
NOTA — Na elaboração dos precedentes enunciados, 

teve-se em conta o facto seguinte, que fortemente condi­
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Matemáticas 
Gerais na Faculdade de Ciências do Porto: em virtude 
da carência de pessoal docente e salas de aula, tor-
nou-se impossível proporcionar aos numerosíssimos 
alunos inscritos nessa cadeira (1200, no corrente ano 
lectivo) as duas aulas práticas por semana prescritas 
por lei, sendo uma apenas dada em cada turma. 
(E mesmo assim, cada turma comporta por vezes 
60 alunos). 

A. Andrade Quimarãei 

L S. C. E . F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.* prova prá­
tica de informação — 8-2-1961. 

I 

5355 — Determine o parâmetro a. > 0 por forma 
que a recta y = x + 1 seja tangente à circunfe­
rência c) x* + y* — 2 x — 2 a y + a2— 1 = 0 . 

Considere uma translacção do sistema de eixos 
coordenados xl)y para um sistema x' 0' y' de modo 
que 0' seja o centro da circunferência c) . Escreva, 
no novo sistema, a equação da elipse de centro em 
0' , de excentricidade 1 /2 e cujo semi-eixo maior 
é o raio de c) e está sobre 0' x1 . 

Qual a equação da elipse no primitivo sistema de 
eixos coordenados? 

R : A circunferência tem o centro no ponto ( l , a ) 
e raio igual a y1 2 . Para que y = x •+- 1 seja tan­
gente a c) è necessário que a distância do centro de c) 

/ _ I a - 1 - 1 1 
à recta seja igual a y 2 . Então, y 2 = , 

^2" 
donde | a — 2 | = 2 e a = 4 ou a = 0 . Como se 
pede a > 0 , a solução é a = 4 . 

As fórmulas de translação são x = x' + 1 e 
y = y 1 + 4 . A equação da elipse no sistema x1 0' y ' 

/ - \T* obtém-sp. fàcilmentt pots a = y 2 e c = a e = 

1 3 
donde b 2 = a2 — c2 = 2 — — . A equação é 

2 2 
x' 2 2v'2 

- i r - — - 1 -
(x - 1)2 

No sistema x 0 y a equação da elipse é 1-
, 2 ( y - 4 ) 2 i 

I I 

5356 — 1) Sendo a,b,k, números reais, mostre 
que, com a > b e k > 0 , se tem a k > b k . 

2) Determine os módulos e os argumentos prin­
cipais das raízes da equação x 6 — 2 x3 4- 1 = 0 . 

R: 1) Sendo a > b , considerem-se entre b e a 
os números racionais r e s > r , e determinem-se 
depois k j e k 2 por forma que 

k 2 s 
1 < -— < — ou 8 k, > r k 2 . 

k i r 

Como r = b 2 , s =* a i , vem ai k j > b 2 k 2 e por-
tanto a k > b k . 

2) fazendo x ' =- y vem y 2 — 2y + l = 0, equa-
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ção que tem uma raiz dupla y = 1. Então x=3v/ y 
- V T . 

Xo = cos O + i sen 0 = 1 

2 * . 2 i r 
X i = cos h i sen 

1 3 3 

x 2 = cos h í sen 
2 3 3 

1 v/3 
¥ + i ~ 
1 . t / 3 

¥ — 1 2 

toda» raizes duplas. 

I I I 

5357 — 1) Sendo B c J , prove a relação. 

i u ( B n c ) = 4 . 

K ( — - i 1 3"j 
1 I , I — , — I , 

^2 + - — I ( r e = 11 2 , • • •) indique, justificando 
todas as respostas: 

o) pontos interiores, pontos exteriores, pontos de 
acumulação e pontos fronteiros de A ; 

6) limites de WEIERSTRASS de A ; Tem o conjunto 
elemento mínimo? E elemento máximo? 

c) O conjunto A ê aberto? É fechado? 

R : 1) Se 

' x e A 

x 6 A u ( B n c ) = > ~ B n c . s e x 6 B n C = = > x e B 

l e como B c A => x e A . 

Em qualquer dos casos pois, 

Se x e A U (B n C) => x e A . 

Reciprocamen te, 

Se x s A => x e A (J (B n C) . 

2 a) Pontos interiores : todos os pontos de 

Pontos exteriores : 

viação : Pontos de acumulação : 

Pontos fronteiros : 

1 9 
b) 1 = — e L = — . Não tem elemento mínimo e 

' 3 4 
9 

tem elemento máximo — . 
4 

c) O conjunto não é abet to porque não è só consti­
tuído por pontos interiores. Também não è fechado 
porque não contém todos os seus pontos próprios de 

acumulação ^falta — ^. 

1) Mostre que l im 

I V 

„2* _ („2 _ J)* 

„9<«-l) 

2) Estude a série 2 
xn 

R : 1) Um 
n 2 » — (n 2 — 1)« 

n2(*-»> 

= lim 
n=oo n 2 a • n - 2 

r / 1 \ * 1 1 

= lim n 2 1 — I 1 ) = lim n 2 T « = 
V n J / J " = 0 ° N 2 

2) I x |»+' 

n=oo 

(n-hl)P  
I f 1° 

nP 

/ n + 1 \ I 
Hn~) 

<Se I x I < 1 a seVt'e é absolutamente convergente. 
É divergente quando | X | > 1 . O comportamento da 
série para \ x | = 1 eííuda-se tio seguinte modo: 

^ íaÈsoiííto-meníe convergente 

í => 2 —- I c o m 3 > i ; 
n I divergente com p ̂  1 ; 

|x| = l<! ^absolutamente convergente 
^ com p > 1 ; 

x = — 1 = > 2 ' simplesmente convergente 

' com 0 < p < 1 ; 
divergente com P <[ 0 . 

Quanto à convergência uniforme da série, pode 
garantir-se que (para qualquer valor de P) a seWe e* 
uniformemente convergente em qualquer intervalo 
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[ — r , r ] (r < 1) . Mas pode-se ir mais além, aplicando 
o teorema de A B E L ; 

Com p > 1 , a serie converge em x = 1 e x = — 1 
e então é uniformemente convergente em [—1,1]. 
Corn 0 < 3 < ^ 1 , a série converge em x = — 1 e 
então e uniformemente convergente em qualquer inter­
valo [ — l , r ] ( r < l ) . 

I. S. C. E . F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.° exame de 
frequência ordinário — 21-2-1961. 

5358 — 1) Defina as médias aritmética, geo­
métrica e harmónica e apresente as relações que as 
ligam. Mostre que o conceito geral de média abrange, 
como casos particulares, aquelas médias (dispensa-se 
a demonstração no caso da média geométrica). 

2) Deduza a fórmula de MOIVBE e utilize-a para 
achar os valores de n que tornam real o complexo 
(1 + i)" . 

3) Defina as operações lógicas sobre conjuntos e 
demonstre que U-{A (J B) — {U—A) D {U— B) , onde 
U è o conjunto universal. 

i ) R : 2) l + i = y/2 ^ c o s - j " + 1 s e n 

, / ic . n « \ 
(1 + i ) " - ( y 2 )"( cos n — + isen — \ 

Para que (1 + i ) n saia real e preciso que 

n ir 
sen • 0 

4 

ou —— =m k re, donde n = 4 k (k inteiro positivo, 

negativo ou nulo). 

3) Se x e U - (A U B) => x e U e x + A U B => 

{x e U Í x <•• A => x e U — A ] 
x e U e x ^ B => x e U 
=> x e (U - A) n (U - B ) . 

Reciprocamente, 

x e U — A 
«Se x e (U — A) n (U — B) => e 

x e U — B 
x e U e x $ A 1 
e \ => x e U e 
x e U e X ^ B J 

x ^ A u B = > x e U — (A U B ) . 

I I 

5 3 5 9 — 1) Deduza as fórmulas log (1 + u) = 
— Yi u (m -> 1 quando u 0) e (1 -+- v)" = 1 + a T u 
(t -» 1 quando v —>• 0) . 

Indique os pontos de acumulação do conjunto 

I u t , vx , uz , v2 , • • • I com u„ - ^1 - — 

(n + 1)'/' — o'/' 
I ra-*/i 

( 3 > 0 ) . 

Em que caso a sucessão « j , v^, u2, v2 , •• • tem 
limite? Porquê? 

2) Defina convergência absoluta de uma série e 
ao 

demonstre que (a.. ~ " - - M ) ^ ° n - M E A „ ~ > A 

o 
(finito)) é absolutamente convergente em [ — 1 , 1 ] . 
Calcule a soma da série quando x = 1 e mostre que, 
para x «• — 1 , vem | i?„ | a„ — a„+i . 

Prove que a série é uniformemente convergente em 
[ - 1 , 1 ] . 

oo 
Considere a função g (x) = *R (a„ — a„ + 1 ) x" e es-

o 
tude a sua continuidade em [— 1 , 1J. 

3) Defina a função r (x) e prove que r (x + 1) = 
= x r (x) . 

R : 1) Os pontos de acumulação do conjunto são 
1 

e-« e ——, limites de u„ e v„ , respectivamente, 
o 3 

A sucessão Uj , v j , u 2 , v2 , ••• tem limite quando 
1 

e- a = ou a " Ion 3 S • 
30 J H 

oo 

2) A seVî'e 2 ( a n — a n+i ) x ° e ' u m a « M i de potên-
u 

cias visivelmente convergente para x = 1 (série de 
MENGOLI com a„ —• a finito) e x = — 1 . Ainda mais, 
é absolutamente convergente para esses va/ores de x . 
Aplicando uma propriedade bem conhecida das séries 

OO 

de potências, 2 (a„ — a„ + 1 ) x" converge absolutamente 
o 

em qualquer ponto mais próprio da origem : converge 
pois absolutamente em [— 1 , 1 ] . 

Para x = 1 a soma da série é ao — a e para 
x = — 1 , se a série é alternada decrescente, vem 
I R„ | < a „ - a n + I . 

Como a série converge para x = 1 e x = — 1 , 0 
teorema de A B E L permite concluir que ela é uniforme­
mente convergente em [— 1 , 1] . 

O teorema de A KZELÁ diz que a condição necessária e 
suficiente para que g (x) seja continua num ponto de 
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continuidade dos lermos é que a convergência da serie 
seja quáse-uniforme nesse ponto. Ora g (x) é unifor­
memente convergente em [— 1 , 1] e portanto é unifor­
memente convergente em cada ponto deste intervalo e, 
como a convergência uniforme é uma modalidade de 
convergência quáse-uniforme, é evidente que g (x) e 
continua em [— 1 , 1 ] . 

I I I 

5360 — 1) A função / (ar) tem derivada finita 
em ]a,b\. Mostre que f (x) é contínua ern ] o , é [ 
e que assume aí todo o valor compreendido entre os 
seus limites de WEIEBSTBASS / < • ! . . 

Supondo que w (a) = w (ô) =• 0 , que pode concluir 
àcerca de / ( o - t - 0 ) e / ( 6 — 0) ? Porquê? 

E s t u d e a c o n t i n u i d a d e e derivabilidade de 

( x 2 (x < — 1 e x > 0) 
1 (x = 0) e apresente a repre-

- x ( - 1 < x < 0 ) 
sentação geométrica de h (x) . 

2) Enuncie e demonstre a regra de primitivação 
por partes. 

3) Seja «p (x) regular em ] — oo , + oo [ e 
<f (— oo) = tf ( + oo) . Prove que, havendo apenas 
um ponto daquele intervalo em que <?' (x) se anula, 
um dos extremos de «p (x) coincide com cp(—oo) 
(ou ç ( + oo)) . 

R : 1) A função h (x) é descontinua apenas em 
x => 0 pois Um h (x) = Hm h (x) — 0 =fr h (0) = 1 . 

x—+0 x—0 
Quanto à derivabilidade, tem-se h' (x) = 2 x (x<—1 

x 2 - l 
e x > 0 ) ; h ' ( 0 ) = ± o o pois hUO) = Um = oo 

x=+0 X 
— x - 1 

e há (0) = hm = + oo ; h' (— 1) não existe x—0 X 

pois hí (— 1) — Ur, 
- x - 1 

x=-l+0 X + 1 
X2 - 1 

Um = —2. 
x— i+o x + 1 

1 e h í ( - l ) 

I. S. C. E . F . — MATEMÁTICAS GEBAIS — 1.» exame de 
frequência extraordinário —10-3-1961. 

I 

5361 — 1) Defina raiz índice n do número real 
b > 0 e prove que ele tem uma (e uma só) raiz n 
positiva. 

2) Indique a fórmula de MOIVRE generalizada e 

empregue-a para escrever a expressão que dá as ra í ­
zes índice n da unidade positiva. Fazendo 

2 T C 2 i r 
u>„ = cos H > sen , 

n n 

mostre que as raízes índice n da unidade são 
1 >«o»>«£, •w• «OU-1 e que 1 + w„ + u>% + • • • + = 0 . 

3) Defina produto cartesiano de dois conjuntos A 
e B. Prove que um intervalo de Rz pode interpre-
tar-se como produto cartesiano de dois intervalos 
de R. 

I I 

5362 — 1) Defina limite máximo e limite mínimo 
de uma sucessão. 

Demonstre que é finito ou nulo o número de termos 
u„ que excede um número superior ao limite máximo. 

Sendo lirn u „ = — oo, diga em que condições existe 
l im u„ . 

Prove que se 

Calcule 

A (yn>0), então ")/yn — A. 

l i m " / j õ g « _ 
"=°°V n « - l u 0 " 

2) Enuncie o teorema de KUMMER e deduza o cr i ­
tério de RAABE. 

/ o„ \ k 
Se n I 1 ) = 1 -\ , a série 5 j a» í c o n _ 

\«»+i / » 
vergente ou divergente? Porquê? 

Diga em que consiste a multiplicação de séries. Que 
particularidades notabilizam o produto de CACCHY? 

3) Prove que produto infinito de termos positivos 
é convergente ou divergente com a série dos seus 
termos. Estude a natureza de 

" r / I o g n \ * H 

? [ 1 + ( 1 + - f - ) í 
log (n + 1) n e - l M • 

R : 1) Como lim 
„=oo (n + 1) e - 1 ™ í n + , ) log n 

lim • 
n=QO 

» * / logn 
— = 1 , vem Um \ / = 1 . 

„ e*. y n e-1"" " 

2) De 

1 
V a„+i 

1 - 1 + tira-se 

= 1 H 1 e o critério de GAUSS permite concluir 
n n* 

imediatamente que 2 a n e' sempre divergente. 
_ / log n\ • 

3) Considerando a série dos lermos ( 1H j , 



40 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

f a cilmente se vê que é diver gente \>ois 

log n \ " 
1 H • J -* 1 + O. O produto infinito, que è 

n / 
de termos positivos, diverge também. 

I l l 

5363 — 1) Que se entende por função contínua 
num conjunto fechado? Enuncie os teoremas de D I N I , 
WEIERSTRASB e CANTOR e demonstre o segundo. 

2) Deduza a regra para elasticiar um produto de 
funções. 

3) Prove que duas funções com a mesma derivada 
finita diferem por uma constante. 

Enuncie o teorema de CAUCHY para as funções regu­
lares e mostre que ele inclui o teorema de LAGRANGE. 

Enunciados 9 so luções de Fernando de Jesus 

 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

Academia Militar — CÁLCULO INFINITÉSIMAL — 6.* ca­
deira — 3.° exame de frequência — 1960-1961. 

5364 — 1 Teorema fundamental do cálculo inte­
gral. 

2 — a) Quando é que se diz que a expressão d i ­
ferencial 

X(x,y, z) dx + Y (x ,y , a) dy 4- Z (x ,y , a) dz 
é uma diferencial exacta? 

6) Mostre que 

[ x (x 2 + y* + a 2 ) " r + k] dx + y (xl + y' + z')~ T dy + 

+ a (x 2 + y2 + a2) 2 d a 

com k constante, é uma diferencial exacta e deter­
mine uma das suas funções primitivas. 

3 - Calcule 

(x 2 + y*) dx d y 

sendo D o domínio limitado pela elipse. 

— + É. = 1 
a 2 6 2 

4 — Determine o volume da parte da esfera 

x 2 + y* + a2 - 2 

que é interior ao paraboloide 

tt? + yz = 2 • 

5 — a) Teorema de RIEMANN-GREEN. 

6) Por recurso ao teorema a que se refere a alí­
nea anterior calcule o valor do integral curvilíneo 

J' xy d x + xy dy 
(C) 

sendo ( C ) a lemniscata 

(x 2 + j / 2 ) 2 — x 2 + y 2 = 0 

percorrida no sentido figurado. 

y 

Academia Militar — CÁLCULO INFINITESIMAL — Algu­
mas questões saídas nos primeiros exames de 
frequência da 6.* cadeira no ano lectivo de 1960-
-1961. 

5365 — 1) Mostre que a função 

/ x* y f (x i y,z) - v y* + z i  

a 

é homogénea e verifique com ela o teorema de EULER. 

2) Verifique se as funçõe» 

u = log (x + y) 
v = xz + yz + 2xy + l 

são ou não funcionalmente dependentes. Caso afirma­
tivo determine a relação que há entre elas. 
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3 — a) Plano tangente e normal a uma superfície 
num ponto ordinário. ' 

ò) Mostre que as equações 

x = r cos 9 
y mm r sen ? 
z = rco tga 

são equações paramétricas duma superfície cónica 
de revolução de vértice na origem e semi-abertura a-

M E C Â N I C A 
F. C. L. — MECÂNICA RACIONAL — 4.» Exame de Fre­

quência — Janeiro de 1961. 

I 

5366 — a) Campos projectivos: sua definição. 
Prove que um campo projectivo fica determinado pelo 
seu valor em três pontos não colineares. 

b) Prove que se um campo projectivo se anula 
num ponto, existe uma recta passando por esse ponto 
tal que o campo se anula em qualquer ponto d a 

recta referida. (Utilize o facto de que todo campo 
projectivo é campo de momentos). 

I I 

5367 — u) Equivalência de sistemas de vectores. 
Prove que todo sistema de vectores é equivalente a 
um sistema constituído por um vector e um binário-

è) Considere dois sistemas de vectores, Si e «Sj 
ambos equivalentes a um vector único (um para cada 
sistema). 

Sejam Ry e R2 os seus vectores soma, e A\ e A^ 
dois pontos quaisquer dos respectivos eixos centrais. 
Mostre que o momento do sistema S t + S 8 em relação 
a um ponto qualquer O se pode escrever eom a 
forma 

M„ = (B, + ~R~.) A (O - Ai) + R2 A (^i - Az) 

Mostre, a partir desta expressão, que o auto-
momento do sistema Sj + Sz é 

V = Rz f\ (Ai — A2) I Ri 

e conclua daí que a condição necessária e suficiente 
para que o sistema Si + Sz seja equivalente a um 
vector único é que os dois eixos centrais sejam 
complanares. 

5368 — Considere num plano X 1 O Xz com a 

4) Determine a menor e a maior distância do 
ponto P ( 1 , 1 , 1 ) à superfície 

x2 + y 2 + = 4 s . 

5) A parábola yz = x + 1 divide o círculo l i m i ­
tado pela circunferência x2 + y- = 3 em duas 
regiões. Determine a área da r e g i ã o de menor 
área. 

A. César d» Freitas 

R A C I O N A L 

métrica habitual d s2 = (d x 1 ) 2 + (d x 2 ) 2 um sistema 
de coordenadas polares. 

a) Calcule as componentes contravariantes do 
tensor métrico nestas coordenadas. 

è) Determine as componentes contravariantes em 
coordenadas polares do vector grad U em que U 
é uma função da distância polar yx . 

b) Calcule o laplaceano de U, usando as defini­
ções seguintes : 

g r a d í / = ( a i = - ^ - ) 

lap U = div (grad U). 

IV 
5369 — Considere um invariante V e o sistema 

d* V d2 U 
de 2.* ordem a (i , k) = •. 

d x' () xk
 t ) x1' à x' 

Determine a sua lei de transformação e diga que 
conclusão se pode tirar do resultado. 

V 
D (a*b„) Da' D bk 5370 — Prove que — = bh + a' . 

Dx' Dx* Dx' 

5371 — As coordenadas vectoriais de um sistema 
de vectores em relação à origem O das coordenadas 
são 

R = et -(- a e2 - e3 

Ma = (P — I K - 7 3 

Determine um sistema de vectores equivalentes ao 
primeiro, formado por um vector e um binãrio cujo 
momento seja perpendicular ao plano 

P = A + X (ê x - 7 3 ) + p, (ej +73) . 

Analise em particular os casos em que os parâme­
tros • e p se anulam. 

Enviado por António R. 8. Neto 
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G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame filial — 
2 • chamada — 11-10-1960. 

5372—1) Dada uma superfície de revolução por 
uma geratriz torsa e o eixo, determine o cone das 
normais num paralelo dado. 

2) Dada uma superfície regrada por duas direc­
trizes rectilínias, não complanas, e uma recta do 
infinito (ou plano director) fixe um ponto numa das 
directrizes próprias. Determine o plano tangente 
nesse ponto. 

3) No espaço projectivo a três dimensões consi­
dere os pontos [ la , l\, 5 i , Ç;i ] e [ Ç„', l'í , Xi , ïs ] • 
Escreva as equações da recta que os une. Justifique. 

4) Considere três pontos A, B e C de um 

espaço euclideano a duas dimensões, tais que A B , 
e AC são ortogonais. Verifique o teorema de 
PITÁGORAS para esses três pontos. 

(Obs: A distância entres dois pontos é o compri­
mento do vector por eles definido). 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.* frequência 
- 1960. 

5373 — 1) Dada uma forma bilinear em R3 

3 x1 + 052 yt + x3 2/3 — 2 aCi yt -)- 2 xt y3 

determine a redução da forma quadrát ica associada 
e verifique que a forma bilinear é não degenerada. 

2) Dado em Pt (espaço projectivo a 4 dimensões) 
o subespaço 

So + h + h + £3 + li - o 
determine as equações do subespaço intersecção deste 
com o biperplano de coordenadas pluckerianas 
( 1 , 0 , 0 , 1 , 1 1 , directamente e por dualidade. Veri­
fique as dimensões. 

3) Dado um cone pelo seu traço horizontal e vér­
tice, determine um plano tangente comum ao cone e 
a uma esfera, plano que tenha o ponto de contacto 
com a esfera sobre uma circunferência dada de nível. 

4) Dado um cone pela directriz circular e o vér­
tice (não de revolução), fixe um plano que o corte 

segundo uma elipse e determine urn. ponto da secção 
de tangente paralela ao 'i-i. ; • 

F. C. L — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final — 
1. " chamada - 2-7-1960. 

5374 — 1) Coloque dois cilindros, de traço hori­
zontal circular, de modo que a sua intersecção seja 
um arrancamento. Determine os planos limites, um 
ponto da intersecção e a tangente nesse ponto. 

2) Dados dois pontos P e Q determine um 
plano que passe por / ' , esteja a uma distância dada 
de Q e faça um ângulo de 45° com o plano horizon­
tal. Condição de possibilidade. 

Sugestão — Observe que o plano pedido é tangente 
a um cone de concordância conveniente de uma esfera, 
cone de eixo vertical. 

3) Prove que um subespaço projectivo de dimensão 
n ^ > 3 , contém com cada três pontos não colineares 
o plano por eles definido. Como relaciona a parte 
imprópria do subespaço com a totalidade das partes 
impróprias dos planos em causa? 

4) No espaço R„, cuja multiplicidade associada 
tem a métrica euclidiana, determine o hiperplano que 
passa pelo ponto ( 6 j , 6 2 , ••• ,4„) e é perpendicular 

Xx — x„ — o„ 
a recta = • • • — . Recorda-se que 

Pi Pn 
dois subespaços lineares são perpendiculares se e só 
se os vectores das respectivas submultiplicidades 
associadas o são. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final — 
2. * chamada - 5-7-1960. 

5375 — 1) Dada uma superfície de revolução, 
determine um plano tangente à superfície, que passe 
por um ponto dado Q e tenha o ponto de contacto 
sobre um meridiano, cuja plano faz um ângulo de 
45° com a Linha de Terra. 

2) Dado um cone de 2." ordem, não circular, fixe 
um plano, que o corte segundo uma curva com uma 
assíntota. Determine essa assíntota. 

3) A multiplicidade vectorial 3Jt pode escrever-se 
como soma (331' , 2Jt") de dois submultiplicidades de 
intersecção nula (só o vector nulo). Mostre que a 
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decomposição a = a1 4- a" de um vector qualquer 
û e 9JÎ , com a1 e 2D1 e o" e 3JI" é unívoca. 

4) Mostre que se dois vectores a e b são linear­
mente dependentes então é P (a , 6) 2 = Q (a) • Q (b) . 
Será verdadeira a inversa? 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final — 
1." chamada - 8-10-960. 

5376 — 1) Dada uma superfície de revolução por 
uma geratriz torsa e o eixo, fixe um paralelo. Deter­
mine o cone de concordância ao longo desse paralelo. 

2) Dada uma superfície regrada por três"direc-
trizes rectilíneas não complanares duas a duas, fixe 
um ponto numa delas. Determine a normal à super­
fície nesse ponto. 

3) Dados os pontos [ 1 , 1 , 3 ] e [ 2 , 1 , 5 ] de um 
espaço projectivo a duas dimensões, determine as 
coordenadas pluckerianas da sua recta união. 

4) Sejam A(a1:---,a„) e B ( é j , *••,.&») dois 
pontos dum espaço euclidiano. Suponha que estas 
coordenadas foram determinadas em relação a um 
referencial O0(m ,nt, "• , n„) em que m , *•• , n„ for­
mam um sistema de vectores ortonormados. 

Escreva e justifique a equação genérica de um 
hiperplano perpendicular à recta definida por A e B. 

(Obs : Dois subespaços dizem-se perpendiculares 
se as submultiplicidades o são). 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.* frequência — 
1961. 

5377 — 1) Verifique que os vectores ( 1 , 0 , 1 ) , 
( 1 . 1 . 0 ) e ( 0 , 1 1 ) formam uma base de mult ipl ici­
dade vectorial a três dimensões, a que pertencem. 

Obtenha um sistema equivalente, usando o vector 
( 1 . 2 . 1 ) . 

2) Mostre que a dimensão da soma de duas sub­
multiplicidades de uma mesma multiplicidade vecto­
r ia l é a soma das dimensões se e só se dois vectores 
quaisquer, não nulos, uin de cada submultiplicidade 
foram linearmente independentes. 

3) Considere um plano definido por um ponto e 
por uma recta do p s > 4 . Determine o ângulo desse 
plano com um plano de nível dado. 

Nota — Resolva, de preferência, sem LT. 

4) Considere duas rectas enviezadas, uma das 
quais de topo. Efectue uma rotação de modo que 
o segmento que mede a distância entre as rectas 
dadas, apareça em verdadeira grandeza na sua pro­
jecção horizontal. 

Faça um reiatório esquemático do 3." e 4." problemas. 
M. Alzira Santos 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão pulilicadas criticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

139 — EDOUARD LUCAS — Récréaclions Mathémati­
ques — Librairie Scientifique et Technique Albert 
Blanchard, Paris, 8 N . F. cada volume. 

Trata-se de uma reedição, nova tiragem da 2.* edi­
ção, do célebre livro de EDUARDO LUCAS, Recreações 

Matemáticas. O livro é bem conhecido e o seu elogio 
está feito. Publicado pela primeira vez em 1891, é 
esta portanto a 3 * edição de que agora aparece o 
1." volume, saindo os restantes 2.°, 3 o e 4.° à razão 
de um por mês. O livro estava esgotado há muito e 
esta reedição que é uma reprodução fotográfica da 
anterior, traz, àqueles que se interessam pelos jogos 
e recreações matemáticas, um livro clássico indispen­
sável por um preço acessível. Este primeiro volume 
cujo sumário é o seguinte: as travessias, as pontes^ 
os labirintos, as rainhas, o solitário, a numeração, o 
aneleiro, o jogo do 15, tem ainda am índice biblio­

gráfico, segundo ordem cronológica, dos principais 
livros, memórias e extractos de correspondências, que 
foram publicados sobre aritmética de posição e geo­
metria de situação (como lhe chama LUCAS). 

E um belo e útil livro que não perdeu a sua actua­
lidade e originalidade digno de figurar em qualquer 
biblioteca matemática e em especial nas das Escolas 
Técnicas e Liceus. 

J . 8. P . 

140 — EDOUARD LUCAS — Théorie des Nombres, 
Tome Premier — Librairie Scientifique et Techni­

que Albert Blanchard, Paris, 25 N . F. 

Outro livro reimpresso pela Livraria Blanchard de 
que só muito excepcionalmente se conseguia exem­
plar à venda. Esta reedição com prefácio de M. G. 
BOULIGAND, é uma reprodução fotográfica da 1." edi-
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ção de 1880. LUCAS é conhecido por muitos trabalhos 
«obre a Teoria dos Números em especial sobre a 
Teoria dos Números Primos. Muitos resultados inte­
ressantes foram devidos ao seu talento de calculador 
e a sua morte prematura não lhe permitiu concluir 
esta obra que se ficou pelo Tomo I . Não só resulta­
dos mas um método para a determinação da primo-
geneidade de grandes números se perdeu com a sua 
morte. O presente livro foi para a sua época um livro 
avançado e ainda hoje tem originalidade e interesse. 

Eis os títulos ios principais capítulos: 
Números inteiros; Números Racionais; A Divis ibi­

lidade Aritmética. 
É um livro que completa uma biblioteca matemática. 

J . p. 

1 4 1 — CLAUDE GASPAR RACHET — Problèmes Plaisants 
el délectables qui se [ont par les nombres — 
— Librairie Scientifique et Technique Albert 
Blanchard, Paris 6.<=, 9 N . F . 

A Livraria Blanchard está reeditando uma série 
de livros de matemática franceses desde há muito 
esgotados e que fazem falta em qualquer l ivraria 
matemática em especial nas bibliotecas escolares-
Es tá neste caso o livro do Sieur de MEIZIRAC que 
esta livraria dá agora à estampa em reimpressão 
da 5." edição, aumentada com um prefácio de 
J. ITARD que muito valoriza o livro. Ele só por si j á 
era, no seu ramo, um livro apreciado e citado por 
todos os livros de recreações matemáticas posterio­
res. E um belíssimo livro que se aconselha vivamente 
a quem se interessa por estes assuntos, tanto mais 
que o seu custo é relativamente baixo. 

J . P. 

1 4 2 — EDOUARD LUCAS — Recherches sur l'Analyse 
Indéterminée et l'Aritmétique de Diophanle — 
Librairie Scientifique et Technique Albert Blan­
chard, Paris 1 9 6 1 , 8 N . F . 

A livraria Blanchard continua a reedição de obras 
clássicas francesas esgotadas, de grande interesse 
para o estudioso que necessite ou goste de 1er os or i ­
ginais de trabalhos fundamentais. De EDOUARD LUCAS 
publicaram-se já, como noticiámos, as Recreações 
Matemáticas de que lemos o vol I , mas das quais, 
sabemos, j á foram publicados os restantes volumes; 
a Teoria dos Números e agora as «Recherches sur 
l'Analyse Indéterminée». Como todos os trabalhos de 
de LUCAS é este escrito numa linguagem clara num 
estilo parfois lyrique, como diz o prefaciador desta 
edição J. ITARD. É dos primeiros trabalhos de LUCAS 

publicado «Bulletin de Ia Société d'émulation du 
Département de l'Allier». Trata-se de um trabalho 
de Análise Diofantina, como indica o título mas a 
matemática aqui utilizada é elementar. Estamos 
longe, quando a este ponto, de questões mesmo da 
teoria dos números que para se abordarem necessitam 
de conhecimentos profundos de análise. O assunto 
está ao alcance dos alunos dos primeiros anos da 
licenciatura, e trata da resolução das equações inde­
terminadas do terceiro e quarto graus. Abprda equa­
ções que foram tratadas por FERMÂT, EULER e 
LAGRANGE mas de que se ignorava, então, a solução 
geral, dando uma solução mais simples das equações 
de LAGRANGE. 

x' — 2 y* = ± z 2 

e 
x* + 8 y* = z2 . 

Apresenta demonstrações muito simples dos teore­
mas de FERMÂT sobre tr iângulos rectângulos cujos 
lados são expressos por números inteiros e sobre as 
respectivas áreas. 

E um livro curioso que sob uma forma elementar 
trata delicados problemas de análise indeterminada. 

J . s. P . 

1 4 3 — A. MONJALLON — Introduction aux Mathéma­
tiques Modernes — Librairie Vuibert, Paris, Bou­
levard Saint-Germain, 1960, 2 0 N . F . 

Estão os franceses desde há tempo publicando 
livros elementares sobre as Matemáticas Modernas, e 
não podia deixar de ser assim ; a influência dos tra­
balhos de BOUBBAKI tinha de se fazer sentir até no 
ensino elementar em França, j á que por toda a parte 
no mundo ela se exerce hoje e com intensidade 
crescente, em face dos apelos que a técnica faz 
cada vez mais à lógica e aos modernos métodos da 
matemática. 

Estes novos livros tem a limpidez e clareza dos 
livros franceses, baja em vista os de LUCIENNE FELIXJ 
de que demos notícia ultimamente. Não foge à regra 
o de A. MONJALLON. É um óptimo livro de iniciação 
às matemáticas modernas, muito simples, muito claro 
e cheio de exemplos comesinhos e acessíveis. O sumá­
rio do índice dará ideia dos assuntos tratados: 

Cap. I . Os conjuntos, noções, existência, proprie­
dades. 

Cap. I I . A propósito de conjuntos, relações funda­
mentais entre conjuntos, conjuntos especiais. 

Cap. I I I . Operações sobre conjuntos, intersecção, 
reunião e complemento; dualidade. 

Cap. IV . Belações, oídinárias e matemáticas. Pro­
priedades. Extensão da noção de relação. 
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Cap. V. Funções, aspectos fundamentais. Tipos 
especiais de funções. 

Cap. V I . Da linguagem matemática, proposições, 
leis da álgebra das proposições, quantificadores. 

Cap. V I I . Um pouco de axiomática, sistema mate­
mático, modelos, regras de demonstração, sistemas 
dedutivos. 

Cada capitulo termina com bastantes exercícios 
onde o leitor encontra ainda matéria que lhe faz 
aprofundar a exposição do texto. 

Em resumo um bom livro para iniciação, apesar de 
ter em alguns pontos, como por exemplo, na teoria 
das relações exemplos que se podem prestar a crítica, 
mas cuja análise t rás melhor conhecimento das ques­
tões tratadas. 

J . P. 

144 — Proceedings of lhe International Congress 
of Mathematicians 1958 — Cambridge University 
Press, 1960, Cambridge, 65 sh. 

Este volume é o repositório oficial dos trabalhos 
apresentados no Congresso Internacional dos Mate­
máticos, realizado em Edinburgo em Agosto de 1358. 

As listas dos matemáticos que constituíram os d i ­
versos comités e subcomités do Congresso e das enti­
dades que o subvencionaram, segue-se a descrição 
dos diversos programas- científicos distribuidos da 
forma indicada : 

19 conferências de 1 hora por convite do Comité de 
Organização; 

37 conferências de 1/2 hora por convite do Comité 
de Organização. 

Pequenas comunicações distribuídas pelas seguin­
tes secções : 

Secção I — Lógica e fundamentos: 
Secção H A — Álgebra: 
Secção I I B — Teoria dos números: 
Secção I I I A — Análise Clássica: 
Secção I I I B — Análise funcional : 
Secção IV —Topologia: 
Secção V A — Geometria algébrica: 
Secção V B — Geometria diferencial: 
Secção V I — Probabilidade e Esta t í s t ica : 53 
Secção V I I A — Matemáticas Aplicadas: 
Secção V I I B — Física Matemática: 
Secção V I I C — Análise numérica: 
Secção V I I I — História e Educação: 

23 com. 

106 o 

174 

39 

59 

126 

25 

Ainda na introdução são publicados o relatório 
apresentado pelo Secretário de Congresso, os discur­

sos de abertura e de encerramento do prof. HODGE, 
Presidente do Congresso, as apreciações dos traba­
lhos que levaram o Comité de Prémios a homenagear 
o Dr. KLAUS F . ROTH (Universidade de Londres) e 
o Prof. RENÉ THOM (Universidade de Estrasburgo). 

O volume contém efectivamente as conferências 
dos Profs. ALEXANDROV «Desenvolvimento recente 
da Teoria das Superfícies», BOGOLIOBOV e VLARIMIROV 
«Sobre alguns problemas matemáticos da teoria 
quântica dos campos», H . CABTAN oSobre as fun­
ções de várias variáveis complexas: os espaços 
analíticos», C. CHEVALLEY «A Teoria dos grupos algé­
bricos», W. FELLER «Sobre novas relações entre pro­
babilidade e análise clássica», L. GARDING «Problemas 
sobre equações de derivadas parciais l ineares», 
A. GROTHENDIECK «Teoria coomológica das variedades 
abstratas algébricas», HIRZEBRUCH «Variedades com­
plexas», KLEENE «Lógica Matemática: operações cons­
trutivas e não-construtivas», LANCZOS «Problemas 
generalizados de condições de fronteria», PONTRJAGIN 
«Métodos de regulação óptima», ROTH «Aproximações 
racionais dos números algébricos», M. SCHIFFER «Pro­
blemas de extremo e métodos variacionais na repre­
sentação conforme», TEMPLE «Linearização e deslinea-
rização», THOM «Das variedades trianguladas às 
variedades diferenciáveis», UHLENBECK «Alguns pro­
blemas fundamentais na física estatíst ica», VVIELANDT 
«Via do desenvolvimento nas estruturas dos grupos 
finitos», E. W. BETH «Resultados correctos para os 
sistemas formais», KREISEL «Lógica ordinal e a ca­
racterização dos conceitos informativos de prova», 
MARKOV «Insolubilidade do problema da homeomor-
fia», G . HIGMAN «Os métodos do anel de L I E na teoria 
dos grupos finitos nilpotentes», B . L I N N I K «Sobre os 
problemas de divisores e suas relações com os pro­
blemas aditivos binários», ROQUETTE «Alguns proble­
mas fundamentais sobre os campos abelianos de 
funções», SHIMURA «Funções automorfas e correspon­
dências modulares», ARNOLD «Algumas questões de 
aproximação e representação de funções», L . BEES 
«Espaços de superfícies de Riemann», H . GRAUEBT 
aAs superfícies de Riemann da teoria das funções de 
muitas variáveis», M. HEINS «Funções de caracterís­
tica limitada e representações de LINDELÕF», LIONS 
«Problemas mixtos abstractos», MENCHOV «Sobre a 
convergência das séries trigonométricas», MINAKSHI-
SUNDARAM «Álgebras de HILBERT», BELA-NAGY «Con­
juntos espectrais e dilatações normais de operadores», 
R . BOTT «Aplicação da teoria de Morse à topologia 
dos grupos de L I E » , A. KOSINSKI «Sobre alguns pro­
blemas relacionados com a topologia das variedades» ) 

PAPAKYRIAKOPOULOS «A teoria das variedades t r i - d i -
mensionais desde 1950», S -S. CHERN «(ieometria dife­
rencial e Geometria integral», MATSUBAKA « A polari-
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zação das variedades algébricas e algumas das suas 
aplicações», MILNOH e KERVAIRE «Números de BER­
NOULLI, grupos de homotopia e um teorema de 
ROHHN», NAGATA «Sobre o X I V problema de HILBERT», 
NIJENHUIS «Aspectos geométricos das operações dife­
renciais formais sobre campos de tensores», P. SAMUEL 
«Relação de equivalência na geometria algébrica», 
B . Segre «Sobre as geometrias de GALOIS», H . - C . 
WANG «Alguns aspectos geométricos de conjuntos de 
espaços dos grupos de L I E » , K . - L . CHUNG «Parâmetro 
contínuo das cadeias de MARKOV», GNEDENKO «Sobre 
teoremas limites da teoria das probabilidades», RÉNYI 
«Métodos probabilísticos na teoria dos números», 
L . SAVAGE «Tendências recentes nos fundamentos da 
estatística», H . LKHMER «Métodos da variável discreta 
na análise numérica», HOFMANN «Sobre um traba­
lho de EUCLIDES que é a t r ibuído a ALBERTCS MAGNUS» 
KUREPA «Alguns princípios da educação matemática». 

# * 

Esta obra não é um livro didático. Vista no seu 
conjunto tem o alto interesse de traduzir a síntese do 
desenvolvimento da Matemática durante um período 
de quatro anos, expressa através de trabalhos apre­
sentados em Congresso Internacional, onde se reuni­
ram cêrca de dois mil e quinhentos matemáticoB. 

Pelo que aqui se expõe e pelo que daqui se de­
preende, facilmente se ju lgará do desenvolvimento 
em ritmo cada vez mais acelerado das Ciências de 
uma maneira geral e da Matemática em particular, 
não falando j á das consequentes implicações nas 
diversas actividades da vida corrente possível nos 
nossos dias. 

Quem como nós vive bastante afastado da reali­
dade científica da época actual, pode servir-se destes 
«Proceedings» como duma janela aberta sobre o 
Mundo das Matemáticas. 

J . G . T . 

145 — JEAN FERRANDON — Cours de Mécanique — 
Collection École Nationale Supérieure des Télé­
communications -Eyrolles Editeur. Paris 46 N F. 

Este curso de Mecânica destina-se aos alunos-
-engenheiros que terminaram as classes de Matemá­
ticas Especiais (os que frequentam portanto os pri­
meiros anos da Universidade); contribue portanto com 
um complemento de conhecimentos científicos com vis­
ta às aplicações práticas da mecânica. Esta orientação 
no sentido da técnica distingue particularmente a obra 
de FERRANDON das restantes de carácter essencial­

mente teórico. Torna-se assim de grande utilidade 
aos engenheiros que terão de utilizar métodos e 
resultados de mecânica no exercício da sua profissão. 

Como objectivo duma tal actividade é a realização 
dum dispositivo material, o Autor na apresentação 
dos problemas tem em atenção três etapas sucessivas: 
estabelecimento dum esquema de cálculo a partir do 
dispositivo a estudar orientando-se pelas suas carac­
terísticas essenciais; estudo mecânico desse esquema 
de cálculo por meio de princípios e teoremas gerais 
expostos; extensão dos resultados obtidos ao disposi­
tivo real. 

O Autor insiste sobre a importância da primeira 
etapa. Esta operação é facilitada se se consideram, 
com as aproximações requeridas pelas aplicações 
técnicas, os sistemas materiais redutíveis a corpos 
rígidos e a meios contínuos deformáveis, sólidos ou 
fluídos, sujeitos a transformações contínuas. 

Ë assim que a mecânica dos sistemas de corpos 
indeformáveis e a mecânica dos sistemas de corpos 
contínuos e deformáveis constituem as duas partes 
da obra que se desdobra desde a exposição sintética 
dos princípios ao limiar das aplicações técnicas. 

O leitor encontrará, neste livro, desde o estudo da 
dinâmica dos fenómenos naturais, da resistência das 
estruturas, do funcionamento e da navegação de 
foguetões até o da propagação por ondas e vibrações. 

As teorias gerais são exemplificadas com exercícios 
resolvidos que lhes precisam o sentido e o alcance e 
por problemas relacionados com questões técnicas de 
actualidade. 

Assim concebida, a obra de FERRANDON, constitue 
um valioso elemento de trabalho. 

Para os nossos estudantes das disciplinas de mecâ­
nica racional o curso tem real interesse. 

E certo que por um lado começa por um capítulo 
que, regra geral, só é considerado a meio dos pro­
gramas das nossas escolas — «a mecânica dos siste­
mas de corpos indeformáveis»: admitem-se j á sólidos 
conhecimentos de cinemática dos pontos e sistemas 
de pontos materiais e geometria das massas Mas em 
contra partida o aluno encontra problemas e ques­
tões, resolvidos sob a forma de aplicação, que se 
enquadram em assuntos de grande interesse prático. 

São assim expostos: casos de movimento de rodas 
em contacto com solos rugosos, de automóveis em 
rampa e foguetões em aceleração; estudo dos meca­
nismos diferenciais, das hélices com duas, três e mais 
pás. No estudo dos choques temos o caso da aterra­
gem de um avião; no das oscilações, o das pulsações 
próprias dum veículo com suspensão por amortecedo­
res, o das pulsações próprias de sistemas giroscopi-
cos, o da estabilidade de um regulador de velocidade. 
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pu l sações próprias na f l u t u a ç ã o etc. De forma equi­
valente se desenvolve o estudo dos sistemas materiais 
cont ínuos e de formáve i s o que constitue a seguDda 
parte do livro e o ocupa desde a p á g i n a 115 até a 
350. A terceira parte consta de 56 ques tões propostas 
e desenvolve-se a té à p á g i n a 370. 

j . G . T . 

146 — M A K I E - A N T O I N E T T E T O N N E L A T — L e s P r i n c i p e s d e 

la T h é o r i e É l e c t r o m a g n é t i q u e et de la R e l a t i v i t é , 

Masson et Cie . Editeurs — Paris . 

Es te livro apresenta uma e x p o s i ç ã o completa e 
precisa dos pr inc íp ios fundamentais sobre que assenta 
a teoria de electromagnetismo, e Relatividade res­
tri ta e Relatividade geral. 

F o i escrita com espír i to d idát i co , destinando-se a 
estudiosos com conhecimentos correspondentes à 
licenciatura em f í s i ca e desejosos de se iniciarem nas 
teorias c lá s s i cas actuais. 

O objectivo da obra é insistir sobre os motivos 
que conduziram à edi f icação destas teorias e sobre 
as exper iênc ias mais a c e s s í v e i s que permitiram ve~ 
rificar-lhei a validade. E por isso que a Autora 
prefere dar uma expos ição l ó g i c a das ideias de base 
em vez de introduzir uma a x i o m á t i c a a priori. 

Neste esp ír i to são primeiramente apresentadas 
sumariamente (noventa p á g i n a s ) as ideias directrizes 
da teoria e l ec t romagné t i ca de M A X W E L L : OS primeiros 
quatro cap í tu los recordam os pr inc ípios fundamentais 
da e l ec tros tá t i ca , da m a g n e t o s t á t i c a e do electro­
magnetismo. As fórmulas são apresentadas no forma­
lismo vectorial c láss ico e o Leitor não necessita de 
conhecimentos de cá lcu lo tensorial. 

Na segunda parte (cap í tu los V a X , cento e ses­
senta p á g i n a s ) , expõera-se os pr inc íp ios e o desen­
volvimento da Relatividade restrita. 

A Autora expõe algumas das dificuldades de o í d e m 
experimental que conduziram a diversas tentativas 
e s u g e s t õ e s de novas teorias e levaram E I N S T E I N há 
56 anos a edificar a Relatividade restrita. É neste 
momento que naturalmente indica o formalismo 
m a t e m á t i c o apropriado à teoria: o formalismo quadri-
-dimensional de um espaço de métr ica h iperbó l i ca 
normal, ou seja o e s p a ç o - t e m p o de M I N K O W S K I ; ao 
mesmo tempo desenvolve as novas c i n e m á t i c a e d inâ­
mica, teoria de M A X W E L L linear e teoria electroma­
g n é t i c a não linear. 

A Relatividade Restrita não é apenas uma teoria 
do campo propriamente dita mas constitue a base em 

que deve repousar a teoria c l á s s i c a ou quânt i ca do 
campo A teoria e l e c t r o m a g n é t i c a de M A X W E L L , muito 
antes de 1905, era j á relativista: o seu formalismo 
deveria apresentar-se plenamente concordante com os 
pr inc íp ios da Relatividade Restrita . 

Isto significa que j á no sécu lo X I X existiu total­
mente edificada uma teoria c lá s s i ca e relativista do 
campo e l e c t r o m a g n é t i c o . Pelo contrário só em 1916 
se estruturou uma teoria c lá s s i ca e relativista do 
campo de g r a v i t a ç ã o . 

Terminando a segunda parte, a Autora expõe as 
principais consequênc ia s experimentais da teoria e 
respectiva ver i f i cação: efeito D Õ P P L E B ( exper i ênc ias 
I V E S e S T I L W E L L ) , v ida m é d i a dos mesões , choque 
relativista entre part ícu las , energia nuclear. 

A terceira parte do livro ( cap í tu los X I a X I I I , 
noventa p á g i n a s ) é consagrada à Relatividade geral. 

A lei de COOLOMB — construída sobre o modelo da 
de NEWTON — integra-se de uma forma perfeita na 
teoria e l e c t r o m a g n é t i c a de M A X W E L L , teoria do campo, 
como vimos. 

E m opos i ção , a lei de N E W T O N não estando por si 
associada a nenhuma teoria do campo baseada na 
e x i s t ê n c i a de acções cont ínuas , manteve-se sempre 
refractár ia a todas as tentativas da cr iação de uma 
teoria relativista do campo de g r a v i t a ç ã o . 

F o i en tão postulando uma « e q u i v a l ê n c i a l oca l» 
entre as forças de inérc ia e as forças de g r a v i t a ç ã o , 
que se conseguiu atingir o duplo objectivo: 

a) Justificar a identidade entre os conceitos de 
massa grave e massa inerte. 

b) Estender aos referenciais acelerados o pr inc íp io 
da Relatividade Restrita . 

Nesta terceira parte a Autora continua a não apre­
sentar de chofre uma a x i o m á t i c a , mas a justif icar os 
fundamentos da teoria com razões l ó g i c a s e experi­
mentais. Insiste, em particular sobre a s ign i f i cação 
de pr inc íp ios da e q u i v a l ê n c i a e sobre problemas que 
constituem uma espéc i e de ponte entre a Relatividade 
restrita e a Relatividade geral: paradoxo dos re lóg ios , 
problema do disco, etc. 

E m seguida expõe os pontos essenciais da Relat i ­
vidade geral: no que respeita as so luções rigorosas, 
a obra contém um estudo da de SCHWARZCHILD 
(caso da simetria es fér ica) e as ap l i cações c lá s s i cas 
experimentais que dela decorrem: avanço de per ihé l io 
de Mercúrio, desvio das frequências para o vermelho 
curvatura dos raios luminosos no campo da gravita­
ção. P a r a as so luções aproximadas, a Autora apre­
senta uma dedução das equações do movimento das 
par t í cu las neutras a p a r t i r das correspondentes 
e q u a ç õ e s do campo. , 
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Os desenvolvimentos puramente m a t e m á t i c o s : c á l ­
culo tensorial no espaço euclideano, á lgebra e aná l i s e 
tensoriais numa variedade afim e particularmente 
num espaço de RIEMANN, são expostos em Apêndice 
nos ú l t imos três cap í tu los (cinquenta p á g i n a s ) . 
Desta maneira o desenvolvimento dos pr inc íp ios da 
F í s i c a não é interrompido por cons iderações de 
ordem matemát i ca que poderiam desviar a a tenção do 
Leitor. 

Nos úl t imos tempos numerosas obras dedicadas à 
Relatividade Restrita têm sido publicadas. a E s t a 
situa a referida teoria nas perspectivas que a prece­
deram e a seguiram: o electro-magnetismo e a R e l a ­
tividade Gera l . Aqui são destacadas as mais simples 
ideas de base destas teorias e as suas l i g a ç õ e s com a 
exper iênc ia . Os fundamentos das teorias c láss icas do 
campo fazem aparecer notável encadeamento de ideas 
impostas pelos factos, guiado por um formalismo 
rigoroso e verificado pelas suas consequênc ias» . 

J . G . T . 

147 — M A U I H C E G O D E F R O Y — M a t h é m a t i q u e s G é n é ­

r a l e s . S y n t h è s e É l é m e n t a i r e — Gauthier-Vi l lars , 

Paris . 

Nunca conseguimos compreender bem qual a função 
do epitome, analisando-o atravez da ópt i ca do uti l i ­
zador, evidentemente. 

No nosso ensino, se por um lado existe entre os 
alunos «menos interessados» a tendênc ia de resumir 
as l ições do professor, fazendo até resumos do resumo 
afim de «melhor fixarem» o programa, por outro exis­
tem não poucas disciplinas cujos orientadores fazem 
a apologia de que ao necessár io é saber-se util izar o 
formulário» para que os futuros t écn icos se possam 
desembaraçar convenientemente, na vida prát ica . 

E s t a atitude de formação , just i f icação e ace i tação 
da inconsc i ênc ia profissional conduz aos mais desas­
trosos resultados p e d a g ó g i c o s . 

Do que conhecemos acerca do ensino francês esta­
mos convencidos de que a s i tuação é um pouco me­
lhor, neste ponto. 

É com surpresa pois que vemos aparecer o presente 
livro e com embaraço que aceitamos dele fazer uma 
aprec iação bibl iográf ica . 

O editor apresenta-o: adans le présent ouvrage se 
trouve condensé en 171 pages l'essentiel de ce qu'il 
faut savoir pour aborder l'étude de n'importe quelle 
branche des sciences m a t h é m a t i q u e s El iminant le 
superflu, supprimant l 'érudit ion, i l expose en un 

raccourci substantiel les notions premières sur les­
quelles reposent le Calcul inf in i tés imal , la Géométr ie 
analytique, la Mécanique rationnelle. 

L e souci d'une parfaite rigueur joint à la préoccu­
pation d'écarter toute spécu la t ion dénuée d'ut i l i té 
pratique ont dominé la pensée de l'auteur. 

De plus, l 'enchaînement logique des diverses disci­
plines, cons idérées non i so lément , mais comme parties 
i n t é g r a n t e s d'un même corps de doctrine, a é té sauve­
gardé avec une attention constante, de sorte que l'en­
semble des mat ières t ra i t ées se déroule de façon solide 
et cohérente : tâche ingrate mais garante d'une 
réuss i t e propre à satisfaire l'esprit. 

Autre exigence dont i l a é té tenu compte à l 'extrê­
me, celle de la clarté dans la suite des raisonnements 
se déve loppant avec s impl i c i t é , à l'aide de notations 
significatives et uniformes, sans équat ions et formules 
numérotées , sans continuels retours en arrière. 

E n u m é r a t i o n sommaire des sujets: 

I . Algèbre — Nombres — Variable — Limi te — Fonc­
tion — Cont inu i t é — Séries — Approximations — 
D i f f é r e n t i e l l e s — D é r i v é e s — I n t é g r a l e s . 

I I . Géométrie vectorielle — Orientation — Vecteurs 
— Contours — Angles — T r i g o n o m é t r i e . 

I I I . Géométrie analytique plane — Coordonnées — 
Droites — Courbes planes — Cercle — Fonctions 
circulaires — El l ipse — Parabole — Hyperbole — 
Equations focales de ces courbes — Aires — Vo­
lumes — Courbure. 

I V . Géométrie analytique spatiale — Coordonnées — 
Plan — Droite — Courbes — Courbure. 

V . Mécanique — Mouvement — Temps — Trajectoire 
— Vitesse — Accé lérat ion — Force — A t t r a c t i o n » . 

Folheando-o não lhe encontramos uma fórmula , 
uma idea, a demonstração de um teorema (por vezes 
se demonstram teoremas, quase sempre se justificam 
as af irmações) que não figure nos variados e excep­
cionalmente bons livros de texto, publicados pela 
grande e honesta casa editora Gauthier-Vi l lars , e 
tão utilizados e apreciados pela juventude estudiosa 
da França e de outros pa í se s . 

Portanto em face desta obra, bem organizada, es­
truturada e escrita, apreciando-a do ponto de vista 
da sua utilidade, repetimos, apenas podemos pergun­
tar : 

P a r a quê ? 

J . G . T . 
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