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Variedade analitica

por Roberto

real.

Ramalho

Definicdo e exemplos.

de Azevedo

do Instituto de Fisica e Mateméatica da Universidade do Recife

1. Introducgéo.

Este trabalho tem por objectivo familiari-
zar o leitor com a definicdo de variedade
analitica real. através da apresentagdo de
alguns exemplos, tratados com certo porme-
nor. E dirigido naturalmente aqueles que
iniciam o estudo deste assunto. A idéia da
presente nota surgiu numa das exposicdes
de um Seminéario, orientado pelo professor
ALFREDO PEREIRA GOMES, sbbre Variedades
Analiticas, realizado no 1.° semestre de 1959,
no Instituto de Fisica e Matematica da Uni-
versidade do Ueeife, como preparacdo para
0 estudo dos Grupos de LIE.

Adotaremos a definicdo de variedade ana-
litica real baseada no conceito de carta, por
nos parecer mais manejavel e de compreen-
sdo mais rapida que a definicdo equivalente,
apoiada sObre a nogdo de feixe de fungdes,
preferida por alguns autores.

Consideraremos conhecidas as nogbes fun-
damentais da Topologia Geral, bem como
as estruturas vectorial e topoldgica de R ,
esta Ultima definida pela métrica euclideana,
com a qual R™ é um espaco separado, com-
pleto, conexo, localmente conexo e local-
mente compacto, mas n&o compacto. Tem
sentido, entdo, considerar em R as nogdes
de funcdo real de n variadveis reais, limite,

continuidade, derivagdo parcial e direccional,
diferencial, convergéncia de sucessfes e sé-
ries, funcdo analitica, etc.. cuja conceituacgdo
se obtém mediante uma generalizacdo natu-
ral dos conceitos homénimos para as fungdes
reais de duas ou trés varidveis, por demais
conhecidos. Entretanto, por ser de especial
importancia no decorrer desta exposigédo,
detalharemos o conceito de funcdo analitica
real num ponto a de R'.

DEFINIGAO 1. Dizse que a fungdo real f,
definida em R", e analitica num ponto aeR",
se existe uma vizinhanca X de a tal que,
para qualquer ponto x e X , se possa escrever

f(x) como a soma de uma série de TAYLOK a

n variaveis, isto é:
f(x) = f(a)+ 27-d*f(4&)

onde

acf(« )« [ s (Xj-o»>-—!f(*)

e:
X = (X, ,X,, X,), a= (a, ,a,, *=*,a,).
Convém salientar que a analiticidade, bem

como o0s demais conceitos a que nos referi-

mos acima sdo locais, no sentido de que séo
definidos na vizinhanca de um ponto. A im-



portdncia déstes conceitos conduz-nos a ten-
tativa de dar-lhes um seDtido em espacos
topolégicos mais gerais que o R , mas que
se comportam localmente como o espago B
Veremos, no que segue, qual o instrumento
adequado para este mistér e nos concentra-
remos especialmente na nocdo de analitici-
dade, o que nos conduzird a definicdo de
variedade analitica real.

2. Variedade Topoldégica Real.

Consideremos um espag¢o topolégico E (*)
e seja U um aberto de E. Seja a um ho-
meomorfismo de U sdbre um aberto X de
Ji'"* . Chama-8e carta de U e denota-se por
(a, U) ao par composto do homeomorfismo
a e do conjuntoaberto U. Seja p um ponto
qualquer de E. Diz-se que (<*/>) é uma
carta do ponto p se existe uma vizinhanca
U de p tal que (aU) ¢ uma carta de U.
O inteiro positivo n é a dimensdo da carta.

Tomemos o ponto peUczE e suponha-
mos que a(p)=x= (@j,x, ,*°**,x) eR
Os nGmeros reais X, ,X, ,*° X, se dizem

as coordenadas de p na carta (<xU). Este
¢ um primeiro exemplo de uma nocdo do
espa¢o li" que se «transporta» para o espaco
topolégico E por meio do conceito de carta.
Se p é um ponto genérico de U, éle sera
funcdo de suas coordenadas, no sentido de
que a cada ponto p corresponde um con-
junto ordenado de n nlGmeros reais, e reci-
procamente. Esta correspondéncia define o
gque se chama um sistema de coordenadas do
aberto U na carta (aU). E claro que a
cada carta de U corresponde um sistema de
coordenadas em U, e reciprocamente.

um espagco topoldégico E €
euclideano em p se existe uma

Diz-se que
localmente
carta de p

(") No sentido de BOUEBAKI, «Topologie Générale,
Chap. li>.
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Estamos agora em condi¢gOes de definir
uma variedade topoldgica real, primeiro esta-
gio a considerar na definicdo de uma varie-
dade analitica real.

DEFINIGAO 2. Uma variedade topoldgica
real T €& um espago topoldgico separado e
conexo, localmente  euclideano em cada um de
seus  pontos.

Cada ponto de T possui uma carta, isto
¢, cada ponto de T possui uma vizinhanca
homeomorfa a um aberto de R . Estas vizi-

nhancas cobrem o espaco topolégico consi-
derado; diz-se entdo que a familia das cartas
sobre T cobre T. Uma familia de cartas

que cobre um espago topoldgico chama-se

um atlas deste espag¢o. Temos pois a:

DEFINICAO 2. Uma variedade topoldgica
real T & um espaco topoldgico  separado e
conexo munido de um atlas.

Prova-8e que todas as cartas de um mesmo
ponto p de uma variedade topoldgica real
tém a mesma dimensdo () Este nimero se
chama a dimensdo da variedade em p .

Como T é um espaco topol6égico conexo,
a dimensdo da variedade é a mesma em
todos os seus pontos. Com efeito, sejam Uj,
i—1, 2 subconjuntos de T tais que
cada Ui seja constituido por todos os pontos

e ?»

nos quais a variedade tenha dimensdo i.
Ora éstes conjuntos sdo abertos, pois se
peUi, entdo existe uma vizinhanca de p

contida em Ui, pela definicdo de carta de
um ponto de uma variedade. Mas, sendo T
conexo, ndo pode ser a reunido de abertos
disjuntos ndo vazios. Logo, ha apenas um
dos conjuntos £/ que é ndo vazio, o que
demonstra nossa assercgéo.

Diz-se que éste nimero comum a todos o0s
pontos da variedade T & &dimensdo de T.

(") Ver LEFSCHETZ, S., «Introduction to Topology»,
Princeton, pg. 124.
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Um exemplo simples de variedade topolé6-
gica real de dimensdo 2 é o conjunto S, dos
pontos de uma superficie esférica munido da
topologia induzida pela de Z?°, que lhe con-
fere uma estrutura de espag¢o topoldgico
separado e conexo. Além disso, S, ¢é local-
mente euclideano em cada um de seus pon-
tos; esta afirmacdo serd comprovada adiante
gquando explicitarmos o atlas. Entretanto
pode ver-se intuitivamente desde ja que S,
¢ uma variedade topolégica real. Com efeito,
se retirarmos de S, um semi-meridiano qual-
quer (incluindo os pontos extremos), pode
deformar-se de uma maneira bicontinua e
biunivoca (sem rupturas nem superposicdes)
a parte restante de S, (que é um conjunto
aberto na topologia indicada acima) de modo
a obter um aberto do plano R ; analoga-
mente, se retirarmos de S, um semi-circulo
equatorial (incluindo os pontos extremos) que
ndo intercepte o semi-meridiano retirado

antes, pode efectuar-se também uma defor-
macdo homeomortica da parte restante de
S, num aberto de R’

Impossivel é transformar «globalmente»

toda a superficie esférica num aberto de R’
sem efetuar rupturas ou superposicdes. Basta
meditar na impossibilidade de construir uma
carta geografica plana de toda a superficie
da Terra.

Exige-se nas definicdes 2 e 2' que o espago
topolégico subjacente a uma variedade topo-
l6gica real seja separado afim de evitar cer-
tos casos patoloégicos (7).

(") Veja-se, por exemplo, o caso da «ramificacao
simples», em RKKB, G., «Estruturas folheadas», Notas
de Matematica, n.° 12, Rio de Janeiro, pg. 3.

Chama-se ramificacdo simples ao espag¢o quociente
B u

, onde E e E' sdo dois exemplares de R
9
e p é arelagdo de equivaléncia que identifica os pon-
tos dos abertos U = \xeE; Xx<0|] e V = X eE";
X"<0]|. Os pontos de abcissa nula ndo sdo separados
(figura ao lado).

As variedades topoldgicas reais ndo separadas

No exemplo da superficie esférica de ba
pouco, 0s pontos que ndo pertencem a ne-
nhum dos dois semi-circulos maximos retira-
dos de cada vez tém, em cada uma das
cartas consideradas, coordenadas distintas.
Vejamos como se relacionam estas coorde-
nadas ou, em outras palavras, estudemos o

problema da transformacdo de coordenadas
em uma variedade topoldgica.
Consideremos, pois, as cartas (aU) e

((3, V) das vizinhangcas U e V de um ponto

fixo p da variedade topologica real T e
seja g um ponto genérico de W—U () V.
As restricdes (a, W) e ((3,W) das cartas

acima definem, cada uma, um sistema de
coordenadas para os pontos g de W.

Ponhamos

onde xeXczR" e yeYdR"™. Esta situa-
cdo vem descrita na figura 1.

Seja <b:X-*Y uma aplicacdo diferenciavel
talque: y=%$ () = ¢(@*j,%, .**,X) e con-
sideremos as aplicagfes componentes de $,
que sdo fungbes reais diferencidveis de n

variaveis reais :

D yi=H@, x., %) i— 1,2, ,n

Se o jacobiano ( - — ) for diferente de
\axj J

zéro em todos os pontos xe X, entdo o sis-

tém, entretanto, grande importédncia no estudo das
estruturas folheadas.
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tema (1) acima é inversivel e podemos
escrever :

Y

Fig. 1
@ Xi= Y, L,y.,..y) i=1,2 n

ou ainda que :
® - WO)

onde W: Y"->-X é uma aplicacdo diferencia-
veis).

Dessa maneira, $
mos diferenciaveis
temos :

e *F sdao homeomorfis-
inversos um do outro e

a=WoQB e [B= 3»0a
ou :

$ = @Goa-l e *F= ao(s".

Transportando para a variedade topolégica
T éstes resultados, diremos que os sistemas
de equacbes (l)e (2) sdo as férmulas de
transformacdo de coordenadas na variedade,
correspondentes as cartas (a,W) e (Ji,W).

3. Variedade Analitica Real.
Seja peT e seja U uma vizinhanca de

p em T na qual estdo definidos os homeo-

() Ver BUCK, C, «Advanced Calculus», Mc. Graw
Hill, pg. 216.

4
morfismos a. e 3 de T em R Diremos
que as cartas (a, U) e (3, U) sao analiti-
camente relacionadas no ponto peU se as

fungdes reais <> e 'Fj das equagbes (1) e (2)
acima sao funcgdes analiticas respectivamente
em x = a(p) ey= @(p).

Quando as duas cartas sdo analiticamente
relacionadas em todos o0s pontos em que
ambas sdo definidas, dizem-se analiticamente
relacionadas. Por abuso de linguagem, diz-se
ainda que duas cartas sdo analiticamente
relacionadas se ndo existe nenhum ponto de
T em que sejam ambas definidas.

Usaremos a notacdo (a K f3), para indicar
gue as cartas (a,i/) e (B,U) sdoanalitica-
mente relacionadas em p. Verifica-se sem
dificuldade que R é uma relagdo de equiva-
Iéncia.

Chama-se familia  analitica de cartas aquela
em que duas cartas quaisquer sao analitica-
mente relacionadas. Um atlas analitico sdbre
T ¢é uma familia analitica de cartas que

cobre T. Diz-se que um atlas analitico sfbre
T ¢é maximal se qualquer carta s6bre T que
é¢ analiticamente relacionada a uma carta
gqualquer do atlas pertence ao atlas.

DEFINICAO 3. Uma variedade analitica
real & uma variedade topoldgica real cujo
atlas € analitico e maximal.

A dimenséo da variedade analitica é a

mesma que a da variedade topoldgica subja-
cente ().

Se em vez de R"™, tivéssemos escolhido
C' , teriamos definido as variedades anali-
ticas complexas. Outrossim, poderiamos ter
definido as variedades p-vézes ou indefinida-
mente diferencidveis substituindo, em tudo
que foidito, a palavra analitico por qualquer

(°) Para as variedades analiticas reais, a demons-
tracdo de que todas as cartas de um mesmo ponto da
variedade tém a mesma dimensédo se faz directamente;
ver por exemplo COHN, P., «Lie Groups», Cambridge,
pg. 12.
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nma dessas. Convém observar que todos os
exemplos que daremos a seguir de variedades
analiticas serdo, em particular, exemplos de

variedades diferencidveis (indefinidamente)

pois uma func¢do analitica é, a fortiori, inde-
finidamente diferenciavel.
Dada uma variedade topoldgica, 6 muito
dificil e por vézes impossivel exibir um atlas
Afim de

demonstraremos a

maximal sdbre esta variedade.
remover éste obstaculo,
seguir um Teorema e seu Coroléario que per-
mitirdo estabelecer umacorrespondéncia biu-
nivoca entre atlas analiticos e variedades ana-
liticas, de modo que, dada umavariedade ana-

litica, se possa falar no atlas desta variedade.

TEOREMA. Seja
gica real

T uma variedade topol6-

munida de um atlas analitico A .

Entdo existe um Unico atlas analitico maximal

que conttm A .

Seja A’
sObre

o conjunto de todas as cartas

T analiticamente relacionadas a cada

carta de A . Mostraremos que A' é o atlas

procurado.

a) A" é uvaatlas analitico.
lugar, 6 evidente que A'zdA, de modo que
A" cobre T . Sejam {~,17) e {<*\V)
cartas quaisquer de A" e seja W= Ufl V.
Se W é vazio, as cartas s&do analiticamente
relacionadas por definicdo. Caso contrario,
seja pe W . Como W ¢é aberto, € uma vizi-
nhanca de p e, como A cobre T h&duma
carta ((3,W) de p que pertence a A. Da
definicdo de A" segue-se que (aRb), e
{a,R$),, donde (otjlix,), por ser R uma
relacdo de equivaléncia. De modo que as
cartas («j,U) e (a.* V) saoanaliticamente
relacionadas num ponto qualquer p de W.

Logo, o atlas A" é analitico.

Em primeiro

duas

b) A" é maximal. Seja (p,U) uma carta
que é analiticamente relacionada a cada carta
de A'. Como A'z>A (p.£7)

mente relacionada a cada carta de A e por-

6 analitica-

tanto pertence a A".

c) A' é Unico. Seja A™ outro atlas ana-
litico maximal contendo A . Entédo toda carta
de A" seria analiticamente relacionada a
cada carta de A e pertenceria portanto a
A Donde A"™C A Do mesmo modo se
verificaria que A'd A", logo A'= A" e a
unicidade estd provada.

COKOLAKIO.
analiticos

e A, dois atlas
analitica M.

Sejam A,
sobre a variedade
maximal contendo
cada ponto p6 M,
analiticamente

de A ..

Entdo ha um atlas analitico
Ai e A, , seesOse, para
ha uma carta de A j que é

relacionada em p a uma carta

A condicdo 6 necesséria : com efeito, se

existe o atlas A" nascondi¢des do corolério,
serd analiticamente
relacionada a todas as cartas de A, e de

e de A,

entdo cada carta de A’

A, de modo que as cartas de A,
serdo analiticamente relacionadas.

A condi¢do é suficiente: se para cada
ponto pe M, h&d uma carta de A, que 6
analiticamente relacionada a uma carta de
A, entdo por ser R umarelagdo de equi-
valéncia, toda carta de A, ¢é analiticamente
relacionada a todas as cartas de A, e por-
tanto o atlas A", constituido por todas as
cartas de A, e portodas as cartas de A, ¢é
analitico. Logo, pelo teorema anterior, existe

um atlas analitico maximal Gnico A" con-
tendo A", isto é, contendo A, e A, eo
coroldrio estd demonstrado.

Tendo em mente éstes resultados, podemos
formular a seguinte

DEFINICAO 3'. Uma variedade analitica
real é uma variedade topolégica real munida
de um atlas analitico.
4- Exemplos de Variedades Analiticas

Reais.

1) O espago R" ou qualquer um de seus
subconjuntos abertos, evidentemente.



II) Um ponto ou um espago discreto sdo
variedades analiticas reais de dimensdo zéro.

I'l) As curvas regulares no plano séo
variedades analiticas reais de dimensdao 1.
Estudemos em particular o caso da elipse de

equacdo ——h~"r—= 1,
a b

induzida pela topologia ordinaria do plano.
H& um atlas, a saber, a familia das cartas

abaixo :

com a topologia

{pr,.ABA), (pr.,A"'B"A),

(pr,,"fAB'),(pr, ,BA" B),

\ o X Vi

Fig. 2

onde pr, e pr, representam as projeccdes
ortogonais sObre os eixos OA" e OY res-
pectivamente; os arcos indicados da elipse
sdo considerados sem os extremos, de modo
gque sao conjuntos abertos na topologia
escolhida. Nestas condi¢bes pr, e pr, séo
homeomorfismos de abertos da elipse sObre
abertos de R.

Vejamos que éste atlas é analitico ; para
isso, verifiqguemos apenas que a 1.* e a 3."
cartas sdo analiticamente relacionadas, pois
para as outras o procedimento sera analogo.
Fixemos iddias s6bre o ponto P da figura 2.
como pr P=P, epr,P = P,, 0o ponto
P tera por coordenadas X na carta

GAZETA DE MATEMATICA
(pr., ABA) e y na carta (pr,, B AB").

Na vizinhanga A B do ponto P,
da elipse nos fornece as relagdes :

a equacao

b
y — \Ju* —x°, O <x<a

que sdo funcdes analiticas de seus argumen-

tos em A B.

IV) As curvas e superficies regulares do
espag¢o ordinario sdo variedades analiticas
reais, de dimensdes 1 e 2 respectivamente.
Tomemos a superficie cilindrica de revolucdao
de raio unitario da figura 3, cujas equacgdes
paramétricas sdo:

X = w
cos O™ w < 27T
—sen w com
y {- co< z<N-)-o00,
7 —z

Fig. 3

E evidente que a superficie cilindrica néo
se pode aplicar toda inteira s6bre o plano
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sem sofrer rupturas ou superposi¢cOes. Entre-
tanto isto pode ser obtido localmente, da
maneira que indicaremos a seguir.

Partiremos uma geratriz da superficie
cilindrica, aquela que passa pelo ponto A.
Entdo o restante da superficie, que é um
conjunto aberto na topologia induzida soObre
ela pela topologia ordinaria do espago E
pode ser transformado homeomorficamente
sbbre um aberto do plano (w,2), w medido
em radianos, como indica a figura 4. Nesta
primeira carta, as coordenadas do ponto P,
indicado na figura 3, seriam :

MI=w e Zj= z.

. x

Fig. 4

Obteriamos uma segunda carta, retirando
da superficie cilindrica uma outra geratriz,
por exemplo, a geratriz oposta aquela que
passa pelo ponto A] o restante da superfi-
cie seria transformado pelo homeomorfismo
definido por:

w, T e

num aberto do plano (w, z), indicado na
figura 5.

Estas duas cartas constituem um atlas pois
cobrem a superficie cilindrica e sdo além disso
analiticamente relacionadas, pois w, =w, —T
e z,= Z\ sdo funcdes analiticas, assim como

suas inversas —w, + T e Zj= z,.

V) Seja Z, o conjunto de todos os pon-
tos do plano cujas coordenadas sdo nlUmeros

inteiros e consideremos o conjunto quociente
T2 = A'2/Z2, obtidode FP por identificacao
de todos os pontos do plano cujas coordena-

Fig. 5

das diferem por nimeros inteiros. Na figura
6, todos os pontos marcados com um X se
identificam ao ponto P do interior do qua-
drado de lado unitario OABC; o ponto P
sera escolhido como elemento representativo
da classe de equivaléncia a que pertence.
Por outro lado, escolheremos como elemen-
tos representativos das classes de equivalén-
cia dos pontos cujas abcissas sao nUmeros
inteiros aquéles situados sObre o lado OA
e dos pontos de ordenadas inteiras aquéles
situados sbbre o lado OC. Désse modo o
conjunto dos pontos do plano definido por
) a;< 1 e 07J/<1 contém os elementos

Fig 6
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representativos
valéncia de R’

de todas as classes de equi-
modulo Z. Materialmente,

concretiza-se T ° tomando um quadrado de

papel e efectuando as dobras indicadas nas
figuras la, 1lbe 7c.
[0} C
«n <>
Fig. 7

A superficie obtida é, pois, o tdro ordina-

rio cujas equacdes paramétricas sao (ver

figura  8) :
x — (R — cos v) cos u .
( ) [O~ u< 2ir

y = (R —cosv) senu com
10 £ v < 2TT
z = sen u
onde R ¢é a distdncia de O ao centro de
gqualquer das seccdes circulares obtidas por
planos que contém ozZ.
Se se introduz em T°
ciente, teremos
rado e conexo,
dimensfes (o téro a 1 dimensédo
é o circulo de raio igual a1l).

a topologia quo-
um espaco topoldgico sepa-
gue se chama téro a duas
T=R Z

Fig. 8

Um conjunto aberto em T°*® é a imagem,
pela aplicagdo candnica, da reunido de um
conjunto aberto U de R* e de todos os
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outros conjuntos de R° cujos pontos possuem
coordenadas que diferem das coordenadas
dos pontos de U por nlGmeros inteiros

(ver figura 9).

o) (0)

0
0

©C o O

0]

Fig.

‘"o O O

Mostremos que T° é uma variedade ana-
litica real de dimensdo 2. Para isso expli-
citemos as cartas. A primeira seria obtida
retirando do téro (ver figura 8) uma circun-
feréncia vertical e outra horizontal passando
por PQ, com o que a parte restante do toro
(que é um aberto na topologia quociente)
seria transformada num aberto do plano
(u,v) pelo homeomorfismo u = u e v,= b

(ver figura 10). As coordenadas do ponto P
(ver figuras 8 e 10) seriam «j e v, nesta
carta.

Obteriamos uma outra carta se retirdssemos
do téro a circunferéncia horizontal e a ver-

tical que passam por Qo ° transforméassemos

47T j--

Fig. 10
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o aberto resultante num aberto do plano
(u,v), indicado na figura 11, por meio do
homeomorfismo: w,= ti— 7t e t>,—v —ré.

Estas duas cartas formam um atlas sdbre
T°® pois é evidente que cobrem T°*® e sédo
analiticamente relacionadas desde que as
fungdes : «, = «j—n v, = t'i— it bem como
suas inversas u = w,+ 71 e »i = t', 4-ir
sdo funcdes analiticas.

Fig. 11

VI)  Um outro exemplo interessante de
variedade analitica bidimensional é a faixa

de MOoEBius, que é o conjunto M, definido
por :
M-\(se,p)eS»;-1,~x"Il, -l<y<l,
onde se identificaram os pontos (—1,#)
aos pontos (1, — y\

O que corresponde a considerar o qua-
drado ABA'B da figura 12 e néle identi-

\

Fig. 12

ficar os pontos A ,B', C, etc., aos pontos
A, B, O, etc, respectivamente.

Uma faixa de MOEBIUS se obtém, «concre-
tamente» tomando-se um quadrado de papel
e efectuando as deformag¢des indicadas nas
figuras 13a, 136, e 13c, A figura 136
indica uma torsdo efetuada de molde a inver-
ter dos pontos A' e B e & figura 13c é a
superficie (faixa de MOEBIUS) que se obtém
da identificagcdo (colagem) dos lados A B' e
A" B de tal maneira que A coincida com
A" e B'" com B. A linha | em 13c indica
a posicdo ocupada pelos lados A B e A" B
depois de identificadose a linha V em 13¢
indica o conjunto dos pontos correspondentes
aos pontos de abcissa nula da figura 12.
Se considerarmos a topologia induzida pela
topologia ordindria do espaco li°, obser-
ve se que, ao retirar a linha | ou alinha V,
obtém-se de cada vez um aberto na faixa de
MOEBIUS. Se em cada um dos casos, desen-
rolarmos o aberto que resulta ap6s a reti-
rada de uma ou outra dessas linhas e o

ia)

aplicarmos sobre o plano, teremos ainda um
aberto do tipo indicado na figura 14.

As cartas estdo indicadas abaixo :

a) Para x=fcl e x=f= —\ , o que corres-
. R = X
ponde a retirar a linha 1, temos;
ui =y
6) Para a=f=0, 0 que corresponde a
retirar V, temos:
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Fig- 14
-1

SO X >01*»-

X, = X+ 1
se ~

12 = —y-

Donde:

0?, —ar,— 1
86 1 >

« :
e se x <D([*9_—*Xl-frl

2= =y.

e estas funcdes, bem como suas inversas,
sdo analiticas, com o que M é uma varie-
dade analitica real bidimensional.

VIl) Trataremos agora do espago pro-
jectivo a 2 dimensoes P, definidocomo o
espa¢o quociente P, = IN&-, onde
(espago R° privado da origem) e A ¢é

a relagcdo de
X,yeR$, X

equivaléncia
é equivalente a y (moédulo A)

seguinte: »se

se existe um nimero real /. tal que y = ix»
Geometricamente, as classes de equiva-
léncia (mo6dulo A) sdoretas de R° , passando
pela origem, mas destituidas déste ponto.
Ora, estas retas sdo caracterizadas pelos
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seus cossenos diretores a ,a ,a, ou por
nimeros proporcionais a éstes, seus para-
metros directores x,,x,,x,. Este sistema
de parametros diretores de uma reta se pode
identificar ao sistema de coordenadas homo-
géneas de um ponto do plano (observe-se
que a% ,x, e X ndo podem ser simultanea-
mente nulos pois a origem foi suprimida)
e as retas do plano coordenado x0X,
para x, = 0) se identificam aos pontos do
infinito do plano. Somos conduzidos por
esta construgdo ao plano projectivo conhe-
cido. Os abertos de P,, na topologia quo-
ciente, sdo as imagens, pela aplicagdo cano-

nica, de superficies conicas S, de vértice
na origem e circunscrevendo abertos U de
i?5 (ver figura 15).
Fig. 15

Consideremos os abertos U, V e I|F de
Rl, definidos por :
U=\xeRI;x=t=0\, V = \xe R%;x,=j=0\,

W= \xeRI1l;x, 720\

e sejam <&(U), 3>(F) e <&(W) as imagens
de U, Ve W pela aplicagdo candnica

4075 -> P, Estes trés
uma cobertura de P,
Se pusermos :

conjuntos formam
e um atlas é obtido

para < (V)
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X, =
para HV) ’
r. = a?,
A, =
para <t>(W)
vy, ="?
a3 .

Observemos que as fungdes X,

sdo analiticas para os pontos de

A

fl> (£7")n $ (P"). Conclusdo analoga obteria-

mos por consideracédo

pois, uma variedade analitica

dos demais pares de
cartas e P, ¢,
bidimensional.

VIIl) Afastemo-nos dos geo-
métrieos e consideremos o conjunto M(n ,R)

exemplos

das matrizes quadradas de ordem n sbbre
R. Ha& uma correspondéncia biunivoca entre
M(n, R) e R*

«,o>«—x»ali (/_i),,

dada explicitamente por
que faz corresponder a ma-

triz  [«tj)i<tj€n o ponto de R™ cujas
coordenadas sdo (X, ,X ,°***,X>). Intro-
duz-8e uma topologia em M(n, R) exigindo

que esta correpondéncia seja um homeomor-
fismo, o que equivale, por exemplo, a definir

a distaacia de a (&))I£IJEN

Vz' — it
"

é, de facto, uma variedade analitica real de
dimensdo n°*

IX) Estudemos agora uma aplicacdo do
corolario da pg. 5. Para consideremos
a superficie esférica de equagdo X +y + 2z e»1
em A" e definamos dois atlas analiticos
sobre ela para em seguida concluir que éstes
dois atlas definem a mesma estrutura de
variedade analitica. A topologia da super-
ficie esférica sera sempre a topologia indu-
zida pela de R’

Seja P(u
ficie esférica onde u e v

. Nestas condig0es, M{n,R)

isso,

,V) um ponto genérico da super-
sdo parametros

11

representando respectivamente a longitude
e a latitude do ponto P, contadas a partir
de PQ (ver figura 16). As equacdes
métricas da superficie esférica &4&o pois:

para-

Fig. 16

X mm cos V cos U PEEVEXESEE!

I0A"M<2it

y = COSV Sen U  ¢om

Z = senv

onde os poios norte e sul tém por coordena-
das respectivamente V(0,T/2) e S(O ,— n/2).
Esta restricdo garante a biunivocidade da
correspondéncia entre pontos da superficie
esférica e pares de valores de u e .

Definamos um primeiro atlas composto
das duas cartas (o,, £7,) e («,, U) . U\ ¢
0 que resta da superficie esférica quando
dela se retira um semi-meridiano fechado
(com os extremos) passando por P, e cujos
extremos sdo os poios norte e sul; éste aberto
pod6 ser transformado homeomorficamente
num aberto do plano (it,v) como mostra a
figura 17 e nesta carta as coordenadas dos
pontos de U, serdo dadas por:

«l1=uev = V.

Seja U,
quando dela so retira um semi-circulo equa-

0 que resta da superficie esférica

torial fechado de extremos PJ(TT/2,0) e
P.(3 7t/2,0). Nestas condicdes, U, se
pode transformar homeomorficamente num
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01 u. \ZTT

TV,

Fig. 17

aberto do plano (it,v), conforme figura 18,

de tal modo que nesta nova carta as coor-
denadas dos pontos de U, sejam :
W,= M—ir e v, = v.

E como w,= Mj—w, 1?,= t>! e suasin-
versas, sdo fungdes analiticas nos pontos em
gue sdo ambas definidas, o atlas considerado

é analitico.

«a

Figura 18

Definamos um outro atlas sdbre a superfi-

cie esférica, composto das cartas (|3j,Fj) e

(f3.,r.).
A carta (6j,Fi) é constituida do aberto
F] , que se obtém da superficie esférica

guando dela se retira o polo sul; j3, é o
homeomorfismo projecdo estereografica com
centro no polo sul e transforma V, era todo

o plano (sem os pontos do infinito). Se s e

GAZETA DE MATEMATICA

ij sdo as coordenadas do ponto genérico
P(x,y,z) de V\ nesta carta, teremos, con-
forme figura 19 :
9 ,0P"\ PP"
\OP, VO P,
P S
= 1+z
\os\
Donde :
e i
@) 1+ 2 1+z
Figura 19
A carta (fi,,V) consta do aberto V,,
obtido pela supressdo do polo norte na

superficie esférica e do homeomorfismo (3,

que €é a projecdo estereografica sbdbre o
plano XOY e com centro no polo norte.
Se s, e t, sdo as coordenadas de P{x )y ,2),
ponto genérico de V,, nesta carta (ver
figura  20):

N

pr

Figura 20
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PrP1
= Z.
\OP,\ " «2 1.0 tf|
Segue-se que :
2 =
(2) «, 1
As equacbes (1), (2) e a~ + # + z°= 1

formam um sistema de cinco equag¢bdes a sete

variaveis, do qual podemos extrair relagfes
entre «j, , s, e t,, pela eliminacdo de
X, Yy e z. Temos sucessivamente:
2, 2 a + 7 1
«@ + "2
(1-2,° (1-2).
1 4-2 to s,
l—z «l
logo :
ITT Coti .
Rk + "2 * 4 D

que sdo fungOes analiticas dos seus argumen-

tos, exceto para .«,= t, = O, que é a pro-

jecdo estereografica do polo norte, o qual

ndo pertence a ambos V\ e F,e
Analogamente obter-se-ia :

R |
que sdo também fung¢des analiticas em todos
0s pontos que pertencem a Fj |~li*,, pois
o Uunico ponto singular corresponde a
i) =tff = 0, projécdo estereografica do polo
sul, que ndo pertence a Fj.

Entdo o segundo atlas é também analitico.
Resta-nos verificar que ambos definem a
mesma estrutura de variedade analitica. Ora,
as fungdes :

cos vj cos 7/, cos ?1 Ren ?/j

U =
1 + sen 1 -+sen ?j
o 1 B 1- (G?+ 1?)
Mi = arctg  t>,= arcsen
»1 1-1-*\ + i\

sao analiticas, exceto para o polo sul. Mas,
para Sste ponto, as func¢des abaixo o sao:

13

cos v, cos 7, cos r, sen v%

sen v senri

. 1, i si 4-1% 1
Ui = arctg— ; Vi= arcsen—, =

*D »| + 4 + 1

X) Sobre a parabola cubica de equacdo
N = x (ver figura 21) com a topologia indu-
zida pela de R, podemos definir dois atlas
analiticos, os quais, no entanto, ndo definem

Figura 21

a mesma estrutura de variedade analitica
sdbre a curva.

Ambos os atlas contém apenas uma carta,
as quais denotaremos por («i,U) para o
primeiro e (a,, U) para o segundo, sendo U

toda a curva, a, e a, as projecdes ortogo-

nais sdbre os eixos OX e OY respectiva-
mente.
A coordenada de um ponto genérico

P(x,y) da curva sera A'l= x na primeira
carta e X, = y na segunda. De modo que:

A", —Af e Aj= A, "

e a segunda destas fung¢bes tem um ponto
singular na origem. Entdo h& duas estrutu-
ras distintas de variedade analitica a con-
siderar.
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Soma aproximada

por M. A- Fernandes

1. Calculo da soma exacta de uma série.

O calculo exacto da soma S de uma série
00

convergente 2
o]

"»> f“-Bt> por métodos anali-

ticos que se reduzem, directa ou indirecta-
mente, a definigdo
S =1imS, , com S, = 2‘3)»‘
0
Podem ver-se alguns casos correntes em

artigo anterior nesta revista[1].

Quando, porém, aqueles métodos nao
sejam eficazes h& que recorrer a processos
numéricos aproximados.

2. Calculo aproximado de S.

Sendo S =S, + R,,, com S = 2

00
Rn = 2"">
M
aproximado de £
matico igual a R,
Pode obter-se um limite excedente de tal

g‘"""io se tome S, como valor

comete-se um erro siste-

erro considerando uma série majorante de

2 'm, ou seja uma série convergente >] u,
cujos termos obedecam a condicao
\u \zZ» u,

e que seja facilmente somavel. Tem-se entdo
00

IRn | ta: fin = 2

mmi

(i) Bolseiro do I. A. C.junto do Seminéario de Cal-
culo Numérico e Maquinas Matematicas.
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de séries

Cosia (*)

Assim, pretendeudo-se S com nm erro abso-
luto inferior a 10 *, tomar-se-&a um nGmero
n de termos que garanta

Rn<~- 10"*,

tendo depois o cuidado, no calculo efectivo

de S,, de ndo cometer erro superior a
- io-"

2 .

EXEMPLO

Nimero de termos a tomar para obter

(o)

s

2 I/wi® com um erro inferior a 10 °,
i

Facilmente se obtém uma boa majorante
notando que

1 1 1/ 1
“P TS M1 2\wm —1 m+ 1
donde
* 1/1
2 \" n+ 2
1/ 1
+2\n+ 1 n+ 3 +
+4- * '
2'\n -2 n +4 T
1 /7 1 1
2\n n+1

tem-se portanto

74,,<JL.10-3 ,e «"2000.

Em [1,8 2] descrevem-se algumas técnicas

para a obtencdo de majorantes.
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3. Calculo de S,,.

Regra geral, convira calcular os sucessivos
M, determinando préviamente as razdes

pm ' «m/Mm-1
e utilizando a relacéao
M., = p,=U _j.

Este processo, particularmente Gtil no caso
de séries de poténcias, simplifica e sistema-
tiza os calculos, prestando se ainda a intro-
ducdo de verificagdes intermédias.

EXEMPLO

Calcular com seis decimais exactas (6 D)

oo 1 2sm
1A*P)= 2 ——,
onde x, = p—, para p= 21

8
Utilizando uma majorante geométrica [1]
facilmente se obtém a limitagéo

1A
\ 4
1
(n 4-1)2 4
Deduz-se daqui que, para assegurar 6D,
basta tomar 16 termos quando p = 21.
Obter-se-d0 entdo em primeiro lugar as
razdes
«m 1 ay _
o M, ,"*,2 4
= — x 17,00192135 (m-1,2, ..,15)

Wi*

e, a partir deles, os termos sucessivos pela
relacédo

Mm** Pm' M, _j,
com w,= 1.

Uma boa verificacdo dos p, é dada pela
identidade

15
15 2 15
2P =y 2
15 j

onde se substituira 2\ pelo seu valor,

obtido independentemente com suficiente ni-
mero de decimais.
O quadro final de calculo é o seguinte:

m pm Mm
0 1,00000000
1 17.00192134 17,00192134
9M 4,25048033 72,26633222
3 1.88910237 136,51849946
4 1,06262088 145,06729881
5 0,68007685 98,65691161
6 0,47227559 46,59325113
7 0,34697798 16,16683215
8 0,26565502 4,29480011
9 0.20990026 0,45229310
10 0,17001921 0,07689851
11 0,14051174 0,01060514
12 0,11806889 0,00127578
13 0,10060308 0,00012834
14 0,08674449 0,00001113
15 0,07556409 0,00000084
538,107260

Caso se pretendesse o valor de
para sucessivos valores de p, por exemplo
para p = 1,3,5, ¢« ,21, o labor exigido
pelo emprego de um simples calculador de
secretaria seria ja consideravel.

Julga-se interessante expor o procedi-
mento mecanografico que se seguiu para
resolver este mesmo problema, utilizando as
seguintes maquinas de cartdes perfurados:
uma calculadora de programacdo externa,
uma tabuladora e uma reprodutora (!).

1Q(X.)

(*) Uma calculadora de programacdo externa é
uma maquina que se leva a cumprir determinado
«programa» de célculo mediante um painel de liga-
¢bes Uma maquina desse tipo dispde de diversas
memorias e de um ou mais acumuladores ; as opera-
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Sequéncia das operagdes

a. Prepararam-se na reprodutora grupos
G, de 15 cartdes detalhe D,, contendo
m e r/i* (m= 1,2,¢¢¢,15). Os cartbes
de cada grupo foram assinalados por p
(p-1,3, ...,21).

b. Fez-se preceder cada grupo G, de
um cartdo mestre M, , contendo :

p, p2., iT=-~-~-j* = 0,03655310963.

Sobre cada M, calculou-se —x, = Kp* ;
4

e, para cada cartdo D,, de G, calculou-se

perfurando p, no préprio D...
Os valores de p, foram, assim, obtidos
por uma primeira passagem na calculadora.

c. Substituidosos M, por D.Q contendo
M, =1,

, voltaram a introduzir se os cartfes
na calculadora para obter os u, pela rela-
¢do u,=o0,-u,_li, perfurando o valor de
cada u, sobre D

pem*®

Nota — Embora fosse dispensavel, para os
primeiros valores de p, levar m até 15,

¢cOes programadas repetem-se, em principio, sobre os
sucessivos cartdes, senilo porérn admissiveis certas
alternativas denunciaveis por cédigos intencional-
mente perfurados nos cartées. Os resultados podem
ser perfurados cartdo a cartdo ou apenas em certos
cartdes para o efeito introduzidos na localizacdo
propria.

A tabuladora é uma maquina que pode comparar-
-8e a uma somadora com maior capacidade de acumu-
lagdo e impressdo, mas cuja maleabilidade é infini-
tamente superior gracas a certos dispositivos de
seleccédo.

A reprodutora serve para reproduzir a informacéao
contida em determinado grupo de cartdes sobre outro
ou outros grupos de cartdes segundo um critério de
correspondéncia prefixado.

GAZETA DE MATEMATICA

adoptou se procedimento uniforme a fim de
evitar manipulacdo dos cartdes.

d. Calcularam-se na tabuladora as somas

15

hpy— 2 *®(py.

m-0

3. Séries lentamente convergentes.

Relativamente a séries de convergéncia
lenta, torna-se por vezes eficaz a sua trans-
formacdo em novas séries de igual soma
mas de convergéncia acelerada.

3. 1L Transformacdo de Kummer.

Consiste em subtrair da série dada uma
outra série de soma conhecida mas cujos
termos tenham construcdo semelhante.

Sendo S = g,

convergente, e C= 2 °n uma série de soma

uma série lentamente

conhecida, com

lima, le, = y=1=0,

tem-se

0 o
EXEMPLO

Volte a considerar-se a série S =" 1/ifl,

que ja no exemplo do § 2 se reconheceu
ser lentamente convergente. Tem-se aqui
a, = 1/ri* e tomando c¢, = 1/n(n--1),
vem 7=1, 2°n=1> donde
a* (n -t 1)
Repetindo a transformacdo com
1 1

€% T hn + 1)(n+ 2)
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vem 7= 1, 20«: 4:1e

y : =JL. Vv I
i“"n+1) 4 Aoalw + ) (w+ 2)
Prosseguindo desta maneira, acha-se

20 g torod

;2 2w+ 0.'...(«+/>)

A série do segundo membro, mesmo com p
moderado, converge com rapidez apreciavel.

3. 2. Transformacdo de Euler.
Pondo a, = E"a,, com E = 1+ A,
acha-se
2(—)"«n= 2(-)"& «0 = °0 =
= «n= — 1H A a,
2+A ° 2\ 2
e, daqui,
o] o
Para séries de poténcias, use-se antes a
transformacéo
/\ N N
2(' «O: ZTT—*— « O -
o) oa+rF

Note-se que a transformada de EULER ndo €
necessariamente de convergéncia mais rapida
do que a série original. Servem de exemplo:
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Sdo condicdes suficientes para que a série
transformada convirja mais rapidamente do
que a original :

ANl rMr> — e (-)*A*a,>0.
a, — 2
Com efeito tem-se, por um lado,

| = («n—«w«tl]) + (ON+2 ~ “«+5> +'o0ie
= —Aa —Aa,., —Aa,.,—
e, por ser —Aa,.i < —Aa, (pois A’a,>0),

[i?.,| >-(-Ao0,-Aa,..-Aa,.,-Aa, .3 )

Por outro lado, quanto ao resto da série
transformada, tem-se

\ 2ll+l 2II+2 /
A'+ik,
2"+ 2»+2 +
Mas a sucessdo |A’cr,| é decrescente, por-

quanto

IA**a\ —IA«I= ( yP»»(A"a - A"a) -
— (- )PA?0r, = (— A"aj =
= — (—)PA?a, < 0.
Entéo,

A>Tl q,
o o

pois |A»0,|< 'A"-i0,1< *e'< °Q¢
Daqui vem
°p

9n

£t (2n"

A convergéncia torna-se tanto mais acele-

rada quanto maior for r .



EXEMPLO

Para se obter directamente a soma da

série alternada

o> -l

1

0 "o+
com nm erro inferior a 1/10° seriam neces-
sarios mais do que 1000 termos. Recorrendo
a transformacdo de EULER, o problema sim-
plifica-se, porém, extraordinariamente.

Neste caso 6 simples obter a expressdo
tedrica da transformagdo, porquanto (*)

1
n+ 1

»[-1]

e, como

Ant-'] = - nf-2],

logo se acha, por inducéo,
A*a, = A* [-i] = (—)"k\ nIXM-D]
(-)*&!
(«+ I)(»+ 2)...(n+ A+ 1) "'
Tem-se entédo

A*a, = AxOH] = ()7
kK + 1

e, por conseguinte,
® - H ® 4 @

N 7i+ | 2 M« + 1)2» N~ on2v
Acelerar-se-ia a convergéncia fazendo
n-1
-\ )*
2-) 200,y
@® 1
* N\ =
+ 2 (_) 7 T

Ng*) pi&ticeepeenen e pdidontié facoerdidederde
1/(n+ 1) (n+ 2)eee(n+r). Veja-se, por exemplo,
[2, pag. 471.
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deduzir a expressdo da transformada, esta-
belecendo-se logo o quadro de diferengas :

n 10*%/(n+ 1) A3 A3
0 10000 5000
5000 3533
— 1467 —2899
3333 634
-833 -301
2500 333
— 500 -166
2000 167
333 o5 -72
1667 38 o .36
1429 179
1260

Observe-se como, se tomarmos a soma
dos quatro primeiros termos e aplicarmos a
transformacdo a série resto, bastam as dife-
rencas de «4 até a 3." ordem (sublinhadas)
para se obter <S com erro inferior a 1/10°:

10* S = 5833 + ~ |~2000 + ~ (~

+ -L(95) + i-(36)+ ..~L

~ 5833 + 1000 + 83 + 12+ 2,
donde

S = 0,693 ¢

Uma boa verificacdo seria a que consiste
no recalculo de /S considerando por exem-
plo S = S$+ JR, e aplicando depois a trans-
formacgdo a i?,.

4. Uso da formula de Euler-Maclaurin.

Sabe-se que [2, pag. 161]

2/* = flo»)"™* +\ (Jo+/») +

+ N (/IWo)- ~  (/:"-10") + se-

Se lim/("s>(«)== 0, tem-se entdo
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2 - M T(») x4+ V- TT0 +
lo" +
* 720 3U240
EXEMPLO

Para a série que serviu de exemplo no
§ 2 tem-se

1
Aot 8l

Rn

Como /(ar) = 1/ (8 + ar)’, é aqui

/'(0)

1
-
—~
(=)
I~

'

'

720
1(0) v |

/(ar) dar
tf A)

e portanto

1 1 1 11 1 24

i?2, . 1 + + ...
8 261 12 & 70 feb5
= 0,125 + 0,0078125 + 0,0003255

— 0,0000010 -+ ... =0,1331370,
S=S + E = 19956349 + 0,1331370
= 2,128772 .

Verificar-se-a recalculando S a partir de
S, + Bio , por exemplo.

Um adendo

por Ruy Madsen

Lemos no n.’ 53, um interessante artigo
do senhor H.SILVA LOBO, onde prova pela
inducdo finita as formulas :

,=0 \P/

a numa demonstracao

19
5. Outros métodos.

Caso y — 2 *j™ convirja lentamente
para a = ar, pode procurar-se uma equacao
diferencial (linear) que vy satisfaca e obter,
por métodos numéricos, o valor y(x') da
sua solugcdo particular que obedeca as condi-
¢bes iniciais

y(0)-a,, if(0) a, y"(0)= 2a,
Por exemplo,
/\,2
y- @ ab

6 a solugdo de

(I+ar) d @

para a qual #(0) = 0.
Outros métodos de célculo de soma de
séries encontram-se nas referéncias [3] a [6].

REFERENCIAS

[1] Gaz. Matematica, n.° 11, pags. 4-7.
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[6] Nat. Bur. Stand. Jour. Res., 46 (1951), p. 56.

por inducéo finita»

Barbosa

e

2) p2()=n(n + 1).2«2
P=0 w

Acreditando fornecer um adendo positivo

ao trabalho citado, ouso acrescentar a de-
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monstracdo de também por

» 2 -0
. ~ - ] . x
inducdo finita, e efectlar uma modificacao
na demonstracdo da primeira formula, tor-
nando-a mais rdpida com o uso do simbolo
somatorio.

Vejamos :
Admitamos, por hip6tese, que seja verda-
deira a formula para n: ("\=2".

P-0 w

Verifiguemos a validade para n + 1:

P-0\ P P=1\ >

Apliquemos a férmula de STIFEL :

S("rK?[(;MA)]+-

ou o
Tomando —1= A no segundo somatd-
rio temos :
(TH(;HG) -
ou
o\ P / o\P/ o\P/ o\P.

e lembrando a hipdtese podemos escrever :

S*, -

o\P

22" = 2"+' c. g. d.

Basta, portanto, verificar a veracidade da
férmula para ne=1, o que de facto se ve-
rifica, pois:

*C)-f«)+(2)-»+»-o

que confere com resultado obtido pela fér-
mula :
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sn=2,_2.
o \p/
Vejamos a modificagdo para JJp ( ):
o] \p/
(" \
Admitamos que 2 P ( ) —n2"~, por
o] \p/
hipotese, valida para o nimero n, provemos

que desta hipdtese resulta valida para n-\-1 :

o VP I 1 \ p 1

Aplicando a féormula de STIFEL

P c:")-?40+(,-,)]

Trocando no segundo somatério >—1
por Kk teremos:

PffI-PQ+1wQ

ou =j|p|")+]]k( +
0o \ps \P'
o\
ou P2 ().

e considerando a hipotese temos

«+1 / _i I\
S/) o J=2ene2-a1 + 27
o] \ >/
ou finalmente :
ntl /, | 1\
2 v p ) =T («+ ) L og-c-

Completa-se a demonstracgédo verificando-se
a validade da formula para n= 1.
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Uma interpretacéao

e algumas

da anélise

21

combinatdria
aplicacodes

por 3. M. Gil

(Concluséo)

56 Arranjos com elementos repetidos.

A mesma operagdo executada apenas p
vezes, com p< n, daorigem a conjuntos
ordenados de p elementos, eventualmente
com elementos repetidos, quando muito p
vezes. Chamamos a cada um destes conjun-
tos arranjos completos dos n elementos

«D «2J)'ee»°»] P " P

57 —Representaremos 0 nUmero destes

arranjos por a,\,. E

olp =wX«X -X«

= n"

ao todo p factores

58 — Propriedades de <x)\.

a) E imediato que

p-

In—p —"™ne

b) Fdérmulas de recorréncia nos indices
) <t I, —new’’'=nea,l|,-i
(n-iy
2) «, |, = nP a«-1 |P
(n—hP n — 1
) _ TI?-
3) a,iP=n- (11— =
(n—
71 \' H
M— 1 |p-|
A / v o

p-1
\'» — V

= [(«-1)+ 110 i — 3 «n-1IP-1

=(n—1)./——13 «-i|p-i +

) «»-1|P-1

n-1|p +
P-1

Ti- 1

N «Hp + «+1 |p-)

+ «H |p-l

P

71—1

59 — Combinagcfes com elementos repe-
tidos.

Numeremos p + r + 1 lugares consecuti-
vos da seguinte maneira

IPI /111

Escolhamos agora r destes lugares. Po-
demos toma-los todos consecutivos ou cons-
tituir um certo nimero de blocos de lugares
consecutivos. Preenchamos os lugares de
cada bloco, com elementos a,, sendo | igual
ao numero do primeiro lugar da esquerda do
bloco. Obtemos assim agrupamentos de r
elementos de entre

)2 P »ie ) f
podendo cada elemento ser repetido, até r
vezes, em algum agrupamento.
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60 — Estes conjuntos chamam-se  combi-
nacbes completa» dos p + 2 elementos
"\ >*2>eee>p t'e i'f > tomados r a r.

61 — Representaremos o nimero das combi-
nagBes completas dos p + 2 elementos, r a
r, por r, .|,

Este numero € também o das possiveis
escolhas de r lugares entre p+2+ j—1 =
= P+ "+ 1¢ Assim

e, fazendo p + 2= n, vem

017

sem qualquer restriccdo dos valoresrelativos
de ne .

62 — Propriedades de r,,|,

d) E
Pp+g+l \p,q,1° “p +gH | P .9

(MO

e, parap+ 1=nec¢+ 1=

m|r e* n+r-1llnd, 4
b) Formulas de recorréncia nos indices
1) r»|r= — -1, 1
= —.(n+r
r
n+r—.1I
RITr

n+r—1/n+r—2
2) r.,, /
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n+r—1 C§+|2 n
r n—1

w+r —1/n+r—09\

«—1
« 4-r —1
71— 1
n+r—1 /n+r—2"
9 s 1)
rat+r—1 n+J—2/é+r—’\
« —1
A r—1I)(n+r—2
@ ) ) 81 r1
(n— Dr
+r— + r—
4 r., = n r—1\ /n r—2
(W/\ln) = ocw_iic o+ i op

B ir,,,=I:

()=

= r,.ift ou 2 NM<d»  r,.i]j
»=0
~ >+ r\ Ip+r
«0 |>+1| — -
T r+lip
e para p+ 1= n
lr= ir+linle
d) roi, —r,  ji,.j= r. |,
n+r-1
. r.i,
n+j—1

63 — Ocupacdo livre de caixas diferentes.

Consideremos elementos indistinguiveis
aa a distribuir por n caixas diferentes,
sem limitacdo do numero de elementos que
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podem ficar em cada caixa. Estatisticamente
elementos de BOSE ou bosoes.

A distribuicdo dos aa equivale a forma-
¢cdo de blocos de aa, cada um deles cons-
tituido pelos elementos que ficam em cada
caixa.

Precisamos dum processo de fraccionaro
bloco inicial dos p elementos aa, supostos
alinhados em, quando muito, n blocos.
Basta-nos intercalar n — 1 elementos iguais
bb. Estes n—1 elementos bb separam,
quando muito, n blocos; precisamente n
blocos, quando cada b é elemento de sepa-
racdo dos aa. Quando a separacdo é feita
por blocos de bb o numero de blocos sepa-
rados é inferior a n. Quer dizer: cada per-
mutacdo dos elementos

a,a,ese,ab b, ,eee b
paa n—Ilbb

corresponde a uma distribuicdo dos elemen-
tos aa pelas caixas. Tantas distribuicdes

possiveis quantas as permutacdes, isto é,
n+ p-1\
Jpln—1I )—1inip
\ P /

com D)\ numero de distribuicdes possiveis
de p elementos por n caixas.

64 — Ocupacdo restringida de caixas dife-
rentes.

Suponhamos que os p elementos indistin-
guiveis tem de ser distribuidos por n caixas
diferentes, deixando, quando muito, um em
cada caixa. Estatisticamente estes elementos
chamam-se fermide, ou elementos de FERMI.

65 — Para fazeradistribuicdo, basta escolher
as p caixas, que ficardo ocupadas; as res-
tantes n —p ficardo vazias. Sao possiveis
tantas distribuicbes quantas as escolhas
possiveis de p caixas de entre as n. Assim
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€ 0 nUmero das distribuigdes possiveis de
p fermides por n caixas diferentes.

66 — Estudemos o caso geral da ocupacao
de caixas diferentes restringidaa um numero

maximo, m, de elementos por caixa.
Representaremos por Z2)il,,,., 0 numero
de distribuicdes possiveis de i elementos

por n caixas, cada caixa com o maximo de
m elementos.

Ndo é possivel distribuir pelas n caixas
mais do que nem elementos. Assim
Aln,m = 0 para »>«e»»,

Seja jD,,, 0 numero das distribuicdes
possiveis de objectos indistinguiveis pelas n
caixas, cada uma com o0 méaximo de m
objectos. E

considerando as caixas vazias como uma
distribuicdo de zero objectos.

67 — Os valores de Z>;|,,, podem obter-se
facilmente por uma multiplicagcdo de poli-
nomios.

Representemos as caixas por X, ,X, ®** X,
e ponhamos em indices superiores 0 numero
de elementos que nelas podem ser colocados,
assim

X® £ a* ... x™
aS 0?2 a’ eee g™

Xn Xn Xp o= R

Consideremos o0 caso das distribuigdes
pélas duas caixas a7 e a? e As distribui¢cdes
possiveis correspondem aos pares a-ja-, que
se podem formar com as duas primeiras
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linhas do quadro. Os pares cuja soma dos
indices superiores é a mesma correspondem
a distribuicdo do mesmo numero de elemen-
tos, precisamente igual a essa soma.

Os pares X, X, podem ebter-se facilmente,
considerando as expressfes

X\ + x\ + ar*+ h af

a-0 + firi + arjj +

como polindmios e multiplicando-o0s. Assim

(*}+ h a-J)

= *°g° 4

se») @8 -f-a» +
e\srg + ., ., H h a?" a° +

0 ~1

+ SB" a-i +

+ §C"STj = B0L.H +

"4"Sm|x X, "HSm-1]a a, "~
4 ece + S2 MIX K

com [Sil*.», =2*7*2 ° ° *°"*"°"'og esten-
dido a todos os pares ordenados de inteiros
(a, P), tais que a+p =t, Claro que é
Ail2,m o numero de parcelas de Siix.x,e
E ainda
>
i 12 » = 2

i=o

1 »«

com Z)pl,, = 1 para p™m e £,1, sa0

para p > wi .

68 = Facamos o produto dos n factores
seguintes
(a® + X\ + .ee + a?) (a° -f-arjH + a»)e..
i+ + O = "OIX,X,...X, +
— $1IX X,o X, H " *e T &NM X X, — X,
entédo
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(a° + & + hg™) ese(*(> + s> H ~T)
(«2,i+<+l+eeet+*: NY=<?20ix,*,...X,..0,,

+ [X, X, .o X, N2+ 1+ oo+ SmM |x,M, ... H*
= S0IX X, o Xy A ST X X, Xy, e+
+ <p+Di»|lal, . x,.,

com
SilX X,... XH = 2 d "««ii™n+l
Ep|x,X,...X,= 0 para p>nm.
Consequentemente
m
(1 = Di-j\n,m
7=0
para qualquer ri> 1.
69 — Claro que é ainda
mn
(l + F+ se» + e, + Se-)": 2 £i|»,»a*

em vez de efectuar as sucessivas multipli-
cagdes para obter os coeficientes D)\ .,
podemos calcular estes por recorréncia. Pois
€, por aplicacdo sucessiva de (1)

m m m

Di\,.,= 2 2 2 eee
ji=0 ii=0 jt=0
m
2 Di-j,-j,-j M
J,-t=0
e
AWi-A-eee MN1» —1
porque sao os coeficientes de aj + sr| +
-f eeet+ @ oOu de 1+ @+ a®+ eee+ a?.
Entédo
1 1 1 0«
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O elemento de cada linha é a soma de
m + 1 elementos da linha superior, contados
para a esquerda do elemento colocado por
cima dele, e incluindo aquele.

70 — Desenvolvimento da

X, eee XY

poténcia
ta +

E

@+ x, f~eee+ xy*=a?8J+ a-,a2 +
+ aiicr +

+ oo

+ a?i»2 +

+ 2 A3 4+ ete + A2 + + a7 ay
a-a?, X X,
2 "2|p,.p.,
com o somatdério estendido a todos os
inteiros positivos p, ,p, , ***.,p. , tais que

Pl + Pa + eee +i>* = _ o

71 — Ponhamos

@i+ a,H hX) = Povi v n X{ X% ®ee xt

com Pi+p, + eee+ Pk=n.
E

(@ +x +  hXx9* =

« (2 »1P,»,- L P» .

c(@;, + @t eeet+ @) e

Os termos P, |p,,pP, ..., 2 «2" 0ee 2
* »|Pl+1>Pl-1>72

I+] PI

p
nipi+l, Pl o PlL-led 72

multiplicados respectivamente por
XN X, e Xk ddo o mesmo termo do desen-
volvimento de (@"j+ x, + ee¢ +ali)""*. Pre-
cisamente o de parte literal a?i"* x, ee¢ Xl

O coeficiente deste termo é assim
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Nn I Pi,Piiess. Pk Pn|pH,p,-l,p...p+ "¢+
+ P* |p,+l,p,,...,p*l = Pl -f*nLpl+l.Pli ... P*"t"
+P2 *An|Pi+1.Pi,ese, 25+ "¢ " +P* °»|Pi+[P ,P*~

= (PI+P2 + hPK) Po\p, +\P,..p. —

=" ePnlPi+1 P ,... Pk~ -?n+llpi+l,p,...,p.*

Consequentemente, atendendo a permuta-
bilidade dos indices pp, é

@, + @+ +e+ 02)" =

2 An+l PP, M*L *2

com o somatério estendido a todos os intei-
ros P\,P2, eee Pk tais que pi + p, + ee¢ +
+ p*=n+ 1.

72 — O nUumero de termos do desenvolvi-
mento

@, + X, + ooe+ @ =

€ o numero de solucdes inteiras, ndo negati-
vas, da equacédo

Pi + P2+ ee-+Pk= n.

Cada uma destas solucBes constitui uma
distribuicdo de n objectos indistinguiveis —
as unidades de n —por k caixas diferen-
tes, sem restriccdo do nUmero de objectos
que pode ficar em cada caixa. Ao todo temos
Z> 1& = 1\1, distribuicbes e também T\,
termos no desenvolvimento.

73 — Em particular, para k= 2 é

@j4-xy —2 pPnip,parfx% =

com pi +p, = n

Pt n—p,

p,-ovpl @ &2”
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e 0 nUmero de termos do desenvolvimento

/12 + n- 1\
Anl2="21i= 1| 1= 711+ 1.

74 —Um polinédmio completo, de grau «,
a A variadveis, éasoma de n + 1 polinébmios
homogéneos, a k varidveis, de graus
0,1,+-+,n. E assim féacil contar o namero
N\k de termos do polinémio

>=0

:RI+IIB==C((*)_

75 —De

+a?,+ -e +tf*)»- 2 P, * * f o «tf

M

com o somatério estendido a todos os valores

inteiros e positivos de P o0 P, tais
que Pi +P2+ eee« +Pk = n vem que
e, fazendo

tf] tf] tf]|

1+y+ 321 hy*-»)»-

= 2°«I».,,.,....,p*

Tr*""»+ eeot(»-»)»

76 —Com p, + 2p, + .+ kp,., =1 e
JPi +i»2 + eee + —» @
L+y + "2+ ... +y*)« =

2 "IPi.p>.--.p., VY .
r=0
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Confrontando com o § 69, onde

nk
(I+tf + tf2-] \x"Y= 2 Dr\nKX
r=0
conclui-se que
O ln, k= 2 NP P> e o P, .,

com o somatorio estendido a todos os inteiros

positivos pi ,pa, *e*tPt+i, tais que

2 + *1»3+ eee+ kp,., = 1.
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Produtos

27

Infinitos

por Graciano Neves de Oliveira

§ 1 — Consideremos o produto infinito

(1.1)
o]
em que supomos u,> 0. Seja
w-l
Pm= 1110,
0
teremos
m-1
log p, = 2 '"s "«
0

Passando aqui aos limites para m= oo

conclui-se gne:

I. Se o produto (1. 1) é convergente e
diferente de zero é convergente a série

(1. 2) 2 log @,

(o]

e representando por P e S respectivamente
os valores do produto infinito e da série
tem-se

logP = 8.

Inversamente se a série (1.2) é conver-
gente é também convergente e diferente de
zero o produto (1. 1).

IlI. Se o produto infinito é nulo ter-se-4

®
2 log W, = —°°
¢}

e inversamente.

IIl. Se o produto (1.1) 6 divergente,
diverge também a série (1. 2).

IV. Se a série (1. 2) diverge o prodruto
(1. 1) é divergente ou nulo.

§ 2— A consideragdo da série (1.2) em
correspondéncia com o produto (1. 1) per-
mite tirar facilmente de propriedades conhe-
cidas das séries outras para produtos infi-
nitos. Assim como a condi¢do necessaria e
suficiente de convergéncia da série (1.2)
é que seja

2 legvg < €

para m > (s) segue-se que

I. A condigdo necessaria é suficiente para
que o produto (1. 1) convirja para um
ndimero superior a zero é que seja

(2.1) 1- 5<w, < 1+ S

para m > m, (5).

II. Desta condicdo segue-se imediata-
mente, fazendo p -* + °°, que em produto
infinito convergente e ndo nulo o resto de
ordem m, Q, = us,*e*e0ot,, <+ tende para a
unidade, quando m tende para o infinito.

I1l.  Produto infinito em que seja w,< 1
é sempre convergente.

De facto neste caso teremos logw,<O
e portanto a série (1. 2) 6 convergente ou
divergente para —oo0, isto é, (1.1) é con-
vergente, significativo ou nulo. Se for signi-
ficativo da-se o caso da série (1. 2) convergir.
Portanto log o,, tende para zero ou seja &,
tende para a unidade. Quer dizer, na hip6-
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tese posta o produto s6 pode ser significa-
tivo se w,, tender para 1.

IV.  Em qualquer produto infinito con-
vergente e ndo nulo M, tende para a uni-
dade.

E o que imediatamente se concluiu da
igualdade (2. 1), fazendo p = 0.

§ 3 —Seguem-se agora alguns critérios de
convergéncia para produtos infinitos de factor
geral superior a unidade.

I. Se existe um numero k> 1 tal quo
w*_ .<to,, a partir de certa ordem, entdo

~Nw,, converge e é diferente de zero.

De facto de ©*.,<u,, tira-se
log owl J_. .
log &, k

e pelo critério d'ALEMBEKT convergira a
série (1. 2)e portanto o produto (1. 1).

Il. Se
k < 1 tais que ,

existem 0s numeros a> 1 e
a partir de certa
ordem, entdo H<»>n converge e 6 diferente
de zero.

Teremos
log M, < k" log a

e 0 segundo membro é termo geral duma
série convergente pelo que 21°S"n con-
verge, ficando pois estabelecida a proposicao.
I1l.  Se existirem nimeros positivos
-k’ *0O»* U °
que facam, a partir de certa ordem,
n+l n

entdo XX‘» converge e 0 diferente de zero.

GAZETA DE MATEMATICA

De facto daquela condicdo vem

log 41 N K,

log w,, a+ A,

e o teorema de KUMMER sobre séries per-
mite afirmar a convergéncia de “~log"»-
Converge pois o produto para um valor
diferente de zero.

Em particular, fazendo k, = n tem-se que
0 produto converge se se verificar

n+l » n

0 que alids também se conclui, aplicando o
critério 1.

§ 4 —Neste paragrafo e seguintes nao
suporemos ja, salvo indicacdo em contrario,
que &, > 1.

Vamos provar que se a sucessdo

1 1
w0>_>wai_>..ll
w, Mj

tende monotonicamente para a unidade X|1°'»
6 convergente e significativo.

De facto nesta hipdtese “ogoi, ¢é alter-
nada decrescente de termo geral evanescente
pelo que converge. Convergira pois X X"

que serd diferente de zero.

85 — Do CATALAN (!) pode
tirar-se a seguinte condicdo necessaria de
convergéncia para o produto XX"»

teorema de

Se XI“» ~convergente, diferente de zero,
se & > 1 e se u>,decresce, quando n
cresce entéo

limo'= 1.
n

De facto a série 2'°£'°n verificard a

hipotese do teorema de CATALAN e portanto

(") Cuja demonstracado se pode ver em VICKNTB
GONGALVES, Licoes de Calculo e Geometria, péag. 10.
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limnleg&, = 0
donde
limw =1

§ 6 — Suponhamos que  £feo,, verifica a
hipétese de convergéncia do 8§ 3.1. Seja

QM — Vb s WheH o o »

pondo e = h teremos

O0< log Q, —log @, + log (U, + logw,, +
+ e e<Jogto,+ hlogo, + A'logw, + eee=

1hlogoom: log | a

donde
|
K Q< A

§ 7—Se agora J «, satisfaz a hipdtese
do 8 3. 11. teremos

log Om< (k" + + eee)joga =
- A log a = log a|:t
donde
IT
1< Qxa

§ 8 — Consideremos um produto que cum-
pra a hip6tese de § 4. Designemos 0 seu
valor por P .

Teremos

logP = log»0+ e+ logw + oo

Como em série alternada decrescente de
termo geral evanescente 0 erro que se
comete, quando tomamos S, (soma dos pri-
meiros m termos) pela soma da série 6 em
valor absoluto inferior ao moédulo do pri-
meiro termo desprezado temos

[logP-logP,|<|log»»]|

29

ou

8. 1 log L | log <q,

M m

00 ainda designando por Q, o resto de
ordem m

Ilog Qm|< | log M, |
donde
—IllogC),l <log Qm< I log U, I

supondo w _ >1 teremos

log— <log Q.<log
donde

< Qm< W

se tivéssemos suposto w <I chegar-se-ia a

o< Q,»<—.

Quer dizer o resto de ordem m esta

1
sempre entre os nimeros & e

§9 —Seja u,= 1-u, . Suporemos
Iw,I< 1, podendo no entanto u, ser posi-
tivo ou ndo. Como se sabe diz-se que (021
¢ absolutamente convergente se H(l + |«»])
convergir.

Seja

M, se 0),>I
1

— se M,<I

I. Se ][ W, converge o produto infinito
~J[w, é absolutamente convergente.
Designemos por P' o valor de

e seja

[ W,

P'm= ffio' W\ eee Wm-X
e

P, =1+ l«l)e 1+ |[Fil)oee(! +
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Sendo u, > 0 serd 1 «4eu, = to,> 1 e

portanto
9. 1) 1+ 1U 1= W .

Suponhamos agora M, < 0. De

l- m)ya+ o =1- uv<l1
vem
e \Vh <
1+ «n
como 1 1+ Im,1 e
1+ M,
vem
(9. 2) 1+ 1M,|< W,

por (9. 1) e (9. 2) podemos escrever
p/i ™ pi

e como P’ nunca decresce, quando m cresce
P.<P'

como PH também nunca decresce, quando
m cresce existird o limite de P', e o pro-
duto considerado sera absolutamente con-
vergente.

m
[W<iA
0
sucessivos factores de
positivos e decrescentes para zero e, .e, e
obtém-se um novo produto infi-
nito convergente e nado nulo ainda que
"Jw,, seja divergente.

§ 10 —Se entdo elevando os

l«n a nUmeros

eeey 0000

m m
De JJ_W<A vem 2 '°S W~KlogA e
o] o

como

2'°S"n <2|log,On| =2"°g"»
0 0 0

podemos escrever

2 '°SU« <|Og’\4.

0
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Por um teorema de ABEL(') a série

® a
2e log&>, =— 2'"é<™"
o} o}

converge e sendo S a sua soma tem-se

c:-1) \S\<e logA = log”"”
segue-se pois que converge o produto
I wj". Representando por P o0 seu valor,

atendendo a que é *S= logP e a (10. 1)
temos
[logP|<log.a
donde
logMNl °<logP<log”
ou
A~"<P*ZA*°,

§ 11 — Como se sabe demonstra-se que

I.  Produto infinito absolutamente conver-
gente 6 convergente.

Il. O valor dum produto absolutamente
convergente é independente da ordem dos
termos.

I1l.  Produto infinito absolutamente con-
vergente em que seja |u, |< 1 é sempre di-
ferente de zero.

§ 12 — Se 1(1 + u,) € absolutamente
convergente também serd convergente o pro-
duto 1 [ W, .

Efectivamente pelas proposicées 1 elll do
§ 11 o produto X 1''"'""& convergente e

diferente de zero logo a série

(12.1) 2'°g"«

(*) Cuja demonstracdo se pode ver em G. TOLSTOW,
Fourierreihen, pag. 89.
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Em virtude da
I X*n P°"
demos alterar a ordem dos seus termos sem

serd também convergente.
convergéncia absoluta do produto

que o seu valor se modifique. Segue se dai
que a soma da série (12. 1) ndo depende da
ordem dos termos, pois a sua soma em qual-
quer caso tem de ser o logaritmo do valor

do produto JJw,,. Logo esta série devera

convergir absolutamente, visto que no caso
contrario (teorema de RIEMANN) a sua soma
dependeria da ordem dos termos.

Converge pois

2 Ilog U, I

e como
Ilog w, I = log W,

1JWn -

Combinando esta proposi¢cdo com a propo-
sicdo | do § 9:

E condigdo necesséaria e suficiente de con-
vergéncia absoluta dum produto infinito,
que convirja o produto que dele se obtém,
conservando os factores superiores a unidade
e invertendo os inferiores.

convergira 2 1°S”~» e portanto

§ 13 — Pode agora provar-se facilmente

que se J J%), 06 absolutamente convergente

também TT~~—"°"" absolutamente conver-

gente (suple-se &, > 0).
De facto se «,, € absolutamente con-

vergente pelo teorema do § 12 convergira

] W, . E agora pelo teorema | do § 9 con-
vergira absolutamente, pois que
J W, também é o produto que se obtém de
X1 — por inversdo dos factores inferiores

a unidade e conservagdo dos restantes.

§ 14 — Qualquer produto extraido do pro-

duto absolutamente convergente ~\«, €

também absolutamente convergente.

31
Sendo 1Jw, absolutamente convergente
serd convergente a série “logWn e por-

tanto sera absolutamente convergente a série
2 TRV« e

Seja n t0',, um produto extraido do dado.

A série 2 1°S"« serda uma série extraida de
2 log &, e por consequéncia sera absoluta-
mente convergente. Convergira pois
2 log Wn com o que fica provada a propo-
sicdo.

Pondo

s - 2 log ™,

s'=2i0g»",
teremos como se sabe das séries
\S"\<8

em que S é a soma da série cujos termos

sdo os modulos dos termos de 2 1°£"«-e

Representando por P' o valor de JX«n e

por P, o valor de W, teremos
S'" = log P

e
S = log Pi

podemos pois escrever

llog P'|<logPi

donde
log-~-<log P'<logP,
"
e portanto
~<P'<P,.
"
§ 15 — Suponhamos to,, absolutamente

convergente.
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Seja

S = 2|Oan: logP
-S'= 2 log TF»-log P’
teremos evidentemente

\S\<S>

ou
|logP|<logP’
donde

No<P<P".

§ 16 — Se
gente e diferente de zero, sera simplesmente
pore

1Jta,! é simplesmente conver-

a série s~nédo

legw, = °

convergente 2'°g -ty >

convergiria 2 produto seria

absolutamente convergente contraa hipotese.
Pode pois (teorema de KIEMANN) por altera-
¢do conveniente da ordem dos termos fazer
2 log Mh= log GYI "«) assumir qualquer va-
lor previamente dado. Logo:

Se um produto é simplesmente conver-
gente e diferente de zero pode dele obter-se,
alterando a ordem dos termos outro pro-
duto que tenha qualquer valor positivo.

§ 17 — Sabemos que o estudo da conver-
géncia dum produto infinito se pode fazer
de varios modos por intermédio duma série.

Assim a série

P, + (/>,-P,) + ...+

(17. 1)

+ (P, -P_i)+ eece

« |
em que 6 P, = JJ”~nd convergente quando
o
pore o wee
termos da série 6

e s6 quando o for JX°'»» soma

dos primeiros m igual

a P..

GAZETA DE MATEMATICA

Sabe-se também que Jw,,, com

@,= 1+ ‘n > é convergente sempre que O
for a série
17. 2)

«0 + « H h Mnh H

Dado pois o produto "Jw» poderemos,
em certos casos, determinar a sua natureza
pelo estudo das séries (17. 1) e (17. 2). Ao
contrario do que acontece nestes casos na
aplicagdo pratica dos critérios de convergén-
cia de produtos infinitos que demos atras néo
ha que considerar série alguma. Como disse-
mos o estudo da natureza dum produto infi-
nito pode fazer-se por intermédio duma série.
Inversamente o estudo da natureza duma
série pode fazer-se também por intermédio
dum produto infinito. Assim se provarmos

que ~ convergente fica provada a

convergéncia da série (17. 1) e no caso de
ser M, > 0 fica assegurada a convergéncia
da série (17. 2) por um teorema conhecido.
Damos agora um exemplo duma série cuja
convergéncia se pode provar por meio de um
produto infinito.
Seja

(2n + 3)2" -
(17.3) 2"

(«4-112"

’ (« + 1)

o0 termo geral pode escrever-se

(2, + 3)2¢
u, = -

n

Consideremos o produto infinito

n(i.«.)-n(")
o \ >+

J: X ee 7« + 3

é facil ver que é > 1 para n> —1

n -f- 1



GAZETA DE MATEMATICA

e portanto o factor geral do produto (17.4)
¢ superior a unidade. Por consequéncia o
termo geral dasérie (17. 3) € positivo.

Podemos escrever sucessivamente :

2n<3«, 2n+ 3<3(;i+l)
donde
2n + 3
<3
« + 1
e daqui

MOVIMENTO

«SESIONES DE MATEMATICA»

Integradas nas comemoragdes do 150." aniversario
da independéncia da Argentina, tiveram lugar em
Buenos Aires e LaPlata, de 22 a 27 de Setembro de
1960, promovidas pela Union Matematica Argentina,
«Sesiones de Matematica» que congregaram um nu-
meroso grupo de cientistas.

Do Brasil foram especialmente convidados, e apre-
sentaram trabalhos: LEOPOLDO NACHBIN e ELON LAGES

FUNDACAO DA UNIVERSIDADE

No momento em que transitava pelo Congresso
Nacional o Projecto de Lei que cria a Fundacdo da
Universidade de Brasilia, a Sociedade Brasileira para
o Progresso da Ciéncia promoveu no Rio de Janeiro,
em Outubro de 1960, urna «Mesa redonda» de cien-
tistas afim de discutir e assentar as linhas gerais da
organizacao da futura Universidade, destinada a cons-
tituir, no Brasil, novo padrao de trabalho universitario.
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<3
n +1

e pela proposicdo 1 1do 83 podemos afirmar
que o produto (17.4) converge O mesmo
acontecendo pois a série (17. 3).

NOTA —Todos oOs teoremas a que nos re-
ferimos sem dar a demonstracao se  podem
encontrar em VICENTE GONCALVES, Curso de
Algebra  Superior (1944), excepto oOs  teoremas
de CATALAN e ABEL mencionados respectiva-
mente nos 88 5 e 10.

MATEMATICO
DA U. M.A.
LIMA (do IMPA), CANDIDO DA SILVA DIAS, MABIO

SCHONBEBG e CHAIM HONING (da Universidade de S.
Paulo), K. T. CHEN (do ITA), A. PEBEIBA GOMES e
JOSE MOBGADO (do | . F. M.).

Entre os matematicos estrangeiros assinalamos
ainda a presenca de ANTOHIO MONTEIBO, CHABLES
EHBESMANN, A .ZYGMDND, S. LEFSCHETZ, P.ALEXITS e
S. EILENREBG.

DE BRASILIA

Para tratar das questdes relativas ao Instituto
Central de Matematica da Universidade de Brasilia,
foram convocados para esta «Mesa Redonda» os
Profs. LEOPOLDO NACHBIN (do IMPA) e A.PEBEIBA
GOMES (do IH M.~

Proximamente, a «Gazeta de Matematica», publi-
card um esquema da estrutura da Universidade de
Brasilia.

NOTICIARIO

Em Setembro de 1960 foicriado, na Universidade
de S Paulo, o Instituto de Pesquisas Matematicas, com
as seguintes finalidades: a) promover e estimular o
estudo e pesquisas nos dominios da Matematica Pura
e Aplicada; b) colaborar para a formacdo de pesqui-
sadores e pessoal docente superior no sector da Mate-
matica.

— Realizar-se-a, emJulho de 1961, o 3. Coléquio
Brasileiro de Matematica, corn a participacdo de
todas as institui¢des universitarias brasileiras dedi-
cadas as Ciéncias Matematicas, e para o qual estao
sendo convidados alguns matematicos estrangeiros
interessados no desenvolvimento cientifico deste pais.

— O Conselho Nacional de Pesquisas designou,
para exercer as funcdes de membro do Conselho
Orientador do Instituto de Mateméatica Pura e Apli-
cada (IMPA) do Rio de Janeiro, com mandato de
trés anos, o Prof. A.PEBEIBA GOMES dol. F. M. da
Universidade do Recife.

_ No |I.F.M.daUniversidade do Recife, teve ini-
i, . . Outubro de 1960 um semindrio de Estatistica
Matematica sobre «Analise de Variancia», dirigido
.., p..f. M.ZALUAB NUNES, com a colaboragédo do
Prof. JOSE MOBGADO.

M. z. «p. G.
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

L S. T. — MATEMATICAS GEBAIS — Exame de frequén-
cia - 19-1-1961.

5346 — Considere 0s seguintes conjuntos de nime-
ros complexos :
Cj= \z: &6- 253 4-1= 0|
C,=\vz:H6+2a+38B+3«@+ 2z+ 1= 0

Como sdo constituidos os conjuntos

CiuCj, CtRCj e C,-C!?
5347 — Determine as raizes de indice 4 de um
complexo sabendo que uma delas é 3 + 4i .
Designando por [A B C D] o quadrado de vérti-
ces nas imagens das raizes, seja [A" B' C D'\ o
quadrado que resulta do primeiro por uma rotagédo

r
de + T em torno da origem.

Diga qual o complexo cujas raizes de indice 4 séo
representadas por A, B, C', D.

5348 — Mostre que (cosecx —cotgx) é um infl-

nitésimo com x de parte principal e aproveite
o resultado para calcular
log(l + 2x)5
um .
*->0 COsec X — cotg X
1 / 1\ 1
5349 — Sabendo que < log 14 J)< —
n -1 \ n n

a) — Verifique que a sucessao

11

«, =1+ —+ —+ ...+ logn (n= 1,2,3, ee¢)
z 0

é decrescente e
1 1

v. —1H 1 + logn (n= 2,3,-.-)
2 3

é crescente.

0) —Mostre que as duas sucessdes convergem para
0 mesmo limite, compreendido entre 0 e 1.
F. R. Dias Agudo

GERAIS

F. C. L. — MATEMATICAS GEBAIS — 1° exame de fre-
quéncia —Janeiro 1961.

Ponto 1
5350 —la) Intervalo de convergéncia da série
"L (2x + )"
*T" n(m+ 3)

1 6) Natureza nos extremos e soma no extremo
inferior.

2 a) Calcular

thn’\]Iog(n+2)—Iogn — .
L *J

2 6) Prove que sucessdo limitada de t.g.«, tem
algum sublimite u'. Se u, decresce, caracterize u'
relativamente ao conjunto |u,|; justifique.

3) Discuta a natureza das séries dos termos de
sinal constante em série convergente.

4a) Se / (x) é continua entre 0 e <x>0 e
f( + o0) = co, prove que este limite é qualificado.

4 6) Calcule a soma da série

o O- +

e prove que é descontinua de ambos os lados da ori-
gem.
Ponto 2

5351 —1lo)
da série

Calcule o raio de convergéncia R

= (i) l«-3»-(2» + I)»
2f 22 42 wee (21N + 2)2 -

1 6) Natureza para x = R .
1 ¢) Natureza para x = — R.

2) Definaconvergéncia uniforme de uma sucesséo.
Estude deste ponto de vista

" O
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3) Discuta (justificando) a natureza de

00
|I1 [T+ (- 1)"0j com 4, i0.

4) Prove que funcdo continua em conjunto limi-
tado e fechado

a) é limitado
b) tem valores maximo e minimo.

F. C. P. — MATEMATICAS GERAIS — Curso de Engenha-
ria —i.° exame de frequéncia —i.* chamada —
Fevereiro de 1961.

5352 —1) Estudar e resolver o sistema de equa-
¢Oes lineares (nas incoégnitas: X,y ,Z,t)

X+ 3y —2«—2t =0
X —y—z=0
X —y +2z —2<=0
y t-2a- 3/- O.

Achar as solugfes que satisfazem também a equa-
gdo x° fy t-a+i"—1=0.

2) Mostrar que, sendo u e Vv vectores linear-
_k

mente independentes, e m um vector que ndo é com-

binacdo linear de « e o0, entdo os trés vectores
uv, w sdao linearmente independentes.

3—a) Determineaequacgdo cartesiana de um plano
que passe pelo eixo dos xx (de um certoreferencial
orto-normal) e faga 60° com o plano coordenado

X OY desse mesmoreferencial.

6) Calcular os cosenos directores do eixo do
plano obtido.

c¢) Escrever equacdes cartesianas de uma recta do
plano obtido, que seja paralela ao plano 1'tif,
e diste dele 4 unidades.

4—a) Exprimir o méximo divisor comum dos poli-
némios A =X*+ X +1 e fi = X*—1 como com-
binacdo linear de A e B, recorrendo ao algoritmo
de EUCLIDES.

6) Decompor em factores primos sobre R o poli-
némio de #[X],/=(X4—81)(X*-27) (X3+2X-3).
Justificar.

5) Seja Lioconjunto dos pares ordenados (a,b) de
nameros reais a e 6. Definindo entre esses pares uma
adicdo pelaregra: (a,,b)+(a,,b)=(a,+a,, b,+86,)
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— e uma multiplicacdo pela regra: (aj,b{)*(a.,e.) =
= (axa,,AiA,) ) averiguar se L fica ou n&o dotado
de uma estrutura de corpo.

F. C.P. — MATEMATICAS GERAIS — Curso de Engenha-
ria— 1° exame de frequéncia —2.* chamada
— Fevereiro de 1961.

5353 — 1) Calcular oe C de modo que o sistema
de equagdes lineares (nas incognitas : x .,y ,z ,t)

X +y+it=3
y —s+3<=a
X—2y +3z2—5 <=0
3Xx —y+ 4z =5

seja duplamente indeterminado.

2) Mostrar que trés vectores u,v, w sdo linear-
mente dependentes sempre que uma das seguintes con-
dicdes se verifique: a) um deles seja nulo; b) dois
deles sejam iguais.

3 —a) Calcular a distancia do ponto A (1—1,2)
a recta r de equagdes paramétricas x=1—2X,
y = 3X, s= 4. (Xe fi). Supde-se orto-normal o
referencial adoptado).

b) Escrever depois a equacdo da esfera, tangente
ao plano X OY, cujo centro é a interseccdo da
recta r com o plano XOZ.

em elementos simples de
— 12X+ 4

(X + 1)3

4) Decompor C (X)

a fracgdo racional

5—a) Seja L o conjuntodos vectores cujas duas
primeiras componentes e X, satisfazem & equagéo
5Xj—x, = 1. Averiguar se L tem a estrutura de
espaco vectorial sobre S (em relagdo as operacoes:
adicdo e multiplicagdo por um numero real, definidas
para vectores quaisquer).

b) Resolver o mesmo problema para o conjunto
M dos vectores cujas duas primeiras componentes
Xi e X, obedecem & condigdo x\ —3x, = O.

F. C. P. — MATEMATICAS GERAIS — Curso de Engenha-
ria — Exercicio de revisdo — Alarco de 1961.

5354 —1) Seja X um numero real, e C o con-
junto das somas X+ s, onde e designa um ndmero
positivo arbitrario.

a) Mostrar que C é limitado inferiormente, mas
ndo é limitado;
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6) Calcular infC, justificandoa resposta.

2) Classificar as seguintes séries:

v n
sando critérios de compa-
g glln+l-l (u et P
racdo);
sl 5x3"
by 2 mn) - («=1,2,3,..%)
1
4x3"

(recorrendo ao critério de D'ALEMBERT).

3) Definindo soma de duas sucessdes reais [a,,|e

j6,] mediante a regra: \a,\+ |6,,| = \a,,+b,\, e pro-
duto (de uma sucessdo real \a,,\) por um nimero
real X, mediante a regra: \\a,,\ = \\a,)\

averiguar se o conjunto if das sucessbes reais

fundamentais  (ou de CAUCHY) fica dotado da estrutura
de espaco vectorial sobre R.

4) Sejam \a)\, 1]b,[, **, \c,,\ sucessdes reais-em
namero finito; chamando envolvente superior dessas
sucessdes a sucessdo real |s,,|, cujotermo de ordem
n se calcula pela igualdade : s,= Max * (a, ,6,, *** ,C,,)
(n=1,2,3,¢¢¢) —averiguar se a envolvente supe-
rior de sucessfes reais convergentes (em numero
finito) é ainda uma sucessdo convergente, indicando
(no caso afirmativo) o respectivo limite.

5) Mostre que, se é convergente a série de termos reais
00
2 °,," > onde
»=0
@

r =fcO, também converge a série

2 I<»I11*|") para todo o numero real x tal que

\2\<\r\.

Indicagdo:  Notar que é convergente, e portanto
limitada a sucessédo real \a,r"\.

NOTA — Na elaboracdo dos precedentes  enunciados,
teve-se em conta o facto seguinte, que fortemente condi-
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Matematicas
Gerais na Faculdade de Ciéncias do Porto: em virtude
da caréncia de pessoal docente e salas de aula, tor-
nou-se impossivel  proporcionar ~ @os  nuMerosissimos
alunos inscritos nessa cadeira (1200, no corrente ano
lectivo) as duas aulas praticas por semana  prescritas
por lei, sendo uma apenas dada em cada turma.
(E  mesmo assim, cada turma comporta por vezes
60 alunos).

A. Andrade Quimaréaei

GAZETA DE MATEMATICA

L S. C.E.F. — MATEMATICAS GERAIS — 1* prova pra-
tica de informacdo — 8-2-1961.

5355 — Determine o parametro a. > 0 por forma
que a recta y = x + 1 seja tangente a circunfe-
réncia c) x*+ y*—2x —2ay + a 1=0.

Considere uma translac¢do do sistema de eixos
coordenados xl)y para um sistema x'0'y' de modo
que 0" seja o centro da circunferéncia c). Escreva,
no novo sistema, a equagdo da elipse de centro em
0", de excentricidade 1/2 e cujo semi-eixo maior
é oraio de c) e esta sobre 0'x' .

Qual a equacgdo da elipse no primitivo sistema de
eixos coordenados?

R: A circunferéncia tem o centro no ponto (I,a)
e raio igual ay 2 . Para que y = x *+- 1 seja tan-
gente a c) € necessario que a distancia do centro de c)

N L / - la-1-11

a recta seja igual a y 2 . Entdo, y 2= ,
Apn

donde |a—2|=2 e a=4 ou a=0. Como se

pede a> 0, asolugdo é a= 4.
As formulas de translagho sdo x= x'+ 1 e
y =y '+ 4. A equacdo da elipse no sistema x'0'y'

. *
obtém-sp. facilmentt pots a = )/ 2 ec=ae= \T

1 3
donde b*=a—c' =2 s~ A equacdo €
X" 2v'2
-ir - - - -
x - 12

No sistema x 0y aequagdo da elipse é T

, 2(y-4)2
1
5356 — 1) Sendo a,bk, nameros reais, mostre

que, com a> b e k>0, setem ak> bk.
2) Determine os mddulos e os argumentos prin-
cipais das raizes da equacdo x*—2x 41=0.

R: 1) Sendo a>b, considerem-se entre b e a
0S numeros racionais r e s> r, e determinem-se
depois kj e k, porforma que

s s
1< -—< — ousk,>rk,.
Ki r
Como r = b,,s =*ai, vem aikj> b,k, e por-
tanto ak> bk.
2) fazendo x'=-y vemy’'—2y + | =0, equa-
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¢do quetemuma raiz dupla y = 1. Entdo Xx='v/y
-VT.
X=1cs0O +isen0=1
2% , 2ir 1 v/3
xi, = COS hisen
¥~
1 . t/3
X, = COS hisen
; 3 3 ¥ -2
toda» raizes duplas.

5357 —1) Sendo B c J, prove a relacéo.

iu(Bnc)=14.

K1 (= 0 |: injl,

1("= 112, °9)
todas as respostas:

0) pontos interiores, pontos exteriores, pontos de
acumulagao e pontos fronteiros de A ;

N+ - — indique, justificando

6) limites de WEIERSTRASS de A ; Tem o conjunto
elemento minimo? E elemento maximo?
¢) O conjunto A é aberto? E fechado?

R: 1) Se
'xe A
X, Au(Bnc)=> ~

lecomo Bc A=>xeA.
Em qualquer dos casos pois,

Se xeAU(BNC)=>xeA.
Reciprocamen te,

Se xsA=>xeA@J(BNC).

2 a) Pontos interiores : todos ospontos de

Pontos exteriores :

Pontos de acumuleggo :
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Pontos fronteiros

=

b) 1= N&o tem elemento minimo e

3
tem elemento maximo
c¢) O conjunto nédo é abet to porque ndo e s6 consti-

tuido por pontos interiores. Também ndo é& fechado
porque nao contém todos 0s seus pontos proprios de

acumulagdo  “Malta — "
v
W25 (.2 0)*
1) Mostre que lim
»9<«-1)
"
2) Estude a série 2
n» —(n"—1
R: 1) um "> ¢ )<
n'(*-»>
= lim . ,
n=o0o n" en-
r / "A*L !
=limn 1—11 ) = limn’T « =
v vyl i
2) I X |»+'
(n-hhP /n + 1\I
n=o0 | f 1° Hn’"‘)
nP

<® Ixl< 1 a sVie é absolutamente  convergente.
E divergente quando |X|> 1. O comportamento da
série para \x| = 1 eiiuda-se tioseguinte modo:

A faEsoifito-menfe convergente

i=>2— 1" 3>1i;
| divergente com p”~ 1 ;
[x] = K! “absolutamente  convergente
A comp> 1;
X=—1==2 * simplesmente convergente

‘com 0< p< 1;
divergente com P<[O.
Quanto a convergéncia uniforme da série, pode
garantir-se  que (para qualquer valor de P) a seWe ¢&
uniformemente convergente em qualquer intervalo
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[—r,r](r< 1). Mas pode-se ir mais além, aplicando
o teorema de ABEL;

Com p> 1, a serie converge em x= 1 e x=—1
e entdo € uniformemente  convergente em [—1.1].

Corn 0<3<”71,
entdo e uniformemente
valo [—1I,r](r<lI).

a série converge em X = —1 e
convergente em qualquer inter-

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1.° exame de

frequéncia ordinario — 21-2-1961.

5358 — 1) Defina as médias aritmética, geo-
métrica e harmdnica e apresente as relagdes que as
ligam. Mostre que o conceito geral de média abrange,
como casos particulares, aquelas médias (dispensa-se
a demonstracdo no caso da média geométrica).

2) Deduza a férmula de MOIVBE e utilize-a para
achar os valores de n que tornam real ocomplexo
1 +i.

3) Defina as operagdes légicas sobre conjuntose
demonstre que U-{A (B)—{U—A) D {U— B) , onde
U €& o conjunto universal.

R: 2 I+i=y2 noraroy )
7 ic n «\
L+ i)"- (y. )" (cosn— + isen — \
Para que (1+ i)" saia real e preciso que
nir
sen « 0
4
ou —— =m kre, donde n= 4k (k inteiro positivo,

negativo ou nulo).

3) Se xeU- (AUB) =>xeU e x+AUB =>
{XeUix<..A:>er—A]
xeU e x"B=>xeU

=>xe(U- A)N(U - B).

Reciprocamente,

xeU —A
@ xe(U—-A)NU —B)=> e
xeU —B

xeU e x$A1

e \=>xeU e

xeU eX~ B
Xx"AuB=>xeU —(AUB).

GAZETA DE MATEMATICA

5359 — 1) Deduza as formulas log(l + u) =
—Mum->1 quando u 0) e (L-+~v)" =1+ aTu
(t -»1 quando v—>¢0).

Indique os pontos de acumulacdo do conjunto

lu,Vv.,u, ,v,,*ee| com u,- "1- —

(n + 1)/ —aor (3>0).

| ra-*/i

Em que caso a sucessdo «j,VvA, U, V, ,ee tem

limite? Porqué?

2) Defina convergéncia absoluta de uma série e
ao

demonstre que ..~ "My A ‘n-M® "t > 7

o]

(finito)) é absolutamente convergente em [—1,1].
Calcule a soma da série quando x = 1 e mostre que,
para x ««—1, vem [i?,,| a,—a,*+ .

Prove que a série é uniformemente convergente em
[-1,17.

R 00
Considere a fungdo g (x) = *R (a,,—a,,..) X" e es-

o
tude a sua continuidade em [—1, 1J.

3) Defina a funcdo r (x) e prove que r (x+ 1) =
= Xr (x).

R : 1) Os pontos de acumulagdo do conjunto s&o
1
e-« e T3 limites de wu, e v,, respectivamente,
A sucessdo  Uj, vj,u,,v, , eee tem limite  quando
1
e-' = oua"™ lon3S-e
30 s
00
2) AsVie 2 (‘'n—'n+i)*° """ «Mide potén-
u
cias visivelmente  convergente para X = 1 (série de
MENGOLI com a,,— a finito) e x = —1. Ainda mais,
¢ absolutamente  convergente para esses va/ores de X.

Aplicando  uma propriedade  bem conhecida das séries
@

de poténcias, 2 (a,—a,,.,)X" converge absolutamente

o
em qualquer ponto mais proprio da origem : converge
pois absolutamente em [— 1,1].

Para x= 1 a soma da série é ao—a e para
x = —1, se a série é alternada decrescente, vem
IR,| <*, - a,., .

Como a série converge para x=1 e x= —1,0
teorema de ABEL permite concluir que ela & uniforme-

mente convergente em [—1, 1].
O teorema de A KZELA diz que a condicdo necesséria e
suficiente para que g (X) seja continua num ponto de
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continuidade dos lermos é que a convergéncia da serie
seja quése-uniforme  nesse ponto. Ora g (x) é unifor-
memente convergente em [— 1, 1] e portanto é unifor-
memente convergente em cada ponto deste intervalo e,
como a convergéncia uniforme é uma modalidade de
convergéncia quase-uniforme, & evidente que g (x) e
continua em [— 1,1].

5360 —1) A funcdo / (ar) tem derivada finita
em ]a,b\. Mostre que f (x) é continua e ]Jo,é[
e que assume ai todo o valor compreendido entre os
seus limites de WEIEBSTBASS /<e!..

Supondo que w (a) = w (6) =0, que pode concluir
acerca de /(o-t-0) e /(6 —0)? Porqué?

Estude a continuidade e derivabilidade de

X' (x< —1ex>0)
1 (x=0) e apresente a repre-
-x (-1<x <0)

sentagdo geométrica de h (x).

2) Enuncie e demonstre a regra de primitivagao
por partes.

3) Seja ¢(x) regular em ] —oo0, + 0c0[ e
<f (—o00) = tf (+ 00) . Prove que, havendo apenas
um ponto daquele intervalo em que <?' (x) se anula,
um dos extremos de ¢ (x) coincide com cp(—o0)
(ou ¢ (+ 00)).

R: 1) A fungéo

h (x) é descontinua apenas em

x =0 pois Umh(x)= Hmh (x) —0=frh (0) = 1.
%—0 x—0
Quanto a derivabilidade, tem-se h' (x)=,2>|< (x<—1
. _ x -1
e x>0); h'(0)=+00 pois hUO)—XléanO x = 00
— x-1
e ha(0) = {1_nb x = + 00; h'(—1) ndo existe
-x -1
pois hi(—1) —ur, 1 e hi(-1)
x=-+0 X+ 1
X -1
um = —2.

x—ito x + 1

1. S. C. E. F. — MATEMATICAS GEBAIS — 1»
frequéncia extraordinario —10-3-1961.

exame de

5361 —1) Defina raiz indice n do ndmero real
b> 0 e prove que ele tem uma (e uma s6) raiz n
positiva.

2) Indique a formula de MOIVRE generalizada e
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empregue-a para escrever a expressdo que da as rai-
zes indice n da unidade positiva. Fazendo
2 2ir
W, = Cos H > sen ,
n
mostre que as raizes indice n da unidade sao
1 >«on>«E, oo «OU' e que 1+ w,, +Uu>% + eee +

3) Defina produto cartesiano de dois conjuntos A
e B. Prove que um intervalode R’ pode interpre-
tar-se como produto cartesiano de dois intervalos
de R.

5362 —1) Defina limite maximo e limite minimo
de uma sucesséo.

Demonstre que é finito ou nulo o niumero de termos
u,, que excede um ndmero superior ao limite maximo.

Sendo lirn u,,= —o00, diga em que condicBes existe
limu, .
Prove que se A (y>0), entdo ")y, — A.
Calcule
be M8 g
moooy  p.lton

2) Enuncie o teorema de KUMMERe deduza o cri-
tério de RAABE.
/ o, \ Kk
Se nl 1)=1-\
\«»+i / »
vergente ou divergente? Porqué?
Diga em que consiste a multiplicagdo de séries. Que
particularidades notabilizam o produto de CACCHY?
3) Prove que produto infinito de termos positivos
é¢ convergente ou divergente com a série dos seus
termos. Estude a natureza de

i ocor

, a série 5j*»

"or / logn\*H
00 -fF-)d
log(n+1 ne' e
R: 1) Como Ilim 9 ( )
=00 (n+ 1)et™" log n
» * / logn
lim o —=1, vem Um\ / g .=
n=Q0 .Y ne
2) De _ 1-1 + tira-se
V a,,+i
1
=1H 1 e o critério de GAUSS permite concluir
n n*
imediatamente que 2 ‘n ‘" sempre divergente.
1 logn\e

3) Considerando a série dos lermos (H i

=0.
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f a cilmente se vé que é diver gente \>0is

logn\ "
1H ¢ J-*1+ O. O produto infinito,

/

n
de termos positivos, diverge também.

5363 —1) Que se entende por fung¢do continua
num conjunto fechado? Enuncie os teoremas de DINI,
WEIERSTRASB e CANTOR e demonstre o segundo.

CALCULO

Academia Militar — CALCULO INFINITESIMAL — 6.* ca-
deira —3.° exame de frequéncia — 1960-1961.

5364 —1 Teorema fundamental do calculo inte-
gral.

2 —a) Quando é que se diz que a expressao di-
ferencial

X%y, z)dx + Y (x,y ,ady 4-Z (x,y ,a) dz
é¢ uma diferencial exacta?
6) Mostre que
[x (X +y*+a’)"r + k] dx +y (x +y' +z)~" dy +
+a(xX+y +a) “da

com k constante, € uma diferencial exacta e deter-
mine umadas suas funcdes primitivas.

3 - Calcule
(X +y*)dx dy
sendo D o dominio limitado pela elipse.

— +E. =1
a’ 6°

4 — Determine o volume da parte da esfera
X +y*+a - 2
que éinterior ao paraboloide
tr+y =2.
5 —a) Teorema de RIEMANN-GREEN.

6) Por recurso ao teorema a que se refere a ali-
nea anterior calcule o valor do integral curvilineo

que é

GAZETA DE MATEMATICA

2) Deduza a regra para elasticiar um produto de
fungdes.

3) Prove que duas fungdes com a mesma derivada
finita diferem por uma constante.

Enuncie oteorema de CAUCHY para as funcdes regu-
lares e mostre que eleinclui o teorema de LAGRANGE.

Enunciados 9 solucdes de Fernando de Jesus

INFINITESIMAL

Xy dx +xy dy
\](C)
sendo (C) a lemniscata
(X +jl)—x+y =0

percorrida no sentido figurado.

Academia Militar CALCULO INFINITESIMAL — Algu-
mas questdes saidas nos primeiros exames de
frequéncia da6* cadeira no ano lectivo de 1960-
-1961.

5365 — 1) Mostre que a fungdo

oy

a

f(x iy) - V/y* +

o

homogénea e verifique com ela o teorema de EULER.

2) Verifique se as fungbe»

u=log (x +y)

V=X +y +2xy +I
sdo ou ndo funcionalmente dependentes. Caso afirma-
tivo determine a relagdo que haentre elas.
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3—a) Plano tangente e normal a uma superficie
num ponto ordinario. '
0) Mostre que as equacgdes

X =r cos 9
y nm I sen ?
z = rcotga

sdo equagOes paramétricas duma superficie cdnica
de revolucéo de vértice na origem e semi-abertura a-

MECANICA

F. C.L.— MECANICA RACIONAL — 4.» Exame de Fre-
quéncia — Janeiro de 1961.

5366 —a) Campos projectivos: sua definicao.
Prove que um campo projectivo fica determinado pelo
seu valor em trés pontos nado colineares.

b) Prove que se um campo projectivo se anula
num ponto, existe uma recta passando por esse ponto
tal que o campo se anula em qualquer ponto d°
recta referida. (Utilize o facto de que todo campo
projectivo é campo de momentos).

5367 —u) Equivaléncia de sistemas de vectores.
Prove que todo sistema de vectores é equivalente a
um sistema constituido por um vector e um binéario-

¢) Considere dois sistemas de vectores, Si e «Sj
ambos equivalentes a um vector Gnico (um para cada
sistema).

Sejam Ry e R, o0s seus vectores soma, e A\ e A"
dois pontos quaisquer dos respectivos eixos centrais.
Mostre que o momento do sistema S, + S, em relagdo
a um ponto qualquer O se pode escrever eom a
forma

M,= (B, +~R~) A(O- Ai) + R, A(Ni - A)

Mostre, a partir desta expresséo,
momento do sistema Sj+ S, é

que o auto-

V = Rz f\ (Ai—A) | Ri

e conclua dai que a condigdo necessaria e suficiente
para que o sistema Si + S seja equivalente a um
vector Unico é que os dois eixos centrais sejam
complanares.

5368 —Considere num plano X*OX com a
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4) Determine a menor e a maior distancia do
ponto P (1,1,1) a superficie

X +y + =4s.

5) A pardbola y = x + 1 divide o circulo limi-
tado pela circunferéncia x + y- =3 em duas
regides. Determine a area da regido de menor
area.

A. César d» Freitas

RACIONAL

métrica habitual ds* = (dx')" + (dx’)* um sistema
de coordenadas polares.

a) Calcule as componentes contravariantes do
tensor métrico nestas coordenadas.

¢) Determine as componentes contravariantes em
coordenadas polares do vector grad U em que U
¢ uma funcédo da distancia polar y* .

b) Calcule o laplaceano de U, usando as defini-
¢cOes seguintes :

gradi/=(a, =-"-)

lap U= div (grad U).

v
5369 — Considere um invariante V e o sistema
d* v du
de 2.* ordem a (i ,k) = ..
dx' () x X' ax

Determine a sua lei de transformacédo e diga que
conclusdo se pode tirar do resultado.

\%
D (a*b,,) Da' D b,
5370 —Prove que — = b, + a' .
Dx' Dx* Dx'

5371 — As coordenadas vectoriais de um sistema
de vectores em relacdo a origem O das coordenadas
sdo

R =e -(-ae, - e
M =FP—IK -7,
Determine um sistema de vectores equivalentes ao

primeiro, formado por um vector e um binério cujo
momento seja perpendicular ao plano

P=A+X(&-7,)+ p(j+7).

Analise em particular os casos em que 0s parame-
tros ¢ e p se anulam.
Enviado por Anténio R. 8. Neto



GEOMETRIA

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame filial —
2 « chamada — 11-10-1960.

5372—1) Dada uma superficie de revolucdo por
uma geratriz torsa e o eixo, determine o cone das
normais num paralelo dado.

2) Dada uma superficie regrada por duas direc-
trizes rectilinias, ndo complanas, e uma recta do
infinito (ou plano director) fixe um ponto numa das
directrizes proprias. Determine o plano tangente
nesse ponto.

3) No espago projectivo a trés dimensdes consi-
dere os pontos [la,l\ 5i,G] e [G,, I'i,Xi,is]-e*
Escreva as equagBes da recta que os une. Justifique.

4) Considere trés pontos A, B e C de um

espaco euclideano a duas dimensdes, tais que AB ,
e AC sdo ortogonais. Verifique o teorema de
PITAGORAS para esses trés pontos.

(Obs: A distancia entres dois pontos é o compri-
mento do vector por eles definido).

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA —2.* frequéncia
- 1960.

5373 —1) Dada uma forma bilinearem R,
3 X, + 05y, + X, 23— 2aCiy, -)-2X VY,

determine a reducdo da forma quadratica associada
e verifigue que a forma bilinear é ndo degenerada.

2) Dado em P,
0 subespago

(espago projectivoa 4 dimensdes)

S+h+h+£+1li-0

determine as equacdes do subespaco interseccdo deste
com o biperplano de coordenadas pluckerianas
(1,0,0,1,11, directamente e por dualidade. Veri-
fique as dimensdes.

3) Dado um cone pelo seu traco horizontal e vér-
tice, determine um plano tangente comum ao cone e
a uma esfera, plano que tenha o ponto de contacto
com a esfera sobre uma circunferéncia dada de nivel.

4) Dado um cone pela directriz circular e o vér-
tice (ndode revolucdo), fixe um plano que o corte

GAZETA DE MATEMATICA

DESCRITIVA

segundo uma elipse e determine urn. ponto da sec¢ao
de tangente paralela ao ‘'i-i.; ¢

F. C. L — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final —
1." chamada - 2-7-1960.

5374 — 1) Coloque dois cilindros, de trago hori-
zontal circular, de modo que a sua interseccdo seja
um arrancamento. Determine os planos limites, um
ponto da interseccdo e a tangente nesse ponto.

2) Dados dois pontos P e Q determine um
plano que passe por /', esteja a uma distancia dada
de Q e faca um angulo de 45° com o plano horizon-
tal. Condicdo de possibilidade.

Sugestdo — Observe que o plano pedido é tangente
a um cone de concordancia conveniente de uma esfera,
cone de eixo vertical.

3) Prove que um subespago projectivo de dimensdo
n~>3, contém com cada trés pontos ndo colineares
o plano por eles definido. Como relaciona a parte
imprépria do subespago com a totalidade das partes
impréprias dos planos em causa?

4) No espaco R,,, cuja multiplicidade associada
tem a métrica euclidiana, determine o hiperplano que
passa pelo ponto (6j,6,, *s*,4,) e é perpendicular

Xx X,, — 0,,

= e —
Pi Pn
dois subespacos lineares sdo perpendiculares se e sO
se 0s vectores das respectivas submultiplicidades
associadas o séo.

a recta Recorda-se que

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final —
2.* chamada - 5-7-1960.

5375 —1) Dada uma superficie de revolucéo,
determine um plano tangente & superficie, que passe
por um ponto dado Q e tenha o ponto de contacto
sobre um meridiano, cuja plano faz um angulo de
45° com a Linha de Terra.

2) Dado um cone de 2." ordem, ndo circular, fixe
um plano, que o corte segundo uma curva com uma
assintota. Determine essa assintota.

3) A multiplicidade vectorial 3}t pode escrever-se
como soma (331, 2Jt") de dois submultiplicidades de
interseccdo nula (sé o vector nulo). Mostre que a
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decomposicdo a = a' 4-a" de um vector qualquer
Ged9l, com a e2D e o"e3Jl" é univoca.

4) Mostre que se dois vectores a e b séolinear-
mente dependentes entdo é P (a,6)'= Q(a)+Q(b).
Serd verdadeira a inversa?

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final —
1" chamada - 8-10-960.

5376 — 1) Dada uma superficie de revolugdo por
uma geratriz torsa e o eixo, fixe um paralelo. Deter-
mine o cone de concordancia ao longo desse paralelo.

2) Dada uma superficie regrada por trés"direc-
trizes rectilineas ndo complanares duas a duas, fixe
um ponto numa delas. Determine a normal a super-
ficie nesse ponto.

3) Dados os pontos [1,1,3] e [2,1,5] deum
espago projectivo a duas dimensdes, determine as
coordenadas pluckerianas da sua recta unido.

4) Sejam A(a---,a,,) e B (éj, *,.&») dois
pontos dum espago euclidiano. Suponha que estas
coordenadas foram determinadas em relacdo a um
referencial O,(m ,nt, " ,n,) em que m, *e n, for-
mam um sistema de vectores ortonormados.
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Escreva e justifique a equacdo genérica de um
hiperplano perpendicular a recta definida por A e B.

(Obs : Dois subespagos dizem-se perpendiculares
se as submultiplicidades o s&o).

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 1* frequéncia —
1961.

5377 —1) Verifique que os vectores (1,0,1),
(1.1.0) e (0,11) formam uma base de multiplici-
dade vectorial a trés dimensdes, a que pertencem.

Obtenha um sistema equivalente, usando o vector
(1.2.1) .

2) Mostre que a dimensdo da soma de duas sub-
multiplicidades de uma mesma multiplicidade vecto-
rial é a soma das dimensdes se e sO se dois vectores
quaisquer, ndo nulos, uin de cada submultiplicidade
foram linearmente independentes.

3) Considere um plano definido por um ponto e
por uma recta do p,.,. Determine o &ngulo desse
plano com um plano de nivel dado.

Nota — Resolva, de preferéncia, sem  LT.

4) Considere duas rectas enviezadas, uma das
quais de topo. Efectue uma rotacdo de modo que
0 segmento que mede a distdncia entre as rectas
dadas, apareca em verdadeira grandeza na sua pro-
jeccdo horizontal.

Faca umreiatorio esquematico do3." e 4." problemas.
M. Alzira Santos
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139 — EDOUARD LUCAS — Récréaclions Mathémati-
ques — Librairie Scientifique et Technique Albert
Blanchard, Paris, 8 N. F. cada volume.

Trata-se de uma reedicdo, nova tiragem da 2.* edi-
¢do, do célebre livro de EDUARDO LUCAS, Recreagoe,
Matematicas. O livro é bem conhecido e o seu elogio
estd feito. Publicado pela primeira vez em 1891, é
esta portanto a 3 * edicdo de que agora aparece o
1." volume, saindo os restantes 2.°, 3° e 4.° & razédo
de um por més. O livro estava esgotado ha muito e
esta reedicdo que é uma reproducdo fotografica da
anterior, traz, aqueles que se interessam pelos jogos
e recreagdes matematicas, um livro classico indispen-
savel por um prego acessivel. Este primeiro volume
cujo sumario é o seguinte: as travessias, as pontes™
os labirintos, as rainhas, o solitario, a numeragéo, o
aneleiro, o jogo do 15, tem ainda am indice biblio-

grafico, segundo ordem cronoldgica, dos principais
livros, memorias e extractos de correspondéncias, que
foram publicados sobre aritmética de posi¢do e geo-
metria de situacdo (como lhe chama LUCAS).

E um belo e Gtil livro que ndo perdeu a sua actua-
lidade e originalidade digno de figurar em qualquer
biblioteca matematica e em especial nas das Escolas
Técnicas e Liceus.

J. 8. P.

140 — EDOUARD LUCAS — Théorie des Nombres,
Tome Premier — Librairie Scientifique et Techni-
que Albert Blanchard, Paris, 25 N. F.

Qutro livro reimpresso pela Livraria Blanchard de
que s6 muito excepcionalmente se conseguia exem-
plar a venda. Esta reedigcdo com prefacio de M.G.
BOULIGAND, é uma reproducdo fotografica da 1." edi-
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cdo de 1880.LUCAS é conhecido por muitos trabalhos
«obre a Teoria dos NUmeros em especial sobre a
Teoria dos Numeros Primos. Muitos resultados inte-
ressantes foram devidos ao seu talento de calculador
e a sua morte prematura nao lhe permitiu concluir
esta obra que se ficou pelo Tomo I.N&o s6 resulta-
dos mas um método para a determinacdo da primo-
geneidade de grandes nimeros se perdeu com a sua
morte. O presente livro foipara a sua época um livro
avancado e ainda hoje tem originalidade e interesse.

Eis os titulos ios principais capitulos:

NUmeros inteiros; Nimeros Racionais; A Divisibi-
lidade Aritmética.

E um livro que completa uma biblioteca matematica.

J. p.

141 — CLAUDE GASPAR RACHET — Probléemes Plaisants
el délectables qui se [ont par les nombres—
— Librairie Scientifique et Technique Albert
Blanchard, Paris 6<= 9 N.F.

A Livraria Blanchard esta reeditando uma série
de livros de matematica franceses desde ha muito
esgotados e que fazem falta em qualquer livraria
matematica em especial nas bibliotecas escolares-
Esta neste caso o livro do Sieur de MEIZIRAC que
esta livraria da agora a estampa em reimpressao
da 5." edicdo, aumentada com um prefacio de
J. ITARD que muito valoriza o livro. Ele s6 por si ja
era, no seu ramo, um livro apreciado e citado por
todos os livros de recreacBes matematicas posterio-
res. E um belissimo livro que se aconselha vivamente
a quem se interessa por estes assuntos, tanto mais
gue o seu custo é relativamente baixo.

142 — EDOUARD LUCAS — Recherches sur I'Analyse
Indéterminée et I'Aritmétique de Diophanle—
Librairie Scientifique et Technique Albert Blan-
chard, Paris 1961, 8 N.F.

A livraria Blanchard continua a reedi¢do de obras
classicas francesas esgotadas, de grande interesse
para o estudioso que necessite ou goste de ler os ori-
ginais de trabalhos fundamentais. De EDOUARD LUCAS
publicaram-se ja, como noticiamos, as Recreagdes
Matematicas de que lemos o vol |, mas das quais,
sabemos, ja foram publicados os restantes volumes;
a Teoria dos Numeros e agora as «Recherches sur
I'Analyse Indéterminée». Como todos os trabalhos de
de LUCAS é este escrito numa linguagem clara num
estilo parfois lyrique, como diz o prefaciador desta
edicdo J. ITARD. E dos primeiros trabalhos de LUCAS
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publicado «Bulletin de la Société d'émulation du
Département de I'Allier». Trata-se de um trabalho
de Analise Diofantina, como indica o titulo mas a
matematica aqui utilizada é elementar. Estamos
longe, quando a este ponto, de questdes mesmo da
teoria dos nimeros que para se abordarem necessitam
de conhecimentos profundos de analise. O assunto
estd ao alcance dos alunos dos primeiros anos da
licenciatura, e trata da resolugdo das equacdes inde-
terminadas do terceiro e quarto graus. Abprda equa-
cbes que foram tratadas por FERMAT, EULER e
LAGRANGE mas de que se ignorava, entdo, a solugdo
geral, dando uma solucdo mais simples das equacdes
de LAGRANGE.

X' —2y*=4+ 7

X*+ 8y*=27".

Apresenta demonstracdes muito simples dos teore-
mas de FERMAT sobre triangulos rectangulos cujos
lados sdo expressos por nimeros inteiros e sobre as
respectivas areas.

E um livro curioso que sob uma forma elementar
trata delicados problemas de analise indeterminada.

J. s. P.

143 — A. MONJALLON — Introduction aux Mathéma-
tiques Modernes —Librairie Vuibert, Paris, Bou-
levard Saint-Germain, 1960, 20N.F.

Estdo os franceses desde ha tempo publicando
livros elementares sobre as Matematicas Modernas, e
ndo podia deixar de ser assim ; a influéncia dos tra-
balhos de BOUBBAKI tinha de se fazer sentir até no
ensino elementar em Franga, j4 que por toda a parte
no mundo ela se exerce hoje e com intensidade
crescente, em face dos apelos que a técnica faz
cada vez mais a légica e aos modernos métodos da
matematica.

Estes novos livros tem a limpidez e clareza dos
livros franceses, baja em vista os de LUCIENNE FELIXJ
de que demos noticia ultimamente. Nao foge a regra
o de A. MONJALLON. E um 6ptimo livro de iniciagdo
as matematicas modernas, muito simples, muito claro
e cheio de exemplos comesinhos e acessiveis. O suma-
rio do indice daréa ideia dos assuntos tratados:

Cap. |. Os conjuntos, nocdes, existéncia, proprie-
dades.

Cap. Il. A propésito de conjuntos, relacdes funda-
mentais entre conjuntos, conjuntos especiais.

Cap. I11. Operacbes sobre conjuntos, intersecgao,

reunido e complemento; dualidade.
Cap. IV. Belacbes, oidinarias e matematicas. Pro-
priedades. Extensdo da nogdo de relacdo.
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Cap. V. Fungdes,
especiais de funcdes.

Cap. VI. Da linguagem matematica, proposigdes,
leis da algebra das proposigOes, quantificadores.

Cap. VII. Um pouco de axiomatica, sistema mate-
matico, modelos, regras de demonstracdo, sistemas
dedutivos.

Cada capitulo termina com bastantes exercicios
onde o leitor encontra ainda matéria que lhe faz
aprofundar a exposicdo do texto.

Em resumo um bom livro para iniciagdo, apesar de
ter em alguns pontos, como por exemplo, na teoria
das relagbes exemplos que se podem prestar a critica,
mas cuja analise trds melhor conhecimento das ques-
tBes tratadas.

aspectos fundamentais. Tipos

144 — Proceedings of lhe International Congress
of Mathematicians 1958 — Cambridge University
Press, 1960, Cambridge, 65 sh.

Este volume é o repositorio oficial dos trabalhos
apresentados no Congresso Internacional dos Mate-
maticos, realizado em Edinburgo em Agosto de 1358.

As listas dos matematicos que constituiram os di-
versos comités e subcomités do Congresso e das enti-
dades que o subvencionaram, segue-se a descrigdo
dos diversos programas- cientificos distribuidos da
forma indicada:

19 conferéncias de 1 hora por convite do Comité de
Organizacao;

37 conferéncias de 1/2 hora por convite do Comité
de Organizacéo.

Pequenas comunicacdes distribuidas pelas seguin-
tes seccdes :

Secgdo | — Ldgica e fundamentos: 23 com.
Secgdo HA — Algebra: 106 o
Seccdo I1B —Teoria dos nimeros:

Secgdo I A —Analise Cléssica: 174

Seccdo 111 B — Anélise funcional :

Seccdo IV —Topologia: 39
Seccdo VA —Geometria algébrica:

Seccdo VB —Geometria diferencial: 59
Seccdo VI  —Probabilidade e Estatistica: 53
Seccdo VII A —Matematicas Aplicadas:

Seccdo VII B —Fisica Matematica: 126
Seccdo VII C — Analise numérica:

Seccdo VIII  —Histéria e Educacéo: 25

Ainda na introducdo sdo publicados o relatdrio
apresentado pelo Secretario de Congresso, os discur-
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sos de abertura e de encerramento do prof. HODGE,
Presidente do Congresso, as apreciacdes dos traba-
lhos que levaram o Comité de Prémios a homenagear
o Dr. KLAUS F. ROTH (Universidade de Londres) e
o Prof. RENE THOM (Universidade de Estrasburgo).
O volume contém efectivamente as conferéncias
dos Profs. ALEXANDROV «Desenvolvimento recente
da Teoria das Superficies», BOGOLIOBOV e VLARIMIROV
«Sobre alguns problemas matematicos da teoria
quantica dos campos», H.CABTAN oSobre as fun-
¢bes de varias variaveis complexas: 0s espagos
analiticos», C. CHEVALLEY «A Teoria dos grupos algé-
bricos», W. FELLER «Sobre novas relagbes entre pro-
babilidade e analise classica», L.GARDING «Problemas
sobre equacOes de derivadas parciais lineares»,
A. GROTHENDIECK «Teoria coomoldgica das variedades
abstratas algébricas», HIRZEBRUCH «Variedades com-
plexas», KLEENE «L6gica Matematica: operacdes cons-
trutivas e ndo-construtivas», LANCZOS «Problemas
generalizados de condicdes de fronteria», PONTRJAGIN
«Métodos de regulacdo 6ptima», ROTH «Aproximagoes
racionais dos nimeros algébricos», M. SCHIFFER «Pro-
blemas de extremo e métodos variacionais na repre-
sentacdo conforme», TEMPLE «Linearizacdo e deslinea-
rizagdo», THOM «Das variedades trianguladas as
variedades diferenciaveis», UHLENBECK «Alguns pro-
blemas fundamentais na fisica estatistica», VVIELANDT
«Via do desenvolvimento nas estruturas dos grupos
finitos», E. W. BETH «Resultados correctos para o0s
sistemas formais», KREISEL «Lo6gica ordinal e a ca-
racterizacdo dos conceitos informativos de prova»,
MARKOV «Insolubilidade do problema da homeomor-
fia», G. HIGMAN «Os métodos do anel de LI1Ena teoria
dos grupos finitos nilpotentes», B. LINNIK «Sobre os
problemas de divisores e suas relagcdes com 0s pro-
blemas aditivos binarios», ROQUETTE «Alguns proble-
mas fundamentais sobre os campos abelianos de
funcdes», SHIMURA «Funcdes automorfas e correspon-
déncias modulares», ARNOLD «Algumas questoes de
aproximacdo e representacdo de funcdes», L . BEES
«Espacos de superficies de Riemann», H.GRAUEBT
aAs superficies de Riemann da teoria das funcdes de
muitas variaveis», M. HEINS «Funcdes de caracteris-
tica limitada e representagdes de LINDELOF», LIONS
«Problemas mixtos abstractos», MENCHOV «Sobre a
convergéncia das séries trigonométricas», MINAKSHI-
SUNDARAM «Algebras de HILBERT», BELA-NAGY «Con-
juntos espectrais e dilatacdes normais de operadores»,
R. BOTT «Aplicacdo da teoria de Morse a topologia
dos grupos de LIE», A. KOSINSKI «Sobre alguns pro-
blemas relacionados com a topologia das variedades»,
PAPAKYRIAKOPOULOS «A teoria das variedades tri-di-
mensionais desde 1950», S -S. CHERN «(ieometria dife-
rencial e Geometria integral», MATSUBAKA « A polari-
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zagdo das variedades algébricas e algumas das suas
aplicagdes», MILNOH e KERVAIRE «NuUmeros de BER-
NOULLI, grupos de homotopia e um teorema de
ROHHN», NAGATA «Sobre o X | V problema de HILBERT»,
NIENHUIS «Aspectos geométricos das operagdes dife-
renciais formais sobre campos de tensores», P. SAMUEL
«Relacdo de equivaléncia na geometria algébrica»,
B. Segre «Sobre as geometrias de GALOIS» H.-C.
WANG «Alguns aspectos geométricos de conjuntos de
espagos dos grupos de LIE», K.-L.CHUNG «Pardmetro
continuo das cadeias de MARKOV», GNEDENKO «Sobre
teoremas limites da teoria das probabilidades», RENYI
«Métodos probabilisticos na teoria dos ndmeros»,
L. SAVAGE «Tendéncias recentes nos fundamentos da
estatistica», H.LKHMER «Métodos da variavel discreta
na analise numérica», HOFMANN «Sobre um traba-
lho de EUCLIDES que ¢ atribuido a ALBERTCS MAGNUS»
KUREPA «Alguns principios da educagdo mateméatica».

# *

Esta obra ndo é um livro didatico. Vista no seu
conjunto tem o alto interesse de traduzir a sintese do
desenvolvimento da Matematica durante um periodo
de quatro anos, expressa através de trabalhos apre-
sentados em Congresso Internacional, onde se reuni-
ram cérca de dois mile quinhentos matematicoB.

Pelo que aqui se expde e pelo que daqui se de-
preende, facilmente se julgara do desenvolvimento
em ritmo cada vez mais acelerado das Ciéncias de
uma maneira geral e da Matematica em particular,
ndo falando ja das consequentes implicacdes nas
diversas actividades da vida corrente possivel nos
nossos dias.

Quem como nés vive bastante afastado da reali-
dade cientifica da época actual, pode servir-se destes
«Proceedings» como duma janela aberta sobre o
Mundo das Matematicas.

J.G.T.

145 — JEAN FERRANDON — Cours de Meécanique —
Collection Ecole Nationale Supérieure des Télé-
communications -Eyrolles Editeur. Paris 46 N F.

Este curso de Mecénica destina-se aos alunos-
-engenheiros que terminaram as classes de Matemé-
ticas Especiais (0os que frequentam portanto os pri-
meiros anos da Universidade); contribue portanto com
um complemento de conhecimentos cientificos com vis-
ta asaplicagdes praticas da mecéanica. Esta orientacéo
no sentido da técnica distingue particularmente a obra
de FERRANDON das restantes de caréacter essencial-
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mente tedrico. Torna-se assim de grande utilidade
aos engenheiros que terdo de utilizar métodos e
resultados de mecénica no exercicio da sua profisséo.

Como objectivo duma tal actividade é a realizacao
dum dispositivo material, o Autor na apresentagao
dos problemas tem em atengdo trés etapas sucessivas:
estabelecimento dum esquema de calculo a partir do
dispositivo a estudar orientando-se pelas suas carac-
teristicas essenciais; estudo mecéanico desse esquema
de calculo por meio de principios e teoremas gerais
expostos; extensdo dos resultados obtidos ao disposi-
tivo real.

O Autor insiste sobre a importancia da primeira
etapa. Esta operacdo é facilitada se se consideram,
com as aproximacBes requeridas pelas aplicacdes
técnicas, os sistemas materiais redutiveis a corpos
rigidos e a meios continuos deforméaveis, sélidos ou
fluidos, sujeitos a transformagdes continuas.

E assim que a mecénica dos sistemas de corpos
indeformaveis e a mecanica dos sistemas de corpos
continuos e deformaveis constituem as duas partes
da obra que se desdobra desde a exposicdo sintética
dos principios ao limiar das aplicacdes técnicas.

O leitor encontrara, neste livro, desde o estudo da
dindmica dos fenémenos naturais, da resisténcia das
estruturas, do funcionamento e da navegacdo de
foguetdes até o da propagagao por ondas e vibracdes.

As teorias gerais sdo exemplificadas com exercicios
resolvidos que lhes precisam o sentido e o alcance e
por problemas relacionados com questdes técnicas de
actualidade.

Assim concebida, a obra de FERRANDON, constitue
um valioso elemento de trabalho.

Para os nossos estudantes das disciplinas de meca-
nica racional o curso tem real interesse.

E certo que por um lado comeca por um capitulo
que, regra geral, s6 é considerado a meio dos pro-
gramas das nossas escolas — «a mecanica dos siste-
mas de corpos indeformaveis»: admitem-se ja sélidos
conhecimentos de cinematica dos pontos e sistemas
de pontos materiais e geometria das massas Mas em
contra partida o aluno encontra problemas e ques-
tdes, resolvidos sob a forma de aplicacdo, que se
enquadram em assuntos de grande interesse pratico.

Sd0 assim expostos: casos de movimento de rodas
em contacto com solos rugosos, de automdveis em
rampa e foguetdes em aceleracdo; estudo dos meca-
nismos diferenciais, das hélices com duas, trés e mais
pas. No estudo dos choques temos o caso da aterra-
gem de um avido; no das oscilagdes, o das pulsagbes
proprias dum veiculo com suspensdo por amortecedo-
res, o das pulsacBes proprias de sistemas giroscopi-
cos, o da estabilidade de um regulador de velocidade.
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pulsagdes proprias na flutuacdo etc. De forma equi-
valente se desenvolve o estudo dos sistemas materiais
continuos e deformaveis o que constitue a seguDda
parte do livro e o ocupa desde a pagina 115 até a
350. A terceira parte consta de 56 questdes propostas
e desenvolve-se até a pagina 370.

146 —MAKIE-ANTOINETTE TONNELAT — Les Principes de
la Théorie Electromagnétique et de la Relativité,

Masson et Cie. Editeurs — Paris.

Este livro apresenta uma exposi¢cdo completa e
precisa dos principios fundamentais sobre que assenta
a teoria de electromagnetismo, e Relatividade res-
trita e Relatividade geral.

Foi escrita com espirito didatico, destinando-se a
estudiosos com conhecimentos correspondentes a
licenciatura em fisica e desejosos de se iniciarem nas
teorias classicas actuais.

O objectivo da obra ¢é insistir sobre os motivos
que conduziram a edificacdo destas teorias e sobre
as experiéncias mais acessiveis que permitiram ve~
rificar-lhei a validade. E por isso que a Autora
prefere dar uma exposi¢do loégica das ideias de base
em vez de introduzir uma axiomatica a priori.

Neste espirito sdo primeiramente apresentadas
sumariamente (noventa paginas) as ideias directrizes
da teoria electromagnética de MAXWELL: OS primeiros
quatro capitulos recordam os principios fundamentais
da electrostdtica, da magnetostatica e do electro-
magnetismo. As férmulas sdo apresentadas no forma-
lismo vectorial classico e o Leitor n&do necessita de
conhecimentos de calculo tensorial.

Na segunda parte (capitulos V a X, cento e ses-
senta paginas), expdera-se o0s principios e o desen-
volvimento da Relatividade restrita.

A Autora expde algumas das dificuldades de oidem
experimental que conduziram a diversas tentativas
e sugestdes de novas teorias e levaram EINSTEIN ha
56 anos a edificar a Relatividade restrita. E neste
momento que naturalmente indica o formalismo
matematico apropriado ateoria: o formalismo quadri-
-dimensional de um espaco de métrica hiperbodlica
normal, ou seja o espaco-tempo de MINKOWSKI; ao
mesmo tempo desenvolve as novas cinemética e dina-
mica, teoria de MAXWELL linear e teoria electroma-
gnética nao linear.

A Relatividade Restrita ndo é apenas uma teoria
do campo propriamente dita mas constitue a base em
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que deve repousar a teoria classica ou quantica do
campo A teoria electromagnética de MAXWELL, muito
antes de 1905, era ja relativista: o seu formalismo
deveria apresentar-se plenamente concordante com os
principios da Relatividade Restrita.

Isto significa que ja no século X I Xexistiu total-
mente edificada uma teoria classica e relativista do
campo electromagnético. Pelo contrario sé em 1916
se estruturou uma teoria cléassica e relativista do
campo de gravitacao.

Terminando a segunda parte, a Autora expde as
principais consequéncias experimentais da teoria e
respectiva verificagdo: efeito DOPPLEB (experiéncias
IVES e STILWELL), vida média dos mesdes, choque
relativista entre particulas, energia nuclear.

A terceira parte do livro (capitulos X1 a XIlII,
noventa paginas) é consagrada a Relatividade geral.

A lei de COOLOMB — construida sobre o modelo da
de NEWTON —integra-se de uma forma perfeita na
teoriaelectromagnética de MAXWELL, teoria do campo,
como vimos.

Em oposicdo, a lei de NEWTON néo estando por si
associada a nenhuma teoria do campo baseada na
existéncia de acc¢les continuas, manteve-se sempre
refractaria a todas as tentativas da criacdo de uma
teoria relativista do campo de gravitacéo.

Foi entdo postulando uma «equivaléncia local»
entre as forcas de inércia e as forcas de gravitacao,
que se conseguiu atingir o duplo objectivo:

a) Justificar a identidade entre os conceitos de
massa grave e massa inerte.

b) Estender aos referenciais acelerados o principio
da Relatividade Restrita.

Nesta terceira parte a Autora continua a nao apre-
sentar de chofre uma axioméatica, mas a justificar os
fundamentos da teoria com razles lbégicas e experi-
mentais. Insiste, em particular sobre a significacdo
de principios da equivaléncia e sobre problemas que
constituem uma espécie de ponte entre a Relatividade
restrita e a Relatividade geral: paradoxo dos relégios,
problema do disco, etc.

Em seguida exp0e os pontos essenciais da Relati-
vidade geral: no que respeita as solu¢cdes rigorosas,
a obra contém um estudo da de SCHWARZCHILD
(caso da simetria esférica) e as aplicagdes classicas
experimentais que dela decorrem: avanc¢o de perihélio
de Mercurio, desvio das frequéncias para o vermelho
curvatura dos raios luminosos no campo da gravita-
cdo. Para as solugcdes aproximadas, a Autora apre-
senta uma deducdo das equagdes do movimento das
particulas neutras a partir das correspondentes
equacdes do campo.



48

Os desenvolvimentos puramente matematicos: cal-
culo tensorial no espago euclideano, algebra e analise
tensoriais numa variedade afim e particularmente
num espaco de RIEMANN, s&o expostos em Apéndice
nos Gltimos trés capitulos (cinquenta péginas).
Desta maneira o desenvolvimento dos principios da
Fisica né&o é interrompido por consideracdes de
ordem matematica quepoderiam desviar a aten¢do do
Leitor.

Nos ultimos tempos numerosas obras dedicadas a
Relatividade Restrita tém sido publicadas. aEsta
situa a referida teoria nas perspectivas que a prece-
deram e a seguiram: o electro-magnetismo e a Rela-
tividade Geral. Aqui sdodestacadas as mais simples
ideas de base destas teorias e as suas liga¢des com a
experiéncia. Os fundamentos das teorias classicas do
campo fazem aparecer notavel encadeamento de ideas
impostas pelos factos, guiado por um formalismo
rigoroso e verificado pelas suas consequéncias».

J.G. T.

147 — MAUIHCE GODEFROY — Mathématiques Géné-
rales. Synthése Elémentaire — Gauthier-Villars,
Paris.

Nunca conseguimos compreender bem qual a fungéo
do epitome, analisando-o atravez da 6ptica do utili-
zador, evidentemente.

No nosso ensino, se por um lado existe entre os
alunos «menos interessados» a tendéncia de resumir
as licbes do professor, fazendo até resumos do resumo
afim de «melhor fixarem» o programa, poroutro exis-
tem naopoucas disciplinas cujos orientadores fazem
a apologia de que ao necessario é saber-se utilizar o
formulario» para que os futuros técnicos se possam
desembaracar convenientemente, navida pratica.

Esta atitude de formacdo, justificacdo e aceitacdo
da inconsciéncia profissional conduz aos mais desas-
trosos resultados pedagdgicos.

Do que conhecemos acerca do ensino francés esta-
mos convencidos de que a situagcdo € um pouco me-
lhor, neste ponto.

E comsurpresa pois que vemos aparecer o presente
livro e com embarago que aceitamos dele fazer uma
apreciacdo bibliografica.

O editor apresenta-o: adans le présent ouvrage se
trouve condensé en 171 pages l'essentiel de ce qu'il
faut savoir pour aborder I|'étude de n'importe quelle
branche des sciences mathématiques Eliminant le
superflu, supprimant ['érudition, il expose en un
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raccourci substantiel les notions premiéres sur les-
quelles reposent le Calcul infinitésimal, la Géométrie
analytique, la Mécanique rationnelle.

Le souci d'une parfaite rigueur joint a la préoccu-
pation d'écarter toute spéculation dénuée d'utilité
pratique ont dominé la pensée de I'auteur.

De plus, I'enchainement logique des diverses disci-
plines, considérées non isolément, mais comme parties
intégrantes d'un méme corps de doctrine, aété sauve-
gardé avec une attention constante, de sorte quel’en-
semble des matiéres traitées se déroule de fagon solide
et cohérente: tache ingrate mais garante d'une
réussite propre a satisfaire I'esprit.

Autre exigence dont il a été tenu compte a I'extré-
me, celle de la clarté dans la suite des raisonnements
se développant avec simplicité, a I'aide de notations
significatives et uniformes, sans équations et formules
numérotées, sans continuels retours en arriére.

Enumération sommaire des sujets:

I. Algebre — Nombres — Variable —Limite — Fonc-
tion —Continuité — Séries —Approximations—
Différentielles — Dérivées — Intégrales.

I1. Géométrie  vectoriele — Orientation — Vecteurs

— Contours —Angles — Trigonométrie.

111, Géométrie analytique plane — Coordonnées —
Droites — Courbes planes — Cercle — Fonctions
circulaires —Ellipse — Parabole — Hyperbole—
Equations focales de ces courbes — Aires — Vo-
lumes — Courbure.

1V. Géométrie analytique spatiale — Coordonnées —
Plan — Droite — Courbes — Courbure.

V. Meécanique — Mouvement — Temps — Trajectoire
— Vitesse — Accélération —Force — Attraction».

Folheando-o n&o lhe encontramos uma férmula,
uma idea, a demonstracdo de um teorema (por vezes
se demonstram teoremas, quase sempre se justificam
as afirmacdes) que ndo figure nos variados e excep-
cionalmente bons livros de texto, publicados pela
grande e honesta casa editora Gauthier-Villars, e
tdo utilizados e apreciados pela juventude estudiosa
da Franca e de outros paises.

Portanto em face desta obra, bem organizada, es-
truturada e escrita, apreciando-a do ponto de vista
da sua utilidade, repetimos, apenas podemos pergun-
tar :

Para qué?



LITERATURA MATEMATICA RECENTE

Editor — GAUTHIER-VILLARS, Paris
T. UOETSCH — Introduction a l'utilisation pratique  de la transformation de Laplace.

Etudes Relativisles

1. ARZELIES — Milieux  conducteurs  ou po/arisab/es en  mouvement.

M. PARODI— Introduction a I'étude de I'Analyse Symbolique.
G. POLYA — Les Mathématiques et le Raisonnement «Plausible».
Cahiers Scientifiques

J. FAVARD — Cours (VAnalyse de I'Ecole  Polyttchnique. Tome IL

Editor — LIBRAIRIE VUIBERT, Paris
LENTIN et RIYAID — Eléments  d'Algebre Moderne.
J. HivALD — Exercices d'Analyse. Tome 1 et Tome IL
Editor-SOCIETE D'EDITION D'ENGEIGNEMENT SUPERIEUR, Paris

J. (TREY — Mathématiques Préparatoires aux Sciences Expérimentales.

Editor - CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE, Paris
J. LAVOINE — Calcul Symbolique, Distributions et Pseudo-fonctions.

Editor - LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE ET TECHNIQUE ALBERT BLANCHARD,
1.V, MONTUCLA — Histoire  des Mathématiques.

A. M AMPERE — Théorie Mathématique des phénomenes électro-dynamiques.

J. HADAMAKD — Essai sur la psychologie  de I'intention dans le donnaire Mathématique.
GAUSS— Recherches arithmétiques

A. M LKOENDRB — Théorie des  nombres.

C. JORDAN — Trait¢é des substituitions et des équations algébriques.

Editor — CAMBRIDGE UNIVERSITY PRESS, Cambridge

L. fi. SLATER — Confluent  Hypergeomelric Functions.

D. G. NoRTHi OTT — An Introduction to Homological Algebra.

P. J.HILTON & S. WYLIE —Homology Theory — An introduction to Algebraic Topology.
E. A. MAXWELL — Adranced Algebra, part L

SNELI. & .MORGAN — .Vew Mathematics — A unified course, | and IL

Cambridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics

G. L."WATSON — Integral  Quadratic Forms.

Editor - DENNIS DOBSON, London

IRVING ADLER— The Xew Mathematics.

Editor — VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN, Berlin

M. A . NEUMARK. — Normierte Algebren.

OTAEAU BOKUVKA — Grundlagen ier gntppoid-und gruppentheorie.

Mathamatische Monographien

i Kim uii> 11ineer. — Filrbungsprobléeme auf flachen und  graphen.

Malhemalische Forschungsberichte

A. N. IVOLMOGOKOFF wuii'l W M. TIOIKIIIROW — Arbeiten  sur Informationsthenrie 1.
A. W. POGORELOW — Einige unlerswhuugen zur  llitmannschen Géométrie  im  grossen.

H. HOHNICII — Existenzprobleme bei linearen  partiellen Differenliatgleichungen.

Paris
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Nimero avulso: 17

Assinatura relativa a 1961

Assinatura para o
PONTOS DE EXAME
Uma das seccOes permanentes <la Gazeta de Mate-

méatica € constituida pelos pontos de Matematica do
exame do 3." ciciei do ensino liceal e de exames de
aptiddo as Universidades e pontos de exames de fre-
quéncia e finais das cadeiras de matematica das
escolas superiores.

2* EDIGAO DO VOL.Il (N<" 5 a 8)

Continua aberta a inscricdo para a nova edicdo do
ano Il da Gazeta de Matematica (n.°""5 a 8) ao preco
de escudos 30. lista nova edicdo oferece aos leitores
da Gazeta de Mateméatica a possibilidade de comple-
tarem as suas colecgdes no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscri¢cdes atinjam o numero de 300, proceder-
-se-4, a composicdo, impressdo e distribuicdo da nova

escudos e 50

estrangeiro,
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centavos

(4 nudmeros) 50 escudos

80 escudos

ras de quatro numeros, ao pre¢co de escudos 50, para
0 que basta indicar o nome, a morada e o local da
cobranca As assinaturas sdo renovadas automatica-
mente no seu termo, salvo aviso prévio em contrario.
Todas as assinaturas tém inicio com o primeiro nimero
publicada em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS
Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Matematica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRASADOS
Estdo completamente esgotados os numeros 5 a 11,
13 e 14 da Gazela de Matematica. Os restantes nu
meros sdo vendidos aos precos seguintes:
N."™ 1-4- (2.* edicdo do ano I, no formato

edicdo do ano Il. Depois de publicada, a segunda actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40/00
edicdo do volume Il serd vendida ao preco de escu- N." 12 e 15 a 49, cada numero 12/50
dos 40. N.» 50 60/00
CONDICBES DE ASSINATURA M «il Q. fcada numero simples 17/50
¢ * I . » duplo 35/00
A administracdo da Gazela de Matematica  aceita, A administracdo da Gazeta de Matematica executa
durante 1961, quando pedidas directamente, assinatu- qualquer encomenda a cobranga pelo correio.
A NGARIE A SSINANTES PARA
A tGAZETA DE MATEMATICA ».
Concorrera, assim, para o melhoramento
de uma revista sem objectivos comerciais
PRECO ESC. 35%00
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