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Sobre a determinacao analitica das  direccdes principais
das seccOes planas de uma quadrica
por F. R. Dias Agudo

Neste artigo vamos indicar como a teoria
dos vectores proprios e valores préprios de
uma matriz permite determinar, de forma
simples e elegante, as direc¢des principais
das seccdes planas de uma qudadrica. Segui-
mos, nas suas linhas gerais, a exposi¢do de
Grotemeyer em Analytucke Géométrie ("),
mas desenvolveremos alguns pontos nao
completamente esclarecidos neste livro.

I. Notacdes.

a P x = ¢ uma matriz

y

z
coluna que representara ou o ponto de coor-
denadas cartesianas Xx.,y,z num sistema
triortogonal de referéncia OXYZ, ou o

\x y 2\

vector de posicdo OP =xei+ye, + ze, .

by P =P, 4 pU éaequacdo paramétrica
(em forma matricial) da recta que passa pelo
ponto P(x, ,y,.,z) e é paralela ao vector
U= \hk I\.

Se U é unitario, tem-se h* + kK + ' = 1,
h,Ic,1 sdo entdo os cosenos directores da

(*) Ver Bibliografia.

recta, e a distancia orientada de P, a P ¢
dada por p.

Se U nao for unitéario,
Pj (pi) e [~fe)
Pi © P2-

as distancias de
PQ °*° proporcionais a

c) P=P, +~kU-\\IV 6a equacdo do.
plano que passa por P, e é paralelo aos
vectores U e V. Tem-se (P-P]\ Ux V=0,
pelo que aequacdo do plano se pode escrever

W({P— 1] =0, onde W é o vector coluna
com as coordenadas do produto externo
UxVv (vector normal ao plano) e W' re-

presenta o vector linha transposto de W.

Uma equacdo da forma W P +d= 0
representa, pois, um plano perpendicular ao
vector W.

2. Equacdo geral de
Planos diametrais.

uma quadrica.

A forma mais geral da equacdo de uma
guadrica (em coordenadas cartesianas) 6

a, x’ + 2axy + 2a.Xxz + 2a,,x -f

+ «22«/* + 7 252/" + ' «242 +

(l) + «35'"" + ° °34Z +
+ a, = 0,



expressdo a que pode dar-se a forma matri-
cial

«ll «12 <*13 «14 ~
«21  «22 «23 «24

«31 «32 «33 «34

N X

«41 «42  «43 «44- — —

com aij=

A matriz simétrica A = [a-i] é a matriz
da quéadrica. Fragmentando-a em

cij i

A=rce A~

com et submatriz de 3.° ordem, e

"= l«l4 «24 «54} =
epondo x y z 1 = |P
toma a forma

[«41 «42 «43F .

1j, aequacdo (2)

& Lt Ad[rjre-

Efectuando a multiplicacdo por blocos vem
(4) P etp 4-2A" P+ «44= o0,

que é apenas outra forma de escrever a
equacdo (1).

Se quisermos determinar os pontos em que
uma recta r=P= P, + p£7 encontra a
qguadrica, ndo temos mais que substituir P
por P, + pU naequacdo (4),e determinar
as raizes da seguinte equacédo do 2.°grau em
p, que assim se obtém :

(5) f I/vau +2a{Plau + ATU) +
PTaP, + 2A"P, + a,,=0.
Se forem P, (p]) e i-~e) °° pontos

comuns a recta e a superficie, o ponto P,
sera o ponto médio da corda P, P, se
Pi+ p,= 0, i. €.,

Po® U+ A" U- o

ou, 0 que é o mesmo, U &P, + U A= 0.

Fixando U e variando P,, a expressao
P = P,+ pU passa a representar uma fa-
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milia de rectas paralelas a U; e a condicdo
anterior mostra que os pontos médios de
todas as cordas da quadrica com a direccéo
considerada pertencem ao plano

(6) U etP+ I77A= o
ou seja
(6") (etUy P + i/~ )

Este plano [perpendicular ao vector StU
como se viu no 8 1, c¢)] recebe o nome de
plano diametral conjugado com a direcgdo
de U.

A deducdo feita exige UetU="0 para
que ambas as raizes de (5)sejam finitas; se
for V' etU= 0 podemos continuar a cha-
mar plano diametral conjugado com a direc¢éo
U ao plano de equagdo (6), mas trata-se
entdo de uma definicdo puramente analitica,
sem o significado geométrico correspondente
ao caso U" et U=f=0.

3. Direcgdes principais e planos
pais.

princi-

Um plano diametral diz-se principal (ou
de simetria) quando é perpendicular a direc-
¢cdo com que é conjugado; e esta direccdo
também se diz entdo uma direccdo  principal
da quadrica.

Daqui e de (6') resulta que para que U
nos dé uma direccdo principal da quédrica
(4) deve ter a direccdo do vector etU, i.e.

etu =>U;

e U serd entdo um vector préprio da matriz
et, e ” o correspondente valor préprio ou
raiz caracteristica. A equacdo do plano
principal correspondente pode escrever-se
AU'P + f7T"TA= 0.

Deve observar-se que a dedugdo da equa-
cdo (6)exige etU=1=0. Se for et[/=0 o
plano torna-se impréprio (se U A=j=0) ou
indeterminado (se U A =0); mas convém
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toda a di-
mesmo com

designar por direccdo principal
reccdo que satisfaca &U=1U
L= o.

E podemos enunciar o seguinte

TEOREMA 1. As direccbes principais da

quadrica de matriz A —T & A 1 sdo da.
I A" a,lJd

das pelos vectores proprios da submatriz  €1.

Se for <£t U=~A U, o plano principal cor-

respondente & direccdo U tem por equagdo

yu P+ Z7°"A= 0; esefor
é impréprio ou indeterminado.

/.= 0 o plano

Da teoria dos valores proprios e vectores
proprios de uma transformacdo linear (e de
uma matriz), com a qual supomos o leitor
familiarizado, resulta agora este outro

TEOKEMA 2.
menos um plano
Se as trés raizes

Toda a quadrica tem pelo
principal  a distancia finita.
caracteristicas ).; de St séo
distintas, a quadrica tem trés direcgbes  prin-
cipais,  perpendiculares duas a duas. Se
}i=>, >, a raiz }  corresponde uma
direccdo principal, e a raiz dupla correspon-
dem infinitas  direc¢gBes principais, todas per-
pendiculares aquela; e se a raiz dupla é
diferente  de zero, a quédrica ¢é de revolucdo
em torno de um eixo com a direccdo  corres-
pondente a ), .

Se )j= >, = "%="0,
e qualquer direccao
cipal ; a superficie

St é matriz
do espaco é direcgéo
é uma esfera.

escalar,
prin-

4. Direcgles principais das secc¢des pla-
nas de uma quadrica.

Estudemos agora a sec¢do feita na quadrica
de equacdo (4) pelo plano

(7) Ti= £/"P4-d= 0

onde U. que podemos supor de médulo igual
a 1, é vector normal ao plano.

Por uma conveniente transformacdo orto-
gonal de coordenadas, pode levar-se o plano
secante a ser o plano XOY; e nesse novo
sistema de referéncia os pontos comuns ao
plano e a quadrica séo solugdes de um sistema
da forma

«H X + 2 axy+2 axz+2 ax-\ =0(")
z=0

ou seja
b x*+2b,xy+2b,x + b, f+2b,y + b0
2= 0.

A primeira destas equag¢bes (que representa

a conica seccdo, considerada como linha do

plano XOY) é analoga a de uma quadrica

(com uma varidvel a menos), e pode assumir
a forma

PTSSP + 2T P + 6,,-=0

com P=\x y\, 43-=r6, b, I e

LAI 22J

Tal como no teorema 2, pode afirmar-se

que se as duas raizes caracteristicas de & séo
distintas, a conica tem duas direcgdes princi-
pais (*) perpendiculares entre si; e se as duas
raizes  sdo iguais, qualquer direccéo do plano
da conica é direcgdo principal, sendo a curva
uma circunferéncia.

E nosso prop6sito, no entanto, determinar
as direcgbes principais da seccdo sem recor-
rer & transformacdo de coordenadas ante-
riormente referida.

Tome-se, para isso, um vector V que seja

paralelo a it, i.e.,
(8) v
(i) [Equacdo analoga a (1)].

{-) Definicdo anéaloga a que foi dada para as
quadricas.



V dar-nos-4& uma direc¢do principal da
conica (seccdo feita por ic na quadrica) se

for perpendicular a direccdo conjugada, e,
portanto, a interseccdo de 7 com o plano
diametral da quadrica conjugado com V.
Este plano, definidopor F'fiP+ F'A=0
(como se viu no § 2), é normal ao vector

StV, de modo que a sua interseccdo com n
tem a direcgdo do produto externo (eiV)XU.
Deve ter-se, pois, V | (®V)'XU, e 0s

trés vectores &V, V e U sao linearmente
dependentes.

Como U e V sao independentes, a con-
dicdo a que deve sujeitar-se V traduz-se por

arF=i*r+ vu
ou seja

(9) {&— /1J)F-v U

O problema ficara, pois, resolvido quando
obtivermos os vectores V que satisfacam as
condicOes

r U V=0
I((a - (x/) V= v U
com alguns valores reais de Lle v.

Se este sistema tiver uma solucdo, W,
com v= 0 (e p. igual a um certo valor }{),
o vector W satisfaz &W = )W, e da-nos,
ndo sé uma direccdo principal da seccdo que
estamos a estudar, como também uma direc-
cao principal da propria qudadrica, corres-
pondente araiz caracteristica ij damatriz &.

(10)

Para as possiveis solugdes do sistema, com
(t distinto de qualquer dos valores proéprios
de &, tem-se

F=V(0-LI7)-127= adj

| (a-fi.hu,
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ou

(H) F=padj(a'- fil) U

com p , devendo p ser raiz da

equacao do 2.° grau

(12) i/"adj(a —(ti) U=0

para que se verifique a primeira condigdo
de (10).
Podemos, pois, enunciar :

TEOKEMA 3. Considere-se a sec¢do feita
na quadrica P" 61P + 2 AP + 044= 0 pelo
plano de equagdo U P + d = 0.

Se o plano contém alguma direccdo  princi-
pal da quadrica, esta é também direccao
principal da sec¢do. Caso contrario, as direc-
¢cBes principais da seccdo s&o dadas por

W, =, adj («- pt,/) U
onde (LI (t=»1,2) é raiz da equacio do 2.
grau

U adj<s - fxI)U=0
e osfactores  p- podem ser escolhidos de modo
que os vectores Wt figuem com modulo igual
a 1.

EXEMPLOS :

1) Determinar as direc¢gdes principais da

1-—
0 4
pelo plano Vajc + 3V3z= 0.

A quédrica estd reduzida as direcgdes
principais (i) e a matriz St vem a ser

seccao feita no elipsoide hz:=1

a = 9 0O O
1 '/, 0
1 0 1

(1) Quer dizer, a equacdo esta referida a um sis-
tema em que os eixos coordenados se dirigem segundo
trés direccdes principais da qudadrica.
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Um vector normal ao plano secante 06
I/5 0 31/31 ou, tomando o respectivo

e =1\/[° VAl

Das trés direccOes principais da quadrica,
[T 0 O], |0 1 Oje ) O Ij, a
segunda (correspondente araiz caracteristica
'/,) pertence ao plano secante (0 vector
(0 1 0| é perpendiculara U), e é, por-
tanto, direccdo principal da seccao.

Para investigar a existéncia de possiveis
direcgbes principais da cénica que nao sejam
direc¢bes principais da quadrica, ha que for-
mar a equacao (12):

/5 0 3(/3 F¥)(I-r*) 0 0 X
0
oo (
X ' i6 = 0
0
373
. / —
ou seja (— Mm=0

A equacdo néo tem raizes que ndo sejam
valores proprios de 3 e a expressdo (11)
nao é aplicavel.

lias nés sabemos que a seccdo tem pelo
menos outra direccdo principal além da que
ja encontramos.

Voltemos entdo ao sistema (10) e procure-
mos solugdes com '/ mas com v~rO,

Obtém-se
Lvs 0 3/3] t1 =0
»a
-
— o0 o -
36
0O 0 O V, 0
0 0 - .
4_ _3ila

»S -

i. e t/5 «, + 3\/3v. =0
5 P
— v, = vw 5
36
— t',= 3vit/3
36 =
donde Vt vy5, v, qualquer, f, =

5
= 4ve 3.

0 sistema tem, pois, infinitas solugdes
(qualquer que seja o valor de v) que definem
infinitas direc¢des principais. A seccdo €
circular.

2) Determinar as direcgles principais da

seccdo feita na quadrica X + y* -\ =1
4
pelo plano y + z=0.
Tem-se &e 10 O
0 10 '

.0 01/,3

yl2 vI2

A quéadrica é um elipsoide de revolucdo
em torno de OZ, e sdodirecgdes principais
a direcgdo deste eixo (correspondente a raiz
caracteristica e toda» as direccbes per-
pendiculares (correspondentes araiz dupla 1).
Destas, a direccdo definida por jlI 0 O]
(a do eixo OX portanto) pertence ao plano
secante e 6 direccao principal da seccdao.

A equacdo (12) pode escrever-se

[0 1 1]

"a"f*)ﬁ xy O 0 °
0 (1-rtig-f»)

0 0 (1-fi)’

donde (1 —p)(- 2fi)= 0, e asraizessao
4

-1

A primeira é raiz caracteristica de &;
para asegunda aexpressao (11)da |0 1 —1]|
(@ parte um factor arbitrario) e, portanto,



t0O —L =1
/3 V2
modulo 1) para definir uma direccdo princi-
pal da seccéo.

As direc¢Bes principais da conica sédo, pois
1 0 Oje |0 1 —1]| (perpendiculares
entre si e ambas perpendiculares a U).

(se quisermos um vector de

5. Consideracdes finais.

Como se disse no inicio do § 4, a secgdo
feita numa quadrica por um plano ou é uma
circunferéncia (e entdo todas as direccdes do
plano secante sdo direcgles principais da
sec¢cdo) ou tem apenas duas direccdes prin-
cipais, perpendiculares entre si. Os exemplos
anteriores ilustram qualquer dos casos.

Ha, pois, toda a vantagem em conhecer
a priori se a seccdo € ou naocircular porque
no primeiro caso a determinagdo das direc-
cdes principais é trivial, e, no segundo,
logo que se tenha obtido uma, W\, a outra
serd dada pelo produto externo W, = Ux WA\

Se se trata de um ou outro caso resultara
da discussdo que vamos fazer da equacédo (12).

Suponha-se que as equacdes

4) P"aP+2A"P+a,, =0
e
@) t7'P + d= 0,

da quadrica e do plano secante, estdo refe-
ridas a um sistema triortogonal OXYZ,
de versores ,e., e-, e efectue-se uma
rotacdo de eixos definida por

i —<He! + ti e, + fi"e,
g=<i2© + 22e, + '32 e,
,= *ize] + 1, e, + n3 e,

> ®» o
I}

ou, simbolicamente, [éj &, é.]=[ei e, e.] T,
com T=[tij\ matriz ortogonal (T" T =
=1=TT").

GAZETA DE MATEMATICA

0 vector OP que no sistema OXYZ tem
uma expressao cartesiana x e\-\-y e, +ze, =
=0i e, e] x = [eje, e] P (ver §1),

y

z
sera definido por &éi+yé,+ zé, =
= [éi &, é,] P no sistema OXYZ que re-
sultou do primeiro pela rotacdo considerada.

E da igualdade

xei+ye, +ze, = xéi +yé, 4 2z8,

i. e, [e, e, e] P=1[¢&] &, é,1P
vem [e, e, e] P=[ei e, e] T?
e, portanto, P=TP

Obtém-se assim a relacdo entre as coorde-
nadas de um mesmo ponto em dois sistemas
de referéncia triortogonais com a mesma
origem e cujos versores estdo ligados por
[61L é, &] = [e. e, e] T.

Por meio desta transformacdo de coorde-
nadas as equag¢des (4) e (7) d&o lugar a

P TetTP + 2A'TP +a, =0
e
U TP + d= 0,
ou seja,
(4) pTQP + 2A*P + 0, =0
e
(7) UP +d= o0,
com
a=T etT= T-aT, A=T A= 7-»A
e
ff=T'U=T-iU.

Se além de rotacdo também houver trans-

lacdo, as relacbes entre et e <€ U e U

continuam a ser as que obtivemos anterior-
mente. E as igualdades
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£>"adj (&-(* Z)ET= t/~Tadj(r-i « T—pi) U
= [/"Tadj[r>(S- P#/)T]T-i U -
= UT T-iadj{et- nI)TTi U =
= z7'adj(S —fil) £7

mostram que a equagdo (12) e invariante
perante uma transformacdo  ortogonal de coor-
denadas.

E8colha-8e um sistema de referéncia em
gue o plano secante 7i seja o plano OXYZ.
O vector U dalugar a £/=jO 0 1j, a

equacgdo (12)toma a forma

I 1 = 0.

*21 *29

e urna primeira conclusdo importante a tirar
é que as raizes de (12) saoreais por serem
valores proprios da matriz simétrica

ra, a,-~J

Lin 422 J
submatriz de €t = w2 15

o] A2 %
hi «32 #33 _

O sistema de equacdes

P ap +2A'P+4a,=0
{U"P +d= 0,

gue caracteriza a seccdo plana no referencial

OXYZ, é equivalente a

O y 0] &i ar an =0
2 23
2 B _
=0

e a conica secgdo (considerada curva do
plano z = 0) tem por equagéo
[xylVva,

L#21

a,,-|ri-j+ (termos de

4223 LPJ grau< 2)=0.

A matriz ® que figura no inicio do § 4 é,

portanto, V&, k6 &, ~|, e outra conclusao
L#1  #2 3

importante a tirar é que os valores  proprios

de Si s&o precisamente  as raizes da equacgdo

(12). E daqui resulta agora que aseccdo plana
feita na quadrica de equagdo (4) pelo plano
(7) e circular se e s6 se a equagdo (12) tiver
as duas raizes iguais e nao nulas ().
Mas a equagado 4, — ¢ #12 =0
#01  #2 —r*

Ff- #1 + #22) r'+ #11#22 —#12 = 0,

s6 tem raizes iguais se

& +a.)—4a, a,
= («,-a,,)" + 43?2 =0,

o queimplica «u= &,,(= pi, valor comum
das raizes) e 4, = 0.
Nestas condigdes
11 = 1*—\ 0 a..
0 fij—\ A&,
#31 #32 #33 — ~_

e fij é também valor préprio da matriz Q
(e, portanto, de &).

Chega-se assim ao seguinte

TEOREMA 4. A
drica

seccdo feita na  qua-

P etP+ 2A" P+ 044a= 0

(") Com ambas as raizes nulas a secgéo reduz-se a
uma recta; e para que se possa considerar curva de
2* ordem junta-se-lhe a recta do infinito do plano
secante. E o que acontece, por exemplo, quando se
secciona o cilindro parabélico de equacdo x*=2p;/
pelos planos x = c.



pelo plano U P + d= O é circular se e s
se a equagao L7 adj {&— ft7) £7= O tiver as
duas raizes iguais (ndo nulas). E nestas con-
dicbes o valor comum das raizes & necessaria'
mente valor préprio da matriz = &(}).

Designemos agora por )], /2,/, as raizes
caracteristicas da matriz St, e tomemos para
sistema de referéncia um triedro trirectangulo

definido por trés direcgdes principais da
quéadrica.
St transforma-se em St= ~) 0 0"
0 h o
0 0 >J

as novas coordenadas do
plano secante :

e sejam p ,q .r
vector perpendicular ao
O= v g n.

A equacdo (12) toma entdo a forma

la-ft 0 Cli-f* o
+ q =+
0 >.- X 0 3}.- K&
+ ph—=b " -y
0o > —fj.

donde se podem tirar as seguintes conclusdes
(cuja interpretardo geométrica deixamos ao
cuidado do leitor):

a) Se 1 é raiz caracteristica de St de
multiplicidade 3 (>j= >, = 1/,), ). é raiz du-
pla da equagdo (12) qualquer que seja U.

b) Se 1 é raiz dupla ndo nula de St (a
quadrica é de revolucdo) *Aé raiz de (12)
qualquer que seja U ; e 6 raiz dupla de (12)
se e sO se U tiver a direccdo do eixo de
revolucdo da quéadrica.

() Esta conclusdo mostra que ndo é correcta a
afirmacédo «Falis die Doppelwurzel ui kein Eigen-
wert der Matrix €t iit, ...» feita por OJrotemeyer na
obra citada na introducdo, pag. 142. E significa que
s6 os planos que contém uma direccdo principal da
quadrica podem produzir sec¢des circulares.
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c) Se X éraiz simples de sera tam-
bém raiz da equacdo (12) se U for perpen-
dicular (e portanto o plano secante paralelo)
a direcgdo principal da quéadrica correspon-

dente a raiz caracteristica ),.

Depois destas consideracdes (sobretudo o
teorema 4) ja os problemas do § 4 se resol-
vem com muito maior simplicidade.

1) Para a secc¢do feita no elipsoide
2 2
> + -4—r-zQ=I pelo plano 1/5a?+ 31/3a=0
comecariamos por formar a equacdo (12) que

ja sabemos ser (— Como as rai-
4

zes sdo iguais (ndo nulas), a secgdo é circular,

e 0 problema da determinacao das direccdes

principais é trivial.

x)= 0.

2) Para a sec¢do feita no elipsdide de
ZZ
X +y -\ =1
4
y+z=0 a equacdo (12) tem por
fx, = 1, fl, ="°[se
A primeira, que ¢é raiz caracteristica da
matriz Sl, conduz a direccdo principal defi-

revolucao pelo plano

raizes

nida por H, = jl 0 Oj, e a segunda di-
reccdo principal serd dadapor W, = £7X W\ =
= |0AL ALIXTT 00}=10 -L L|.
' ' V2 i/2
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Uma  interpretagdo da
e algumas

analise

por J. M. Gil

(Continuacédo)

3) C)

(n-p-f-HP.|p_,.._p.,

P ~\p-1)

Claramente para passar dum subconjunto
de p — 1 elementos para um de p elemen-
tos é preciso juntar um dos n—p-f- 1 ele-
mentos restantes. Dois subconjuntos de p —1
elementos que difiram apenas num elemento
ddo, por este processo, dois subconjuntos de
de p elementos iguais. Cada subconjunto de
p —1 elementos déa origem a repeticdo dum
subconjunto de p elementos p vezes. O nd-
mero de subconjuntos de p elementos é

n—p+1/ n \
assim

P \'p-1)
4) ( ) — P n-l1p-1,n-p + Pn-p\n-p-\ Pn-\\p,n-p
Pz
* _ i) ~n "n-\\p,n-p
/'n— 1\
= { S+ S\ D n-p-I

-u(—

O nUmero de subconjuntos de p elemen-
tos é a soma dos numeros de subconjuntos
sem o elemento x e com este elemento.

(

wer

5)

aplicacoes

combinatéria

( )—2 »-»IM-IMNVt>-lIp-i«

W /-0

com n= jog+ 9.

Também

j: 2 N it-a

*

= 21

com n=p-\-q.

(

6)

P

ip—i. «

T (T - (T->4+1)

w o\ )

Também

(n-1)-7"|P-1>i->

( ) —-Pnplnpl 2 P*I-I | »<

Ou

Y="0\9-i 2 An-WIP-i.i

j
~Z7- "ot

p .
2 NMU-i e
>0
— 2 An-l-JIP-J.i-1
;-0
n-l /
- 2 (
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CHr-i K)

vem para n= 2k + 1 e p =

'2 &+ 1\

20 + 1]

~UFIQY)

12k\ ol 2A N
~A2J7 W + V

i=0

Para p =--2j , vem analogamente

D+ 1

2
=0

Subtraindo membro a membro, obtem-se

y'/

ou

para n
Para

2 .

vV o+ 1
impar.
n=2Kk

* r-

‘KM
SCT)

, temos analogamente

SCT7)-
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Ainda

2(-)" () =1

para « par.
Entéo

2(-1) (") =(-1)"

31 — O numero i°,,],,,.., exprime-se facil-
mente em termos de combinagdes. Cada per-
muta¢do de n elementos, dos quais p BSO
iguais, outros q iguais e ainda mais r
iguais, pode obter-se por escolhas sucessi-
vas de p,qg e r elementos no conjunto
dos n elementos, supostos todos diferentes,
C= \Vi»«2.«3" e exn'»]| e

Estas escolhas sucessivas podem fazer-

-se respectivamente de ( ), [ _*) e
wW W/
P 1\ maneiras diferentes. Crescem

ainda n—p —q— r elementos que podem
ser permutados. Assim

P\i"~P—
nlpaqr* Vi Q
32 — Particularmente, para n=p g+ t
€ Pnp —gq—r PO 1 e ( n "
\ r /

= (¥ )—1, consequentemente

(G)cr)-()cr)

e expressdes analogas que se obtém por
permutacdo dos indices p, tj e >e.
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33— Para r=1, én=p+qg-Ff1e

P P (V@ o+ R
*npg —y jy g J

- (2.+1)

rm\p,g,! =

e também as que se obtém permutando as
posicdes de p,g e 1. Por exemplo

11 . »,0 — Pn \pgq

34— Permutag¢des circulares de n objec-
tos, ndo todos distintos

Seja C= Ci+ C,+ s+ Cr a soma
directa de r conjuntos d de p,- elementos
iguais JIT com »= 1,2j».»r e £ + i» +

YPT - «

As permutacdes lineares dos « elementos
de C repartem-se por duas categorias. Per-
mutacdes aperiodicas, em que nao ha algum
bloco de elementos repetido um certo nimero
de vezes dentro da permutacdo; as permu-
tacBes periddicas, em que se verifica a repe-
ticdo dum bloco de elementos.

Chamaremos periodo de permutacdo
cisamente ao menor bloco repetido nela.

pre-

35 — O numero de elementos do periodo
duma permutacdo periddica de n elementos
6 um divisor de n; e 0s numeros de ele-
mentos a ,a, , *°*°*,a, no periodo, sé&o
directamente proporcionais aos numeros

Pi.Pa» eee>Pr>

Para um periodo de
n_
— 5 0 numero de elementos a, pre-
n
sentes.

d elementos seré

Xi =

tantas

11

36 — Um divisor 3 de n dard origem a om
periodo, se o0s numeros x% forem todos
inteiros. Oraé

com d =

Nas condi¢Bes indicadas terd de ser d um
divisor de h=m. d. c. & ,jt>, *eeI»J«
Cada divisor d de h da origem a repeticdo
de elementos do conjunto em blocos de

S= njd elementos.

37 — Cada permutagdo linear aperiodica
tem n permuta¢des circulares; e cada per-
mutacdo linear de periodo com 3 elemento»
tem apenas 0 permutacdes circulares.

38 — Subtraindo de pn\,.....p, 0 nu-
mero das permutacdes periddicas, obtém-se
0 numero das que sdo permutacles aperio-
dicas dos n elementos.

Designaremos por 1J.[,,,. -, 0 namero
de permutacdes lineares periédicas dos n
elementos e por n, ., O numero de permu-
tacdes circulares periodicas.

Entdo, o numero de permutagdes
culares, P.(,,), 6

cir-

Pc (») = (JP«I PPy p, n, |pHPH ‘Pr) 4-

+ flc(n) e

39 — Suponhamos que um periodo de S

elementos provém do divisor dzj=I de h. E
_Pi + Pi + + Pr, PI . P2 ,
d d d

As permutacdes lineares, em que este
periodo se encontra repetido d vezes, séo
quantas as maneiras distintas de
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escrever o periodo de d elementos com

Pi [d elementos a,, isto é,
n/dip./d, Pr\d e
O somatoério P,id\,id,p,id J<t esten-

dido a todos os divisores de h contém todas
as permutacfes lineares periodicas, mas
algumas multiplicadas. Com efeito, se d\h

e d'l h, os blocos de d= n/d e i' = n/d’
elementos sdo tais que, com d =p «d', e
P-S:P-d—:P-w,—dTZ: 5 o que

indica que o periodo da permutacdo de blocos
de 0' elementos 6 possivelmente de S ele-
mentos.

Somos assim levados a considerar apenas
os divisoresprimosde h, com h=a,a,***a,,
porque qualquer outro serd multiplo de
algum destes.

Esta consideracdo né&o exclui totalmente a
multiplicagdo da contagem, porque as per-
mutacles, com periodos de, por exemplo,
n «)x, elementos, aparecerdo contadas como
de periodo com n/«i e w/«, elementos.

40 — Com correcgcdo da contagem, temos
para o caso considerado
") ~ (n IPi,Pi,ees Pr
v
2 IPtl«*>Ptlcd» eoeiPrila + +
=1
v
+ 2 Pcfnfiy —E.
i=|
41 — A permutacdo Pn/a,*\... é contada

duas vezes : uma como peridédica de periodo
com  njxi elementos, e outra como de
periodo com M/O,- elementos. A correcgdo
a fazer é de 1.

A permutacdo P,/a,a,a,|... é contadacomo
de periodo com n/ ,n/«tf,n/a elementos

GAZETA DE MATEMATICA

e também de periodo com n/<*, «-, n/ajai e
nla-jo-i. A correccdo a fazer seria de 2
correspondente a contagem nos periodos de
nlxj e nJxi elementos, por exemplo, e ha
que completar a correc¢cdo com a exclusdo
da contagem correspondente aos factores
produtos de dois nimeros primos, porque ja

foram contados como de periodo «/<*; e
ri/xj e n/xi elementos. Entdo C= 2—~ ) "
Dum modo geral, temos, para P.ia,0, a,l|...

uma correcgao

—(1)-Q-"K.1)

= (-1)7

42 — Temos assim

(@™ ~ ""1lpi.PiyseeePr
~ 2 ~ZT |I«ilPl/«I»eeenPrili +
(=)
i-i)"
+ 2 **n/,(0|Pi/to(").---,Pr/,wW +
i=2
+ 02 ¢ "(«l«i)T 2 (7 )" ~N(»l,(0)
i=l 1=2

onde to(Z) 6 cada uma das combinacgdes, | a
I, de et],«g, **=+,a,. Analogamente

2 P*pl*d —2 ~ZT" " 1*11Pil'i eeeelPriqi

=1 |:|
2 2 Nal«l«jIPil«(«i,. .. id>rjf«ici  +
<=1i=I
+ Z1 Zj ~ Nel«(OIPI/UO), ... ,Pri»(") T
i-1 1=5
VvV V
+ 2 2 -Peimfaia)— 2 2 (~ T'(» P»I'W
<=1i-1 i=l 1-2
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2 "c[n/,(«)]= 2~r™»/-<«>iPl Priuw *
t0(»)
2 V »(*)p
(>() J=1
+ Z1l z ~ N« [luM|Pil«>(") J>rleo(0 +
Vv Vv
+2 2N [mwra~ 2 2 (-)rrEaInd («) w]
0>(«)7 =1 w(«)i= «+2
6»(v)
P, r«/,uw — P,

Ou mais condensamente

2 2 [»/»(*)]
«=1 <o>(»)
zZJ - onfu(*)|pilu(»> JPricu(«)*J
»=1 <o>(»)
\% Vv
~2 2 2 ~~~~n/cOWajlPi/m(e)»>. ¢  Pri<e>(«)»> +
e =1 <o(«)i=I
z z z ~ ~»l«aW|P./<u(i),-.Pr/™(i) -
\ A\
+ 2 2 2 -f» [»/«.(*)«/]-
j=l w(») ;=1
\% Vv
— 2 2 2 (—iy~*"*i*, [»/e««(»)]

»=1<>(q) 1=»+2

Somando ordenadamente com P.(t) ©
atendendo a que as permutacdes circulares
dos segundos membros se podem ordenar
segundo

= (- D*(— H)*~[n/~"WJ = "cC [Pl«(>]

13

e se reduzem a 2 "« [«/»(*)] > obtemos

2(-i)-"'"n~n
=0
+ 2

«=1

I*nica(,)|p,/to (.)...

com a = 1 e <X fungbes simétricas elemen-
tares dos
Ou

& , 40, ¢, Q,.

v o o* W P
te(»)"= Z | n * nla|p,/<i,p,/d, ...

Pri/d
com $ a funcdo de EULER, e o somatorio
estendido a todos os divisores d de h.

43 — Totalidade de dicotomias de C.

Qualquer dicotomia definida em
C= |fitj,a,, *==,a\ consiste numa classifi-
cacao de cada elemento em elemento b ou
elemento c

Cada dicotomia da origem a um elemento
do produto cartesiano destes w conjuntos.
O numero de dicotomias € igual ao nuamero
de elementos do produto cartesiano de n
conjuntos de dois elementos

2XxX2x---x2 = 2" (w factores)

44 — NUmero de subconjuntos de C.

Cada dicotomia determina um subconjunto
de C — o dos elementos classificados de b,
por exemplo —, com desprezo do comple-
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mentar — o dos elementos classificados de
c. Consequentemente é

2 z
P=0

0 numero de subconjuntos dé C: soma dos
numeros dos que nao tém elementos, s6 tém
um elemento, dois elementos, etc., n ele-
mentos.

45 — Também

2— S » ' -nl Zz !

Donde

1
P=0 (n—p) lp1l n!

46 — Consideremos a biparticdo

ca jx la; = aj\
E, = X\x = a\

/-1,2,.-..,r
Z=r+ 1, r+ 2,
de C=

Fagamos i
restantes iguais a a.

jai,a,, e a\
elementos or iguais a 6 e os
Este resultado pode

obter-se de maneiras diferentes. Faca-

mos p elementos a, iguais a b, por

alguma das maneiras possiveis, com

P

g= «—r, e 0s restantes iguais a a.
Nestas condicfes, a reunido dum E, com
um E, d& uma permutacdo de C, com p
elementos iguais a b e n—p iguais a a.
Os pares {E, E,) possiveis sdo era namero

)y ¢ "9 de permu-
tacdes de C, com p elementos iguais a b,
dos quais i pertencem a E, , e n —p
iguais a a. Fazendo variar t desde zero

l£aa/\ao numero

GAZETA DE MATEMATICA

obteremos todas as permutagdes

=2 (1) (2

ou numericamente

até p,
de C

(;)=aou
com n=r+ (.
Esta igualdade é conhecida por
lugdo de Vander monde.

convo-

(7)"2(")(1,)-2(")(")-

>0
48 — Por outro lado

P+l p+ N2
(] 2 +

[ =(¢] :
i=l

GIFFA()CIY

i=0 ! i=|

consequentemente

p—f- 1/ p va_ 1 /2p+2\ 12p'
f—u "2U+I1V U
1 2jp+2/2p +\
2 "ptl \ p
2+1
P )

\p)  \P—V/
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49 — Também

e
y ' I»\ LITA 2=
m—tavt/ nL\»/ J
1 @l - 2(«)2 _
n! (n!
((—1
Z'n (2«- 1- 2j)-2n\
J=0
(«0”
e ainda
Iy i =
2 ~ il (»-t)I\*Vv

n-1
2))-i IJ(Z» — 1 2])—”'
. J=0
(n 1j2

50 — Aplicacdes de S em T

Uma funcdo biunivoca, definida em S e
de valores num subconjunto proprio de T,
diz-se uma aplicagdo de S em T.

Se S é aplicavel em T, entdo o numero
de elementos de S é igual ou menor do que
o numero de elementos de T. E conse-
quéncia da univocidade da correspondéncia
entre os elementos do contradominio da
funcéo e os de S.

15

51 —NUumero de aplicagcdo de S em T

Sejam S de p elementos e T de n ele-
mentos, com

Para definir uma aplicacdo de 8 em T
tenbo de escolher ordenadamente p elemen-
tos de T. As aplicagOes possiveis sao tantas
quantas as possiveis escolhas ordenadas de
p elementos de T, como vimos, em nUmero

a - T> —

(n — p\

52 — Propriedades de A,\

ordenadas de
n elementos,
possiveis nos

a) O numero de escolhas
p elementos, num conjunto de
¢ 0 numero de reordenacdes
Séo

subconjuntos de p elementos.

subconjuntos de p elementos e cada um
deles da origem a P, reordenagdes. A exe-
cucdo das duas operagdes sucessivas : deter-
minacdo dum subconjunto de p elementos
e reordenacdo do subconjunto, conduz a

(" )P, resultados possiveis —arranjos dos
Pi

n elementos, p a p.
Assim

V) As relagBes de recorréncia do para-
grafo 14 escrevem-se facilmente na notagéao
dos arranjos.

) 4,|._, = —-4,]._,. ! e fazendo
P
n—p+I

=q ou p=n —q+1 en—p=q —1,

Ali = i>A|9-i = (n—q+ 1) -4».
2) A,i.p—nNA-i i,ip
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e, fazendo n—p = q,

AN =n-a,ii,_i.

3) A i,p =

e, fazendo n—p = ¢

o) -Ai,p= N-iinp + (n—p) A,,-ii
e, fazendo n—p = ¢
A\ — -i4,-l1lg+ C-4n-,19-1

5) Do paragrafo 15 vem

n—p
A\lnp = 2 A\ -ill(n-h—il (n-p)-j
,=0
e, fazendo n—" = ¢
g9
Ag = 2 -~ilJ-~An-D-ilT-J

i=o
E analogamente

p

nln-p— <4np|l1 2 ™ 1| n-p-\
i=0
e, fazendo n—p = q
p p
AL\, = A\l 2 ~(n-1I)-ili-1 = <?2 ~(n-1Hl«-1 -«
i=0 >= 0

Yy De2~"") =2 vemis>'f
P.,W PO
= 2»n!
Como
=0 W t P=0
on
2 NrfnNi>'= 20 A,- AL
=.PI\P/ p=.

"V

w
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Entao

2 4,lp= 2"n!

53 — Permutacdo com elementos repe-
tidos.

Consideremos n conjuntos, d , com o0s
mesmos n elementos. Por exemplo, n orde-
nacdes dum mesmo conjunto de n elementos,

N = \is2
C, = |ai,a,, **°, a,j

> eee  S¢*I

Cn = |[*1>«2> oe*>«"|

Formemos todos os conjuntos ordenados
que se obtém tirando um elemento de cada
conjunto Ci e colocando os elementos tira-
dos linearmente no lugar correspondente a
ordem da tiragem. Estes conjuntos podem
ter um mesmo elemento repetido, quando
muito, n vezes.

A primeira tiragem d4 um dos n elemen-
tos do conjunto Cj; a segunda um dos n
elementos do conjunto C, eventualmente o
mesmo da primeira tiragem; e o0 mesmo
acontece nas seguintes.

54 — Chamamos permutagdo  completa dos n
elementos aj,cr,>eee >« cada um destes
conjuntos ordenados de n elementos distin-
tos, ou alguns repetidos, contados, em cada
repeticdo, como novos elementos.

55 — Representaremos por 11,0 nimero das

permutacbes completas de n elementos. E

n,=iiXn X «X-+« -Xn aotodo n factores
= n:

(Continua)
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MOVIMENTO

BRASIL

O Dr. Alfredo Pereira Gomes realizou, em Julho
de 1960, ua Sociedade Brasileira para o Progresso
das Ciéncias, uma conferéncia intitulada: «Formas
Reais das Algebras de Lie Semi-simples».

— O Ur. Hugo Batista Ribeiro, em Julho de 1960,
foi contratado pela Universidade do Recife onde rea-
lizou o curso: «Teoria dos Grupos Abelianos: nogoes,
métodos e resultados fundamentais dessa teoria e
desenvolvimentos andalogos para a Algebra Univer-
sal».

— Na Universidade do Recife realizaram-se os se-
guintes seminarios :

1) «Teoria dos Modelos» pelo Prof. Hugo Ribeiro:
Céalculo de predicados, algebra universal, problemas.’

2) Tépicos sobre Algebra Universal» pelo Prof.
José C. Morgado.

— A Escola de Engenharia da Universidade do
Recife publicou a seguinte apostila de curso:

M. Zaluar Nunes, «Diferencas, Interpolacéo,
vacdo e Integracdo Numéricas».

Deri-

Na semana de 20 a 25 de Julho de 1959 celebrou-se
na Faculdade de Ciéncias Exactas y Naturais de
Buenos Aires, por iniciativado Centro de Cooperacao
Cientifica da UNESCO para a América Latina e
daquela Facudade, o terceiro simpésio sobre o tema

MATEMATICAS
PONTOS DE EXAME DE

MATEMATICAS

i. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2 ° exame de

frequéncia ordinario — 29-6-1960.

5320 — 1) Diga quantos zeros tem f(x)= 12x" +
+ 9)J°'—18x + 8 no intervalo (—2,1), sabendo
que a sucessdao de KOURIKK de /(x) apresenta os se-
guintes sinais:

17

MATEMATICO

E ARGENTINA

«Alguns problemas matematicos
dando na América Latina».

Este terceiro simpoésio foi continuagdo de outros
dois que ao mesmo assunto se dedicaram. O primeiro
teve lugar em 1951 em Punta dei Este, Uruguay e o
segundo em Vilavicencio e Mendoza, em 1954, na
Argentina, com assisténcia de mateméaticos da Argen-
tina, Bolivia, Brasil, Colombia, Cuba, México, Peru
e Uruguay.

Dai nasceram cursos de aperfeicoamento o primeiro
dos quais se realizou em Mendoza em Fevereiro e
Margo de 1955; o segundo no México em Janeiro e
Fevereiro de 1956; o terceiro em L aPlata, Argentina,
em 1957 e o quarto em Bogota, Colombia, em 1959.

Toda esta actividade na América Latina tem sido
grandemente influenciada pelo trabalho do Dr. Anté-
nio Monteiro ao qual o Director do Centro de Coope-
racdo da UNESCO, Dr. Juan Ibanez Gomez se referiu,
no discurso inaugural do 3.° Simpo6sio, nos seguintes
termos:

que se estdo estu-

«Para el mejor logro de los fines propuestos con
este tipo de actividades nuestro Centro encargo al
Dr. Anténio Monteiro para visitar algunos paises
latino-americanos y recoger datos sobre sus respec-
tivos ambientes matematicos, sus problemas y sus
necessidades. Su viage dejé valiosa informacién con-
cretada en un minucioso informe que constituye
valioso instrumento de trabajo».

SUPERIORES
FREQUENCIA E FINAIS

GERAIS
-2 -1 0 1
/ o+ +
/ + 0 -+
I
f +  + o+ 4

Justifique convenientemente a resposta.
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2) Defina integral de < (x) em (a,b) e indique
algumas propriedades fundamentais. Utilize o cal-
culo integral para achar a area limitada pela para-

bola y- = 4x earectay = 2x .
R : 1) A sucessdo

de FOUBIER perde uma  variagdo

entre —2 e —1 e portanto f(x) tem um zero em
(—2, —1). Entre 0 e 1 a sucessdo perde duas va-
riacbes e portan‘o f(x) pode ter duas ou zero  raizes.

Como em (0,1) a primeira
FOUBIEE perde uma variagdo

funcdo cuja sucessdo de
é f'(x) = 18 (2x* 4 x—1),

calcule-se o zero dessa fungdo em (0,1): x' =
-1 + 3 1 / 1\ 11
= = — . Ora f(—1= > 0 e, como
4 2 V2 4 '

f(0)>0, f(x) nédo tem zeros em (0,1). Em
existe portanto apenas um zero de f (x) .

(-2,1)

2) A éarea pedida é A= / N4dxdx — / 2x dx =
JO JO

5321 —Nas funcdes de duas variaveis a existéncia
de derivadas parciais finitas num ponto implica a
continuidade da fungdo nesse ponto? Justifique a
resposta.

Defina funcéo diferenciavel em P (a,6) e demons-
, A Hf(M)-f(P)
tre que, para tal tuncao, e Ilim === =

MP M P
=f,(a,b)\ +f (a,b) n sobre todo o arco emer-
gente de P na direcgdo r de cosenos directores \ e ».

Deduza as condigdes necessarias a existéncia de
um extremo de f (x ,y) em P (a,b) .

Extremar a funcdo a;4-y —4a 46y + 25.

R : A condicdo necessaria para que um ponto seja

* -

extremante de tf 4x 46y 4-25 é que
A i r2x —4 =20 . .
satisfaca ao sistema \ Como o Unico
2y + 6 =
ponto que satisfaz e P (2,—3), bastara agora
analisar o sinal de s*—rt. Como s= g¢j',=0,

"= iz 2 e t—¢l«-2, nesse ponto € s° —rt< 0
e portanto ha um extremo em P ; dado que r> 0,
trala-se de um  minimo.

5322 —Enuncie a extensdo do teorema de LAPLAO
e diga como se pode dar a forma de determinante ao
produto de dois determinantes.

Considere o sistema A X = B em que A (nXx n)
6 regular. Mostre que B & uma composicdo linear

GAZETA DE MATEMATICA

dos vectores independentes AiA,---A, (colunas
de A) e aproveite o resultado para provar que num
espaco a n dimensfes ndo h& mais de n vectores
independentes.

I.S C. E. F. — MATEMATICAS GEBAIS — 2.°
frequéncia extraordinario —4-7-1960.

exame de

5323 — Resolva os seguintes problemas:

dx
1) Calcular
JO (x + 1) (x*+ 1)

2) Extremar a fungdo x* 4-y' —3axy.

1 a, S,
R onde
(i+1)(s'tl) X 4-1 X* 4-1
a, € uma constante e S, é um polinémio do 1." grau.
[ 1 1 1 1
an = | = — e portanto =
[x“4-1j.,,_, 2 (x4-1)(x*4-1)
2(x-t-1) Toxet | x7-)-1 (x-fl) (x*4-1)
1 1—x 1
L P-
2(x4-1)  2(x 4-1) 09 Tixa1y (x-h)
1 1 1 1 2x
— P 4 — p
2 X 4- 1 2 1 + 14 x*
1 1
— logIx, 114 —earcty x log (1 4- x7)
1 TC 1
H — log2 + - log2 =
PO (x + 1) (x* 4 1) 2 8 '
T l

2) Os possiveis  pontos extremos

f3x*-3ay=0

sdo as solugdes do

sistema E'3‘y’ C3a. 0 P v(ee) Q(a,a).

Como s= —3a, r=6x e t=6y «trd s° —rt>0
para P (0,0) o gue significa que este ponto ndo 4
extremo. Para Q(a,a) vem s° —rt<0 e se a> 0,

virh r> 0 e Q (a,a) ser& um minimo
r<0 e Q(a,a) ser& um maximo.

;e a< 0 ¢

5324 — 1) Escreva a expressdo da derivada m-
-ésima de / (x,y) com x = a4 Aiey=Db+ kte
deduza a formula de TAYLOK para f(x,y) em P(a,b)

2) Enuncie o teorema de existéncia das fungdes
implicitas e diga em que condi¢des a fungdo impli-
cita é diferenciavel.
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Determine X por forma que a funcdo implicita
y —tf(x) definida por x* «xy +-Xx 4 X*= 0, tenha
em X = 1 uma tangente paralela aoeixo dos X X .

R: 2) Como x= 1 ter& de satisfazer a equagdo
dada terd deser I-~-y+ X+ X'=0. Por outro lado
dy 2X +y + X

= e, para que a tangente seja
d x X
paralela aoeixo dos xx, deverA ser 2 +y + X= 0.
rl +y+ X-fX2=0 fX= 1
0 sistema i tem as solucdes i
12 +y+X=0 ly=-3
rx = —1
}y _ 1 e portanto para a fungdo implicita definida
na vizinhanca de (1,—3) é X=1 epara a funcéo
definida  na vizinhanca de (1,— 1) 4 Xe»—1.

5325 — 1) Diga em que consiste
da interpolacédo.

o problema
Dados os pares de valores

(X0 , «0) i (“ij't) >eee{®n>N) ; mostre que O pro-

duto das raizes do polinémio interpolador é
Uo-x.Su+ XQXtS'uo h(-1)"x,x,---x,,_, S"uo

t-ty- S"«o0

em que $'ug (i = I---n) é a diferenga dividida

t-ésima de u,

2) Demonstre que é nula a soma dos produtos
que se obtém multiplicando cada menor de m deter-
minadas tilas paralelas pelo complemento do menor

homélogo de m outras filas paralelas as primeiras.

Utilizar os determinantes para discutir o sistema:

kx +y 4-2=1
X+ ky+z=Kk

X +y+tkz =k*.

R: 2) Se (k—1)*(k4-2)=f=0 o sisttma ¢é pos-
+

« 1

sivel determinado ' e tem a solugédo X = —,

1 (K+1)*
y = , z= ; Se k=1 o sistema é
: k+ 2 k 4-2
indeterminado (grau  de indeterminagdo 2);se k= —2
o sisttma €  impossivel.
Solugdes de Fernando de Jesus
I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final

— Prova Pratica (1.* chamada) — 15-7-1960.

5326 —1) Determine k por formaque f (x)
tenha um extremo para X — 1. Indique a natureza
desse extremo.

—grpx

19

2) Calcule Iim f —- 1.
*=0 |_sen’x 1— cosXxj
3) Calcule Px-tg'x.
R: 1) Como f (x)=e“ """ (2kx + 1), para que
f (1))=0 tra de ser 2k+ 1=0 ou k- ——
2
Dado que f"(xX)- e-T"" " [(AL—x)* - 13, vem
" (1)<; 0 etrata-se de um ponto maximizante.
12 1 ~|
2) lim o>
*= 0 |_sen'x 1—cosxJ
. 2 (1 —cos x)—sen" X
= lim
i sen” X (1 — cos X)
) 2.sen X — 2 sen X Cos X
= lim
=0 2sen xcos X (1L —cos X) -+sen’ X
2 - 2cos X
= If_rp 2 cosx (1 — cos X) + sen’ X
2 «ere X
I|”=no — 2«en X + 4co»xsen X + 2 sen X COl X
x=0
] 2 1
lim
i=o 6cos x — 2 2
3) PXetg xe=JPX (<ec’X —1)=P Xxsec' X —Px =
X/\

X
— X tgx — P trj x 2—=xtgx+log|cosx|

5327 — 1)
até aos termos de segunda ordem a funcgdo
ponto (1,2).

Desenvolva pela férmula de TAYLOR
X" no

2) Supondo z=f(x,y) homogénea e admitindo
que f(x,y) =0 define umafungédo implicita y = @ (X)

na vizinhanca de P (a,b), mostre que /dy\ __e¢e

e que a equacdo do plano tangente a superficie
*-f{*,y)emP(a,d6) é/;(a,0)X +/;(a,6) F=0.

R: 1) Sendo y(X,y)= X vem:

o=y xXe-t ogj, =y (Yy— 1) x»' = x"-"+ x»" log X
f,—x"logx <P¥= x"log x

A formula de TAYLOR e
- xy)-<t (1,2)+<*-1) < (1,2)+(y-2) $¥.(1,2) +

+ NKOG,2) - p+t.a, 2 +- -

“1 #2(X-1)+ 1 [2(X- 1)+ 2(x-1) (y-1)] + see
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2) Come a funcdo é homogénea, o teorema de EULER
ensina que a (a ,ft)y+ 6/J(a,6) = al/(a ,6).
Em virtude de ser f(a,b) «-0 uem o (a, 0) +
/; (« b b
+ bf'(a,6)=0 T
~fa(a,b) a
estd provado o primeiro resultado.
/H>1
O p'ano tangente a z=f(x,y} em P (a,6) ¢
f'Aa,b) (X-a)+/,'(a,6) (Y-b) =0 ou (a,b) X +

+/,>,*) K= af (a,ft) + bf (a,b) =0.
1

5328 — 1) Dada a tabela
X U
0 a
1 2
3 4
4 6

determine a e ft por forma que o polinémio inter-
polador seja do 3.° grau, com o coeficiente do termo
de maior grau igual a | e tenha raizes de soma nula.
Escreva o polindémio.

2) Mostre que a caracteristica da matriz

12 1 —1 ~] é trés. Exprima a quarta
13 3 2
14 6 -3

coluna como composicdo linear das trés primeiras.

R : 1) Construindo a tabela das diferencas divi-
didas vem
X u Sm
0 a ’a o-1
1 2 1 3 6-a-4
3 4 -
s ft 00 ° e r
~3~
O polinémio interpolador (NKWTOM) €é
f(x)- a+ (2- a)x+ X (x - 1)
b- a
X (x—1) (x - 3)
12
e, de acordo com o enunciado, terd de ser :
b- a—4
=1
12
a-1 b- a i .
— 4 0, sistema cuja solucdo e
3 12
b = 29
a= 13

GAZETA DE MATEMATICA

O polinémio i f(x) = 13 —11x + 4x (x — 1) «+
+ X(x- 1) (x—3) = x3- 12x + 13.

2) Como A=r-~I 2 1~ —1 0, a
TI 3 |
Li 4 e]
ristica da matriz é 3.
Resolvendo o sistema

oo™ [ []

caracte-

pela regra de CRAMER, obtém-se U\ — — 31, Xx, =
X3= —8 epor conseguinte
1. S C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS—Exame final -

Prova Pratica (2.* chamada) - 18-7-1960.

5329—1) Estude a funcgédo f (x) X
2) calcul 2xdx
alcule
\] (*—1)

R: 1) O domiwnim ¢é (— oo.l) (1, + 00) e as
interseccoes com 0s eixos sd0 0s pontos (0,1),
A .

(o) (g .y,

A funcao é sempre  crescente  pois C((x) =1 +
1 2
H > 0. Como f" (x) = a concavi-
1-x)2 (1- x3
dade estd voltada para cima em (— 00,1) e para

baixo tm (1,4- 00).

A curva admite as assintolas X=1¢e Y= X.
2) Para calcular o integral proposto €  necessario
decompor  a fraccdo  racional em elementos simples. Ora

a, + a, (x —1) So
fx - L)*(x* + x + 1) x - 1-" X* + x + 1
e para calcular ao e ai basta ordenar o numerador e o0

2X

denominador da fraccdo  auxiliar Rj® =
x2 £ x £ 1
segundo  as poténcias  crescentes de t=x — 1 « efectuar
a divisdo, Ievan+do 0 cociente « aié caciegtau € 1+—,  isto €,
2 +2t

R, (X)
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an = ? e ai = 0; S, obtém-se facilmente notando que
So 2x 2 1
X+ X+ 1 xX- 1)"(xX + x+ 1) 3 (X—1)2
2
Sy o .
= — 7. é S,= ——.
it st 1 »
Portanto,
r 2xdx 2 T di
[ (x- DI*+1+ 1) TI (X- 1)~
2 du 2 1
~ ZJ x2+ X+ 1° ~ 3" x—1
2 /* dx 2
AT et 1/i
1
5330 — Extreme a funcdo X —2xy + y e in-

dique em que pontos da pardbola j/= c&€ a sua
derivada se anula na direccdo da tangente.

R : Os pontos de estacionaridade vhtém-se resol-
vendo o sistema x»—2y = . SfoeUé P.(0,0)
l1-2x +2y - 0
2

e P, "—, Como r=6x, ¢ 2 e t= 2,
uem s’ —rt —4 — 12 x . No ponto Pj. (0,0) vem
/2 2\
s —rt>0 eportanto ndo h& extremo ; em P,1"JN'g"J
«em s —rt< 0O e r>0 e portanto trata-se de um

minimo.
Notando que os cosenos  directores da tangente a
pardbola sdo | - _ | _ < e = s N

wiria dirigida da funcdo segundo a direccdo da tan-

3 X' —2 -2x + 2 2Xx
y o, (2% y)

<en<e e , tomando o va-
VIl + 4 x* v/l + 4 x®
3x?- 2%’ (- 2x+ 2x)2x
lor nos pontos da
VIl + 4 x° V/II+ 4 x*
pardbola. A derivada  serd nula  quando

21

X'+2x(2x"—2x)=0, isto i, nos pontos A (0,0) e
/3 9
U'"Te"
m
5331 — 1) Determine a e 3 por forma que o

polinémio
X+ ii'+ 27 +p
tenha uma raiz tiipla.

2) Discuta o sistema

2a, + y + z =
X +ay + z
3X + ay + z

I
T o

e interprete geometricamente o resultado.

R: 1) 9 X)=x +ax"+2x+ 3
@ (X)) = 3x" + 2ax + 2
»"(x) =6x + 2 a.
A raiz tripla é raiz de @(X), ¢ (x) e fT(x).

.dssiro, como o sero de ¢ (x) é —, substituindo-o

m  »' (x) obtém-se a.= +_[/ 6 . Fazendo agora em
t
¢ (x) x= _ g a=+"v/*5 ° igualando a  zero,
2v/6

obttm-se 3= i ¢

2)  Constituindo o] determinante 2 11 =*2-2a

I a i
3 a 1

ué-fe que o sistema  é possivel  determinado se a=jtl
(com qualquer b) o ¢ue indica que os 3 planos repre-
sentados  pelas equacbes lineares  s@o concorrentes, num
ponto.

Se a — 1, o determinante principal é<4= 2 1 =0

1 1
e a possibilidade do sistema depende  do valor do
caracteristico A= 2 1 1 =b—2: se b=jfc2 o sis-
110
3 16

tema € impossivel (o terceiro plano é paralelo a recta
definida, pelos dois primeiros); se b —>2 osistema ¢é
possivel indeterminado de grau 1 (o terceiro plano
passa pela recta definida pelos dois primeiros).

Solucdes du Fernando de Jesus
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I. S. C.E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final
- Epoca de Outubro — 10/10/1960.

x+ 1 (x<0)

5332—1) Estude afuncédo/(x) = X

__(x>0).

2) Ache o desenvolvimento em série de

MAO LAUBIN de — ——-- , indicando o intervalo

onde é valido o desenvolvimento.

32x*+ x' + 2x- 1
3) Calcule Jt 1 dx.
R: 1) O dominio &, evidentemente,
e existe uma descontinuidade
x< 0, f(x) = x + 1 (recta)

] —o00,+ 00 [
na origem. Como  para
basta fazer o estudo para

x ~ 0. Calculando a derivada, obtem-se f(x) =

X(x+2)
= (x > 0) que i sempre positiva para, x> 0:

(x ¢ 1°
d (P)"~0 * ft(Q) = —"" ¢ Juncdo é pois sempre
crescente e ndo tem  extremos. Como f'(x) =

2

>= > 0 (x> 0), a concavidade esta sempre

x + 1)
voltada para cima. Facilmente se verifica que existe
uma assintota  obliqua Y = X —1 pois f(x)=x—1-t-

1 1
XF 1o i X+ 1o,
2 <

2) Como log (1 + x) = x i3 —3

+(-1)°— +-(|x]|<1l) e - 1- x+ x*
n 1+ x

— X'+ eeed+(— L)X+ oo (IXI< 1), multiplicando
os dois desenvolvimentos em série, obtem-se
log\  + Xx) / 1\ / 1 1\
S+ (2> MNteee tam-
bém valido para |[x|< 1.

2x3 + x'-f-2x — 1

3) <+ 1 + x -1) +
LB 2x + X+ 2x—1
e entdo d x
X+ | JIZ x* —1

T llIs 8
-==l log (x—I) + arctg x =- log rarctg 3—arctg 2.

L J2 3

1
5333 — 1) Extreme & fungdo 9(x,y) —A X" +

+ 2Biy + ey + 2£)i + 2%y,
casos JC-B» =0 e

discutindo o0s

GAZETA DE MATEMATICA

2) As relagdes x —rcos ae y = rsen 6 permitem
definir r e 8 em funcdo de x e de y. Verifique que
dx dr
or dx'

R: 1) fe(xy) = 3Ax + 2By + 2D

foeayy = ey

Os pontos de estacionar idade sdo dados pela resolu-

,, fAi + By+D =0
co0 ao sistema |
IBi,Cy + E=0
determinado qguandko A C—B"=ft0. Como s= 2B,
r=2A et- 2C, «em s —rt= 4 (B"— AC) e
entdio se B°’— A C >0 n&do hi extremo; se B°'— AC<O0
ha extremo: maximo se A < 0 e minimo se A > 0.
No caso de AC —B®= 0, o sistema €  impossi-
A B D
= — —-, ndo

B C E
A B D

B C

Ax + By + D = 0 é uma possivel linha de extremos.
Notando que,  neste Gltimo caso, ApPx,y) —
= (Ai + By + D)" — D’ seja (x,, ¥,) um ponto que
satisfaz  a Ax + By + D= 0; como A[cp(x,+h,y,+k) —
—f (xo>yo0)] = (A k+ Bk)", alinha Ax+By+ D-0
serd uma linha de minimos com A > 0 e uma linha

que e possivel

vel se existindo

extremo ; se

o sistema e indeterminado e a linha

de méximos com A < 0.

2) Como x'+ y' = r’, vem r= ~x' -y’ . Entdo
oT X 0Ox X

« = — e, como = C0s 8= — o=
dx vixX' + y’ AQr r

_ , estd provado o0 que se  queria.
\Ix* + y?
i
5334 — 1) Dado o polinémio ax* + bx+ «c¢x + d,

que relacdo deve existir entre os coeficientes a, b, ¢
e d para que uma das raizes seja igual a soma das
outras duas?

Satisfeita esta condigdo, ache as raizes do polinémio.

2) Para que valores de a o vector 1 é com-

0
1
_0_

posi¢do linear dos vectores -1" -0- -0-

1 1 0

1 1 1

1 1 1

~1 ? Escreva a composicdo para esses valores de a.
0
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R : 1) Designando por XxXj, X, e X, as trés rai-
X, = X, + X,
LI S S e *S*<B sistema da
Xi = — fentio a _I S+h _I 2+
2a
b
+ d=Ooub»-4abc + 8a*d=0,
~2~7
que é a condicdo  procurada. Se esta condicdo e satis-
i *\
feita, o polinémio dado t divisivel por Ix + J e
enido ai‘+bx'+ci+d:lx+h2 a X- +
a
b b* ~
H X + c | 0 que mostra que X, e X, Sd0 as
2 4 al
b
raizes  do trinémio do segundo grau ax’ + — X +

b*
+ C —

2) Oproblema equivale a saber para que valores de
a é possivel o sistema
-1 T X, -0- * X. -0- + *a -1- - -1"
1 1 0 0 0
1 1 1 0 1
1 1 1 a 0
Ora 0 sistema e possivel determinado quando

1 0 0 1 ==0, o que acontece com a=f=0. Com
110 0
1110
I 1 1 a
a= 0, tome-se o0 determinante principal 4« 10 0
110
111
Como o caracteristico A= 10 0 1 =1=0, o sis
110 0
1 1 1
110
tema sera impossivel.
Portanto 0 sistema sO6 é possivel  (determinado) com

* =j=0 . Resolvendo-o pela regra de CRAMER vem

0 que permite eserever a  COMPOSiGAO.

SolugSes de Fernando de Jesus
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. S. C.E.F. —MATEMATICAS GERAIS—Exame tinal —
Epoca de milicianos — 12-12-1960.

5335 — Considere a fungédo / (x)
e resolva os seguintes problemas :

1) Ache o dominio de f (xX) e mostre que a fungéo
sempre continua nesse dominio, inclusivamente para
=*+ 00 € X = -—o0o0.

X o

2) Mostre que / (x) nao pode ser sempre crescente
ou decrescente. Determine entdo os intervalos de mo-
notonia, os extremos interiores e fronteiros, conside-
rando os valores /( + oo) e /(— o00) integrados no
contradominio de / (x). Qual é o minimo absoluto e
o méaximo absoluto ?

< 1

3) Calcu e d:
X+ 1

R: 1) O dominio e ] —o0o0, + oo| e a funcdo ¢
sempre continua  neste intervalo  pois é cociente de fun-
¢des  continuas (polinémios) sempre definido em

J—o0,+ oo[. Como f(4-o00)= f(—o00)=0, a
funcdo é continua para X = 00.

. - kix—2x+ k*

2 o = (x* + 1)
tem o bindémio discriminante
4 =4+ 4k*>0, éevidente que ele ndo tem sempre o
mesmo sinal em ] —oo0,+ oo [ e por isso f' (x),
ciyo sinal é o do trinbmio, n&o tem sinal constante em
] — o0, + oo[. Assim f (x) ndo é sempre crescente
ou decrescente.

Como f<(x)>0 quando Kk*x*+ 2x —k*< 0,f(x)

* *
i crescente em Vi+k 1+{/1+Kk

I- P
f'(x)~ 0 quand k*x* + 2x —Kk*”>0, isto e', para

trinémio

@

, Como o

— k*x* —2x + k*

todos osvalores de x situados em qualquer dos intervalos
i -1/1 + kn r - i +ili+ k* r
,+ 00
]- g .
f(x) &  decrescente.
. 1_~1, k*
E evidente que xj= - e minimisante
— 1+ \J1+ k* .
e Xjo K e maximizante. Os  extremos
o 5 . o /- 1- « 1+ k* \
interiores sao pois O minimo P

\ kil >*)
/—1 + 1/1 + k* \

Q( E lV(b>0)_

(a < 0) e o maximo
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Os extremos fronteiros sdo um maximo para X= — 00
e um minimo para X = + 00 e e evidente que 0s extre-
mos absolutos sdo P e Q.
"lkix + 1 k' ;' 2x
3) i d x / dx +
odx k2
log(x*-r 1) arctg x

‘Jo XTTT - T

k- T
- "S-log® + arctg —

27109 92

5336 —1) Mostre que a funcédo ip(x, j/) =

2

¢ homogénea e verifique a identidade de EULER.

2) Que superficie é representada no espaco pela
equagdo x* +y —r’? Ache a equacdo do plano
tangente a esta superficie no ponto P (r,0,0) e
mostre que hé& uma infinidade de pontos comuns ao
plano tangente e a superficie.

R: 1) A funcdo é homogénea pois <p(tx,ty) o=
= t*o(x,y) eograu de homogeneidade ¢é —1.

— X +y +2iy
<f.(x,y) = — —
(X" +y7)’

— X'+ y' - 2XYy
(X + y2)
X+ Xy’ X'y
(x' + y)-

X —Yy

1 . , que é o teorema de EULER
X» + y’

Como e <f,(x,y) =

vem x<f + y q, —

(x*+y*) (x-y)
(X +y?)’

2) Trata-st de uma superficie
trizes paralelas ao eixo dos zz.
A equacdo do plano tangente €

cilindrica de gera-

fAr.0.0) (X-r)+ f:(r,0,0) (Y- 0)- 0

2r(X—r)- 0

ou ainda X = r.

E evidente que este plano, paralelo a y Oz, passa
por todos os pontos Q (r,0,z) pertencentes a  superfi-
cie cilindrica e que se dispdem segundo a geratriz
| X ~r
'Y =0

5337 — Estude, por meio de determinantes, o sis-
tema
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X4y+z+ u=0
I9X —y +z— u=1
X +y—z— u—0

X —y + *+ au— 3

e apresente a sua solugdo no caso em que for possivel
determinado.

R : O sistema serd possivel determinado quando

1 —1

0 que sucede com a =)= —.

Para esses valores de a tem-se entdo a solugdo  dada
pela regra de CRAMER :

2a + 43 - 2a4 49- 2
6a + 2 Y 6a + 2 !
4-63 63-4
z" . '
6a +-2' ba + 2
guando A «*0, o0 que sucede com a= —
encontra-se 0 determinante principal
1 1 1 = 6
2—1 1
1 1-1

e o determinante caracteristico

A; = i i 1 0 6 3-4
2 -1 1 1
1 1 -1 0
1 -1 1 3
Pelo teorema de ROUCHE, Osistema € impossivel quando
2
Al =fc0, ou 3=E— ° ° possivel (neste caso indetermi-
nado de grau 1) quando AJe=0 ou 3= —=
3
Resumindo
i 1 «3
Determinado: an=—
3 qualquer
Possivel 1
Sistema Indeterminado: a: £ 3
) 1 2
Impossivel : a= — e $=f= —
0 o]

Solag&o de Fernando de Jesus
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F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final — Bio-
l6gicas, Geoldgicas e Professores Adjuntos—
Julho de 1960.

Ponto n.°1
5338 — 1. Determine os extremos da funcao
7= x*4-3V' + x’(2y — 1).
2. Resolva o sistema

x + 6y —3z= —13
3IX-t&y —4z= —11
3x4-2j/4-4z = 13
2x4- 1/— z=2

por condensag¢do da matriz.

3. Numa dasclassicas experiéncias de MENDEL com
ervilhas obtiveram-se os seguintes resultados:

Korma
Redondas A Dgul Li-
sas
Cor NS .
Amarelas 315 101
Verdes 108 32

i Confirmardo estes nimeros a teoria queprevé ervi-
Ilhas dos quatro tipos na proporgdo de 9: 3: 3: 1?
Justifique.

4. Defina momentos de uma distribuicdo e dé
uma ideia da sua importancia.

Que outros parametros conhece?

Calcule a mediana da distribui¢cdo cuja densidade

de probabilidade é assim definida:

r © se x< 0

I se X”™>0.

F. C.L — MATEMATICAS GERAIS —Exame final — Bio-
légicas, Geol6gicas e Professores Adjuntos—
Outubro de 1960.

Ponto n.° 2

5339 — 1. Dada a equagdo ob— 11 x* 4- 23 x* 4-
4-73x2 —176x +~90 = 0 verifique que 1 é raiz e
indique a respectiva multiplicidade Separe as raizes
da equacdo e calcule um valor aproximado de uma
raiz ndoracional.
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2. Dada a seguinte tabela
X -2 —1 0 1

y 7 4 1 —8

calcule o polindmio interpolador
a) por resolucdo de um sistema de equacdes li-
neares;
6) organizando uma tadbua de diferencas e usando
uma férmula de interpolacéo.

3. De um baralho de 40 cartas tiram-se duas
(com reposicdo). Qual a probabilidade de saida de

a) duas cartas de paus ?

6) Pelo menos umacarta de paus?

Qual a probabilidade de saida de duas cartas de
paus se a tiragem for feita sem reposicdo ?

4. Propriedades dadistribuicdo normal.

Na anélise de umaamostra de uma variavel casual
verifica-se que 58°/o0 dos dados sao inferiores a 75,
38 °/, estdo entre 75 e 80 e os restantes sdosuperio-
res a 80 Qual a média e o desvio padrdo admitindo
que a amostra faz parte de umapopulagdo normal?

I. S. T. —MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
Outubro de 1960.

5340 — 1. Dada a quédrica de equagéo

4 X' —A4xj+4dxa +il'- 2yz+7 +12 x —6y462z=7

investigue se tem centro, determine os invariantes,
escreva uma equagdo canoénica e classifigue a
quadrica.

2. Demonstre e interprete geometricamente o teo-
rema de LAGBANOE.

Serd o teorema aplicavel a funcdo y =V x* no
intervalo [-8, 8]? Porqué?

3. Primitive

a) x log x
X* e*

b) X* 4-2x*+ 1
r—xa4 1

o) X' —3Xx t+ 2

4. Considere um sistema triortogonal de refe-
réncia O XY Z, de versores ei,e,, «s e sejam
Uj= cosotjei + cos e, 4- cos Tje3 (t=1,2,3)
trés vectores de urigem O.
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a) Qual o significado de cos a,, cos B,, cos fJ
qual o comprimento de cada vector Uj?

6) Mostre que o volume do paralelipipedo de ares-
tas Uj U2 Uj (supostos ndo complanares) é dado
por

V = cos aj cos pi cos -[J
80S 12 cos cos Y2
cos aj COS63 COS Y3

¢) Multiplicando, segundo regra conveniente, o
determinante anterior por si mesmo, mostre que
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1 cos (ui, U2) cos (ui, 113
cos(u2,ui) 1 cos(u,,us)
COS (U3,Ul) COs (U3, U») 1

d) Se considerar agora um sistema de referéncia
0" X' F'Z" naonecessariamente triortogonal. permite
o resultado anterior atribuir algum significado geo-
métrico importante ao determinante da matriz

1 cos (X' Y<) cos (X\Z>
cos (FfX") 1 cos  (X"Zr)
cos (Z[X"') cos (Z[~Y") 1

Enunciados do Dr. Dias Agudo

EXAMES DE ADMISSAO E ESTAGIOS
PEDAGOGICOS

Liceus Normais — Exames de Admissdo em 1959/60.

Prova escrita de Aritmética e Algebra
5341 —«Func¢do exponencial de base a,(a>1) e

expoente real; funcdo inversa».

Prova escrita de Geometria e Trigonometria
5342 — «Areas; unidade de area; figuras equiva-

lentes».

Prova pratica de Aritmética e Algebra

5343 —1) Determine um nUGmero inteiro que
admite seis divisores dos quais apenas dois sao pri-
mos e tal que a soma de todos os seus divisores
e 42;

5344 —2) Estabeleca as relagdes a que devem sa-
tisfazer os coeficientes do polinémio x*+p x +qx+r
para que admita uma raiz tripla.

Prova pratica de Geometria e Trigonometria

5345—1) Umtriangulo [ABC] verificaas condigdes

A < B <C; conhecem-se, dele, o angulo A, a altura
A H &a. mediana AM.
as duas questdes seguintes:

Supondo AM B = a. resolva

a) Exprima cotg a em funcao de cotg A e cotgB;

6) Mostre que é possivel calcular B e C a partir
dos dados.

2) Dado o triangulo [A B C] tome-se o ponto M
sobre B C e o ponto P sobre o prolongamento de

.- ‘O M
CA de modo que se cumpra a condicdo —
CB
~A~P
— = k, em que k> 0;
CA
A~D
a) Prove que = k% sendo D o ponto de
A B

encontro de AB com P M.

b) Determine k de modo que seja area do triang.

[A P D] + area do triang. [D B M] = — &rea do

triang. [ABC].
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BOLETIM BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de Matemética de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redacg¢ao

136 — LUCIENNE FELIX— Mathématiques Modernes
fi Enseignement Elémentaire—Librairie Scienti-
fique Albert Blanchard — 1960, preco 12 N.F .

O livro dirige-se, como a autora afirma, aos pro-
fessores do ensino primario que «enseignent les
rudiments des mathématiques sans avoir pu acquérir
assez de conaissances de cette science dans son
ensemble». A autora estd convencida que, ao contré-
rio do que muitos pensam, para se ensinar matematica
mesmo nas classes priméarias é necessario, ou pelo
menos vantajoso, que o professor se tenha iniciado
nas matematicas superiores. Destina-se por isso o
livro a esta espécie de iniciagdo tendo em vista que
«a marcha rapida do progresso cientifico conduziu a
revisdo dos fundamentos das matematicas».

N&o se trata de um manual de mateméaticas moder-
nas, mas de um livro que aponta rapidamente os
assuntos da teoria dos conjuntos, de topologia e de
algebra moderna que convém conhecer para que se
possa fazer um ensino que prepare o aluno de modo
a que a passagem do ensino primario para o secun-
dario se faga sem solavancos.

Estamos convencidos que a sua leitura sera bas-
tante (til aos nossos professores do ensino secundario,
pois que a autora, se bem que dirija o livro aos pro-
fessores do ensino primério, procura mostrar como é
possivel introduzir mesmo no ensino secundario as
nocdes de mateméatica moderna como a teoria dos
conjuntos, légica moderna e os métodos axiomaticos.

Desde as experiéncias belgas sobre o ensino as
monitoras dos jardins de infancia da teoria dos con-
juntos e légica, tendo em vista o seu trabalho de
ensino da matemdtica, que os professores belgas e
franceses se preocupam com a introducdo, o mais
cedo possivel, dt-stas nogdes que a escola Bourbaki
tanto fez para pdr em evidéncia.

Este livro tem exactamente preocupagdes desse tipo
e é por isso de aconselhar vivamente.

J. S. P.

137 — L. ROBIN—Fonctions Sphériques de LEGENDES
et Fonctions Sphéroidales — Gauthier- Villars,
Paris - 1957-59.

Eis uma obra produto de um longo e aturado tra-
balho. Sugerida pelo Director do Instituto de Fisica
do Globo de Paris, a sua redaccdo foi encarada favo-

ravelmente pela Direc¢cdo do Centro Nacional de
Estudos das Telecomunica¢des pelo papel fundamen-
tal que as fungOes de LEGENDRE de grau néo inteiro
desempenham na teoria das antenas bi-cdnicas.

Efectivamente no estudo de qualquer fendémeno de
propagacdo com simetria esférica a utilizagdo das
funcdes esféricas e esferoides é, pode dizer-se, perma-
nente.

Assim o livro destina-se aos matematicos, aoB fisi-
cos de uma maneira geral, e aos engenheiros que se
dedicam ao estudo dos referidos fenémenos de pro-
pagacdo esférica.

O seu Autor, Louis ROBIN, engenheiro chefe de tele-
comunicacdo, doutor em ciéncias e laureado pelo Ins-
tituto, viu o seu trabalho coroado com um prémio de
matematicas atribuido pela «Académie des Sciences».

A obra estad dividida em trés volumes obedecendo
a uma exposicdo com objectivo mais documental
que pedagdgico. Mas quando alguma demonstra-
¢do é omitida, o Autor tem o cuidado de indicar
a bibliografia onde ela se encontra. O nivel de conhe-
cimentos exigido para a sua leituraé o do Certificado
tradicional de Célculo diferencial e integral (incluindo
evidentemente as propriedades fundamentais da inte-
gracdo a LEBESGUE e a teoria das funcgdes analiticas
de variavel complexa).

No estudo da equacdo de derivadas parciais de
LAPLACE, em coordenadas esféricas, o0s respectivos
integrais exprimem-se como produto duma funcéo
do raio vector por uma funcdo da colatitude e outra
da longitude; esta uGltima ¢é funcdo associada de
LEGENDRE (também chamada fun¢do esférica de
LAPLACE).

O tomo primeiro comeg¢a pela separagdo de varia-
veis da equagdo de LAPLACE em coordenadas esféricas,
fazendo uma introdugdo ao estudo das fungles asso-
ciadas de LEGENDRE de primeira e segunda espécie
(P™ iQn) ° naturalmente dos polindmios de LEGENDRE.
Estudam-se as propriedades nos casos de m e n in-
teiros e insiste-se particularmente nas funcdes asso-
ciadas de primeira espécie coin m negativos.

No tomo Il,admite-se n e m quaisquer, reais ou
complexos. Estabelecem-se relagdes entre as funcdes
correspondentes e a funcdo hipergeométrica, e a fun-
¢do P de RIEMANN. Apresenta-se ainda as fungdes
associadas quer sob a forma de desenvolvimentos em
série quer como integrais de contorno no plano com-
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plexo. Estuda-se o comportamento dos desenvolvi-
mentos assintéticos respectivos quando n e m ten-
dem em moédulo para infinito. A convergéncia das
séries de polinémios de LEGENPRE e das fung¢des asso-
ciadas de LEOENDBE faz-se pormenorizadamente, ti-
rando partido das suas propriedades de ortogonali-
dade para poder estabelecer representacfes em séries
de certas classes de fungdes.

Estes problemas de convergéncia sdo precedidos
por outros semelhantes mas relativos as séries de
Fourier apresentados como exemplos dos outros, de
natureza bastante mais delicada. Como aplicacéo
encontram-se ainda um fendémeno de tipo GIBBS,
varios exemplos de somacdo de CESARO validos mesmo
em condigdes de divergéncia vulgar.

No tomo I1lo Autor dedica se aos teoremas de
adicdo para as funcdes de LIEOENDRE e ao numero de
zeros das func¢des associadas. Num so6 capitulo se
estuda de furma exaustiva a equacdo de LAPLACE em
sistema de coordenadas curvilineas ortogonais rela-
cionado com os sistemas triplos ortogonais associados
aos elipséides de revolugdo e ao toro circular. E-se
assim levado ao estudo dos problemas interior e exte-
rior de DIRICHLET e certas solugcdes e ao estudo das
funcdes conicas de MEHLEK utilizadas na resolucéo
do problema de DIRICHLET no interior duma superficie
conica.

O ultimo capitulo trata das funcdes de GEGENBAUER
e das fungOes esferoides de estudo recente e dificil.
Termina com tabelas numéricas das funcdes de
LEOENDRE.

E obra dnica no seu género, em lingua francesa.
Pela sua estrutura, completa e bem ordenada, por
resultados originais que apresenta, torna-se um ele-
mento de estudo utilissimo no dominio dos assuntos

versados.
j. G. T.

138 — F. GERRISB — Pwe Mathematies, A univer-
sity and College Course — Vols. I e Il—Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1960.

Estes dois volumes destinam-se a preparacdo dos
candidatos a primeira parte do «London B. Sc.
General Degree* ou ao primeiro ano de qualquer curso
universitario, no que respeita o dominio das matema-
ticas puras. Contém também os programas de mate-
matica pura relativos ao Diploma em Matematica da
« Mathematical Association». Por outro lado o Autor
teve a intencdo de neles incluir o que serd necessario
de futuro aos estudantes que nédo se destinam a fre-
quéncia dos cursos de mateméatica da Parte 11 do
referido «London B. Sc. G.». Admitiu ainda que
muitos estudantes que iniciam o referido curso nao
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tenham recebido a devida prpparacdo quer nos conhe-
cimentos tedricos quer na preparacdo pratica; por
outros termos, isto significa que a obra ndo necessita
de conhecimentos adquiridos em nivel superior.

O volume primeiro, come¢ando pelo estudo das
funcdes e sua representagdo gréafica, expbe muitos
problemas classicos considerados em livros de nivel
teérico superior. Os capitulos dois e trés, dedicados
a continuidade, derivabilidade e aplicacdes desenvol-
vem-sfc de acordo com a mesma orientagdo que, de
resto, é geral. Segue-se o estudo da noc¢do de integral
como quadratura, regras vulgares de primitivacdo e
extensdes do conceito de integral - impréprios e
entre limites infinitos. As equacdes diferenciais
correntes sdo estudadas, com aplicagdes geométricas
num so6 capitulo.

O volume termina com o estudo dos teoremas fun-
damentais do célculo diferencial, propriedades mais
correntes do integral de RIEMANN e suas aplicacfes
ao calculo de comprimento, areas e volumes, e novos
capitulos com as aplicagdes do calculo diferencial e
integral a geometria das curvas e superficies e ainda
func¢des de varias variaveis.

O volume 11 trata da teoria dos polinémios: os
polinédmios como func¢do e sua decomposicédo factorial;
resolucdo das equacdes inteiras; teoria da eliminacéo.
Segue-se o0 estudo dos determinantes com as classicas
aplicacfes a resolucdo ou sistemas lineares; o estudo
das séries numéricas (de termos positivos e quaisquer,
reais) dos desenvolvimentos de fungdes em séries de
poténcias, as respectivas aplicagdes classicas e os
calculos dos limites superiores dos erros cometidos
nas aproximacgdes. Em capitulos seguintes estudam-se
0os numeros complexos e respectivas aplicagfes aos
problemas fundamentais da 4algebra, métodos de
resolugdo numérica de equacdes (GRAEFFE e HORNER)
etc. O volume termina com o estudo da geometria
analitica no plano e no espaco e rudimentos de tri-
gonometria esférica. Aqui sdo dados todas as pro-
priedades vulgares das linhas e superficies do pri-
meiro e segundo graus em coordenadas cartesianas e
polares e a deducdo das féormulas fundamentais para
resolucdo e determinacdo da area dos triangulos
esféricos.

O grande mérito destes dois volumes esta, para os
nossos estudantes dos dois primeiros anos das Facul-
dades de Ciéncias, em apresertar-lhes os conceitos
fundamentais das cadeiras de matematicas gerais e
calculo infinitesimal de uma forma simples e precisa,
ilustrada sempre com numerosos exemplos e exercicios
cuja resolugdo permite certo desembaraco nos tra-
balhos praticos.

\
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