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Método de relaxacao
de equacdes

para a resolucéo
algébricas

de sistemas
lineares

por A. César de Freites

Este artigo destina-se a apresentar os ele-
mentos indispensdveis a compreensdo e uti-
lizacdo do método derelaxagdo para resolver
sistemas de equacBes algébricas lineares.
Esse método, pela facilidade com que pode
ser usado e pelo modo como traduz certas
situacdes das aplicacBes praticas, tem larga
aplicacdo em fisica e engenharia. Assim, por
exemplo, usa-se correntemente na resolucéo
numérica de equagdes diferenciais ordinarias
e com derivadas parciais.

E um método que se adapta particularmente
bem ao célculo com papel e lapis e maquina
de calcular vulgar, mas de dificil aplicacéo
com as modernas maquinas calculadoras
automaéticas, pois a sua eficiéncia depende
em grande parte do discernimento e da
experiéncia do calculador.

A ideia basica do método de relaxacgdo
parece ser devida a Gauss, mas a sua popu-
laridade e muitas das suas aplicacdes sé@o
devidas aos trabalhos de Southwell (}) e seus
discipulos.

O nome de «relaxacdo» vemda terminolo
gia de certas questdes de engenharia onde
Southwell aplicou o método pela primeira
vez.

(") Verreferéncias [4] e [5] dabibliografia.

1 — Considere-se 0 sistema

aj, 0?1 + aj, 0? + + dinxn = £>,
a,i & + 0,272 + + ax, = b,

d)
a,X + a.X, t-eee + ax, =Dhb,

gue supomos admitir umae uma soé solugdo,

isto é, hd um sbé conjunto de valores
X0 Xo - ,X,, que verificam as equagbes do
sistema.

Seja E,,E,,.**,\, umconjunto (ordenado)
de n numeros. Chamam-se residuos corres-
pondentes a esse conjunto e ao sistema (1),
aos valores

+ af(, —e,
‘o= 21 L\ + 2080 4 + «2nfn — b,
(2) «
r, —a,iEl+a,\, -\ + a, E,— b,

Os residuos serdo todos nulos se, e so6 se,
£l = "\ »"2= "2 »e'"">H =" (ou Seja, 86
El »£2» e >S" *° solugdo do sistema).

Diremos que Hj,£,, ...,E, € uma solugéo

aproximada  do sistema com erro inferior a
n> 0, se se tiver
- vi<syso—il <e>

@) ,eee |E,—x,I<n



Substituindo em (2) os valores de b, b,
., b, dados por (1) obtem-se

= «n (Sio- 0 *Fi) o+ «12($2 - «2) H +

+ «I»(?n — »n)
r,= «i (E| —a%) te«22(¢2 - ~2) + h

(4) + a,. (1, — x.)
r.=a,, (E — x.)+ a, (Is~ "s) + e +

+ «nn(d5n —»n)

e, se se verificam as relagdes (3)
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£ = 0,65,£4 = 1,21, obtém-se os residuos
rj=—r,= —r,=r,=0,01. Contudoa so-
lucdo do sistema é x*—x, = a2, = x, = 1.

Sistemas tais como (6) dizem-se numérica-
mente instaveis e, para estes sistemas, peque-
nas variacdes nos coeficientes traduzem-se
por grandes variacdes na solucéo.

A resolucdo de sistemas numéricamente
instaveis exige sempre cuidados especiais e,
se os coeficientes estdo sujeitos a incertezas,
esses sistemas conduzem a solugdes sem
qualquer valor ().

T 1< (l«ll T+ ic«l21H hldel)D Em notacdo matricial o sistema (1) escre-
V —
(5) '2I<(|«21|"I"|«22|+."+I«Qn|)*1 e-se
AX=D )y
I'm < (la» 11 + la,,1 + e+ la» \)m

e, portanto, se ri é suficientemente pequeno,
os residuos também s&o numeros proximos
de zero.

Em geral s6 interessa determinar uma
solucdo aproximada do sistema (1), quer
porque o calculo da solucdo exacta exigiria
trabalhar com valores com um numero in-
comportavel de algarismos, quer porque
muitas vezes os coeficientes e os termosin-
dependentes das equacdes ndo sdo numeros
exactos (ou por resultarem de dados da obser-
vagdo, ou por resultarem de outros calculos
onde houve que fazer arredondamentos).

Interessa-nos observar que em certos
sistemas podem obter-se residuos bastante
proximos de zero para valores si,g2, «ce>t»
muito afastados da solucdo. E o que acontece,
por exemplo, com o sistema

bx, + 7ar,+ 6a-,+ ba-, = 23

7x,+ 10x, + 8x, + 7x = 32
(6)  60% + 8£C.+10.T.+ 9a-, = 33

58 + 7x, + 9x - 1042 31
onde para Cj— 146,E,——7J2,£3= — 2,5,
£4 = 3,1 se obtém os residuos rj= —r, = —

—*y=r.=01; para g,-=2,36,£,= 0,18,

onde A é a matriz do sistema, X é O vector-
coluna das incognitas e B é o vector-coluna
dos termos conhecidos

A= 11«21 o @« Z= B =
«21 «22* *a»2 X, K
_«m ° «nn_ b

Dizer que o sistema admite uma e uma sé
solucdo equivale a dizer que a matriz A é
regular.

O sistema (2), com a notagdo anterior,
escrever-se-a

R=A —B )

sendo R= S — iy
r, X

=)

jL
Vem entdo, tendo em atencdo (1)',
R = A-AX =A{l-X) (CO)

gue é o sistema (4).

(") Verreferéncia [2J da bibliografia.
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2 — Os inumeros métodos de resolugdo do
sistema (1) podem classificar-se em métodos
directos (ou exactos) e métodos iterativos (ou
aproximados)

Nos métodos directos obtem-se a solucdo
do sistema por uma sequéncia finita de ope-
racbes e, se estas se fazem exactamente, a
solucdo obtida é exacta.

Nos métodos iterativos usam-se aproxima-
¢cdes sucessivas : parte-se duma solucéo apro-
ximada e a partir dela vdo-se obtendo suces-
sivamente novas solucdes aproximadas
formando uma sucessdo cujo limite é a
solucéo (exacta) do sistema. E entdo necessario
gque exista esse limite, isto 4, 6 necessério
gue O processo seja convergente ; na pratica,
0 preciso ainda que o processo seja rapida-
mente convergente para que se possa obter
uma boa aproximacdo da solucdo com rela-
tivamente poucas iteragGes.

Note-se que em geral os métodos directos
fornecem solugbes aproximadas devido a
necessidade pratica de limitar o nimero de
algarismos dos numeros com que se trabalha.
Nos métodos iterativos (convergentes) pode
obter-se sempre um valor aproximado da
solucdo com a precisdo que se queira, mas
solugdes exactas exigiriam, pelo menos geral-
mente, processos infinitos.

Um exemplo dum método directo é o
conhecido método de reducdo da algebra
elementar. O método de relaxagdo, como
vamos ver em seguida, € um método itera-
tivo.

Nesse método calculam-se os residuos
correspondentes a uma solu¢do aproximada
SI>f2>eeej ° P° correcgbes sucessivas
partir das componentes desta solucdo, pro-
cura-se fazer com que esses residuos tendam
para zero. Com esse fim comega-se por cons-
truir uma tabela, a tabela das operagdes
unitarias, das variacdes dos residuos para
variacGes unitdrias de cada um dos
ti f5i» o** »6»e

Essa tabela é a seguinte

Ax, ... >\x  Ar, Ar, ... Ar,

1 0 0 «11 «21 eee «ni
1 0 "12 «22 «n2

0 0 1 «In «2» «nn

Com efeito, tem-se para o caso da primeira
linha

o= o<1l + [) + «azh + e+ «min —0,

r<2=a, i+ 1)+ 0,,E,+ ee¢e-)-a, I,— b,
r'n=a,i(Ei + 1)+ a,,l, + h — h
e portanto
Arj=n—r,= a
Ar,=r1r,—r, = a,
Ar, =r,—r,= a,
As outras linhas obtiveram-se de modo

anélogo.

Note-se que os valores Arj,Ar,,... ,Ar,
sdo independentes da solucdo aproximada
considerada.

Na parte da direita da tabela anterior os
elementos da primeira linha sdo os coefici-
entes de &) no sistema (1), os elementos da
segunda linha sdo os coeficientes de x,, etc. ;
por outras palavras, os elementos dessa
parte da tabela constituem a transposta da
matriz do sistema.

Vamos agora ver como usar a tabela das

a operagbes unitarias no célculo da solucéo

aproximada do sistema (1), mas vamos fazé-lo
com um exemplo simples, por ser a melhor
maneira de perceber o método de rela-
xacéao.

3 — Seja obter, com erro inferior a 0,005,
a solugdo do sistema



9a;,— 3a-, + 2<r,= 80
38+ 102 — 1z~ 50
—& + 2a& --5a = 40

A tabela das operacdes unitarias é agora

asc, A.r, Ar, Ar, Ar,

@ 1 0 0 9 3 -1
1») 0 1 0 - 3 10 2 (1)
M 0 0 1 2 -1 5

Como nédo temos qualquer ideia dum valor
aproximado da solucdo, vamos partir de
£j= £,= E,= 0 a que correspondem 0os re-
siduos r,= —80,r, = —50,r, = — 40.

Os célculos serdo dispostos numa tabela de
relaxacdo do modo seguinte

X, 1P «3 BN 2 '3
0 0 0 -80 -50 —40
(1) 9 — — 1 23-49
2 - - 9 19-32 -4
(3) 3 — 10_2 -2
(4) 1 - 1-5 3
8 3 9 1-5 3 Verificado

A linha (1) desta tabela foiobtida fazendo
0 que se chama uma relaxagdo em a% no
valor de 9 unidades, tendo em vista reduzir
a zero o maior residuo (em valor absoluto) ;
usou-se para isso a linha (a) da tabela (1).

A linha (1) exprime que para \ = 9,
E,=?, =0, s tem r —1,r, = —23,
r, - - 49.

A linha (2) foiobtida fazendo uma relaxa-
¢do de 9 unidades em X, porque o maior
residuo (em valor absoluto) era agora
r,= —49; a linha (3) obteve-se fazendo
uma relaxacdo de 3 unidades em X, ; a linha
(4) obteve-se fazendo uma relaxagdo em
a7 de valor igual a —1.

Nesta altura, para reduzir os residuos, te-
riam de fazer-se relaxacdes de valor inferior
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a unidade o que ndo é conveniente do ponto
de vista préatico. Por isso, verificados os
residuos obtidos, multiplicamos todas as en-
tradas por dez e continuamos 0 processo
COMo a seguir indicamoR.

Note-se que se a verificacdo falhar, ndo é
necessario descobrir onde houve engano,
basta corrigir os residuos e partir dos novos
valores de \\, E,,E,, no nosso caso, 8,3,9,
respectivamente. O facto de nao haver ne-
cessidade de descobrir os enganos constitui
uma das vantagens do método de relaxagéo.

A continuagdo da tabela de relaxacdo é

IOx 80 30 90 10 -50 -30
— 5 — -5 0 40
- — -8 —21 8 0
2 - — —3 14 2
— -1 — 0 4 -4
82 34 82 0 4 - 4 Verificado
10x 820 340 820 0 40 -40
- - 9 18 31 5
- -3 — 27 1 -1
-3 - — 0 -8 2
— 1 - -3 2 4
817 338 829 -3 (o] 4 Verificado

10; 8170 33808290 -30 20 40
—8 -46 28 O

5 _ -1 43 -5
— 4 — 11 3 -3
- - 2 15 1 -3
2 - _ -3 —5 -1

817333768284 -3 -5 -1 \Verificado
e portanto a solugdo do sistema nas condic¢des
pedidas é x = 8,17 ,a? = 3,38 ,a-, = 8,28.

Houve que fazer um grande nUmero de
operacdes mas todas muito simples e a maio-
ria delas foifeita mentalmente.

Contudo o processo pode ser acelerado
usando grupos de relaxacdo que correspondem
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s fazer relaxa¢Bes de mais do que uma in-
cognita de cada vez. Para isso deveria ter-se
acrescentado a tabela (1) mais algumas linhas
do tipo seguinte.

Aar. Ax, Aa? Ar, Ar, Ar,
d 1 1 0 6 13 1
« 1 0 1 11 2 4
() 1 3 0 0 33 5
?) 2 0 1 15 5 0

Estas linhas obtém-se imediatamente das
da tabela (1). Assim para obter a linha (d)
basta somar os elementos correspondentes
das linhas (a) e (b)\ a linha (g) obtem-se
somando o dbébro dos elementos da linha (a)
com os elementos correspondentes da linha
(b); etc.. Tém particular interesse linhas em
que apareca algum elemento nulo porque per-
mitem fazer a reducdo de alguns residuos sem
alterar outros.

Nalguns casos a reducdo de certo grupo
de residuos obtem-se mais facilmente se for
precedida duma sobre-relaxacdo, isto €, uma
relaxacdo tendo em vista mudar o sinal de
de um ou mais residuos.

4 — O exemplo que acabamos de resolver
ndo permite avaliar todas as vantagens do
método de relaxacdo pois algumas delas sé
se evidenciam quando se trata de resolver
sistermas com um grande nimero de incognitas
em que muitos dos coeficientes sejam iguais
a zero. Estes sistemas aparecem na resolu¢éo
numérica de equacBes diferenciais ('). De
resto, no exemplo referido, é discutivel se o
método empregado tem vantagem sobre o0s
métodos directos.

Evidentemente que o método de relaxacgdo
nem sempre 6 aplicavel porque o processo
pode ndo ser convergente (ou convergir muito

(i) Ver [1] e [3]

lentamente). Isso acontece em geral com os
sistemas numérica men te instaveis. Contudo
muitas vezes € possivel, usando artificios,
passar dum certo sistema para outro, para o
qual o processo ja seja convergente.

Dum modo geral, pode dizer-se, que o método
é aplicdvel sempre que seja possivel obter
uma tabela de operacdes unitarias e de
grupos de relaxagdo, de modo que na coluna
correspondente a cada residuo, exista um
elemento que, em valor absoluto, seja grande
quando comparado com os valores absolutos
dos restantes elementos da linha a que per-
tence.

Por outro lado, como j& se deve ter notado,
0 método de relaxacdo sé O eficiente para a
resolucdo de sistemas cujos coeficientes séo
inteiros e relativamente pequenos (em valor
absoluto).

5 — Para um estudo mais desenvolvido do

método de relaxacgdo e suas aplicacdes podem
consultar-se as obras seguintes
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Uma interpretacdo da anédlise combinatoéria
e algumas aplicacOes
por J. M. Gil

1 —Reordenagbes dum conjunto — Per-
mutac¢des — Fung¢bes biunivocas

Qualquer disposicdo linear de n objectos
distintos chama-se uma permutacdo linear
desses objectos. Cada permutacdo é assim
uma reordenacdo dos elementos do conjunto
dos n objectos, ou, mais simplesmente, uma
ordenagdo do conjunto dos n objectos.

2 —Quando a cada elemento x do conjunto
X se faz corresponder um sé objecto

dum conjunto Y, de modo que todos os
elementos de Y sejam utilizados, diz-se que
a correspondéncia <fé umaaplicacdo de X
sobre Y.

Pois bem, cada permutacdo linear dos n
objectos do conjunto X define, aritmética-
mente, com uma ordenac¢do inicial de X,
uma aplicacdo biunivoca de .X sobre X.
A posicdo ordinal é aqui a regra pela qual
se estabelece a correspondéncia entre as
duas ordenacgfes de X.

O conjunto finito X, numa ordenacao
inicial, é aplicavel biunlvocamente, mediante
a posicdo ordinal dos elementos, sobre cada
uma das permutacfes lineares dos n objectos
do conjunto.

Cada aplicacdo biunivoca de X sobre X
designa-se por permutagdo do conjunto X.

Uma disposi¢do linear de n objectos pode
assim ser encarada duplamente : — como
permutacdo dos n objectos — reordenacéo
do conjunto deles; como permutagdo do
conjunto dos n objectos —definicdo da

correspondéncia biunivoca entre os n objec-
tos numa posi¢cdo de referéncia e na posicédo
indicada.

3 — A aplicagdo biunivoca, o(X), de X
sobre X também se diz uma juncdo <P,
definida em X, e de valores em X.

Cada permutagdo linear dos elementos de
X, finito, constitui o conjunto dos valores
duma func¢do tf, definidaem X e dispostos
pela ordem em que & os determina a partir
da disposicdo inicial dos elementos de X.

4 — NUumero de permutacdes

Representemos por P, o0 numero das
possiveis reordena¢des do conjunto C-»
—\a,,a,,a,,**'a\ de n elementos a;.
Consideremos a particio C= C\+ C,°° "
Co=|",,dg,***a,j e Cj= \a,j. Tomemos,
por exemplo, a ordenacdo a,a, ***,a,
dos elementoB de C,. O elemento <ij colo-
cado em primeiro lugar, em ultimo lugar, ou
entre dois daqueles elementos, dé& origem,
de cada vez, a umareordenacdo dos elemen-
tos de C. Assim

aaa,
a, 0,a,°°°0,

eoe a"

0, a, 0,°°*a ai

O elemento Oj pode ocupar n lugares,
em cada reordenacdo dos elementos de C,,
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originando em cada posi¢cdo uma reordenagao
dos elementos de C . Simbolicamente

P, =ne+P, ,
5 — Ainda
Pn + 1 :(« + 1)PH

Pt =1\(n+p-j)P,
i-0

Para n=0, ecom P, —1, vem

=p(p-L)(p-2)...2xl.

6 — Representaremos 0 ndmero
P, = n(h—1)+-+2X 1 das permutacBes de
n objectos por «1 = P,.
7 — A formacdo de uma das reordenacgdes
de C—a, ,a ,*°*a)
¢bes dos n elementos do conjunto, consiste
em escolher um dos elementos do con-
junto G para o primeiro lugar, escolher
um dos restantes n—1 elementos para o
segundo lugar, escolher um dos restantes
n—2 elementos para o terceiro lugar,
e assim sucessivamente até ao lugar n— ésimo.
A primeira escolha pode fazer-se de n
maneiras diferentes, a segunda de «—1
maneiras diferentes, a terceira de n—2
maneiras diferentes, etc., e a ultima dumaso
maneira, porque resta apenas um elemento.
Cada sucessdao de n escolhas d& un a per-
mutagdo dos n elementos. Todas as suces-
sbes possiveis conduzem as n! permutagdes.
Podemos interpretar este resultado duma
maneira geral. Suponhamos que executamos
sucessivamente, uma ap0s outra, n opera-
¢Oes, cada uma delas, depois da primeira, s
possivel apds a execugdo da anterior, e, que
a primeira tem m, resultados possiveis;
a segunda m,; a terceira m,; etc. A exe-

ou uma das permuta-

cucdo da sucessdo das n operagBes, em
cada caso, conduz a um de

wisg X W, X eee X m,

resultados diferentes.

8 — Para distribuir n objectos distintos por
n caixas iguais, em linha, deixando um
objecto em cada caixa, tenho de executar n
operacdes sucessivas, que consistem em colo-
car um dos objectos numa das caixa dispo-
niveis. Poderei escolher um dos « objectos
para colocar na primeira caixa. A escolha
conduz a n resultados possiveis e determina
0 conjunto em que farei a nova escolha. Para
colocar na segunda caixa disponhode n—1
objectos, a escolha. Posso assim obter
n —1 resultados diferentes nesta escolha.
E assim sucessivamente até ao ultimo objecto
que serd colocado na ultima caixa.

O numero total de distribuicdes diferen-
tes é

nn - 1)(« —2)...X 2 X1= n\

9 — Permutacgfes circulares —Ordenacdes
ciclicas

Consideremos uma permutagdo dos n— 4
objectos

a, a, 0, et,.

Escrevamos as permutagdes que se obtém,
conservando a posicdo relativa dos objectos
nesta permutacdo, e comegando no segundo,
no terceiro, etc., no n-ésimo, completando
a permutacdo com os elementos que ante-
cedem o elemento inicial

a, a a, a
a, « a a
o, aj a o,

Estas permutacdes designam-se por per-
mutacgdes circulares de uma qualquer delas.
Cada permutacdo inicial da origem a n—1



permutacdes circulares, que com ela consti-
tuem uma classe de permutagdes circulares.

Em cada classe de permutagbes circulares
é conservada a posicdo relativa dos elemen-
tos e diz-se que tém a mesma ordenacdo
ciclica. A classe constitui assim uma per-
mutacdo circular dos n elementos consi-
derados.

O conjunto das P,
elementos é assim dividido em P/n =
classes de permutagbes circulares.

Também 6 P,-i o nimero de ordenagGes
ciclicas do conjunto dos n elementos, ou o
numera das permutacdes circulares dos n
objectos.

permutagbes de »
P*-i

10—Reordenac¢cdes de C, com um sub-
conjunto de p elementos iguais

Facamos Oj= a, = *++= a = b em todas
as permutacbes dos n elementos de
C=jal,a, ,***,a,|. Obtemos assim as per-
mutacdes de n elementos, dos quais p sdo
iguais. Seja P\p o nUimero destas permuta-
¢cdes e i',|p uma qualquer delas.

E P\p < n!, porque as permutacées dos
n elementos diferentes, em que, por exem-

plo, os elementos ,a, ,**+a figuram
seguidos e permutados

o eeg, a, a, eee ap

e 0, a, 0,°°°0p +-«

*ee3g O] e @, ®

e os restantes n—p elementos conservam
as respectivas posicGes, dao origem a mesma
permutacdo com o elemento b repetido p
vezes. Nao nos interessam agora as per-
mutacBes dos elementos que fizerinus iguais
a /;, isto é, as permutacdes no agrupamento
dos p elementos bb.

Se em cada uma das P\p fizermos um
dos bb igual a a, obteremos uma das
i-.|p_1. Esta operagdo pode executar-se em
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cada P,|p de p maneiras diferentes— uma
por cada a, = b= a, com t—1,2, eee £>,

Repetindo a operacdo em todas as P\,
obteremos as P\.i, 0 que torna facil a
sua contagem. Assim

Pn\p-\ — p «Pn\, -

11 — Consequentemente

PR\ +\ T T™n|p
p +1
e
Pn\p +q :XI i P»\P
Fazendo p=0e P\, =P,], =P,, vem
i-J ,
Ayi,=n——"»
Pn  _ «!
com p~n.

12 — As permutacBes de r» elementos, dos
quais h— 1 iguais, sdo da forma

cC b b.b b

b ¢ b...6 6

0 6
6 6

GeeeC 6

0...0 C

Ponhamos indices nos bb a partir do c
para direita e continuemos a numeragéo,
a esquerda, com o indice a seguir ao Ultimo
da direita. Facamos ainda ¢ —b,. Obtemos
as permutacdes

b, 6] b, eeei,_2 2>
b\ b, & 6,5 6, ,
0, 6, 0,°°°*6, ftj
e, 0, 6....6,, i 6,

que sdo as permutacdes circulares de uma
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das permutagGes de m objectos. Como cada
uma delas foi obtida de uma das .. _i,
temos que o0 seu nimero é p.\n-\ = « -
Quando se léem as permutagBes de baixo
para cima vé-se que cada uma se obtém da
anterior adicionando uma unidade a cada

indice e fazendo «+ 1= 1, ou trocando
cada elemento com o seguinte.

13 —Arranjos de n elementos

Digo que escolho ordenadamente n—p
elementos dum conjunto C= \a, a,,°**°*a\
de « elementos, quando designo alguma das

reordenagdes dum subconjunto de n—p
elementos.

Cada escolha ordenada de n — p elemen-
tos também se diz um arranjo dos n ele-
mentos, Nn—p a n—p. Representaremos
cada um dos arranjos por A\-, e o0 nimero

deles por A\-

Consideremos as permutacdes de « ele-
mentos, dos quais p sdo iguais a b. Para
cada uma destas permutagbes, excluamosem
C os elementos que ocupam a posi¢do dos
bb, na ordem 1,2, .., «. A cada uma
destas permutacdes fica assim a corresponder
uma escolha ordenada de m—p elementos
do conjunto C. Temos consequentemente

PP = A\, e, fazendo n—p = q,
Alq Pn\n-q « - q)!
com gx e

14 — Relagdes de recorréncia nos indices
de Pan

Vimos que é
1
P — P
o
Analogamente
p n! 0-1 ) !
TelpTy—: = " e : =

p\ p\

P«-\\P

—_— = » e

e ainda
o« o« (n—1)1 «
“ooptoop (p-1)t P
ou
P = —n-\\p-l = A H p"J A"-'iP-|
n —
= Pnl |p-1 + «-l|p-I
p
= P,_ilp-i + (n —p) P,_jlp
Pu-Hp-i + Pn-p In-p-I Pn-llp

15 —Pn\p pode ainda decompor-se num

maior numero de parcelas por aplicacdo
sucessiva de p.,\v.= P-i\-\ o+ P\ -p-i
P,,-i\.
Assim
Pnp = P nlp\ + Pn-pln-p-I i\i-2|p-1 +
+ “n-pln-p-1 Pn-p-\\n-p-2 Pfi-2\p
n—p
= Pn-I\p-\+ 2 Pn-p\n-pj Pn-{j+\)\p-\
i-1
n-p
~  Pn—p\n-p Pn-l|lp-1 + 2 Pn-p\n-p-j
=1
P*-U+\)\p-I
n-p
= 2 A"-Pl(»-P)-J n-U+)\p~\
analogamente
Pn\p — Pn—p\n—p-1 Pn—\\p +
+ -Pn-p|n-p-1  Pn-\p-l + f\»-2|p-2
P-1
Pn-p|n-p-12 pn-\ip—i HT Pn-p|o
P 1
2 'n-l-i\p-i~r Pn-p-I |0
i=0

—  Pn-p\n-p-I 2 \p-i

16 — As relacBes dos paradgrafos 14 e 15
mantém-se, quando P,,\. perde o significado



10

inicial, designando simplesmente a fraccéo
n!//[>' = P, |, com p~"n inteiro positivo.
17 — Se nas permutacdes de n elementos,
com o elemento b repetido p vezes, fizer-
mos  a,+i = a 2" eee—"'p ¢ obtemos
as permutacBes de n elementos, dos quais
p sdo iguais entre si, e outros q tambhém
iguais entre si.

Representaremos o nUmero destas per-
mutacGes por P\p,q e uma delas por P\.

Claro que as P\, se obtém das P,,\
como estas se obtiveram de P,,, com des-
prezo das permutacdes dos g elementos
iguais ac. Consequentemente

P _ PN n\
[ e
com y-rj\;ii
18 — Analogamente no caso de C conter
mais algum subconjunto de elementos iguais.

19 — Propriedadesde P,|.,q

a) E imediato que os indices p e g sdo
permutaveis

Wi~ P*11,p

b) Fo6rmulas de recorréncia nos indices

1\ n P*\p TPt-lp P
gl a\
—  Pnpl
»lv
" = — Pnlo-

0 PRI — -«

- pge-
3) P*\p,q = — P-l, -l

pq
P.lp An-Hp-l-r- Pn-pl«-p-1I fii-llp

) * nlp,9 — —

— Pn-I|p-1,9 + Pn-p\n-p-\ Pn-\\p,q

GAZETA DE MATEMATICA

d) Os resultados anteriores mantém-se
para quaisquer inteiros p e g, e quando se
permutam o /> e o g, nos simbolos em que
eles aparecem.

€) A expressdo da propriedade c) pode
obter-se da Ultima expressdo do paragrafo 14,
substituindo e, |.. P, _1|,_i € P, -i|. respec-
tivamente por p.\p.q, Pnlpig 6 P._H, .

Consequentemente, segundo o paragrafo 15

n-p
PN\D.g TM 2 ./\>II_PI(»_P)_J SAM.0 + Dlp'l,«
>=0

’\J»|P,T’ Pn-p|n-,—|2"n-I-JIP—j,q
i-0

20 — Suponhamos que C é a reunido de
dois subconjuntos disjuntos: C\, com /?
elementos aa; e C,, com n—p elementos
bb . Diz-se que C é a sofita directa dos sub-
conjuntos Ci e C,.

O numero das permutagbes dos elementos
de C é

n\

pn —p!

21 Combinacbes de n elementos

Vejamos como se formam estas permuta-
cdes dos elementos de C. Considerados os
n lugares que terdo de ocupar os elementos
de C, precisamos apenas de escolher p
lugares para os elementos aa; os lugares
para os elementos bb ficam automaticamente
determinados.

Assim e ,\..n-. indica o nimero de manei-
ras por que é possivel escolher p lugares
de entre n disponiveis, ou nimero de sub-
conjuntos de p elementos, que é possivel
definir num conjunto de n elementos, visto
que cada lugar corresponde a um elemento
do conjunto C e a escolha de p lugares
determina um subconjunto de p elementos.
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Chamaremos a estes subconjuntos de p
elementos combinagdes dos n  elemer, tos,
pa p.

22 —Dum modo geral, para um conjunto
C, de w elementos distintos, a determi-
nacdo dum subconjunto de p elementos
consiste em classificar cada elemento de C
em elemento a—p precisamente — ou ele-
mento b —en—p ao todo. Esta classifi-
cacdo é afina] a definicdo duma funcdo f em
C com dois valores a e b

\a,b\

Precisamente porque é a dois valores
chamar-lhe-emos uma dicotomia.

23 — Qualquer dicotomia determina uma
biparticho de C, isto é, dois subconjuntos
E, = \sC\f(x) = a\

E.=\xsC\f{X) = b\

complementares,
e E, °E, = 0.

ou tais que E, + E, —C

24 — As dicotomias de C, que determinam a
biparticdo de C num subconjunto de p
elementos e noutro de n—p elementos, sdo
tantas quantos os subconjuntos de p ele-
mentos, portanto e\, -,
25 — Dum modo geral chamaremos parti¢do
de ordem K de C os subconjuntos E,, E,.- -
see E,  tais que

Ei + E, + ... +E= C

Ei-Ej —O com i,j=\,2, e k e i=fg.

26 —O0 numero de particdes dé ordem k de

C, com E, de p, elementos, E, de p,
elementos, e+ ,E, de p, elementos, ¢€
'M\P,, P, com p., + p. + ..o+ p ., = n.

27 — Cada particdo de ordem k de C é
determinada por uma classificagdo multino-
minal em k categorias dos elementos de C.

u

ASSIM  prp.p,...p com p, A-p, + e +
4-p. = n é ainda o nimero de classificacdes
desta natureza dos elementos de C que €
possivel definir, e que conduzem a particGes
de ordem k nas condigfes indicadas.

28 — Dum modo geral uma dada particdo
de C pode ser determinada por mais de uma
classificacdo dos elementos de C. Por
exemplo, as classificacdes /: C—j1,2,3, 4]
Na, b) talque /(1)=/(2) =a e /(3) =
=/(4) =6, e fiC-|i,2,B,4]|-*(a,&)
tal que g(1) = g =begB). g4 =a
conduzem a mesma particdo E, —j1,2| e
£,=13,4].

29 — Representaremos 0 numero de combi-

nacdes de n elementos, p a p, ou o ndmero

de subconjuntos de p elementos dum con-

junto de n elementos, por (£) com p X n.
Assim

/n\ T
V») ** Rn Ilp.n—p~ ~ ] X,
o p!(m—p)!

com p ~ n.
30 = Propriedades de (?)

«) P)  *p, - -

Evidentemente cada subconjunto de p
elementos determina um subconjunto comple-
mentar de n—p elementos. Sdo tantos de
uns como de outros.

b) Seja C= C,+ x, com i? um sub-
conjunto de n—1 elementos diferentes de
X. Entdo, qualquer subconjunto de C, com
p elementos é um subconjunto de p ele-
mentos de C, em que nédo entra o elemento
X. O numero de subconjuntos de p ele-
mentos de C, é ("p')e também este o
nimero de subconjuntos de C, de p ele-
mentos, que ndo contém um dado elemento x.

O numero de subconjuntos, de p elemen-
tos, de C, em que figura o elemento X,

In—P,p - (n-p) -
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€ 0 numero de subconjuntos de C\ com
P — 1 elementos, isto é,

c) Obtém-se férmulas de recorréncia nos
indices, fazendo no paragrafo 19 q — n—p
e as transformacdes necessarias para obter

um indice, a esquerda, igual a soma dos
indices, a direita
1) P ~ - Pn-\\p,n-p
1
1-1|p,n-P-I
« b Ip.n
n [—
n-ljp,n-p-I

%
11
Com a interpretacdo facil: (""p’)é o
nimero de subconjuntos de p elementos em
ndo entra o elemento #@; n("p’) é o numero
de vezes em que os n elementos ndo figuram
nos subconjuntos de p elementos. Para obter
um subconjunto de p elementos é preciso
que nele ndo figurem n—p dos elementos

Two classroom
by J. J.

1. The computation of me Vandermonde
determinant.

Let
A, («l, 1 1 o 1
ar, e X
*? 4 ®
n-l n-1
a?2
We have
(1) A @ ,a?) = ar,—x, .

The computation of A,@?, , *** ,a?,) along
the last column by the LarLacE rule shows

notes on
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dados. Serd entdo gy ('J) o ndmero de

subconjuntos de p elementos.

(P) — ~ Pn Ip-1,n-p

2)

* Pn-I\p-I n

(n-\\

Quer dizer: n-«( ] d& o nimero de

vezes que os n elementos figuram nos sub-
conjuntos de p elementos. Para obter um
subconjunto de p elementos é preciso uti-
lizar p dessas figuragdes e serd —[* "\

P \p— 1/
0 nimero de subconjuntos de p elementos.

(Continua)

algebra

Dionisio
that it is a polynomial in x, of degree n—1,
Its roots are a?j, X, , * **, a?,_i. Hence

Aﬂ (a;ll e
(2) A”_l (arn oo !Xn'{)

VX)) =

(X, — xi).

If we suppose that

A, @&, ,e*c,an, )= TIX — X))

then from (1) and (2) we infer that
A, (x, , oo, a) = \]J(Xi —X,) .
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2. A rule for solying systems of linear
equations.

The following result is easily proved.

THEOREM. Let

A="a, aja e°- a, ~

‘21 '22 '2n

a,\ a,2 eee a_

be an mX n matrix with elements in a
field & By elementary row operations and
interchange  of columns it can be reduced to

the matrix (over &)

B= 1 0 ..0 1 r+1 lr +2 o * biy,
1.0 f2,r+1 *2.r+2 " + b.,
0«-1 br,r+l t>r,r+ 2 « b,
0 ..0 0 0 . 0

0 0.0 0 0 « 0

where r~ min \m,n| is the rank of A.

Now consider the system of linear equa-
tions over 9

«M * i+ seeet «t»Fne'e <||
3
@) a, Ix, + eee+ ax, = d,
or, in matrix notation,
AX= D
where
A - Jati\, X = ~d-
A
Write the matrix
reduce A to the above form B, allowing,

however, the elementary row operations act

on D as well. (The incerchange of columns 1
to r must be accompanied by corresponding
interchange of variables). Let the result be
the matrix

B> — [B\ D]
where

D' = ~d\

The system (3) is solvable if and onlyif
r=mor, ifr<m,

0

It is easily seen that the homogeneous
linear system associated to (3), that is, in
matrix notation, AX = 0, has the v—n—r
linearly independent solutions

X — b, r+\ , X% -= *l,r+2
— br,r+l — I>r,r+2
1 0
0 1
0 0
)(V =
b,
0
0
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Moreover, any solution of AX=*0
X -
X,
is a linear combination of x.,---, xv with
coefficients
KI = xr +\, " k = X.

v n

Hence, the general solution of (3) is

XX + kX, + + k,X.

0

MOVIMENTO
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where K\ ,.«ee, K,
of 9.

Of course, the method allows as well the
construction of the null space of a linear
transformation of nullity v.

For comparison with other
see [1].

are arbitrary elements

methods,

REFERENCE

[1] KURT BINO, A construction oj the null space of a
linear  transformation, The Amer. Math. Monthly,
67 (1960).
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DO INSTITUTO DE ALTA CULTURA

Este seminario, dirigido pelo Doutor A.CESARDE
FREITAS, no intuito de colaborar activamente no
eBlorco necessario, no dominio cientifico e técnico-
-industrial, para equiparar o Pais a outros mais
adiantados, organizou um programa de publicacdes
e pequenos cursos, feitos por especialistas, com o fim
de tratar de assuntos de aplicacdo imediata eque
ndo sejam correntemente estudados nascadeiras das
nossas Universidades. A primeira publicacdo da
autoria do Doutor A. CESAR DEFREITAS
Célculos com nOmeros aproximados, e é uma exposi¢do
de iniciacdo ao assunto.

intitula-se

Dos cursos projectados o primeiro, que se realizaré
nos fins do corrente ano, tratara de Métodos de reso-

NOTICIARIO

Conselho Nacional de Pesquizas — O Prof. LEO-
POLDO NACHBIN, do IMPA, Rio de Janeiro, foi nomeado
membro do Conselho Deliberativo do Conselho Na-
cional de Pesquizas, de que é director o Dr.LELIO
I. GAMA

J. C. Morgado Jor. — A Universidade do Recife
contratou, em 19KO0, 0 matematico portugués Prof.
JOSE CARDOSO MORGADO JUNIOR.

Escola Politécnica da Paraiba, Campina Grande
— Nos dias 16 e 17 de Dezembro de 1959, o Prof.

lugdo deequagdes comderivadas  parciais  (com  especial
referéncia, aos métodos numéricos) e as licbes serdo
feita pelos Doutores A. CESAS DE FREITAS e F. R»
DIAS AGUDO.

As ligdes que interessam a matematicos, fisicos e
engenheiros podem serseguidos por quem conheg¢a a
matéria versada em qualquer curso de calculo infini-
tesimal das Universidades portuguesas.

Os interessados devem fazer a suainscricdo (gra-
tuita) por meio de carta dirigida ao Seminéario, para
a Faeuldade de Ciéncias de Lisboa. Osincritosaté
meados de Outubro serdo informados directamente
sobre o programa e horéarios dasligdes.

BRASILEIRO DE MATEMATICA

MANUEL ZALUAB NUNES, da Universidade do Recife,
realizou duas conferéncias intituladas «OEnsino do
CéalLculo Numérico nasEscolas de Engenharia».

Cursos — Instituto de Fisica e Matematica, Univer-
sidade do Recife — Estdo sendo ministrados os se-
guintes cursos:

1) «Algebra Moderna», pelo Prof. JOSE C. MORGADO:
grupos, anéis e polinémios.

2) «Teoria Espectral das Algebras NormadaB»,
pelo Prof. A. PEREIRA GOMES : representacdo de Gel-
fand e aplicacdo & teoria espectral.
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3) «Calculo das probabilidades e Estatistica Mate-
matica», pelo Prof. MANUEL ZALUAR NUNES: noc¢des de
probabilidades e estimacédo estatistica.

4) «Algebra Linear», pelo Prof. ROBERTO RAMALHO
DE AZEVEDO: curso solicitado pela Comissdo de Desen-
volvimento Econémico de Pernambuco (CODEPE).

5) «Analise Funcional», pelo Prof. JONIO LEMOS:
espagos métricos normados, aplicacoes.

Professores estrangeiros —Foi contratado, pela
IMPA, por um periodo de 6 meses o Prof. STEPHEN
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SMALE, da Universidade da Califérnia, Berkeley, USA,
que realiza um curso intitulado «Diferential Topo-
logy»: teoremas de imersdo, librados vectoriais,
eobordismo.

O Dr.Anténio A.Monteiro, do Centro Brasileiro
de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro e da Universi-
dade Nacional dei Sur, Bahia Blanca, Argentina, fez
na IMPA uma conferéncia intitulada: Matrizes carac-
teristicas de MORGAN para o Céalculo Proposicional.

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES

MATEMATICAS

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS —Exame Final —
Epoca de Julho - (2.» chamada) - 18-7-1959.

5163 —Determine f(x,y)=0 por forma que a

quadrica x\ + x% -t x\ + x$ + 2xx, —2xx, +
+ 21,3+ 2XX, X + 2(K—1)X X, 4% X,, ao
descrever P(X,Y) acurva f(x,y)=>0, se decom-
ponha exactamente em quatro quadrados.
Apresente nesse caso a decomposicéo.
B
w12 X] X .
X1 10 -1 0 1 f, = X._.3+X
2 00 1 0 X
vy o101 1 0 Y-1
x* 00 0 1 -2
s 1 X Y-1 2 1
P, X, 5
01 0 X
a 12 0
, 0 0 1 -2 2X,
X Y —2 0

X5

DE FREQUENCIA E FINAIS
GERAIS
*2 *3 *5
. 0O 1 X
vy 1 2 Y
xs X \% —4
*2
X, -1 2X - Y -))U——XZ+
x, 2X-Y -8-yx *(@2X-Y)X

Para que a quadrica se decomponha exactamente em
quatro quadrados terd deser —1 I X —Y =e
2X-Y -8-Y2
= 8- 4X2f4XY =0 eportanto f(x,y)= 2Xxy-
—2x"+4 = 0. A decomposicdo em quadrados i
(X, —X, + x)2 + (X, - 2x)2 + (X, + xj+ Yx,)2
- [x.+ 2X - Y)X.p.

5164 — Dados os planos

«1= 2x— Yy+z=0
ir,= 2. + y + z—0
M= —2X+4y—z=0
774= 2 x — 3jl + z= 0

determine as solugdes independentes do sistema, bem
como a solucdo geral.
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Aproveite o resultado para calcular os cosenos
directores da recta definida por itj e

R :  Como facilmente se reconhece, a caracteristica de
é igual a 2 e portanto o0 grau de

2 1 1
2 1 1
-2 4 -1
2 3 1

indeterminacdo do sistema proposto € 1. Existe pois
uma solucdo independente e qualquer outra é propor-

2 —1
cional. Tomando A = ~ |
principal, ser& z a incégnita secundaria e fazendo

= 4 para determinante

z = 1, por exemplo, obtém-se a solugdo independente
—,0,1" easolugdo geral { —,0,
X 3
Devido a proporcionalidade, —= -

e por conseguinte os parametros directores da recta

1
definida pot irje sdao h = — k=0, 1= 1.
Os cosenos directores obtém-se pelas formas cos a,3jY=
h,k,1 1
*— — que dao cos « = — —T=F cos = 0,

5165 — Considere a funcdo /(x) = x log (1 +» Xx).
0) Desenvolva / (x) era poténcias de x — i.
b) Calcule Pf(x) .

c) Determine /"' (x) .
R : a) Fazendo

L--~(-\y~vem log (2+) =

X —1=1t, como log(2+ t) =

2+t

<nte
= log2 + 0 2(- (» + 1)2»+'

(I+t)iog (24) =% (2 +t) + tlog (2 + t) -iogr2+-
00 n-M

* 2(_i)*(n + 1) 2" *tleg2 &

A n+2
+2(-1r nmap2 T2

flog 21) (x1). 2 ("D-T AT A -

GAZETA DE MATEMATICA

b) PF(x)-|~(l + i)-ipn--
x2 1 / 1\
= to,(l. x)-_p(x-1. ) =
- % @+ X) - M-+ -i-- —kvix+ 1)+ C
c) P(X)=log(l +x) + log (1 + x) +
1+
+ 1
X+ 1
1 1
oo = ;1+x+(1+x)|'
" _ 1 2
Pr 0 = @+ x2 (1+ X«
. B 2 6
2002 s Tt 0
e D (n-2) 0 (A1) - (0 —1)!
O dwg=T T pasp (0230

I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final «
Epoca de Outubro - 13-10-1959

5166 — Considere a quadrica / = X* A X, com

2 -1 -1"
r > 1 e a transformacdo X = BY,
4-1 -1 2-11,
L-1 -1 1 2J1 1
V2 V"6
B 1 1 1
com -
w2 J/a »3
2 1
O-
\j6 V3 _

a) Mostre que a transformacédo é ortogonal.

b) Apresente a quadrica g = F* C Y, resultante
daquela transformacdo. Aproveite-a para apresentar
a decomposicdo de /(xi,x,,X3) em quadrados. Classi-
fique a quadrica /(xj,x,,3%) .

R :a) A transformacdo & ortogonal porque a ma-
triz B e ortogonal. Com efeito,

(*)'e (E)"s (TT)"-
(-7*) (>)" -



1\ 1\ L 1 1 1
Val \ «alJ’ vie v/’ vi3 V3 -~
i i 2\ 1 1

7*'0' 7* .
1 1/ 2\ 1 1

S l2me e 16,130, 13
b) Fazendo a transformagdo X =BY a quadrica

f —X*A X transforma-se na quadrica equivalente
g=(BY)* ABY=Y*B*ABY, isto § C=B*AB =
38 01
0 30
00 o0j Portanto g 3y*+ 3yf e, como
1
2 (xi —x,)
1
B-' X = B* X Xj + Xj— 2X,
/G (x] i )
,1 xi f X, +x,)
j/3
yi (- x)
1 3
yz - /=g (Xi + X,- 2xj) e f= — (., -x)2 +
1
yl - (x' +** 4+ .35

H (xj-f-x,—2x,)’. A quadrica f(xj,xj,xj) €
2

definida  positiva.
I

5167 —1) Desenvolva em série de MAC LAURIN a

funcdo f(x)= indicando o intervalo em

- X
VL + x
que é valido o desenvolvimento.

Calcule em termos finitos P f (x) .

1

2) Dada a funcdo y = a*, indique o seu domi-
nio, deflna-a em x = 0 por forma que fique continua
a direita nesse ponto, calcule y',(0), determine os
extremos e intervalos de monotonia.

R: 1) fX - VIl + x = (1- xX)(1+x)-Te
r ~, 1.3 -(2n-1) ™
“(i-x)|_i.2(-i)"-~r,—x"d =
3 1)
R N

| 1.3-.(2n-1)

rx 2-4-.2n 1--0+
1.3.-.(2n- 3)(4n - 1) I
<
2 4--2n x", para |x|<lI.

17

Pf (x)= P-\//I +x =2v/l + x-PV/I + X

ylrr

A primitiva de porfe calcular-se  fazendo
ir
. -1
1 4 x= 1t . Assimi P = 2P ot =
of t/r
= 2-3 2t=3vi(l + X)'—2V/1 + x e enfdo vem

Pf(x) = 4v/l + x- —gv/(l +xX)»+ C.

loa x
2) Comoy=e~IT, odominio i visivelmente (0, + 00).
Dado que Um y = 0, terd deser v (0)=0 para que
x-M-0
a funcdo fique continua a direita em x= 0.

(0= Um'~-1- - Um, ~ «- n,, [4"" - 0.
y.©) X240 X (f°gx

€ x

Como y' = e log x (1—log x) ,

y'> 0 em (O,e)\if'*"Oerﬁ*xz eey'<0 em (e,+ 00)
e portanto y (x) cresce em (0,e) atinge um maximo
em X = e e decresce em (e, + 0o). Claro que x= 0
i minimizonte de y (x).

5168 — Certa funcdo y = p(x) é definida implici-
tamente pela equacdo y"+ x"+ &-=0. Dada a recta
ax+6y=c (a,i e c parametros), determine a
condigdo para que ela seja tangente a y = f ().

Forme o sistema constituido pela equacdo que
exprime essa condicdo e pela recta dada, resolva-o
em ordem a x e y por forma a obter x*-gi (a, b,c)

2= >bi’) e mostre que estas duas funcdes
sdo homogéneas de grau zero.

R : A condicdo e que d_y = 4
dx b » ( I
x\ "t a
0 sis'ema 7/ *h
ax + by = ¢

i equivalente a

y \'b/ e utilizando, por exemplo, o método de
axfby=c¢c

substituicdo, obtem-se :
c c
e y= —-——m , funcdes
I\_n o

b (-
cwe sdo, visivelmente, homogéneas de grau zero.

SolugSes de Fernando de Jesus
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I.S. C.E F. — MATEMATICAS GERAIS —Exame final
- Epoca de milicianos — 12/12/1959.

5169 — Estude o sistema

X+2y +z—u=
X—y +z+u
2X +y +2+ti=0
ax—y —z—Ili—f

|
[eJe]

para os diferentes valores de a,p e f, utilizando a
teoria dos determinantes. Refira-se em pormenor ao
caso da homogeneidade.

R: 1 2 1 -1 — i 2 11 =
1 —1 1 1 -1 11
2 1 1 A 2 111
a -1 -1 -1 2+» 0 0 0
= (2+«) 2 1 -1 - —4(2 +a).
-1 1 1
11 1
Se a — 2 o islema épossivel determinado para
quaisquer  valores de P« r: em particular, com

6= Y =0 o sistema ¢é homogéneo e admite apenas a
solucdo nula.

Se -2, 2 1 ¥=o0,
101
1 1
tema € possivel indeterminado  (grau T)

1 2 1 3 = 0, oque acontece com qual-

1.1 1 o quer pei =0;em particular,

9 N 1 o Som B=Y = 0 osistema ¢ ho-

mogéneo e indeterminado do

2 —1 -1 Y grau 1,apresentando  portanto
solugbes  proporcionais.

O sistema ser4 impossivel com a 2, .,~o0e

P qualquer.
1
5170 — 1) Estude a fungio y - ;(*>0) .

1+r
2) Calcule Plog®x.

R: 1) Dominio (—oo0, + 00). Intersecta O eixo

dos yy noponto (0,k). Como y =k & >0.
(1+e-)

a fnngdo € sempre crescente, y' e

(1 +e-")

GAZETA PE MATEMATICA

e portanto a concavidade estd voltada para cima em
(— co,0) epara baixo em (0, + oo), havendo uma

inflexdo no ponto ((0.—]. Como HmMmy==£e
\ 2/ X-.+00
ZT0 x= 0, a curva possui as assintotas y <=0 e
y=K.
i
2) P Z0<rx = Xlog<s-x —2 P x = Xe — =
= Z20<fx —2 "X Zps-Pi"J =
= xlog x —2xZpx 4 2x +C.
11
. X 4y’
5171—Dadaa fungdo f(x,y) — xy resolva os

seguintes problemas :
a) Mostre que é homogénea e escreva-a na forma
g Calcule g""j, J.(£) ed\() e mos-

tre que estas funcdes ainda sdo homogéneas.
ft) Calcule a derivada de (f,xy) sobre acurva

IX—t + 1

i:y: (e - 1.

c) Acequagdo f(x,y)— 2= 0 pode definir impli-
citamente uma fung¢do y (X) na vizinhanca de
P(l,1)? Porqué?

R: o) f(tx,ty) =t°f(x,y) eportanto a fungdo

X y
i homogénea de grau 0. f(x ,y) = 1 e portanto
y .
/y\ X?
g (— 1= H1, funcdo homogénea de grau O :

\*/ v
"UL oyt
funcdes homogéneas de grau =— 1.
|l —)= h— , ambas
\ x/ X* X

dtT (Ix'dt <)y'dt'\y X/t

e) A equagdo ésatisfeita em P (1,1) mas f (1,1)=0
e portanto n&do pode definir uma funcdo  implicitamente
na vizinhanca desse ponto.

Fernando de Jesus



GAZETA DE MATEMATICA

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS — 1° exame de
frequéncia ordinario — 7-3-1960.

5172 —1) Determine os pontos de acumulacao,
pontos fronteiros e limites de WEIERSTHASS do conjunto

(-A [-AA °(I’I’I')}*—l»‘«->' oeen .
junto é fechado? Porqué?

Dispondo os elementos do conjunto em sucessao,
determine os seus limites maximo e minimo e mostre
gque ha uma infinidade de elementos inferioresao
limite minimo. Poderd existir alguma sucessdo em
que baja uma infinidade de elementos inferiores a um

nimero menor do que o limite minimo? Porqué?
2) Prove que, tendendo x,.,—X, para K,tam-

X5 - x
bém n—tende para K. Qual o limite da sucessao

R: 1) Pontos de acumulagio : O e 2.

Pontos fronteiros: j O, - )" —1, ("N >*}

O conjunto nao é fechado porque oponto de acumu-
lacdo 2 n&o pertence ao conjunto.

2) O teorema do limite da média aritmética da

N+ \H +
2/ 3/
’

imediatamente  Um —[~2-r (i H
=00 Nj|_ \

+(D)]'-Ti(4)-

5173 —1) Deduza o 1." critério de CAUCHY e
diga como o aplica aoestudo dasséries de poténcias.
Supondo que a série CD)"'n» > 0) é abso-
lutamente convergente, qual € omaximo intervalo de

convergéncia absoluta para a série 2 « "' *°*
uniforme a convergéncia ? Porqué?
Diga em que condi¢bes ointervalo indicado coin-

cide como intervalo de convergéncia absoluta de
xin

W

2) Determine pela regra de CAUCHY O quadrado
da série >j x" eindique a sua soma.

R: 2) (2 x")y)=2 """
1

i“> Pt <l

tem a soma

19

5174 —1) Estude a continuidade da funcéo
1 +x(x<0)
"1 (x =0)

X* (x> 0),
/(+ 0) e/(—O) eaoscilacdo para x= 0.

I (x) = calcule os limites laterais

2) Enuncie e demonstre o teorema de LAGRANGE
para as fungOes regulares. Pode aplicar-se esta pro-
posicdo a ¢(x)=*I/x* em (—1,1)? Porqué?

R: 1) A funcéo
excepto para X =0 .
f(+0)=0 ef(—0) =1

w (0) =7(0) - (0) =2 -1 1

é continua em (—oo, -f-00)

2) A proposicdo ndo sepode aplicar a 9(x) em
(— 1,1) porque esta funcdo n&o éregular nesse inter-
valo Embora seja continua, < (x) tem deiivada infinita
de duplo sinal em x= 0.

I. S. C. E. F.—MATEMATICAS GERAIS — I."
frequéncia extraordinario — 2-4-1960.

exame de

5175 — Prove que ponto de acumulacdo do conjunto
dos termos de uma sucessdo € limite de subsucessdes.
Supondo que umasucessdo temuma infinidade de
sublimités, mostre que o conjunto destes é fechado.

1 .
lcule lim—%YI .
Calcule »_I*TQ - y logn
log(n +1) n"

= lim
logn n>00

R : Comolim
n»00 (ri + 1)»+

» O, vem hm —y’logn 0.
n+1 n-»00 N

5176 —1) Mostre que umacondi¢do necessaria
de convergéncia de umasérie é dada pela evanes-
céncia do termo geral.

Defina série absolutamente convergente e enuncie
as suas propriedades fundamentais.

Determine os valores de X para osquais a série

2 n & \ & absolutamente convergente.
X —aj

2) Como estuda a natureza de um produto
infinito de termos positivos ? Indique os valores
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de a para OBquais o produto D (In ) é con-
vergente.
1
R: 1) Como hm 1/ n
n--oo vy Ix—a Ix- al

a série dada serd absolutamente convergente para o0s
valores de x tais que |x —a|>1 oux>-a41le
X< a—1.

2) O produto serd convergente quando =2 °fr>
0 que acontece com a> 1.

5177 —1) Supondo que tP'(x)> 0 em (a, 6),
prove que f (x) é crescente nesse intervalo.

2) Considere as fungdes * (y) e /(x). Supondo
que *'(6) é finita (b—/(a)) e /(x) é continua
era x = a, proveque f (x) = *[/(x)J écontinna
era X = a. A mesma hip6tese garante a existéncia
de F'(a)? Porqué?

3) Calcule P arc sec x.

1

R: 3) Parcsec x = x arcsec X —P ¢c/x-1

= X arcsec X —arch )gozhcco:e's de Feruando de Jesus

F. C. li — MATEMATICAS GERAIS — 2° exame de fre-
guéncia —(Licenciaturas em Ciéncias Biolégicas
e Geolbgicas) - 1959-60.

X4 1
5178 — Estude a curva y-

5179 — Demonstre e interprete geometricamente o
teorema de LAGRANGE. Serd o tnorema aplicavel a

funcdo y = V*' no intervalo [—8,8]? Porqué?
5180 — Determine lim ——
3->-7r-0 V« —2C

5181— Primitive a) cosa X esen’ X;
1 X' —X 41
X*4-2x*4- 1" N Xx,- 3xX+ 2"

6) x‘e*4

5182 —Determine a area limitada pela parabola
y=2—x"earecta 1/41= 0.

Enunciados do Dr. Dias Agudo

GAZETA DE MATEMATICA

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — Exame de frequén-
cia - 1959-60.

5183 —a) Discutir o seguinte sistema

ax+y+z—i
+2z=Db
X4y d-az= ¢’

x-t-ay

X4dy+z=1
e reeolvé-lo quando possivel.

6) Indicar em cada um dos casos a posicdo rela-
tiva dos planos representados pelas quatro equagdes.

5184 —Dada a relacdo «w—2ts 4-4, com
z = X\-ly e Uui— Uu-j-iv, determine o lugar das
imagens de w no plano de AHGAND quando

a) .(z)<2; b).(*)<2 e 7(»)>|fi(«)]

5185 — Considerando os vectores u= 2/ 4-J e
vmmal4 bJ 4-2 A", supostos aplicados no ponto
B (0,1,2), determine a e b de modo que w seja
perpendicular a « e o ponto A (1,2,3) esteja a uma
distancia igual a 1 do plano definido por u e v (ei-
Xos rectangulares).

-
5186 — Considerando a matriz A trl]
_— |

a) Determine 3 vectores préprios ti,f2,«3 de
mddulo igual a 1 (eixos triortogonais).

6) Calcule os angulos («,, «,) {i=f=j). Seria de
prever o resultado? Porqué?

c) Designando por V, a matriz coluna constituida
pelas coordenadas de o(i = 1,2 ,3), determine a
matriz inversa de T = [FjF2F.].

rf) Com X=|xil/l2| determine X*A X e indi-
que, em que se transforma esta expressdo quando se
faz a substituicdo X = T X".

e) O que representa geometricamente cada uma
das equagles X* V,= 0 e a que se reduz cada uma
delas por meio da transformagdo anterior?

Enunciados do Dr. Dias Agudo

I.S T. —MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
1959-60. (Algumas questdes).

Ponro 1

5187 — Dada a quadrica 3x°-8xy + 3y’—
5s°4 5- 0.



GAZETA DE MATEMATICA

a) Determine o plano diametral conjugado com a
recta de equagdes x =y, z= 0. Trata-se de algum
plano diametral particular? Justifique a resposta.

b) Deduza uma equacdo candnica e classifique a
quéadrica.

5188 — Pretende-se construir um silo de volume
dado V com a forma de um cilindro terminado por
um hemisfério na parte superior. Cada metro qua-
drado de construcdo custa para o hemisfério o dobro
do que custa para o cilindro. Determinar as dimensdes
do silo por forma a tornar minimo o custo da cons-
trugao.

com x = aretgi,
d'm
dt -’

5189 — Dada a fungéo e'ww

y=v/r+Tir | z= Calcular gdtw e
5190 —Em determinados problemas de Resistén-
cia de Materiais intervém as grandezas M (x) (mo-
mento flector) e T (X) (espago transverso) relaciona-
dMm
das por T(x) =
dx
Considere uma viga assente no eixo 01 de um
sistema de referéncia X OY com o0s extremos em
(0,0) e (1,0) e suponha que para ela se tem

egb para 0< x<[a

T(x) =<‘?qb—q(x—a) para a< x< a+ 6

1
gb para a+ b< x<Ml (a,b,1,q
constantes positivas).

Determine a correspondente fungdo M (x) sabendo
que M (0) = 0 e estude a variagdo de M (x) noin-
tervalo (0,1) .

Ponto 2

5191 —Dado o plano M= X+ Z+ 1= 0 ea recta
r= x=y =z, determine:

a) Os planos que passam por r e formam com rr
um angulo de 60".

6) Os planos paralelos a - que cortam a esfera
X Ty + 7z =25 segundo uma circunferéncia de
raio 4.

5192 — Determine o lugar geométrico dos pontos
equidistantes do plano x +y +z=1 edo ponto
P (1,1,1). Como se chama a superficie obtida?

5193 —Dada a fungdo u=f(r) com r —\ix"' +y",
au _ du 1 1 du

mostre que —.
au dx’ J’\yz dr- r dr
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5194 — Em que teoremas se baseia para concluir
gue uma funcdo continua transforma um intervalo
fechado noutro intervalo fechado?

Sejam m e M o minimo e o maximo da funcgédo
continua f (X) no intervalo [a, b]. Mostre que

m@®—o)™ y*/(x)dx”™ M((b —a) e conclua dai
gue existe pelo menos um ponto \ em [a, 6] tal que

6- 0
Interprete geometricamente esta propriedade.
Exprimindo J f(x)dx em termos de uma primi-

tiva de /(x) que teorema obtém? Justifique.

Enunciados do Dr. Dias Agudo

F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — 1" exame de fre-
guéncia - 1960.

5195 —1) Prove que, sendo iguais todos os sub-
limités de uma sucessdo, esta tem limite.

5196 - 2) Estude a natureza da série

1 1
«i - Y («l + az) + -g ("1 +°2 + 3> — oee
supondo que a, decresce para zero.

5197 —3) Intervalo de convergéncia e comporta-
mento nos extremos deste para a série

" 2.5. e . (SN - 1)

2t YR — - 2

5198 —4) Discuta a natureza do produto infinito
D (1-
I
5199 —5) Calcule no ponto x =0 os
laterais e as derivadas laterais da fungéo

«,,) e

limites

f e"™ para x< 0
V2 —(@®@—1j* para x> 0

5200 —6) Seja F umconjunto fechado e A um
conjunto aberto contidoem F. Prove que é fechado
0 conjunto dos elementos de nao pertencentes
a A.

ao

5201 —7) Designe ‘n (*) """ série unifor-
C

memente convergente em cada ponto de X limitado

e fechado Mostre que ela converge uniformemente

em X
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F. C.L.— MATEMATICAS GEHAIH —2."" exame de fre-
quéncia —i960.

5202 —1) Considere a funcéo
2X+ X*
I(*) = xi - a4

a) Calcule as assintotas

b) Prove que admite quatro extremos locais e in-
digue anatureza de cada

c) Prove que admite um e um s6 ponto de inflexdo

d) Faca otracado aproximado

«) Efectue a decomposi¢cdo em frac¢des simples e
calcule a éarea limitada pela curva e oeixo
dos xx.

f) Usando a mesma decomposicdo, calcule otermo
geral do desenvolvimento segundo as poténcias
de x eindique ointervalo de convergéncia

5203 —2) 0) Se /(x) tem segunda derivada
negativa ao longo do intervalo (a,b), que
dizer do sentido da concavidade da sua ima-
gem? Justifique

6) Em que condi¢cdes se pode integrar termo a
termo uma série de poténcias? Estabelega o
teorema em que baseia a resposta.

c) Suponha que as fungBes 9(11,v),
/ (x,y) tém derivadas deprimeira ordem nos
pontos (u,,!>0)i Yo e x,,=@® (uo,V,,), t/o-"H"")»
respectivamente. Imponha condigdes que asse-
gurem a existéncia das derivadas de primeira
ordem dacomposi¢do F (u,v)=/[p (u,v),  (v)]
no ponto («,,<3). D& as expressdes dessas
derivadas.

J. J. Dionisio

F. C. P.—MATIMATICAS GERAIS — 1.° exame de fre-
quéncia - 9-2-1960.
Ponto n.°2
5204 —1) Solucdo analitica e grafica do sistema

rifl,|=3
\Rz = 1lz

Nota: Rz e 1z indicam, respectivamente, a parte
real e a parte imaginaria de a.

2) Considere osistema (em X,y ,z)

X+ay +z=a
ax+ y+z—0

x +oy+a=fi

L) e

GAZETA DE MATEMATICA

determine umamatriz principal dosistema e escreva
(em cada caso) as matrizes caracteristicas corres-
pondentes.

3) Represente por Q o corpo dos nimeros racio-
nais e considere os polinémios 4= 2+ x+ X* e
B =1+ x*de Q[x];

a) exprima o maximo divisor comum de A e B
como combinagdo linear de A e B wusando o
algoritmo de EUCLIDES;

b) Bervindo-se exclusivamente dos célculos da
alinea a), decomponha em elementos simples de Q (x)

2
a fraccao
2+ x+x*)A+**)
Nota: A e B sdoirredutiveis sobre Q.

4) Considere o corpo assim definido:

E- 10,1,2,31;
2

4 0 1 3 ° 0 1 2 3
00 1 2 3 00 0 0 O
1 1 0 3 2 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 3 1
3 3 2 1 0 3 0 3 1 2

determine os polindmios dograu dois e normados de
E [Xx] irredutiveis (Bobre E) .

5) Considere um corpo E e emseguida ocon-
junto E [x] dos polindmios de coeficientesem £ ena
indeterminada x; supondo que (Aj), é umafami-
lia de ideais de E [x] talque dados dois (quaisquer)
elementos A, e Ap da familia existe um elemento

da familia A~/ tal que A, <z A~( e A"CzZAf, mostre
que U i umideal.
181
1
6) Considere a série de termo geral~~J=.
I/n

n—1,2,8,"-. Verifique que é divergente usando
o teorema de CAUCHY (é essencial mostrar previamente
a legitimidade da sua aplicacdo).

Nota: As questdes que deverd resolver sdo:

1,2,3,5 e 6 ou 1,2,4,5 e 6.

Resolug¢do do ponto n.° 2

1) a) Solucdo analitica: |Rz|= 3 significa
Rz =3 ou Rz=—3; logo assolugdes séo 3-I- 3i
e - 3—3i.
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b) Solucdo gréafica: A,B.

y
A
0
TU.-3J
B
2) A matriz do sistema ¢ €omo 0 seu
determinante é zero (1" e 3." linhas iguais), a sua

caracteristica €& 1 ou 2 (ha elementos diferentes de

zero); a submatriz  [a 1~|, relativa as duas pri-
meiras linhas e &s duas Ultimas colunas, tem determi-
nante tguat a a —1 e daqui, na hipotese a=j=1,
a submatriz referida é matriz principal e a matriz

caracteristica  correspondente e a 1 a'fle Ne caso

a 1 7.3
a = 1 poderd tomar-se a submatriz [1], relativa a
primeira linha e a primeira coluna, como matriz  prin-
cipal e as matrizes caracteristicas  correspondentes  s&o

3) a A- BQ 4R
B =R, Q.-|-R,

com Qj=1 R, =1 +x
com Q,=- l+x R,=2

logo, Rj= 2 é méaximo divisor comum de A e B;
como :
R =A-BQt e R, =B— B.Q,
teremos :
R.=B- (A—BQj))Q. =A(-Q)+B(1-+Q Q)

2= 2+x+x) 1—x)+ (1 + xx

2 2+ x+x) (1_x)+(1+ x2)x
b) 2+ x+ x*)(1-tx?) 2+ x+ x?) (1+x*
1. x
+ X -1- X* 1 + x:

4) Seja A-»a+bx+Xx'eE fx] irredutivel (sobre E);
como A ¢ de grau dois, dizer que é irredutivel e equi-
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valente a dizer que a/uncdo polinomial definida por A
toma em cada ponto de E um valor diferente de O.
a e b deverdo entdo ser determinados pelas condicoes :

A@© = a 0

A(l) = a-t-b + [=£0

A(2) = a+ b2 + 3="0

A (8) = a+ b3 + 27fcO.

Analisemos, a titulo de exemplo, ocaso a = 1. Da
segunda condi¢do, vem, entdo, b e=1 ou b= 2 ou
b = 3; pelos duas ultimas teremos que afastar o caso
b= 1; isto é opolindmio 1 -t bx + Xx* é irredutivel
quando e s6é quando b = 2 ou b = 3.

5) i) O polindbmio zero pertence a (J A,; pois o

lei
polindmio zero pertence a qualquer ideal;

ii) Se A6 UA e BeUA, entio A—Be (JA;
iel 1£1 lei

na verdade, existem entdo ael e Pel tais que AeAa

e BeAp e como existe fel tal que A,cA-y «
AjjcAy, A e B pertencem ao ideal A-f e daqui se
conclui que A —Be AfC UA,;
161
iii) se Ae U A|, qualquer que seja X eE][x],

AXeUA,j como AeUA, existe ael tal que
lei lei

AeA, ecomo A, éideal, AXeA,c UA,

iel

é este: ase

b) O teorema de CADCHT invocado

(*'n)n — 128 ... " uma sucessdo decrescente e de termos
ndo-negativos, pondo b, = 2'a,, i= 0,1, 2,ee¢, as
séries »j+ + 8j+ eee e b, +"i-r bj+ e»e sdo am-

bas convergentes ou ambas  divergentes».

Ora (—=\
X~An/n—1,2.5...,
ndo-negatxvos, logo o teorema e aplicavel.
1

é decrescente e de termos
A série de

termo geral b, =2, —7, i=0,1,2e¢¢, ia série

geométrica 1+ j/2" + (v/2~) + eee de razdo V2 ,

gue € divergente. A série de termo geral —=,
n

n=1,2,3,--., éportanto  divergente.

F. C P. — MATEMATICAS GEHAIS — 9-2-60.
Ponto n.° 3

5205 — 1) Solucdo grafica e analitica do sistema

i1skestggr\ —1
-1,
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Nota: Siz e 3z indicam, respectivamente, a parte
real e a parte imaginaria de z.

2) E dado o sistema (em x,y,2):

a+ y+ 2—2
2Xx — jl4- 2=2
ax + by + cz<=c;

condicione a, b e c, apresentando o resultado de
maneira simpleB, de modo que o sistema seja sollvel
e tenha mais que uma solucdo usando exclusivamente
o teorema de ROUCHE sob a formaem que intervém
directamente os determinantes das matrizes carac-
teristicas.

3) Represente por Q o corpo dos nimeros racio-
nais e considere os polinémios A e=1— x 4-x* e
B =14-2x4-x' de Qlas];

0) exprima o maximo divisor comum de A e B
como combinacdo linear de A e B usando o algo-
ritmo de EUCLIDES;

b) usando exclusivamente o método dos coeficien-
tes indeterminados, decomponha em elementos simples
., N . 64-8x4-13 x* 4-5 x°
de Q(x) a fracgdo:

14x)>(1- x4 Xx°)

Nota: 1 — x 4-x* é irredutivel sobre Q.

4) Considere o corpo assim definido:

E=10,1,2,3];

+ 0 1 2 31 0 1 2 3
00 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 0 3 2 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 3 1
3 3 2 1 0 3 0 3 1 2

a) Diga, justificando, se o polindmio 1 4-3x4-
4-3x*4-x* é ou ndo irredutivel (sobre E)\ caso
seja ndoirredutivel, factorize-o em factores normados
e irredutiveis (de E [x]);

6) determine o polinémio
muito de grau trés, tal que:

AeE\x], gquando

A@O-1A(1=2 A2 =3 A@) = 1.

5) Considere, por exemplo, o corpo dos ndmeros
complexos C, e no conjunto E dos subcorpos de C
a relacdo de ordem parcial ¢ (inclusdo de conjuntos).

GAZETA DE MATEMATICA

Mostre :

0) cada parte A (=f=0) de E é minorada e tem
infimo;

b) cada parte A (sj=0) de E é majorada e tem
supremo.

6) Aplicando o critério de D'ALEMBEBT a série :

1 1 1 1 1
2 2T3 2T3T4" ZNMTA 27344 -
+
23042 " 2ezegt
diga se é convergente ou divergente.

Nota : Designando por a,,nh= 1,2,¢e¢ 0 termo
de ordem de n, é:

a,,-«= 1/2""" 3»-« 4»-' n-1,2,...

a,, , = 1/2" 3"-" 4»-" «=1,2,-..
a,,, = 1/2» 3" A»-' n= 1,2, e
Observagdo: As questdes que deverd resolver sdo:

1,2,3,5 e 6 ou 1,2,4,5 e 6.

F. C. P. — MATEMATICAS GEBAIS — 1.° exame de fre-
quéncia —1959-1960.

Alguns enunciados doutros pontos

5206 — 1) Considere o conjunto Z dos nimeros
inteiros e as relacdes pea definidasem Z como se
indica:

x py significa X<y se |[X>\e»\y\
\xI< 1yl se WX\=t=\y\;
xay  significa |x|= |y \.

Mostre que p é uma relacdo de ordem total e a é
uma relacdo de equivaléncia.

relagbes de ordem parcial defini-
relacdes

2) Sejam pea
das no conjunto E 0 e considere as
e T, definidasem E deste modo:

x Tly significa xpy ou xay;

xrjj significa xpy e xoy.

Diga, justificando, se alguma das relagbes TJ e TJ
é de ordem parcial.

3) Considere a relagdo p definida no corpo dos
nimeros complexos como se indica:

(72<<S2'" se
Mz<Slz" se

3lz=*Mz'
Siz=t=Mz".

2 pB' significa
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Mostre que p é um relacdo de ordem total.

4) Estude, pelo teorema de CAUCHY e mostrando
a legitimidade da sua aplicacdo, a série de termo
geral

1
a,, N—1,2,3,¢¢, com aj=1 e a”_nlogn
para n —2,3, ¢
5) Estude, pelo critério de CAUCHY, a série:
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 h
8 22 5* 8* 2S b«
1 1 1
H 1 1 h eee
& > 6»
Nota : Representando por a,, n=1,2,
o termo de ordem n, é:
1/8**-» 1,2,
1/2°»-" 1,2
1/5'» 1,2,
ALGEBRA

F. C. L.—ALGEBBA SUPERIOR —2."
quéncia —1960.

exame de fre-

1* chamada

5207 —1) Considere a matriz

0) Calcule c (\), adj X/ —A) e A"

b) Mostre que é ciclica

c) Calcule os valores préprios e bases dos subes-
pacos proprios, estas usando adj (X1 — A) .

5208 —2) Seja A —[a, ] matriz tal que

*Ba, >21"*,I k= 1--n

a) Prove que sdo positivas as partes reais de to-
dos os valores préprios

b) Prove que é detii”"4>0.
5209 —3) Designe A asomadirectade r trans,

formacgdes lineares A\, ees, A com polindmios mi-
nimos respectivos / 1(*)>""j /, (*) primos entre si
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6) Considere o corpo assim definido:

B AN T R I 0 1
0 0 1 0 0 0
11 0 1.0 1

0) 1+ x+x*+ x'eE [x] éirredutivel (sobre E) ?
Justifique.

6) Forme as tabelas das operagdes
definidas em E X E do modo seguinte :

«+» e «e»

x.y) + U,v) = (xX+uy+v)
xy) e (U.V)= (x-uy V).

c) Verifique que (E x E,+ ,*) ndo é um corpo.

Enunciados e solucdes de
Anibal Coimbra Aires de Matos

SUPERIOR

dois a dois. Dé, justificando, o polinémio minimo
de A.

5210 —4) o) E dado o polinémio /(X) =
= X*—3X + 1. Obtenha a decomposicdo espectral
de f (A) usando a relativa a A.
by Se C ¢é nilpotente de indice
Ql
y a, C*= 0 implica aj—a, =+»=a_,=0.
A:l

€) Usando as alineas anteriores, deduza para A
uma condicdo incidente sobre os valores pro-
prios, necessaria e suficiente para que f(A)
resulte completa.

} ., prove que

2.* chamada

5211 —1) Calcule os valores préprios da matriz

A=r 9 -1—1"1
-1 9-1
L 2 2 120

e obtenha uma base de JORDAN.

5212 —2) a) Prove que é unidimensional qual-
quer subespaco proprio de uma transformacéo
linear ciclica.
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6) E a reciproca verdadeira? Justifique,
c) Condicdo necesséaria e suficiente para que uma
transformagdo ciclica seja completa.

5213 —3) a) Que valores sdo admissiveis para
« de modo que a matriz

admita poténcia infinita? Use o teorema de
OLDENBURQER.

ANALISE

F. C. L.— ANALISE SUPERIOR
chamada) — 1960.

1* frequéncia — (1.*

5215 —1) Demonstre que, num espago métrico, a
distdncia entre um conjuntocompacto e um conjunto
fechado é maior que zero, se, e s6 se, os doisconjuntos
sdo disjuntos. Mostre com um exemplo que a dis-
tancia entre dois conjuntos fechados pode ser nula,
sendo os conjuntos disjuntos.

5216 — 2) Mostre que um sub-espaco fechado
dum espago métrico completo é também completo.

5217 — 3) Prove que, num espago separado, dados
véarios pontos em numero finito, é sempre possivel
escolher vizinhancas desses pontos, disjuntas duas
a duas.

5218 —4) Reduza a forma triangular o sistema

Dx+ Dy—a =¢
Dx+y +Dz=y
X +y +Da=9
e supondo que
fO, se i<0 ou I>TC/2
*® © 11, se O0<i<ir/2

ache a solucdo do sistema que se anula para i <0.

5219 —5) Determine, pelo método de truncatura,
a solucdo da equagdo y'" +» 4y"' = 1 que verifica as
condigbes y (0) =1, y'(0) =0, y"(0)= 1.
5220 — 6) Determinea func¢éo de GREEN associada
ao sistema
y*'t o+ 2y>+ 2y = @ (x)
2/(0) =0,3, (,7/12) = 0
e determine a resposta do sistema quando a accédo
<f (x) éa funcdo |sen 4x]|.

GAZETA DE MATEMATICA

6) Confirme o resultado anterior mediante o cél-
culo prévio da sucessdo das poténcias de A.

5214 —4) a) A matriz ndo-negativa A é am-
pliada com uma linha e uma coluna n&o-nega-
tivas Relacione o raio espectral da nova
matriz com o de A.

b) Prove que matriz nilpotente ndo-negativa é
transformavel por iermutacdo em matriz
triangular.

J. J. Diopisio

SUPERIOR

5221 —7) Prove que a sucessdo de fungdes

para |x|< —
fn (x) =

0, para |x]| >
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converge em média sobre a recta mas né&o converge
em média quadrédtica nem pontualmente.

5222 —8) Mostreque, se y é uma fungdo indefini-
damente derivavel no sentido usual e S uma distri-
buicdo qualquer, o produto de composicdo <P#S
é uma funcdo indefinidamente derivavel no sentido
usual. (Supbem-se @ e S nulas a esquerda da
origem).

F. C. L.— ANALISE SUPERIOR — 1* frequéncia — (2.»
chamada) - i960.

5223 —t) Seja / um» aplicagdo de R num
intervalo limitado; mostre que, para / ser continua»
é necessario e suficiente que o gréafico de / seja um
conjunto fechado em R’ .

5224 —2) Prove que o espa¢o R* é homeomorfo
ao interior de uma esfera de i1° e que R* ndo é
homeomorfo a uma superficie esférica.

5225 — 3) Sendo E um espago separado, prove
que, dados dois conjuntos compactos M ,N de E dis-
juntos, existem sempre dois conjuntos abertos disjun-
tos A;B de E taisque Md A e NCB.

5226 —4) Determine pelo método de truncatura
a solugdo da equagao

y© — Yy = cos X
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que verifica as seguintes condi¢Bes iniciais

5227 —5) Determine a solucdo do sistema

X +y —x—y=H
X" +y'—X+y=S§
gue se anula a esquerda da origem. (H designa

a funcdo de HEAVISIDE e S a distribuicdo de DIRAC).

5228 —6) Determinar a funcdo de GREEN asso-
ciada ao sistema

y'"U-*<*), jl/(0) =0, 2/(1) = 2/'1) = 0.

5229 —7) Mostre que, se T éuma distribuicédo
de ordem p~ 2, todas as solucdes da equacdo
y" + ay' 4-by = T sdodistribuicdes deordem p—2.

F. C.L.—ANALISE SUPERIOR— 2.* frequéncia — 1960-

5230 — 1) Seja / uma fungdo holomorfa num
dominio D e seja a umasingularidade isolada de
/. Demonstre que :

a) Condicdo necessaria e suficiente para que a
seja um polo de ordem k é que existam duas cons-
tantes positivas M, N tais quese tenha

N<\f(z)\\z - a\'<M

numa vizinhanca de a privada deste ponto.
i

6) E impossivel acondicdo \f (a) [~ e * numa
vizinhanca de a privada deste ponto.
5231 —2) Mostre que a funcdo exp(l/z) éli-

mitada nosemi-plano Rez<0, apesar de a origem
ser uma singularidade essencial para esta funcéo.

5232 —3) Seja D umdominio aberto qualquer
do plano complexo C edesigne S (D) oespago vec-
torial complexo formado pelas fun¢des holomorfas em
D, com asdefini¢cdes usuais de adicdo de duas fungdes

MECANICA

F. C. L.—MECANICA RACIONAL — 1.°
guéncia - 1959-1960.

exame de fre-

5237 — 1—a) Componentes tangencial e cen-
tripeta da aceleracdo dum ponto em movimento.

b) Prove que o raio de curvatura da trajectoria
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e produto de uma funcdo por um ndmero complexo.
A cadafuncdo/e S (D) e acadacompacto X e D, com
um namero infinito de pontos, fagamos corresponder o
ndmero p, (f)= max |/ (s) |. PoBto isto

zeK

0) Provar que p, €uma fun¢do norma definidaem
c6 (D) , qualguer que seja o compacto K.

b) Caracterizar a convergéncia de uma sucessao
/,, defungbes de c¢6 (D), relativamente ao sistema
de normas p,. (/).

c) Provar que o operador D de derivagdo é con-
tinuo relativamente atopologiaintroduzidaem c6 (D)
pelo sistema de normas p, (/).

5233 —4) Resolver pelo método das matrizes o
sistema

d xi
-— . <-—S«i + 609
d x, _ . 3
dt| - — Xi + X2
com as condi¢bes iniciais xi(1)=0,x{(1) —1

m(i)-o0,4(i)-o0.

5234 —5) a) Determine as fungdes préprias do
operador D> queverificam as condi¢cdes nos limites
y(0)- 0,y («)- O.

6) Utilize oresultado anterior para determinaras
componentes harménicas da solugdo da equagdo
Dy = x sujeita aquelas mesmas condigdes.

5235 — 6) Calcular pelo método dos residuos

/ d x
/-00 1+ a2

5236 —7) Calcular pelo método dos residuoB o
integral
J zZe*dz
r

sendo r umacircunferéncia comcentro naorigem,
orientada no sentido positivo.

RACIONAL

do ponto na posigdo que ele ocupa num certo
instante é
[Vf
|[vAe]|
onde v e a sdo, respectivamente, a velocidade ea
aceleracdo do ponto no referido instante. Por meio
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desta expressdo, obtenha a expressdo do raio de
curvatura da linha plana y = f (x) num seu ponto
genérico.

2 —a) Angulos de EULER. Estabeleca a relagdo
que existe entre os angulos de EULER e os cossenos
directores dos eixos dos dois triedros de referéncia.

6) Sejam dois triedros St e S, ¢ estabele¢a as
relacdes que existem entre os dngulos de EULER que
definem a posicdo de S, em relagdo a e 0s
angulos de EULER que definem a posicdo de «Sjem
relacdo a <S, e comprove com as relacdes obtidas
na alinea a) as relacdes agora obtidas.

3 —o0) As coordenadas vectoriais dum sistema de
vectores localizados sobre rectas em relacdo ao ponto
A (0,1,1) séo

R - 3ei
M, = «i + 2 e,.

Determine um sistema equivalente ao sistema dado,
formado por trés vectores

vi ét—«3 aplicado em A
V2 pertencente ao plano B = O+ *ej + [*63
V3 pertencente ao plano C =0 4 mm% 4- n 63 .

Mostre que nem todo o sistema de vectores é equi-
valente ao sistema dos trés vectores nas condicdes
referidas.

0) E dado um sistema de vectores, S, urna recta
r e dois pontos A e B . Mostre que se 6* é equiva-
lente a trés vectores (r,vi),(A,V2,(B,V3, entdo
Vi é determinado, assim como os planos de v, e V3.

4) Um ponto P move-se de modo tal que as
componentes da sua velocidade sdo

v, = —2wsen ot
V,- 4usen 2w i
v, = 0.

com QU constante. No instante t = 0 o ponto encon-
trava-se em P,(0 ,2,2).

a) Determine as equagbes finitas do movimento
de P e asua trajectdria.

6) Mostre que o movimento é periddico e deter-
mine o tempo que o ponto leva a percorrer a trajec-
téria uma vez.

c) Determine as componentes tangencial e normal
R ir
da aceleracdo do ponto no instante t =

[e¥]

GAZETA DE MATEMATICA

F. C. L.— MECANICA RACIONAL — 2. Exame de fre-
guéncia — 1959 1960.

5238 —1) a) Eixos principais de inércia dum
sistema material <S em relacdo a um ponto. Critério
que permite reconhecer se uma recta que passa por
um ponto A é eixo principal de inércia de <S em
relacdo a A . Mostre que se um eixo principal de
inércia é eixo principal central de inércia, entdo é
eixo principal de inércia em relacdo a qualquer
dos seus pontos.

6) O elipsoide central de inércia de um dado sis-
tema material é uma esfera. Servindo-se da relagdo
gue existe entre os momentos de inércia dum sistema
material em relacdo a rectas paralelas, diga que forma
particular tem o elips6ide de inércia do mesmo sis-
tema em relagdo a um outro ponto A .

Sendo / o momento de inércia do sistema referido
em relagdo ao seu centro de massa G e ti a distan-
cia de G a A diga quais os valores dos seus mo-
mentos principais de inércia em relagdo a A.

5239 —2) a) Sistemas articulados. Suas equa-
cdes de equilibrio. Deverdo ou ndo estas equacdes
implicar que o sistema de forcas exteriores é equiva-
lente a zero. Justifique a resposta.

6) Considere um sistema articulado formado por
cinco lados, quatro dos quais constituem um quadri-
latero e o quinto uma das diagonais desse quadrila-
tero. Classifique este sistema dentro dos tipos que
estudamos. Escreva as suas equagOes de equilibrio e
deduza delas, directamente, que o sistema das quatro
forcas exteriores aplicadas nos nodos é equivalente
a zero.

5240 —3) a) Umsemi-circulo material (raio R)
tem em cada ponto uma densidade numéricamente
igual a distancia do ponto a base A B.

A B

Determinar a posi¢do do seu centro de massa De-
terminar o seu raio de giracdo em relacdo a media-
triz da base.

6) Suponha que o semi-circulo esta fixo pelo ponto
A, é pesado e que o ponto li é atraido para um
ponto fixo C, no plano horizontal de A, por uma
forca de modulo proporcional a distancia BC. Se o



GAZETA D E MATEMATICA

sistema se move apenas no plano vertical de AC,
quais as suas posigOes de equilibrio ?
Faca distt AC= a.

c) MoBtre que se no caso da alinea anterior o
semi-circulo puder ter qualquer movircento em torno
do ponto A, as suas posi¢bes de equilibrio conti-
nuam a ser as mesmas.

5241 —4) Uma recta r move-se num plano do
modo seguinte

CALCULO DAS

F. G. C. — CAXODT.O DAS PEOBABILTDADRS — 1" Exame
de Frequéncia —2 * chamada — 8-3-1960.

| — Parte Préatica

5242 — 1) Dum baralho de 40 cartas tiram-se
a sorte sucessivamente e sem reposicdo 5 cartas.
Calcule a probabilidade de saida de:

0) Umso as;

6) Um as pelo menos;

c) Trés cartas de um mesmo naipe e duas de
outro;

d) Uma copa na Gltima tiragem, sabendo que nas
anteriores sé saiu uma.

Justifique sumariamente.

5243 —2) Duma urna com 10 esferas, sendo
6 brancas e 4 pretas, tiram-se a sorte, simultanea-
mente, 2 esferas que saiem da mesma cor.

Qual a probabilidade de, era nova tiragem de
2 esferas, de entre 8 restantes voltar a sair esfera da
mesma cor das duas primeiras.

29

1.°)—Um dos seus pontos P percorre uma recta
fixa, *, desse plano com movimento uniformemente
acelerado (aceleragdo a)

2 °) — Mantem-se constantemente tangente a uma
circunferéncia fixa de raio R e cujo centro pertence
a recta onde se move P .

3°) — Inicialmente P encontrava-se em A com
velocidade nula.

a) Determinar as trajectérias polares do movi-
mento de r.

b) Considere o ponto B que em cada instante é
a interseccdao de r com a perpendicular a s tirada
pelo centro da circunferéncia. Figure para um instante
genérico a direccdo e o sentido dos vectores veloci-
dade relativa, velocidade de transporte e velocidade
absoluta de B, e determine os modulos desses vec-
tores no instante em que o angulo 6 figurado é igual
a ir/4 radianos.

PROBABILIDADES

5244 —3) Sobre os catetos dum triangulo rec-
tangulo [OAB] langa-se a sorte 2 pontos M e N,
um em cada cateto. A recta aleatéria M N divide
otriangulo em duas regides : um triangulo rectangulo
e um quadrilatero. Calcule a probabilidade de, em
novo lancamento de um ponto Q, este cair no qua-
drilatero.

Il — Parte Teérica

5245 —1) Enuncie e démontre o teorema da
possibilidade composta para uma classe dupla, em
Probabilidade Descontinua.

5246 — 2) Enuncie a lei binominal no problema
das provas repetidas. Generalize o enunciado.

5247 — 3) Em Probabilidade Continua defina
probabilidade no caso de lancamentos em regides
ilimitadas. Enuncie um teorema relativo a esse caso
e faca a aplicacdo a um exemplo.

Enunciados do Dr. Neto Murta
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MECANICA

F. C. L. — MECANICA CELESTE. 1.° exame de frequén-
cia - 1959-1960.

Responda apenas a trés questdes.

5248 —1) a) Potencial newtoniano dum sis-
tema material continuo num ponto exterior ao sistema.

6) Calcular a forca do campo newtoniano devido
a um contorno rectangular homogéneo de lados 2a

2b num ponto genérico da perpendicular ao plano
do contorno passando pelo seu centro.

5249 —2) a) Equagdes diferenciais, em coorde-
nadas cartesianas, do movimentoabsoluto de n pon-
tos materiais atraindo-se segundo a lei de NEWTON.
Seus integrais primarios.

6) Designe por S(0;X,Y,2) o referencial de
inércia que usou na alinea anterior e seja <Si(n;!;,»],£)
um novo referencial nas condicdes figuradas

CALcCULO

F. C. L. — CALCULO NUMERICO MECANICO E GRAFICO —
Exame de frequéncia — 1959-1960.

Responda apenas a uma questdo de cada grupo.

1

5252 — 1) Asraizes da equagdo x—18x+1=0
sdo

o =9+ vigd
x, = 9—vi8d
Calcule os valores dessas raizes usando o valor de
1/80 com cinco algarismos significativos.

Quantos algarismos significativos tem cada um dos
valores obtidos ?

GAZETA DE MATEMATICA

CELESTE

6 = constante

movendo-se o0 ponto n sobre 0Y com velocidade
constante.

Considere 0 movimento dos n pontos em relacao
ao referencial Sx e compare a energia total do sis-
tema neste caso, com a energia total obtida no caso
da alinea a).

5250 — 3) No problema dos dois corpos:

0) Considere o movimento do sistema dos dois
pontos em relagdo a um referencial de inércia com
origem no centro de massa e mostre que cada um dos
pontos descreve uma conica de que o centro de massa
é um foco.

6) Caso da orbita eliptica no movimento dum dos
pontos em relagdo ao outro.

5251 — 4) a) Elementos intermediarios no método
de LAPLACE para o célculo de 6rbitas. Dé uma ideia
geral do modo de obter tais elementos a partir de
trés observacdes.

6) Suponha conhecidos os elementos interme-
didrios a que se refere a alinea anterior e indique
como se obtém, a partir deles, o semi-eixo maior e a
excentricidade da orbita.

NUMERICO

Mostre que, calculado x*, é preferivel obter x, a
partir da relagdo x,x, = 1.

5253 —2) Mediram-se dois lados dum tridangulo
e o angulo por eles definido obtendo-se

cC =5,36 (2) cm
6 = 8,32 (2) cm
« = 45(0,25)-

Determinar o erro relativo da area do triangulo
guando calculada a partir dos elementos medidos.

1
pode obter-se

X+y
medindo x e x + y ou medindo x e .

5254 —1) A grandeza |li
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Os valores de x e x + y podem obter-se com erro
relativo inferior a I'/,,; y pode medir-se com erro
relativo inferior a 20°/,,. Sabendo que R tem um
valor da ordem de 0,95, quais as medidas que se
devem fazer para obter o melhor resultado?

5255 —2) Por aplicagdo da teoria dos opera-
dores das diferencas finitas mostre que

b) f(x-nh)y=/(*)-» v/(x)+ — ~ V*/(») +

+ eee 4- (— 1)"'vf(x).
I

5256 — 1) /(x) é um polinémio de grau par. Na
seguinte tabela de valores exactos hd um engano

X I(+»)
0 10000
1 9998
2 9968
3 9844
4 9188
5 8750
6 7408
7 5198
8 1808

Corrigir esse engano e continuar a tabela ate
X = 12

5257 —2) A partir da relagéo
X=y —2y—5

construiu-se a tabela

X y=/(x)

- 1,941 19

- 1,000

+ 0,061 2,1
1,248 2,2

+ 2,567 2,3

Construa uma tabela de diferencas divididas corres-
pondentes aos valores tabulados da funcdo y e a
partir dela determine um valor aproximado da raiz
do polinémio y*—2y —5 que estd entre 2,0 e 2,1
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5258 — 1) Construir um abaco de pontos alinha-
dos de suportes rectilineos em N, para repiesentar
a relagédo

X - 0 (10) 120
d-0(@1)5.
5259 — 2) Construir um abaco de pontos alinha-

dos de suportes rectas concorrentes para representar
a relacgédo

1 1 1

u \ W
u- 0(1)10
v=0()20

Os suportes das escalas de u e v devem ser per-
pendiculares e a razdo dos comprimentos das escalas
deve ser igual a 3/4 .

F. C. L.— CXLCULO NUMEBIUO, MECANICO E GRAVICO —
Exame final —Prova pratica — (Junho 1960).

5260 - 1) Calcular
t/(l —x*) (2 — x)dx

pela regra de SIMPSON, fazendo h = 0,05.

5261 — 2)
0 sistema

Resolver, pelo método de relaxacédo,

9xi - 3x,+ 2x, = 80
3x, —10cr,— x3= 50
— X\ o+ 2Xx, + 5x, = 40

obtendo o resultado com erro inferior a 0,005.

5262 —3) Calcular, por fraccionamento, a inversa
da matrix,

059 - 025 - 0,18-|
—025 070 —0,23
—018 —0,23 0,56J

5263 —4) Um computador electrénico universal
tem um cddigo de direcgdo simples que inclui as
ordens seguintes (Ac — acumulador, M —registo do
multiplicador, C (A c)—contetdo de Ac, C(M)—
conteddo de M, C(n) —,contetdo do compartimento
n da memoria)
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An — Adicione C(n) a C(Ac) colocando oresul-
tado era Ac.

S n—Subtraia C(n) de C(Ac)
resultado em Ac.

colocando o

T n—TranBiira C(Ac) para o compartimento n
da memoéria (deixando limpo o0 acumulador).

Un— Copie C (Ac) no compartimento n da me-

moria.
Hn — Substitua C (M) por C(n) .

Vn— Multipligue C(n) por

resultado a C (Ao) .

C (M) e some o

G n—Se C(4c)-<0 tome C(n) como a préxima
ordem, caso contrario proceda normalmente.

GAZETA DE MATEMATICA

En—Se C(Ac)”™ 0 tome C(n) como a proxima
ordem, caso contrario proceda normalmente.

Fn—Tome C(n) como a préoxima ordem a ser
executada.

Escreva programas para resolver os seguintes pro-
blemas :

a) Calcular ab + cd + ef onde a,b,cde,f
estdo, respectivamente, nos compartimentos 20,21,
22, 23, 24 e 25 da memoria.

6) Se C(4) e C(6) tém o mesmo sinal, colocar
o produto C(4) x C(6) no comportamento 1; se
tém sinais contrarios colocar | C (4) — C(6)| nesse
mesmo compartimento.

PONTOS DEEXAME DA UNIVERSIDADE D O RECIFE

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — ANALISE MATEMATICA | — 1.* prova
parcial —Junho de 1960.

5264 - 1) Calcule

/ 1 1 1
m e =+ —~.7 4+ eee + _—
«-+00 \» yn’+I nyni+2 n yn*+n
R.: Como
1 1 1
nvni+l 2 n“v(/vf% S AV
a toma encerrada entre paréntesis estd  constante-
mente compreendida  entre
nVn'+n AVARRE
1
n‘/n'+1 A\VARRE 3|
1 // (@a+ h)*+ 1\
Mas um ,, . :=>»1/ (Um 1=1,
n-»00 “I/n*+1 / \n -»00 n"+ 1
e analogamente
Um ,, =1
sendo, por consequéncia igual a | o limite pedido.

5265 —2) Seja a umnUmero real maior que 1
e considere a sucessdo

em que

«l<a ea, =-—¢0,+a—1
Mostre que a sucessdo € convergente e determine o
seu limite quando n —* 00 .

R.: Tem-se, por hipétese, ai<a e,supondo a,<a,
1
resulta a,,.,< —ea+ a—1= a. Conclui-se, por
a
inducdo, que a sucessao € superiormente limitada.

E imediato também a,.|> a,,, pois esta
é equivalente a a, < a.

desigualdade

Trata-se, portanto, de uma sucessdo crescente e supe-
riormente limitada, logo convergente.
Designando por L oseu limite, tem-se
L = L+a—1,
a
donde L = a.

5266 —3) Seja A o conjunto de todos os nime-
ros racionais X tais que X*+ 21<1. Mostre que:

a) A define ura corte no conjunto dos numeros
racionais ;

b) se y €um numero racional talque j/'4-2y>1,
entdo existe pelo menos um numero racional z<y
tal que z°+2z> 1;

c) o supremo do conjunto A é um nlmero irra-
cional.
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R.: a) Oconjunto A define umcorte porque:

a) A é ndo vazio, visto conter pelo menos o racio-
nal zero;

3) A ndaocontém todos os racionais; por exemplo,
ndo contém o racional 1 ;

%) Se reA e r' é um racional menor que r,
entdo r'eA. De facto, r'< r implica r" + 2r' <
< r’+ '2r e, portanto, r'eA;

X) Se reA, existe pelo menos um racional  r*>r,
tal que r'e A. Na verdade, se t* + 2r < 1, ponhamos

s=1{ —r'—2r. (Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, 0 <r <1 e, portanto, o<t<.l).
E facil ver que o racional r'«»r + t/10 i um ele-

mento de A.

b) Podemos supor, sem perda de generalidade,
0<y< 1, porque, se y~ 1, basta pér z= 1/2.
Seja entdo O0<y < 1 eponhamos e= vy’ +2y — 1.
e

E facil concluir que z e=y —— satisfaz as condi-
¢Oes desejadas.
c) Dos resultados anteriores conduise

8 do conjunto A n&o pode ser tal que

que 0 supremo

s +2s< 1 nemB+ 2s>1

donde resulta, pela tricotomia da relacdo de ordem, que

s 42s=1
Supondo que s = - com m e n inteiros primos
entre si, vinha
m +2mn*—n’
donde se concluia que n é divisor de m® e, portanto,

seria n=+ 1. Ora isto é absurdo, em virtude de ser
0< s< 1. Logo s é umnumero irracional.

Enunciados e solugdes dos n.* 5264 a 5266 de José Morgado

Universidade do Recife —Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — COMPLEMENTOS DE GEOMETRIA —
1.» prova parcial —Junho de 1960.

5267 —1) E dada a curva de equagdo vectorial

* *

r(H = oesenucosu *»+ 6 sen‘u -j +~cecos’'u-k

onde u € um parametro real e a,b,c sdo constantes

reais ndo nulas.

a) Mostre que a curva dada é plana quaisquer
gue sejam ab,c, e determine a equacdo cartesiana
do plano da curva.
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b) Determine a condicdo a que devem satisfazer
ab e c para que seja constante (i é a abcissa
curvilinea de um ponto genérico da curva).

c) Supondo que ab e c satisfazem a condigdo
encontrada na alinéa anterior, determine a curvatura
da curva dada.

R.: a) A curva dada éplana, sese tiver

d’r der
du du® du®
du® '*' du®
qualquer queseja u.
dr d'r
Ora verifica-se que e sao vectores coli-
du du®

neares e, portanto, a igualdade (1) évalida para todo
u, edaqui rtsulta quea curva dada e' plana.
O plano da curva é oplano osculador
-> e
R-r(uyidradr
ldu du’
ou seja cy-t-bz = bc.

dl
b) Océlculo de m conduz a

dl .
d_u= jla*+ (b°f ¢ - a’)sen°2u

e, portanto, a condicdo pedida é a* = b*+ c’.

c) Curvatura = 2/1a].

5268 —2) Seja C uma curva torsa de classe su-
ficientemente elevada, tal que em todos os seus pon-
tos se tenha

x1dn d’n
n 0
1dr o di*
Mostre que :
O modulo do vector " A" & igual
m r
a) odulo do vecto dl di* é igual a

b) p«=cc, onde c é uma constante real;

— -»

c) O vector cet+ b é constante.

[th e 6 sdo, respectivamente, os versores da tan-
gente, da normal principal e da binormal a curva no
ponto genérico de abcissa curvilinea I; p e t sao,
respectivamente o raio de curvatura e o raio de tor-
sdo no ponto 1}.
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R.: a) Como

1IN T —
pVvJ

dn dn [1/ 1
T T | T \~T"

e ->» ldn d:n )
a condicgdo n = O equivale a
1dl~ de *
P < =0e portanto
dm d»nl ril/l 1 Vv
A + +
Tr*d?rb U'W
il i\gv, /i i
p' t' dp dT X
b) De = 0O, resulta = , isto
Tp- pT P X
é, p=ceTj onde c econstante reai.
d - - 1 — 1— -*
c) Como (cet+b)=ce en——n—0,
dl p X
-> ->

conclui-se que ct + b e um vector conviante.
Enunciados e solucdes dos Nn.’ 5267 e 5268 de José Morgado

Universidade do Recife —Escola de Engenharia de
Pernambuco — Concurso de Habilitacdo de 1960 —
16/2/1960

Prova Escrita de Matematica

[
1." Parte — Questionario

5269 — 1) Dada a expressao :
3
a*\/b
X —_—
bc
logé e loge.

, exprimir log x emfungdo de log a,

2) Dentre os problemas resollveis pela aplicagao
das formulas rio termo geral e da soma dos termos de
uma progressao aritmética, quais os que conduzem
a equacdes de grau superior aoprimeiro?

3) A que é igual a soma dos coeficientes do de-
senvolvimento do bindmio de Newton (Xxsta)" ? Jus-
tifique.

4) O sistema abaixo :

5i +3y=5
2X + 7y =43.
é de Cramer? Porqué?

5) Quando se diz que uma sucessdo (a,,) tempor
limite L ?

GAZETA DE MATEMATICA

6) Qual das equacdes abaixo

circunferéncia ?

representa uma

X*+y*—2y —4x—4=0
X' 4-yl =15

X' i- xy= 2y’ — 16. Porqué?

7) Dentre as retas
3a- H2y + 16 =0
3x-2y + 5=0
3x+3y4 7"=0
qual é perpendicular areta 2a>+ 3y-|-7=07
Justifique.
8) Quais os numeros inteiros que podem ser raizes

da equacdo 2x°+ x'— 18 x —9 = 07? Porqué?
9) E a equagdo x*—2X'+ 6x°+ 2x—1=0

reciproca? Porqué?
10) Qual o mddulo do complexo conjugado de
- 4+ 307

2.' Parte — Demonstragdes

a) Estabelecer
ponto a umareta.

b) Estabelecer a expressdo do desenvolvimento do
binémio de Newton.

a expressdo da distdncia deum

3." Parte — Problemas

5270 —1) As retas x= 3,3x —2j/+6=0¢€
X + 2y-|-2 = 0 formam um tridngulo. Determinar
as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia
circunscrita ao mesmo.

3x + 2

5271 -2) Dado R (x) = com
P (x)
P (x) =x"—5x"+8x- 4,

a) Decompor P (x) no produto de factores hin6-
mios

b) Decompor R (x) na soma de fra¢Bes simples.
Universidade do Recife —Escola de Engenharia de

Pernambuco — Concurso de Habilitagdo de 1960 —
17/2/1960

Prova escrita de Matematica

I
Ponto sorteado n.° 1

Questionario
(Péso 2)

5272 —1) Definir &ngulo duma reta e dum plano.
2) Quantas e quais s&o as posicdes relativas que
podem ocupar trés planos no espago?
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3) Complete: «Em qualquer triedro, a soma dos
angulos diedros esta compreendidaentre. ..?

4) Quantos e quais sdo os poliedros regulares
convexos ?

5) Qual o enunciado do teorema no qual se baseia
a deducdo da féormula que permite determinar a
area da superficie de uma esfera?

6) Complete: «Uma cunha esférica esta para a
esfera inteira assim como o angulo dessa cunha
eBtd para...»

7) Definir a elipse como lugar geométrico.

8) Dar a expressao geral dos arcos que verifi-
cam a condicéo :

VI3
2

9) Indique os periodos e os pontos de descon-
tinuidade das funcgbes tgz e sec X .

10) Das igualdades seguintes indique as que sdo
impossiveis :

sen X =

1
Cos X = - sec 2x = Zsenx — — tgx
t/a’
sen X = ,2+ tg2x 1. Justifique.
2
Demonstracgdes
(Peso 4)

5273— 1) Demonstrar que a soma das faces de
qualquer angulo sélido convexo é menor do que
quatro angulos retos.

2) Se abc, AB.C,
triangulo qualquer:
demonstrar que :

sao os elementos de um

sen A sen B sen C
|) = =
a b e
I) a8 —e*+c*- 2bc cos A
Problemas
(Péso 4)

5274 —1) Em um cone de revolucdo de altura
h e raio da base a, dados, inscreve-se um cilindro.
Determina-se, assim, um cone parcial com base na
parte superior do cilindro inscrito e no qual inscreve-
-se uma esfera. Determinar qual devera ser a altura
x do cilindro para que a area da sua superficie lateral
seja igual a area da esfera inscrita no cone parcial
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2) Calcular a soma dos quadrados dos lados de
um tridngulo de drea S = 24 m* conhecendo dois de
seus angulos, a saber:

A rd e B rd .
3

Universidade do Recife — Escola de Engenharia de
Pernambuco —2° Concurso de Habilitagdo de
1960 7 de Margo de 1960

Prova Escrita de Matematica

Ponto sorteado : 1.

1." Parte — Questionéario
(Péso 2)

5275 — Representando por Cj, o nimero de com-
binacdes de m elementos tomados n a n, qual a
diferenca entre a soma das combinacdes correspon-
dentes a n par e a soma das combinagbes correspon-
dentes a n impar (I<Jn;STO)? Justifique utili-
zando o desenvolvimento do hindmio de Newton.

2) Como se utiliza uma tabua de logaritmos deci-
mais para calcular os logaritmos neperianos ?

3) Afuncédo / (x) = (T—ﬁ_(x_rﬁ é continua

para todos os valores de x ? Justifique.

4) Dizer se as retas: x + y —5=0,
2x —y —4=0 e 2x —3y = 0 concorrem em um
ponto. Justifique.

2." Parte — Demonstragdes
(Péso 4)

5276 — 1) Estabelecer as condi¢Ges para que uma
equacdo algébrica das varidveis X, y represente em
coordenadas retangulares uma circunferéncia; cal-
cular as coordenadas do centro e o raio.

2) Enunciar a propriedade que permite escrever a
identidade

a b e = ate6+0 6 ¢
b 0 a ‘i+b+c c a
t a 6 a+b+c a 6

Utilizando esta identidade, demonstrar que 3aoc
— (@ + b’ + c¢’) édivisivel por a + 6+ c.

3." Parle — Problemas
(Péso 4)

5277 —1) Determinar a equagdo de uma reta
que passe pelo centro da circunferéncia
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s€ +y —3x+ 6j/+-7 = 0 e faca um angulo de 45*
com atangente a esta circunferéncia no pt (2,—1).

2) Achar as condicdes necessarias e suficientes
gue devem relacionar a,b,c ,d para a equacdo

X*+ ax’ + bx’ + cx + d=-0

admita duas raizes duplas a e 3.
Para ¢=2,d = 1, determinar o e 6 e resolver

a equagao.

Universidade do Recife —Escola de Engenharia de
Pernambuco —2.° Concurso de Habilitacdo de
1960 - 8/3/60.

Prova Escrita de Malemalica

1
Ponto sorteado n." 10

1." Parte — Questionario
(Péso 2)

5278 —1) Escrever a expressdo da &rea do fuso
esférico de n graus.

2) Qual a relagdo que liga o nimero de arestas o
nimero de faces e o nimero de vértices de um poliedro
convexo ?

3) Dé a expressdo geral dos arcos x tais que

M ATEMATICAS
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4) Porque basta ter as tabuas trigonométricas
com os logaritmos das funcdes até 45° 1

2." Parte — Demonstracoes
(Péso 4)

5279 —1) Demonstrar que, em téda parabola, a
sub-normal é constante e igual ao parametro.
a

2) Deduzir as formulas que exprimem sen e
a
cos — em funcdo de eosa e em funcdo de sena e

discutir os sinais destas formulas.
3." Parte — Problemas
(Péso 4)

5280 —1) Sé&odados um semi-circulo de didmetro
AB —2R e um ponto M sobre sua semi-circunfe-
rencia. Désse ponto baixa-se a perpendicular MC
sobre AB e traca-se MA e MB. Supde-se, em
seguida, que a figura assim obtida gira em térno do
eixo determinado pelo diametro AB. Determinar
qual deverd ser a posicdo do ponto M para que o
volume srerado pelo segmento circular de corda MB
seja equivalente ao volume do cone de revolugédo
gerado pelo triangulo MAC.

2) Resolver a equagdo trigonométrica :

sen 3X + sen 2X -~ sen X = cos2X + cos X + 1

ELEMENTARES

PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciatu-
ras em Ciéncias Matematicas, em Ciéncias Fisico-
-Quimicas e em Ciéncias Geofisicas, preparatérios
das escolas militares e curso de engenheiro geo-
grafo — Ano de 1959.

Ponto N.° 1
Prova escrita de Matematica

ARITMETICA

5281 — Determinar o menor inteiro superior a
1000 que dividido por 9 da resto 2 e dividido por 16
da resto 11.

R : Notando que 11 —9 + 2, logo se vé que ao
adicionar 11 a um multiplo comum de 9 e 16 se obtém
um ndmero que dividido por 9 da resto 2 e por 16 da
resto 11.

E m.m.c. (9,16) = 141; o mdltiplo comum imedia-
tamente superior a 1000i 7 x 144 = 1008 ; o ndmero
pedido é, portanto, 1008 + 11-** 1019.

ALGEBRA
5282 — Determinar m de modo que a equacdo
2x»-(m + 1)x+ m+7=0

tenha uma raiz dupla.
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A= (M4 1)*-8(mM+7)=0
m2+.2m +1 -8m-56 =0
m —6m—55=0

m=3+1/9~T55 =3+8< ™~ "

5283 — Derivar a fungéo y = e simpli-
1a-x)n
ficar o resultado.
R:
(1 4-x*)'fi—xo>Te (1L 4-x2V. *2 x
' (I+ x)i
(1 +**)e/.-3x* (1 4-x2)'A
0+72)3
14-x"- 3x2 1-2x
1 4-x)7> (1 4-x2)/»
TRIGONOMETRIA
sec a —Cosec a R
5284 - Calcular , sendo a o an-

tgi4 cotga

guio do 2.° quadrante cujo seno é ——

R: Serd cosa VM4
225

15

\Y 289 V 28 - TF
17 17
15 8 8x174-15x17

sec a — cosec a

tg a 4- eoi<7 a 8 15 8x84-15x15

17 (84-15) 17x 23 23
64 4- 225 172 17

5285 — Resolver a equagdo tg2x = 3tgXx.

R: tg2x= 3tg x
2 <X
tg2x =
1 - «ffx
2 tyx - . . .
tg X. Z%/a equagdo verifica-se  imedia-
1 — iR’ x
lamente para tgx = 0; atem disso, sendo tgx =fcO,

obtém-se dela esta outra = 3, donde logo se

1-tg X

tira iffx=+!/— . Asraizes sdo, portanto, X= arr.tgO
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ou X = arctg orcoi rfe expressdo  geral

facil de encontrar

GEOMETRIA

5286 — Determinar a equa¢do do lugar geomé-
trico dos pontos equidistantes dos pontos (2, —5)
e (-4,3).

R: As distdncias de um ponto genérico, (X,Yy)
aos pontos dados, sdao, respectivamente, iguais a
VX —2)'4-ty 45)° e MX 4 4)24-(y - 3)2. lgua-
lando estas distancias, facilmente se obtém da relacdo
Vix —2)2 4 (y 4-5)2=\/(x + 4)* 4-(y — 3)2 a egua-
cdo do lugar pedido, queé 4y —3x4-1= 0.

Ponto N.* 2
ARITMETICA

5287 — Determinar todos os nimeros naturais que
divididos por 29 dao resto igual ao quadrado do
cociente respectivo.

R : Serdo osnumeros da lorma N = 29X 4-r, em
que r< 29 e r = x’. r tomard portanto, os valores
1, 4, 9, 16 ou 25, correspondentes, respectivamente, aos
quocientes 1, 2, 3, 4 e 5. 294-1—30; 29X 24-
4-4 = 62; 29%x3 4-9=96; 29x4 4-16 = 132 «
29x5 4-25= 170.

ALGEBRA

5288 — Determinar os valores de m para os quais
a equagdo
X*4-4x —3= m(a;-t-12—m)

tem raizes reais e desiguais.

R: O descriminar te da equagdo € i = - 3m’ +
4-40m 4 28; osseus zeros s&0 m= 14 e m= —*/,.
A equacdo tem raizes reais e desiguais quando for
A> 0, ouseja 14> m> —/,.

5289 — Derivar a fungdo y = e simpli-
t/1
ficar o resultado.
R:
. (1 4 X971 —/,x* (1 + X)-'/.
' r+x ™

143 _ 3/,.3 s _ .3

(1 -fx*) (1 4-x)"/. 2(1+ x) */1 4 x°
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TRIGONOMETRIA

5290 — Sem usar tdbuas, resolver o triangulo rec-
tdngulo em que a hipotenusa mede 10 metros e um
dos catetos 5 metros. (Usar t/3 = 1,732).

R: O seno do angulo oposto ao cateto dado é igual

5 1 'J e ;
a -jy-= —. 30°. O se-
gundo angulo agudo do triangulo mede 60°. O segundo
cateto mede t/10° —5 = t/75 = 5V 3m = f>x 1,732 m.

5291 — Resolver a equacdo sen X + sen 3X = COS X.

Esse angulo mede, portanto,

R: Da equacdo dada vern 4 esenx-e cos’ X = COS X,
que admite a raiz X = nx 180° + 90" (de cos x = 0).

desen xecosx =1
Por outro lado

sen X + cost X = 1 sistema em
sen X e cos X, de que se encontram facilmente as 4 so-
1/6 + 1/2
+
lugBes contidas em
[fe+V 2
Cos X = +
V/6-V2 1/3  t/2 1 y™ |/3
4 -o=2 2 ¥ ' 2
— «era 60° ; sen 45° = cos 45° = cos 60°,
116 —vl2
peio gue serex = = sere 60° e cos 45° —
4

— C0s 60° e sere 45° = sere 15° .
E imediato que 90° — 15° — 75° também é raiz da
equacdo, assim como 15° + 180° e 75° -f 180°.
Resumindo: X pode tomar qualquer das formas

nXx 180° + 15°; nx 180° + 75°; ou nx 180° +90°

GEOMETRIA

5292 — Determinar o &ngulo da recta y = 3&—2
com a recta que passa pelos pontos (2, —1) e (0, —2»

R: A recta quepassa por (2, —1) e (0, —2) tem

X

por equagdo =2, ouy=*Ux—2. O angulo
y +2

a gue esie sector forme com o da equagdo y = 3x—2¢*
3- Vi il

a = arctq

e arctq = arctq 1 = 45°
o1+, V*

GAZETA DE MATEMATICA

Exames de aptiddo para frequéncia dos cursos de
engenharia civil, engenharia de minas, engenha-
ria mecanica, engenharia electrotécnica e enge-
nharia quimico-industrial e curso dearquitectura
— Ano de 1959.

Ponto n.° 1
Prova escrita de Matematica

5293 —Calcule o resto da divisdo por 11 de

20357 + BaTx 17
pelos critério da divisibilidade.
Em que teoremas se baseia?

R:
20357 =11 +9
321 =11 4-i
R0 =11+4
17 =11 + 6
321'x 17 - il +24=T1+2

20357 + 321°x17 =11 +9) + (I'l+2)=™

O resto é igual a zero

Bases : Critério de divisibilidade por 11 e teoremas
relativos aos restos de divisbes de somas, produtos,
poténcias, por um numero.

5294 — Calcule a area do circulo cujo centro tem
o afixo 4 + 3 « e um dos pontos da circunferéncia é
0 conjugado do centro.

O conjugado do centro €& o ponto quetem por afixo
4 —3i. O raio da circunferéncia €, portanto, igual
o N4 —4)y + (3 +'ay=6. A area do circulo sera
igual a 36 e

5295 —Havera valores de x para os quais a
fraccao
9« - 18

x>—4x + 3

X'+ 2X* -

0
tome a forma 6? Sabe-se gue o numerador se anula

para X 2.
R : .As raizes do denominador sdo 3 e 1; para
X =-3 o0 numerador anula-se; para X = 1, tome o
0
valor —24. Logo a frac¢do toma ovalor — para

x = 3. A indicacdo do que o numerador seanula para
x — 2, dispensavel, como se viu, para a resolucdo do
problema, sugere que o autor dos pontos desejava que
se calculassem os zeros desse numerador, 0 quese obtém
igualando a zero o cociente da divisdo do X'+ 2X'—
—9x—18) por (x + 2), como se sabe.
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5296 — Ache a derivada da fungdo
sen X COS X
tg X
O que entende por funcdo continua num dado

intervalo ?

B: y'= —2esen Xeco« X .
Uma funcdo diz-se continua num intervalo
i continua em todos os pontos desses intervalo.

quando

5297 —Demonstre que

cos (n+ 1)x =2 cos X cos n.Xx— cos (n—1)x

R : Com efeito é:

cos (n + 1) x=-cos (n X+ X) =C0S NX * COSX - Sen N X esen X
cos (n —1) x =cos (N X —X) =e0s N X ¢ oS X +sen nXx-e sen X

somando ordenadamente, vem
cos (N + 1)x+ cos (n—1)x= 2cosnxecosx, donde
cos (n4-1) X —2cosnxecosx—cos (n—1)x, c.q.d.

5298 —Ache a equacdo da recta tangente a conica
y = —2X no ponto
uma vez

obtida, ache a tangente do &ngulo que essa tangente

faz com a tangente no ponto simétrico ( —,3

Qual a area do triangulo formado pelas duas rectas
tangentes e a directriz, usando o metro como unidade
de medida ?

R : Para quea tecta y = mx 4-p seja tangente
PR : fy=mx +p
acurva y’'=2Xx é preciso que o swtemaﬁ
y’=2X
lenha umasé solucéo.
Lstude-se : { i
[,b2=_2x I(mn+p)'=—2x

{mx+2Mmp4l) +p2=01—A=(mp+ 1)2- p2,2.
A=»>mep*+mp+1-n»p=0 mp+1=0.
Por outro lado, sabe-se que a tangente contém o ponto
(—'/2,—3), oqueobriga m e p a satisfazerem
simultaneamente asequagbes 2mp+1=0 e —3=—
—-g—m +p. Daqui tira-se m='/, em="/, . A tangente
x 3 N

y=— —.
no ponto simétrico

O coeficiente
é igual a

pedida tem por equagdo
angular da tangente

39

—'/i > P'°1" * tangente do angulo formado pelas
18
duas rectas etqual a .
’ 24

A equacdo da directriz desta pardbola é n = I|/j.
Temos portanto de achar a area dotriangulo formado
pelas rectas y = x 3:y= x h 3 ex=il,.
* 3 2" 3 2
As 2 tangentes contam-se noponto A (‘/2ifJ), e cortam

a directriz  respectivamente  nos pontos B'/;,—*/,)
e C(li ,*3)« E BC = *»e de A a"BC=14.

Logo, a area dotriangulo mede 4x —X — =
3 1 6
Ponto n. 2

5299 —Pelo critério da divisibilidade calcule os

algarismos a e b para que o inteiro a37 b seja
simultaneamente divisivel por 11 e porb5.

O que entende por congruéncia?

R: a37b =11=5
{5 () — ()=
Se b=0, a-7
Se b=5, a=1

ou 7370 ou 1375.

Dois numeros dizem-se congruos a respeito de um ter-
ceiro (moédulo), quando a suadiferenca ¢é dele multipla.

5300 —Sendo as coordenadas polares de dois

pontos ~3,—"e ache a distancia desses

dois pontos.
R:

d = 1/(3 ecos*/, - dco*"/.,)" + (3e«en'fle- 5e*en/,)2

3i/3 \2
V 82 ii7 49

VI76
L VI-9 .

5301 — Ache o verdadeiro valor da expressao

1 3x
y x2—1 X2+ X—2

para x = 1.



3x
x+ 2)(x—1)
-3X* —2Xx + 2
x- 1) (x+1) x+2)
—o00, para x= 1.

Y Txxr 1
2 —3x(x +1)
x-1) (x+ 1) (x+ 2)
que tome o valor

5302 — Ache a derivada da fungdo

\f X
O que entende por derivada de uma fung¢do?
R:

*

2x + 3)1/x
x» + 3X 2V X
y'_-
X
4x2i-6x X»- 3X 3s» 3x 3x
2xv/ x 2x\/ x 2/x

Chama-se derivada de uma fungdo f (x) no ponto
X, *° limite da razdo incremental de f(x) em Xn,se
tal limite existir, quando X tende para X, .

5303 —Resolva a equacédo

sen x
cot x
1 + cos X
R:
SeNX 4 cozjx ~ 2
1 + cos X
sen x cos X
1 -~cosx  senx

sen' X + cos X + cos*x = 2sen x (1 + cosx)
1 + cosx = 2senx (1 + cosx).

Isolando a solugdo desta equagdo, que vem de

1 + cosx= 0, obtém-se a solugdo sen x = —, ou seja
2

X = arc e sen -
X = nit+ (— 1)"x 30°

5304 — De uma circunferéncia sdo conhecidas as
coordenadas do centro (2,2) e um ponto da curva
(0,4). DeB8eja-se saber a area compreendida entre a
tangente a circunferéncia nesse ponto (0,4), o eixo
dos xx e o arco da circunferéncia que as duas rectas
limitam. Use como unidade de medida o metro.

R : Da simples observagdo dos dados se conclui que
a circunferéncia passa na origem; a equacdo da tan-

GAZETA DE MATEMATICA

gente noponto (0, 4) é y = x + 4, dado quea equa-
cdo da recta que conttm oraio com extremo em (0, 4)
é y— —x-i-4. Essa tangente vai cortar oeixo O X
no ponto (—4, 0). A area pedida é, portanto é igual a
area do triangulo de vértices (0, 4) 10,0) e (—4,0),
diminuida da do seamento circular determinado pela
corda de extremos (0,0) e (0,4). Oraio da circunfe-
réncia é igual a y8. O sector circular referente ao
arco emcausa é um quadrante.
, 8ir 8'

A=8 -
Logo : 4 2,
12 —2x 314 = 12—6,28 - 572 m».

8-2iv + 4= 12-

- 2Y

Exames de aptidao para frequéncia das licenciatu-
ras em Ciéncias Matematicas, em Ciéncias Fisico-
-Quimlcas e em Ciéncias Geofisicas, e curso de
engenheiro gedgrafo — Ano de 1960.

Ponto N.° 1
Prova escrita de Matematica
ARITMETICA

5305 —Determinar os nimeros naturais que, divi-
didos por 67, dao resto igual ao cubo do cociente
iespectivo.

R : Serdo osnumeros daforma N = 67x q 4-R,
ondfe R=q° « R< 67. R pode tomar os valores

1,8,27 e 64, correspondendo, respectivamente, aos
valores 1,2,3 e 4 de g. OsnuUmeros pedidos serédo,
portanto, 67, 142, 228, e 332.

ALGEBRA
|

5306 — Determinar os valores de m para os quais
a funcédo
X-— o+ )X+ m+ 2

é positiva para todos os valores reais de x.

R : Como é positivo o coeficiente de x*,
serd positiva para todos os valores reais de x desde
que sejam imagindrias as raizes da equagdo que se
obtém igualando-a 0 zero. O descriminante desta equa-
cdo é

a funcdo

(m+1)"—4 (m+ 2), e tera de ser negativo.
m+ 1)y —4(m+ 2) <0
t _2m—7<0

m°—2m —7=0 para m= 1+2V~2.
Cumprem-se as condi¢bes pedidas para

| +21/"2>m>1 —2/2-
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5307 — Derivar a funcéo , ,
vV K + 3
plificando o resultado.

R : 6X
(x* + 3) V**—g9

TRIGONOMETRIA
|
5308 — Resolver aequacdo cos X + cos 3x = c0s 2X-

R: cos x «~Cos 3x = €0S 2 X
cos X + cos (X + 2xj = cos" X — sen’Xx
COs X + €0s X ¢ (COs’ X — sen’ X) — 2 sen’ X cos X =
= c0S" X —sen- X
cos X (1 + cos’ X — sen’ X) — 2 sen’ X CoS X =
= cos’ X —sen’ X
como 1—sen’ X = cos’ X, nem
€os X (COs- X + €0S" X) — 2sen’ X * €0S X = €OS’ X — sen’ X

2 cos x (cos’ Xx —sen’ X) = cos’ x —sen® x, igualdade
que se verifica para
a) cos’x—sen’x =0 ou para
b) 2 cosx= 1.
A equacdo a) resolve-se para CcosX = senx, ou

seja para tgx = + 1, portanto para todos OS arcos
T = 45"+ nX 90°.
1
A equacgdo b), cos x — —,
x = 360° x D+60°
I

fornece-nos a solugéo

= i . sen 6a + sen 2a
5309 — Verificar a identidade
cos 6a—cos 2 a

+ cotg2a = 0.
R:

sen6a+sen2a sen6a+sen2ah0052a

4—cotg'2a= —
cos 6a—cos 2 a cos6a-cos2a sen2a
sen6aesen2ad-cos6accos2a+sen’ 2a—cos 2a
sen 2 a (cos 6a — cos 2 a)
Mas

cos6aecos2a+senbaecsen2a=cos(6a—2a)=cos4i
e cosda=cos (2a+ 2a) =cos 2a—sen 2a,

portanto

sen baesen2a+cosbaecos2a+ sen"2a—cos’'2a
sen 2 a (cos 6a — cos 2 a)
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cosda + sen” 2a —cos 2a

sen 2 a (cos 6 a— cos 2 a)

cos’" 2a —sen’ + sen”2a —cos 2a
sen 2a (cos 6a — cos 2 a)

sen 2a (cos 6a — cos 2 a) c. g.a\

GEOMETRIA

5310 — Determinar a equacdo da recta que passa
pelo ponto (—1,3) e é paralela a recta de equacao
2x + 3y =1.

R: A familia das rectas paralelas a 2x + 3y= 1
tem por equagdo geral 2x + 3y = k.

Ha que determinar k de modo que a recta passe pelo
ponto (—1,'3).

Portanto: 2x (—1)+3x 3=k; k=9—2—7.

A equacdo pedida e 2x + 3y = 7.

Exames de aptiddo para frequéncia dos cursos de
engenharia civil, engenharia de minas, engenharia
mecanica, engenharia electrotécnica e engenharia
quimico-industrial e curso de arquitectura—Ano
de 1960.

Ponto N.° 1

Provi escrita de Matematica

5311 —Umarecta A passa pelo pont© 4>4

e é perpendicular a uma recta B de equagao

2
y = X .
’ 3
Quais as equagbes das rectas paralelas a primeira

e distantes dela [/1S?
a A serdo também perpendi-

pois, de achar as duas rectas
j/13 do ponto

R : Rectas paralelas
culares a B. Trata-se,
perpendiculares a B e que distam

(i, \. A equagdo geral das rectas perpendi-

v v

3
culares a B ¢é y—7x+ p; a expressdéo da dis-

tdncia de uma destas rectas ao ponto

1 S



42

1
X4
VI3, oy sega
? 31\2
1 +
2
—6
P 13 13
VI3t (- — .
1/13
_2_
13 13
- — -P--2--P 13
2
13 13
+ P = o~ p= 0.

vis duas rectas pedidas tém por equacdo

13.

5312 — Ache oresto da divisdo de 2a* + 36° por
5 sabendo que os restos da divisdo de a ede 6 por
5 sdo 2 e 3.

O que entende por divisdo factorial?

R: a=5+2 a=5+23=5+8=5+5+
+3=5+3 2a°=5+6=5+1
b=5+3; 2=5+9=5+4; 3b°=5+12=5+2
2a‘+ 3b2=5+1+5+2=5+ 3.

O resto pedido e 3.

5313 — Calcule tg3a sabendo que tga

R:
tga+ tg2a

tg3a=tg @+ Za)zl—tga-tgla

2 <aa
tg2za =
1- <s*a
2tga.
1—tg a tga. —tg*a+ 2 a
tg3t g g 'g
2ij« " 1—10'a- 250
1- tg-
1- <ffa
3tga—<<Fa
1- 3tgia
3
Ti Vv 3/
Como tga = , vem tgSa =
VI3 1 - 3x

GAZETA DE MATEMATICA
VI3 3/3
- [e)e]
1-1
Comeleito igSO’
VI3

5314 — Qual o verdadeiro valor da fraccao
B —2x"—5x + 6
X*+ x’- 11x*- 9x + 18
para cada um dos seguintes valores de x:x =1,
X=-2 e x= 3?

O que entende por raiz multipla?

R:
f(x) = P X*—2x"—5x+6
Q(x)  xt+ x> —IIx® 18
EPW®D-P@R=P(-2=0ce
QW =Q® .Q(-2)=o0.

Féacilmente se decompdem em factores os termes da

fraccdo dada, obtendo-se o resultado
P00 _ X- Dx-3x+2

f(x)
(x) O™ " X- )X-3)X+2) X+ 3)

X+ 2)(x+ 3

i = 1 1
()_3x4 © HT
f(3) = ! . Nl
5x6 -~ 0"
f(_2)= = 00.
' ' O xl

de uma
diz-se
P (x)

Baiz midltipla : se o grau de multiplicidade
raiz de um polinémio €' maior que 1, essa raiz
multipla. Diz-se que a raiz a de um polinémio
é de grau de multiplicidade  k quando

P(x) = (x- a)*XQ(x), comQ(a O.

5315 — E dada a parabola de vértice na origem e
de foco (0,5) e a circunferéncia tangente a directriz
da parabola e de centro no foco da mesma.

Ache os pontos de intersec¢cdo das duas curvas.

R: Equacdo da parabola
Directriz:
Circunferéncia pedida:

I X'= 20y
y=—5
X'+ (y—5)" = 10°

Pontos de interseccdo {** j Y , s
[ x*-r(y -5) =10"
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20y = (y—5)"'—100=0
20y=y'- 10y4-25- 100= 10
y2+ i0Oy_75=0 y=—15 vy =5

Rejeitada a solugdo y ——15, vem x*= 100 x= +10.
Os pontos da intersec¢do sdo (10,5) e (—10,5).

5316 — Dada a equacdo
@+ 22+ 2. 32

ache pelas derivadas a equac¢do das tangentes acurva
e, estabelecendo a condicdo de elas fazerem 45° com
0 eixo dos xx, encontre os pontos de tangencia.

O que entende por derivada de uma funcédo ?

R : Nota: a determinagdo de tangentes pelas deri-
vadas esta fora do programa do curso complementar
dos Liceus. Embora se pense que assim nao devesse ser,
ndo podemos deixar de fazer notar que & muito fre-
quente aparecerem questdes como esta nos exames de

aptiddo, tanto escritos como orais, O que nao nos parece
justo.
y2=32- (x+2)2
-(x +2)
’ V32 - (x+ 22

ESTAGIOS

Liceus Normais — Estagio pedagogico de 8° Grupo
— Exames de Cultura (1959-60)-Decreto n.° 41273
de 17-9-1957.

Prova escrita

5317 — Faga uma «exposi¢cdo» subordinada ao tema:

NUmeros complexos a duas unidades

OBS: — O trabalho admite a orientagdo e a exten-
sdo que entender dever dar-lhe, mas, de preferéncia,
considere as rubricas seguintes :

1. Os nimeros complexos: —defini¢do; relacdo de
igualdade.

2. As operagdes de adicdo e multiplicagdo:—  defi-
nicdo e propriedades formais; existéncia de operacdes
inversas daquelas.

3. Propriedades
meros complexos.

fundamentais do conjunto dos na-

PE

43

Num ponto (x,y) da curva, a tangente tem por
equacdo Y —y = m(X—x), emque m é o valor da
derivada dafuncdo y (x) noponto X.

Se as tangentes fazem com o eixo dos xx angulos de
45" seré m= 1.

- (x+2)
yl32 - (x+ 2)2
y2 = 32 — (x 4-2J°, associando esta equagdo a relagdo
- (x4 2)

— 1. Como a gquagdo da curva e

= 1, obtém-se :
VI32 — (x 4 2)2
(*+ 22 X = —6
32 - (x4 2) ry= (x4-2) X =2

y =32- x42y ly =32—(x422 y= =4
As tangentes quefazem com ox angulos de 45" to-
cam a circunferéncia nospontos (—6, 4) e (—6, —4).
Derivada de umafungdo f(x) numponto X, €0
limite, se existe, da razdo incremental, de f(x) em X,
quando X tende para X,.

DAGOGICOS

n

4. A operacdo de potenciacdo (expoente inteiro e
expoente fracionario).

5 A operagdo de radiciacdo ; analise circunstan-
ciada da operagdo e possivel estudo comparativo com
a mesma operacdo, quando definida no conjunto dos
nameros reais.

Prova pratica

. GEOMETRIA

5318 — Num tridngulo ABC, de centro de gra-
vidade G, as medidas a, b e c dos lados verifi-
cam a relacédo

2a* =i 4 c’.

1.°) Prove que sdo tangentes ao lado BC as
duas circunferéncias que passam, respectivamente,
pelos pontos A, B e G (uma delas) e pelos pontos
A, C e G (aoutra).

2.°) Prove que as medidas m,,, m, e m, das me-
dianas, saidas, respectivamente, dos vértices A, B



M

e C sdo, também respectivamente, proporcionais a
a,ceb.

R: Sejam: ABC o triangulo considerado; A M
e B M'tf «as tfas «uas medianas e G o centro de gra-
vidade.

1.°) A circunferéncia definida pelos pontos A ,B, G
é tangente a B C se for

1) BM* = MGxMA
Ora, pondo

BC = a
tem-se :

AB=¢c AC=bhb, AM= m.

a
a) b*+ ¢ =2m* +

b* + ¢ = 2a (cond. do enunciado)

. a’ 3a
2 a 2ml+-|-. mAk—_ _~
m av'3
2) , 5
Entdo, vem
. 1 1 1 3a’ a
MGx MA= —m,x m = — 3" 4- T
e, por outro lado,
/B~C\* la\* a’
o BM.-(_) -(-)

Conclusédo: verifica-se a relagdo 1), o que garante a
tangéncia da circunferéncia considerada com B C.

Obs.: fazendo consideracbes anéalogas, conclui-se que
a circunferéncia definida pelos pontos A, C e G é
também tangente a B C.

2.°) Da relacdo 2) resulta
m. _ y/3
a 2
Por outro lado, como
2a + 2b' = 4m? 4 ¢
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22 - ¢+ 2b°=4nm
e, atendendo a b* +ec’ = 2a’, resulta
m. 1/
3b* = 4m?: —- = ——
' b 2
Analogamente,  encontra-se
m,, I17s
Em concluséo :
/3
a c 2

II. TRIGONOMETRIA

5319 —Num tridngulo ABC, rectangulo em C,
sabe-se que a altura relativa a hipotenusa divide-a
em dois segmentos cuja diferenca é igual a altura.

Calcule as medidas dos angulos A e B do triangulo.

R: Sejam: ABC o triangulo no qual (por hip6-
tese) € med, <J C = 90°; CH a altura relativa a hipo-
tenusa (CH = h); m e n, respectivamente, as medi-
das das projeccdes dos catetos B C e A C sobre a hipo-
tenusa.

Jn B

Como m-n-h”~"tO, serd& AC"ArBC e por

iss0, A=Y <£ B. Para fixar ideias, tuponhamos
entdo <JA><" R, Tem-se:
m = hcotg B
n=nhcotgA=htgB
m—n = h(cotgB - ijB)
h = h(cotg B - tg B)
ww<oB —<<B=1
e desta relagdo tira-se
tg2B = 2
o oue da a solugdo conveniente
2B = 63» 26' 6" (aprox.)

B = 31° 43 3"
B = 58» 16' 57"

Solugées de A. A. T.opes

A = 90» -
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