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Sur la figure formée par deux ensembles
convexes en Géométrie plane
por  Lucien Chamard
1. Notre but est assez clairement exprimé 4" f(E)= E-C(E)
par le titre de la présente Note. fEl) f(E.)M(Ei+E)E -« E).

Précisons cependant gne nous nous atta-
cherons surtout ici a établir diverses condi-
tions de convexité de la réunion de deux
figures convexes. A cet effet, nous devons
d'abord rappeler quelques définitions et
résultats. Nous énumérerons aussi les divers
aspects de la figure étudiée.

2. «) Soient deux ensembles ponctuels
quelconques E, et E, « On a la relation for-
melle évidente E, + E, = E, —FE, *E, -j-
+ *E, + E, — EM*E, *

Cas particuliers :

1.°) E-E,
par définition.

=0; E, et E, sontdisjoints

2.°) 2?2 +E, n'a pas de points intérieurs;
Ex —Ei *h, = Ei ,E, — E, *E, = E, ,

Ei —Eieh, + h, — Ei *E, = Ei + E,
et E\ — Ei *E, *E, —Ei °E, = E, *E, .
Et, en toute généralité.
3.») C(Ei +E)=C(Ei). C(E)()

CEi *E) =  C(Ei)+C{E)

( C (E) désigne le complémentaire de E et
f (E) la frontiére de E .

@ Drautre part, on sait qu'un ensemble
convexe est un ensemble qui, avec points
contient tous ceux du segment rectiligne qui
les joint.

DEFINITION I. C'est naturellement un en-
semble semi-continu au sens suivant: avec
deux points, il contient un continu contenant
ces deux points. On peut dire que I'ensemble
convexe possede la semi-continuité  rectili-
néaire.

y) Dans leplan, unensemble convexe qui
ne remplit pas ce plan, c'est-a-dire dont le
complémentaire n'est pas vide est tel que le
dit complémentaire contient au moins un
demi-plan ouvert. On peut, a partir de cette
remarque, définir les demi-plans d'appui d'un
ensemble convexe, demi-plans ouverts «bor-
dés» par une droite d'appui de I'ensemble
convexe et on démontre que par tout point
de la frontiere d'un ensemble convexe, il
passe au moins une droite d'appui. A ce point
de vue, I'ensemble convexe apparait comme
I'intersection des demi-plans fermés complé-
mentaires des demi-plans d'appui. A ce titre,



I'ensemble convexe est lui-méme un ensemble
fermé.

Si un ensemble plan convexe a au moins
une droite d'appui qui passe par chacun de
ses points frontiéres, réciproquement, tout
ensemble plan qui admet en tout point de sa
frontiere, au moins une droite d'appui, est
un ensemble convexe. Aussi, peut on définir
un ensemble convexe comme un ensemble
jouissant de la propriété précédente (DEFI-
NITION 2).

L'intersection d'une droite et d'un ensem-
ble convexe est un ensemble fermé connexe
(c'est-a-dire un continu rectiligne).

S) Enfin, un ensemble plan E qui ne
remplit pas le plan, peut, sans étre convexe,
avoir au moins une droite d'appui. S'il est
borné, il a pour chaque direction non orien-
tée, deux droites d'appui paralleles (a I'image
du cercle). L'intersection des demi-plans fer-
més complémentaires des demi-plans d'appui
constitue I'enveloppante convexe de I'ensemble
E, enveloppante convexe quise note K (E).

L'ensemble K{E) contient E et ne s'iden-
tifie a E que si E est convexe. Dans le cas
de E quelconque, une droite peut rencontrer
cetensemble suivant un ensemble non connexe
et si E est fermé, il en est de méme de quelque
droite d'appui que M. GEORGES BOULIOAND
a appelée droite concluante pour rappeler le
fait qu'une pareille droite contribue a tfer-
mer» la frontiere de K {E) lorsqu'est donné
I'ensemble E -f  [K{E)\

Sur une droite concluante, il y a au moins

une corde ouverte de E appartenant a
fIK{E)].

Enfin, rappelons que les droites d'appui
jouissent de la semi-continuité supérieure par
inclusion, c'est-a-dire que si M désigne un
point d'appui d'une droite d'appui A'A d'un
ensemble E, si M tend vers un point M,
de f(E), A'A tend vers une droite d'appui
de E en M.,

Les ensembles convexes bornés sont des
continus, comme il résulte presque immédia-
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tement de leur définition. Aussi convient-il,
avant d'étudier la figure formée par deux
ensembles convexes, d'examiner succintement
la figure formé par deux continus E, et E, .

THEOREME 1. Soient E, et E, deux conti-
nus non disjoints {}) et tels que lI'un d'eux ne
soit pas inclus dans [autre (%). Leur intersec-
tion E]<E, est une coupure de leur réunion

E, + E.(5).

En effet, soient Pj et P, deux points
appartenant respectivement a E, — (E, * E)
eta E, - (E * E).

E, + E, étant un continu, il existe uncon-
tinu (®) k(P,P,) contenant P, et P, et
contenudans E, + E, . Jedisque k(P,,P,)
porte au moins un point de E, <E, .

En effet, appelons k, lapartie de k(P,, P,)
appartenanta E, et k, lapartie de k(P, ,P,)
appartenant a E, .

On peut écrire :

fAL1=E *k(Pj,P,)*CE, (1

[k2 = E.k(P,P,). czE, (@
k=ki-k aE + E,

& .k, 0 (puisque k est un continu).

Faisons le produit logique des relations
(1) et (2), membre & membre: k <k, =
= E-E,k(P, P.).

o[k, appartient donc simultanément a
k et a E, «E, autrement dit k a un point
au moins dans E, °E, . C.Q.F. D.

(1) C'est-a-dire tels que 2SjeEj — 0.

« El Cf. E,, E, cf Ei .

(") On pourraitexprimer ce fait par intersection de
(E. - Ei *E) et (EE —Ex<*E) = 0, mais je me
propose ici de montrer que tout continu ayant un
point dans Ei — E, *E, et un point dans Ei~ E, - Ej,
a forcément un point dans E\ *E, .

() Et méme un continu irréductible (par rapport
aux faits de contenir Pi et P% et d'étre un continu,
voir par exemple S. JANISWESKI: Sur les continus
irréductibles entre deux points. Thése. Paris 1911 =
Journal de I'Ec. Polytech. 16,1912, Chap. Il,ou bien
C. Rend, de I'Acad. des Se. de Paris, t. 151,18 Juillet
1910.
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Nous avons écarté le cas de deux ensem-
bles continus disjoints. Il est évident ou
presque que, méme dans le cas d'ensembles
E, et E, quelconques, non forcément con-
nexes, non forcément fermeés, le fait d'étre
disjoints entraine que l'intersection des fer-
metures est ou vide ou, au moins, dépourvue
de points intérieurs.

3. Onsait que l'intersection (Durschnitt)
ou ensemble des points communs & un nom-
bre quelconque fini ou non, d'ensenbles
convexes est aussi un ensemble convexe.
Nous avons déja rencontré un exemple de ce
fait réciproque = un ensemble convexe peut
étre regardé comme l'intersection des demi-
-plans complémentaires de demi-plans d‘appui.

Il est immédiat que la réunion de deux
ensembles convexes n'est pas, en général, un
ensemble convexe: par exemple, deux ensem-
bles convexes disjoints n'ont pas toujours une
réunion convexe. Aussi convient-il d'étudier
les conditions de convexité de la réunion de
deux figures convexes. Ce probléme a déja
été étudié mais pas systématiquement, a ma
connaissance. Je me propose de montrer ici
que les conditions en question sont multifor-
-mes, mais il n'est pas inutile qu'auparavant,
nous examinions les divers aspects de la
figure formée par deux figures convexes.

CAS I. Bien entendu, deux ensembles
convexes peuvent étre disjoints
E en2 "N ®L—**1"~ ~El E, — 'E, ~
(E. - E..E)+(E,-E,.E) =E, + E,
E\ +E, —E, *E, = E, —E, *E, +E, —
—Ei'E, = £| 4 E,
est fermé mais non connexe.
Ei + E, —Ei *E, a deux composantes
fermées.

CAS Il. Ei -E=f=0 mais
Int-.E, «Int. E, = 0(1)

(1) Int.désigne I'ensemble des points intérieurs de E.

En un point de E, *E,, E, et E, ontau
moins une droite d'appui commune qui les
«sépare» ().

Ei +E, —Ei+E, = (Ei —Ei 'E) +
+ (E-E *E)zE + E)
au sens StI’iCt, avec
(Ei —Ei *E) *(E, —Ei *E) = 0.

Cette fois E, + E—FE,
ni connexe et {Ei+ E—E,
posantes non fermées et

Ei + E, —Ei*E, =Ei +E, .

*E, n'est ni fermé,
*E,) adeux com-

CAS 1I11. Ei-E,=fcO Int. E, - Int.E,j=0.
Comme dansle Cas |1, E, +E, — B\ *E, =
= (Ei —Ei *E, -\\-E, —E, *E" <Ei -\- E,
avec (E, - E, .E) *(E, - E, *E) =0
E\ "+ — Ei *E, ni fermé ni connexe.

Mais E, + E, —Ei *E, a au moins deux
composantes non fermées et peut en avoir un

nombre  quelconque.
Et E+E, —E, *Ecz E+E, ausens strict.
EXEMPLE. Réunion de deux polygones

réguliers convexes, réunion constituant un
polygone régulier étoilé = réunion de deux
triangles équilatéraux dont I'un se déduit de
lI'autre par une rotation de 60° autour du
centre commun.

CAS IV. E.E, =E, (ou E)
(Cela équivaut & E, < E)

avec E, - C'(E)=f=0

(1) J'entends ici que chacun des ensembles E+ et
E, est inclus dans la fermeture d'un demi-espace
d'appui de l'autre.

(’) Rappelonsqu'une composante d'un ensemble est
une partie connexe de cet ensemble saturée par rap-
port a cette propriété.



Dans ce cas, E, —Ei *E, = E, —E, n'est
pas forcément d'un seul tenant ;
Ey —Ei *E, = 0.

Exemple: E, = disque circulaire

Ei — triangle inscrit dedans.

CAS V. Ei*E, —E,  (ou E) ou bien
encore E, Zint. E, .

Dans ce cas E, —Ei *E, = E, — E, =
= connexe.

Nous retiendrons surtout que E, ,E, étant
deux ensembles convexes, E, + E, —E, * E,
peut avoir un nombre quelconque de com-
posantes.

4. Etude de E, *E, + #2*'>2"* (dési-
gnant la réunion d'un nombre quelconque de

composantes de E, —Ei*E, .
THEOREME 11. Tout segment  rectiligne
joignant deux composantes différentes  de

Ej —Eje<E, rencontre Ej°<E,.

En effet, soient K, et C, deux compo-
santes de Ei — Ei *E, et soient A et A\
deux points appartenant respectivement a K,
et Ci. Considérons le segment rectiligne
Ai A. Ses extrémités appartenant a E,
il appartient tout entier a E..

D'autre part E, *E, + K, et E-E, +Ci
sont des continus d'intersection E, ¢« E, ainsi
que leur réunion E, *E, + Ki + C, etaucun
d'eux n‘est contenu dans I'autre puisque
K, «C,= 0. En vertu du Théoréme I, tout
continu joignant un point A, de Ki et un
point A% de Cj, rencontre E, *E, C'est
donc le Cas pour le segment rectiligne A, A\

COROLLAIRE. Une droite A'A ne saurait
rencontrer  plus de deux composantes de
Ej —Ej*E, (ou E,—E,*E,).

En effet, supposons le contraire et soient
Ai , A\, A'i des points de A'A appartenant a
trois composantes différentes K, C,T de
Ei —Ei *E, .
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En vertu du Théoréme 11, a supposer que
Ai , A'i, A\ se succedent dans cet ordre,
Ai A\ porterait un point B de E, *E, et
Ai A'{ un point B* de E, *E,. Le segment
B B' serait tout entier dans E, *E, ainsi
que le point A\ qu'il porte, contrairementa
I'hypothése.

THEOREME I11. Soit
de Ej+ E,- E,*E,.
est convexe.

K une
L'ensemble

composante
E,-E+ K

K appartient soit a E. — E, *E, soit a
E, — Ei *E, car si ces deux ensembles ne
sont pas vides, ils sont disjoints. Supposons
donc que Ka E, —Ei *E, et considérons
un segment rectiligne Ai A\ ayant ses extré-
mités sur Ei *E, -j- K, donc dans Ei ; il
appartient lui-méme tout entier a E, . Nous
allons montrer qu'il appartient tout entier a
E, *E, + K c'est-a-dire ne peut porter un
point B d'une autre composante C de
E. —Ei *E, .

En effet, si A, et A, appartiennent tous
deux a E, *E, , le segment A, A appartient
tout entier & E, ¢ E, et ne saurait porter un
point B d'une composante quelconque de
Ei — Ei *E, . Supposons maintenant que A,
appartienne k K et Ai k E\ *E,. Si Ai A\
portait un point B de E, appartenant a une
autre composante C de Ei —E, *E,, en
vertu du Théoréme 11, A\B porterait un
point i?'de E, *E, ; le segment A, B' ayant
ses extrémités dans E, *E, qui est convexe
serait tout entier dans E, *E, ainsi que le
point B qu'il porte contrairement a I'hypo-
thése. Reste a envisager un segment A, A,
ayant ses deux extrémités dans K.

Ce segment est aussi tout entier dans E..
11 reste a prouver qu'il ne peut rencontrer
une seconde composante C de Ei —E, ¢ E..
Si cela était, c'est-a-dire si B était un point
de AiAi situé dans C, en vertu du Théo-
réeme I, il y aurait sur BA, un point | de
E, *E, etsur BA\ unpoint J de E, *E,. Le
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point B appartiendrait ainsi a Ei *E, con-
trairement a I'hypothése. En résumé, tout
segment ayant ses extrémités dans E\ « E-\-K
y est situé tout entier et E, <E, + K est
convexe.

THEOREME 1V. Soient deux ensembles con-
vexes Ej et E, aucun d'eux n'étant contenu
dans l'autre. Supposons que Ei—Eje*E, pré-
sente au moins deux composantes Kj et C.
Je dis que E, *E, 4 K, + Ci est un ensem-
ble convexe et que, plus généralement,
Ei eE,4"2 ~ corencernee convexe, 2 Ki
désignant la réunion d'une collection quelcon-
que de composantes de Ei—Ei- E,.

mcle

Démonstrons d'abord la premiére partie
du théoréme apres avoir posé :

Ei 3 E, *E, + K + Ci avec K «Ci=0.
Soient Ai et A\ deux points de E, *E , +
+ Kx + Ci.

CAS I. Ai et A\ sont dans E, <E,; il
en est de méme de tout le segment A, A\

CAS Il. Ai
dans Ci).

Dans ce cas, au cours de la démonstra-
tion du Théoréme 111, il a été prouvé que
Ai A'i appartient tout entier a E, *E, + K,
(ou E, *E, 4- Ci) c'est-a-dire a E, *E, +
+ K +C..

CAS Ill. Ai est dans E, *E, et A’
dans K, (ou C). C'est encore au cours de
la démonstration du Théoréeme 111 qu'on a
prouvé que A, A\ appartiente a E, *E, + K,
ou a E, «Ea+ C, c'est-a-dire a E, E% +
+ K1+ C1.

et A', sont dans (ou

CAS IV. A, est dans K, et A\ est dans
C'i. Envertu du Théoreme 11, A, A\ porte
au moins un point B de E, «E,. Nous avons
vu au CAS Illque BA, est dans E, *E, +

+ K, et que B A’ est dans E, *E, 4 C, .
Donc A, A\ est tout entier dan» E- E, +

+ Ki + Ci. L'ensemble E, °E, + K, +<ij
est donc convexe.

Il est aisé de montrer, plus généralement
que E, *E, -\-2 Ei est convexe. La démons-
tration précédente est valable. Et si2 Kt
désigne la reunion de toutes les composantes
de E, —E, *E, ce résultat est évident.

5. Critére de convexité delareunion Ei4-E,
de deux ensembles convexes Ei et E, envisagé»
selon la définition

THEOREME V. Si Ai est une point de

Ei —E].E, et si A, est un point de
E, —Ei*E, le segment rectiligne Ai A, est
tout entier dans Ei+ E, a la condition

nécessaire et suffisante qu'il porte au moins un
point B de E.*E ..

1.°) La condition est nécessaire — en d'au-
tres termes, si E, + E, contient A, A, ce
segment a au moins un point B dans E, « E..
En effet, A A, est tout dans E, + E..
Comme E, — Ei*E, et E, —E, *E, sont
non vides et disjoints, il résulte du Théo-
reme | que A, A, rencontre E, « E..

2.°) La condition est suffisante —en d'au-
tres termes, si A, A, rencontre E, *E, en
un point B au moins, ce segment apartient
a Ei + *E, .

En effet, Ai B appartienttouta E, B A,
appartient tout en E, ; donc A, A, = A, B-+-

-(-BA, apartienttout a E, + E, .

THEOREME V1. La réunion
deux ensembles convexes E,
méme convexe a la condition

suffisante  que tout segment

Ei+ E, de
et E, est elle
nécessaire et
A,A, dont les

<} §2(P).



G
extrémités  sont respectivement dans ~E, et
dans E, ait au moins un point commun avec

Vintersection Q, *E..

En effet, si A, et A, appartiennent a
E, °E, AiA, appartient & E, *E, donc a
E+E, Si Ai est dans E,  eE, et A,
dans E, —E, *E, , on sait, grace a Théo-
reme Il11 que Ei*E, -+- K, est convexe (*)
donc, que AA, est contenu dans E, ¢ E, *+- K,
et par suite dans E, et dans E, + E..
Enfin, si A, est dans E, —E, *E, et A,
dans E, —E, *E, le Théoreme V nous
apprend que A, A, est encore contenu dans
Ei + E, . Ainsi la condition du Théoréme V |
est suffisante. Il reste a montrer qu'elle est
nécessaire.

En effet, si A, A, n'était pas entiérement
contenu dans E, + E, il ne porterait pas
un point de E, *E, comme il résulte du
Théoréme V.

6. Etude des droites de E,+ E,
et de E,»E,.

Les en8embl8 E, ,E, ,E, *E, étant con-
vexes, on peut établir une correspondance
par «représentation circulaire» entre les fron-
tieres f(E), f(E), f(E, *E). Mais, en
genéral, E, + E, n'est pas convexe et pré-

d'appui

sente, par conséquent, des droites d'ppui
concluantes au sens du §2(3).

THEOREME VII. Toute droite d'appui de
Ei'E, parallelle & unedroit d'appui  concluante
de Ej-j-E, et non confondue avec elle, ne
saurait avoir plus d'un point d'appui  sur
Ej * E,.

En effet, soit la droite d'appui D'D de

E, « E, parallele & une droit d'appui con-
cluante A'A de E, -j-E, et la plus proche

() Ki désignant une composante de Ei —Ei * Et.
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de A'A. L'ensemble d'appui de A'A n'est
pas connexe. Supposons que ses points
d'appui les pins rapprochés entre eux et avec
I'ensemble d'appui de D'D soint A, et A,
(ils sont respectivement sur E, et E,), Si
D' D avait deux points d'appui, B et B'
(le segment B B' ayant le méme sens que

171).
Le triangle AB'B ayant ses trois som-
mets dans E, est out entier dans E. De

méme, le triangle A, B B' ayant ses trois
sommets dans E, est tout entier dans E, .
Or, ces triangles ont en commun un troisiéme
triangle BIB" (I est l'intersection de AB"
et de A, B) situéentre D'D et A'A ce qui
contredit I'hypothése que D'D est la droite
d'appui de E, *E, parallele a A'A et la
plus voisine de cette derniére droite.
De plus,

THEOREME VIII. Soit A'A wune droite
d'appui concluante de E, + E,. La droite
d'appui de Ej<E, la plus proche de A'A et
parallele & A'A (soit D'D) est une droite
d'appui intérieure (1) de Ej<E,, a moins que
A"A et D'D ne soient confondues.

En effet, d'aprés le Théoréme VII, D'D
n‘a qu'un seul point d'appui B sur E, *E, .
Si D'D n'était pas une droite d'appui inté-
rieure de E, *E, , elle serait, en B, une
droite d'appui unique de E, *E, ; donc
droite d'appui de E, et de E, a la fois. Si
A'A et D'D ne sont pas confondues, la
bande qu'elles déterminent ne doit contenir
aucun point de E, ou de E, , donc A'A
ne saurait étre droite d'appui de E, -f E,
puisque sans appui sur E, et E, .

(') On dit qu'une droite d'appui d'un ensemble en
un point est intérieure si elle n'est limite que de
droites d'appui. Dans ce cas, il existe au méme point
un «angle d'appui» supérieur a ic, en d'autres termes
I'ensemble est localisé dans un angle intérieur a -,
dont le sommet est dit sommet de I'ensemble. (A.
DENJOY).
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Du Théoréme VIII découle immédiatement
ce premier résultat :

THEOREME IX. Une condition  suffisante
pour que la réunion Ej+ E, de deux ensem-
bles convexes E ., et E, soit elle-méme convexe
est que leur intersection ne présente pas de
sommets.

La réciproque n'est pas vraie. L'ensemble
El + E, peut étre convexe méme si E\ ¢ E,
présente des sommets.

EXEMPLE |I. E, est un triangle ABC
de base BC complété par un demi-cercle de
diameétre BC construit extérieurement. Quant
a E, c'est le symétrique de E\ par rapport
a la droite B C.

EXEMPLE Il. E, est la réunion de deux
triangles isocéles AB C et A\ B C de base
commune B C et contigus, la hauteur de
A\ B C étant inférieure a celle de  ABC.

Quant a E, , c'est le symétrique de Ei
par rapport a la droite B C.

On peut dire plus. Considérons une droite
d'appui concluante A'A de Ei + E, . Nous
avons rappelé [§ 2, (5)] qu'elle porte au moins
une corde ouverte de E\ -+ E, (appartenant
a la frontiere de K (E, + E, )). Appelons
Ai , A, les extrémités d'une telle corde, Ai
appartenant a E, , A, appartenant a E..

Nous dirons que le plus petit des arcs Ai A,
de f{Ei + E, est lattaché a A'A» et plus
précisément, au segment rectiligne concluant

Ai A, . Cetarc AiA,
ouvert Ai B appartenant & f(E{)

est formé d'un arc
et d'un

arc ouvert BA, appartenant a /(i?,). Le
point B, commun a la fermeture de ces
deux derniers arcs appartient a f{E{) * f(E,)
et a f{E\ *E\. Le Théoreme VIInous a
appris gque la paralléele a A" A menée par B
ne touchait E, *E, quen B et le Théo-
réeme VIII qgu'elle était une droite d'appui

intérieure de E\*E,. Mais considérons
maintenant un point P de l'arc ouvert

Ai B par exemple. Une droite d'appui de
Ei en P rencontre A'A en un point Q.

La droite d'appui de BA, issue de P,
rencontre A'A en R. La paralléle & A'A

menée par P est extérieure a l'angle QPR
(angle qu'on pourraitappeller «.angle d'appui
de E,+ E,en P»).

Cette propriété se conserve lorsque P
tend vers le point B et I'on retrouve le
Théoreme VIII. Aussi peut-on énoncer cette
proposition :

THEOREME X. Soit a un arc ouvert de
f (E, + E,) entierement contenu dans
K(Ei + E,), arc attaché a la droite d'appui
coucluante A'A pour Ej+ E,. La paralléle
a A'A menée par un point quelconque P de
a est extérieure, au sens strict au faisceau
des droites d'appui de a passant par P(").
En d'autres termes Il'angle d'appui en P est
inférieur a n.

Et on en déduit aisément que :

THEOREME X 1. Une condition  nécessaire
et suffisante pour que laréunion *&i+ E, de
deux ensembles convexes Ej et E, soit elle-
-méme convexe est que, en tout point B de
f (Ei) «f(E,) il passe une droite d'appui com-
mune & Ei + E, et Ei*E,.

En effet, sur f(E\ -\- E,) on distingue les
points situés sur f[K(Ei + E)] en ces
points passe évidemment une droite d'appui
de Ei + E,. Restent les points de f(E, + E))
situés a l'intérieur de K {E, - E)). lls for-
ment des arcs tels que l'arc CT du Théo-

(1) On mieux an faisceaux des droits d'appui issues
de P des deux sous-arcs de < d'extrémité commune P-



réeme | X. Pour qu'en chacun de leurs points,
P par exemple, il passe une droite d'appui de
(E, + Eo) il faut et suffit que I'angle d'appui
en P soit égal & u, ce qui ne saurait se
produire que si cela arrive au point B de
/(.El) «f(E,). Ladroite d'appui en question
est commune h E\ + E, et a Ei*E,*

7. Critéres de convexité de deux
basés sur la considération de leur
et de leur réunion.

Ce qui suit est trés simplement suggéré
par le fait que la convexité est une connexité
particuliére et par les propriétés communes
aux ensembles connexes, locallement con-
nexes, continus.

ensembles
intersection

THEOREME XI11I. Si la réunion et le pro-
produit de deux ensembles E] et E, sont des
corps convexes, les deux ensembles E] et E,
sont eux-mémes des corps  convexes.

Cela est banal si I'un contient I'autre.
Soient les deux ensembles Ei et E, Par
hypothése, Ei + E, et E, *E, sont des
COrps convexes.

Démontrons par exemple, que Ei possede
cette propriété. Et pour cela, considérons
deux points quelconques P, et Q, de E\. 11
s'agit de prouver que tout point de segment
rectiligne P, Q, appartienta E..

Trois cas peuvent se présenter :

1.°) P, et Q, sont des points de E, ¢ E,

Alors, P, Qi appartiente a E, <E,, puis-
que ce produit est convexe par hypothése
P\ Qx étant contenu dans une partie de E,
est évidement contenu dans E..

2.°) On a, par exemple,
suivante :

la disposition

P, dans E, ¢ E,
Q. dans E, —E, * E,

Puisque, par hypothese, E, + E, est convexe,
le segment P, Q, appartienta E, + E,, 11
reste & montrer que P, Q, ne saurait porter
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un point n'appartenant qu'a E,,
un point de E, — E, « E,.

Supposons, pour un instant, que cela
puisse se produire et soit Q, un point de
E, — E, .E, porté par PQ. Le segment
rectiligne P, Q, ayant un point P, dans
E.-E.- E, et unpoint Q, dans E, - E, « E,
a forcément un point P sur E, « E, d'aprés
le Théoréme 1. De I'hypothése que E, ¢ E,
est convexe, on déduit que le segment P, P
appartient' tout entier a E, < E, .

Or, Q, appartient a P P, d'apres notre
supposition, donc, il appartient aussi a
E-E, d'aprés ce qui précede. Cela est
contraire a la seconde partie de notre suppo-
sition d'apres laquelle Q, devrait appartenir
a E,—E + E.

Ainsi se trouve démontré par I'absurde le

fait que P, Qi appartient tout entier a E..
3.°) Par hypothése, nous posons cette
fois, la double appartenance suivante :

c'est-a-dire

P, dans E, —E, * E,
et
Q dans E,—E,. E,

P, Q, appartient tout entier a E, + E,
qui, par hypothése, est convexe. Supposons
pour un instant que P, Q, porte un point
Q, n'appartenant qu'a E, — E-E.,. D'apreés
le Théoréme | dans ce cas,. P, Q, et Q,Q,
portent chacun au moins un point de E, * E..

Soient M un point de P, Q, et N un
point de Q, Q, tous deux situés dans E, ¢ E..
D'abord, Q, est porté par le segment MiV
et d'autre part, le produit E, «E, étant con-
vexe par hypothése, il contient entiérement
le segment M A’

Par conséquent, Q, appartient lui aussi a
E, «E, contrairement & la supposition qu'il
n'appartient qu'a E, — E, *« E&.

Cette contradiction démontre que P, Q,
appartient tout entier a E..
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Aucun autre cas ne pouvant se présenter,
le théoreme est établi.

Il admet, entre autres conséquences,
celle-ci :

COROLLAIRE. EJ et Eg sont deux corps
convexes a points intérieurs dont l'un Ej, par
exemple, contient l'autre E ,. La, condition
nécessaire et suffisante pour que Ej— E , soit
aussi un corps convexe est que le produit de

fermeture Ei-(Ei —E,)soit un corps convexe.

1.°) La condition est évidemment néces-
saire.

En effet, supposons
Son produit avec E,,
convexe.

2.°) Lacondition est suffisante.

En effet, supposons que E, « [Mt — E,) soit
une figure convexe, évidemment sans points
intérieurs.

Dans ce cas, lasomme E, +(E, —E,) = E\
étant convexe ainsi que le produit
Ea+(Ei —E,), il résulte du théoréme pré-
cédent que Ei et Ei —E, sont deux corps
CONVEXES.

E\ —E,
E~(Ei

conveve.
—E,) est

Principios
digitais

por A. César

fundamentais

Comme je I'ai indiqué au début de ce
paragraphe il ne faut pas s'étonner du résul-
tat précédent ni de sa simplicité, car les en-
sembles connexes, localement connexe’s con-
tinus jouissent d'une propriété analogue (*).

Je terminerai cet exposé par une question :

«Est-il possible caractériser logiqguement
une propriété qui, appartenant a la réunion
et a I'intersection de deux ensembles, appar-
tient, de ce fait, & chacun de deux ensembles ?

() —]1. Soient A et B deux ensembles fermés
(ou deux ensembles ouverts). Si les ensembles A+ B
et A-B sont connexes, les ensembles A et B le
sont aussi. Voir une note de S. JANIZEWSKI et
C. KURATOWSKI. Fundamenta Mathematicae. Tome |
(1920) Nouvelle En. 1937, P. 211, th. 1.

Voir aussi C. KURATOWSKI, Topologie. Vol. 11,
Chap. V Par 41, 11, p. 83.

Il. A et B étant deux ensembles compacts tels
que A + B et A B soient des continus, A et B
sont aussi des continus. (C.KURATOWSKI. Topologie,
Vol. Il,Chap. V, par. 42, p.1i8).

I11. A et B étant deux ensembles fermés tels que
les ensembles A + B et A -B soient localement con-
nexes ; les ensembles A et B sont aussi localement

connexes. (C. KURATOWSKI. Topologie. Vol.Il,
Chap. VI.Parag. 44 ; 11,10, p. 164).
dos computadores

automaticos

de Freitas

(Conclusao)

4. Memoria

A parte mais importante dum computador
digital automatico é, talvez, a sua memodria,
e a eficiéncia da maquina depende em grande
parte da quantidade de informacdo que ela
pode memorizar. Com efeito, como nos mo-
dernos computadores autométicos em geral
h&d a necessidade de colocar na memoria,

logo de inicio, todos os ndimeros e instrugdes
que conduzem a resolucdo dum problema de
calculo, se a capacidade dessa memoéria €
pequena, a ordem dos problemas que podem
ser tratados pela maquina é bastante limitada.

Toda a memoria deve ter as trés proprie-
dades seguintes :

(1) Deve ser capaz de reter a informagéo
durante o tempo que for necessario.
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(2) Deve ser capaz de fornecer essa infor-
macdo quando pedida.

(3) Deve permitir substituicdo de informa-
céo.

Além disso o tempo que a maquina leva a
colocar e a extrair informacdo da memoria
—tempo de acesso — deve estar de acordo
com o tempo que ela demora a efectuar as
outras operagdes —a maquina nao deve
estar a espera para obter e p6r informacgéo
na memdria.

Uma memoria cujo tempo de acesso seja
muito pequeno € sempre muito cara, e, prin-
cipalmente por isso, numa grande maioria
dos computadores digitais actualmente exis-
tentes aparecem dois tipos de memoria:
uma, de menor capacidade e cujo tempo de
acesso 0 pequeno — memoria rapida — ; outra,
de grande capacidade — a memoéria principal
—onde é colocada a quése totalidade da
informagdo a fornecer a maquina. Esta
informacdo é transferida (ou copiada), em
pequenos blocos, para a memoria rapida
onde é tratada pela méaquina. Consegue-se
assim um tempo meédio de acesso a informa-
¢cdo relativamente pequeno, sem encarecer
demasiadamente o custo da maquina.

H& uma grande variedade de materiais
que, pelas suas propriedades fisicas (ou qui-
micas), podem ser explorados para a cons-
trucdo de memorias. Assim para memorizar
informacdo no sistema binario, qualquer dis-
positivo onde se possam distinguir dois esta-
dos ndo simultdneos, serve para representar
um digito. E o que acontece, por exemplo,
com o circuito bi-estavel a que fizemos refe-
réncia no paragrafo anterior.

Pode mesmo dizer-se, sem grande exagero,
que ndo h& nenhum sector da fisica onde
ndo se possa descobrir algo que sirva de
base a construcdo duma memoria.

Actualmente os materiais magnéticos séo
0s mais usados, quer pela sua durabilidade
€ economia, quer porgue, em certas condi-
¢cdes, permitem tempos de acesso bastante

GAZETA DE MATEMATICA

pequenos. S&0 muito usuais, como memorias,
os tambores e discos magnéticos, os fios e
as fitas magnéticas, as matrizes de anéis
magnéticos. Nestes dispositivos usam-se dois
estados de magnetizagdo para reter informa-
¢do na forma binaria.

Vamo-nos referir, porém, mais detalhada-
mente ao primeiro tipo de memoria de
grande capacidade que foi usado, e que se
encontra em muitos computadores actual-
mente em funcionamento. E o tipo de me-
moria formada pelos chamados circuitos de
atraso acusticos. Cada elemento desta me-
mdria é constituido como estd representado
esquematicamente na figura seguinte

Y

o U

Fig. 10

T— tubo cheio de mercario tendo interiormente, em
cada uma das extremidades, um cristal de
quartzo

A — amplificador

R —reetificador

O —oscilador

I, //,1l, IV —circuitos de coincidéncia

Ao terminal t chegam os impulsos dados
pelo padrdo de tempo, em geral um vibra-
dor de quartzo.

Em T, no cristal de quartzo daesquerda,
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a energia eléctrica 6 transformada em ener-
gia acustica (ultra-sons) que viaja no mercu-
rio e 6 transformada novamente em energia
eléctrica no cristal de quartzo da direita.
No dispositivo da figura anterior, umim-
pulso que entrou no circuito sofre o ciclo
de transformacgfes a seguir esquematizado.

0 °)

a) —h entrada do oscilador

b) — a saida do oscilador

¢) — a saida do tubo de mercurio

d) —a saida do amplificador

e) — a saida do rectificador

f) —o impulso inicial é reproduzido no circuito de
coincidéncia / com o auxilio dos impulsos do
padrdo de tempo. Para isso é necessaria uma
certa sincronizagdo para que e) chegue a /
(Fig. 10) ao mesmo tempo que um impulso do
padrdo de tempo. Tal sincronizagdo ¢é obtida
entrando em linha de conta com a velocidade de
propagacdo do som no mercdrio e com 0 com-
primento do tubo T.

A passagem de a) para b) faz-se com o
fim de obter uma melhor propagacdo da
energia no tubo T.

O impulso mantém-se, portanto, em circu-
lacdo constante.

Se se tratasse dum grupo de impulsos
(correspondente a um nimero ou a uma or-
dem) tudo se passaria da mesma maneira.
Esse grupo de impulsos chegaria a e
(Fig. 10) e entraria em circulacdo desde que
se tivesse a —1 durante o intervalo corres-
pondente a passagem do grupo. Se quizesse-
mos depois obter esse mesmo grupo de im-

11

pulsos bastaria fazer b= 1, em I11,um
pouco antes de ele chegar ao outro terminal
de entrada e manter esse valor de b até
que o grupo fosse obtido em «. O circuito
de coincidéncia 11 serve para «apagar*
informacdo que esteja a circulpr.

Ja se deixa ver que numa maquina que use
este tipo de memoria, deve haver uma sincro-
nizacdo que permita efectuar as operacdes
anteriores, tanto mais que no mesmo circuito
de atraso circulam em geral varios grupos
de impulsos correspondentes a outros tantos
nameros (ou ordens).

O nome de circuito de atraso que se daao
circuito representado na Fig. 10 resulta do
facto da propagacdo da energia eléctrica no
circuito ser atrasada em virtude das trans-
formagdes sofridas em T (a velocidade do
som no mercdrio € da ordem de 1.5 mm/ps).
A amplitude do atraso é funcdo do compri-
mento do tubo.

Note-se que no tubo T podem ser usados
outrun liquidos além do mercario. Também
se usam as propriedades magnetoestritivas
de certos metais como o niquel, para a cons-
trucdo de circuitos de atraso acusticos.

E interessante referir que certas teorias
modernas sobre a memdéria humana sugerem
que tudo se deve passar de modo anélogo ao
que temos referido para os circuitos de
atraso — grupos de impulsos nervosos cir-
culam constantemente, possivelmente em va-
rios circuitos em paralelo. O processo da
aquisicdo de conhecimentos envolve, quer o
estabelecimento de circuitos fechados onde
circulam os grupos de impulsos de energia
nervosa, quer a formacao inicial desses gru-
pos de impulsos.

5. Adicdo e subtraccao

Por simplicidade e para nao nos alongar-
mos demasiadamente, passaremos, de agora
em diante, a considerar uma méaquina com as
caracteristicas seguintes
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(1) Tipo série, trabalhando com numeros
X tais que —1/™ x<1
Os ndmeros negativos sdo represen-

(2) tados pelos complementos, para dois,
dos seus modulos
Cada numero € representado por de-

(3) zasseis digitos binarios, o primeiro
sendo o digito do sinal. Assim o
namero 0,1 (base dez) serd represen-
tado por 0,000110011001101 e o nU-
mero —0,628 por 1,011000000000000
Possui um acumulador, isto é, um dis-
positivo onde se obtém o resultado
das operacdes antes de o transferir
para a memdria e onde se pode colo-
car qualquer ndmero vindo da me-
méria.

Por se tratar duma maquina do tipo série
todo o seu funcionamento é controlado, no
tempo, por um padrdo de tempo.

Vejamos entdo como nesta maquina se faz

a adicdo e a subtraccdo.
a)  Adicdo.

Para somar dois numeros basta fazé-los
circular simultaneamente através de dois dos
terminais de entrada de um somador e ligar
o terminal de saida, T, correspondente ao
transporte, ao outro terminal de entrada
através dum circuito de atraso que dé um
atraso de um impulso (*).

+

atraso de
1 impulse

Fig. 11

(1) E daqui que vem a designacdo de somador dada
ao circuito (/) do paragrafo 3.
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Para verificar que de facto em <S se obtém
a soma X-\-Y basta ter em atencédo as tabe-
las I e 1l do paragrafo 1 e as tabelas Ille
IV do parégrafo 2. Note-se que 0s nameros
circulam de modo que os algarismos menos
significativos se apresentam sempre primeiro.

b) Subtraccao.

Neste caso pode usar-se um somador como
para a adicdo, desde que o diminuidor seja
complementado antes de atingir o seu termi-
nal de entrada. Um circuito que serve para
achar o complemento dum namero é o se-
guinte

Fig. 12

A— Circuito de atraso.

t — Terminal de entrada de impulsos dados pelo
padrdo de tempo.

Suponhamos o circuito bi-estavel no estado
indicado na figura. Quando um numero se
apresenta no terminal de entrada a, se o
seu primeiro algarismo da direita é 0 esse
algarismo é reproduzido no terminal de saida
b e vai acontecendo o mesmo até que apa-
reca o algarismo 1 no terminal de entrada.
Este 1 passa em | mas ao mesmo tempo
muda o estado do circuito bi-estdvel o que
interrompe a passagem em | a qualquer ou-
tro 1 que se apresente. E facil agora re-



GAZETA DE MATEMATICA

conhecer que, para os restantes algarismos
do numero, onde esta 1 fica O e onde esta
0 fica 1, devido a acgdo do inversor e por-
que em |1 se tem agora sempre 1 no termi-
nal de entrada que vem do circuito bi-
-estavel (°).

Note-8e que é possivel construir um circuito
— um subtractor — capaz de fazer asubtrac-
¢do directamente.

Uma méquina com dispositivos para fazer
a adigdo e a subtracgdo esta apta a efectuar
também a multiplicacédo e a divisdo (*j ja que
estas operacGes ndo sdo mais do que deter-
minadas sequéncias das outras, mas é rara
a maquina que ndo possui ainda um disposi-
tivo para fazer a multiplicagdo directamente.
Maquinas que facam directamente a diviséo
ndo sdo tdo frequentes.

6. Representagdo e execugdo das ordens
(instrucgdes)

A maquina usa as instrucGes em codigo.
Vamos supor que se trata dum cédigo de
direccdo simples, isto é, cada ordem refere-se
a um Uanico compartimento da memoria
(quando se trate de ordens em que ela inter-
vém). Para usar um cédigo deste tipo a uni-
dade aritmética da maquina deve possuir um
acumulador — 6 o caso da maquina que es-
tamos a considerar.

Cada ordem 0 representada por dezasseis
digitos binéarios, tal como os nimeros. Desses
digitos alguns referem-se ao tipo de ordem
(some, multiplique, copie, etc.) —6 a parte
funcional —e os restantes indicam o com-
partimento da memoria visado por tal ordem
(quando se trata duma ordem que faz inter-
vir a memoria) — 0 a direccdo —.

Suporemos que, dos dezasseis digitos bi-
narios, cinco se referem a parte funcional e

(*) Antes de achar o complemento de outro nua-
mero o circuito bi-estavel deve mudar de estado.

() Observe-se que o essencial na maquina é pos-
suir um dispositivo apenas para fazer a subtraccéo.
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0s restantes aos compartimentos da memoria

TR 4 i rf, A \'h

funcéo direcc&o

Estamos portanto a supor a possibilidade
de 32 —2° ordens e que a memdria tem
2048 = 2** compartimentos.

Passaremos a designar por C(n) o con-
teddo do compartimento n da memdria, por
C(Ac) oconteudo do acumulador, por C(M)
0 contetdo do multiplicador (') e suporemos
desde ja que o codigo de ordens da maquina
inclui as ordens seguintes

1) A n—adicione C(n) a C(Ac) colo-
cando o resultado no acumula-
dor ;

2) S n—subtraia C(n) de C(Ac) colo-
cando o resultado no acumula-
dor;

3) T n—transfira C(A c) para o com-
partimento n da memdria (dei-
xando limpo oacumulador);

4) U «—copie C(Ac) no comparti-
mento n da memodria ;

5 H n— substitua C(M) por C(n);

6) V n— multipliqgue C(n) por C(M) e
some o resultado a C(Ac);

7 F n—tome C(n) como a proxima
ordem a ser executada (°) ;

8 G n—se C(Ac)<O0 tome C(n) como
a préxima ordem ; caso contra-
rio proceda normalmente (°) ;

99 E n—se C(Ac)™NO tome C(n) como

a préxima ordem ; caso contra-
rio proceda normalmente (°) ;

(") O multiplicador é um registo, semelhante a um
compartimento da memoéria, onde se coloca um dos
factores quando se pretende fazer umamultiplicagéo.

() No paréagrafo seguinte perceberemos melhor o
significado desta ordem.
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10) R p —divida C(Ac) por 27?;
11) L p — multiplique C(Ac) por 2';
12) Zz —pare.

Considere-se, por exemplo, a ordem A21
que significa, adicione o conteddo do com-
partimento 21 da memoéria ao contetdo do
acumulador. Se a funcdo adicionar —A —

por representada pelo grupo de digitos
11100, a ordem anterior é representada
por(i) 1110000000010101.

Vejamos agora, em linhas muito gerais,
como é executada uma determinada ordem
onde intervenha o conteddo dum comparti-
mento da mem'dria. Os impulsos correspon-
dentes a tal ordem viajam da memdria até
um grupo de circuitos bi-estaveis (em nimero
de 16) onde a ordem é memorizada.

Fungéo Direccdo
H =2 1 \
i
D»
32 -
'6' «
C |
' f
1
k
n.
tf

Fig. 13

Di, Di — decifradores

C —cifrador

a — para a unidade aritmética
6— para o control principal

¢ — para a via de entrada

d — para a via de saida

«— para a memoria

(*) Este grupo de digitos também
ndmero - 0,00111111111)1011.

representa o

GAZETA DE MATEMATICA

O grupo de circuitos bi-estaveis corres-
pondente a parte funcional da ordem estd
ligado a um decifrador, T>,, que tem trinta
e dois terminais de saida, dos quais um, e
s6 um, é activado para cada tipo de ordem.
Este decifrador estd por sua vez ligado a um
cifrador que tem terminais de saida para as
diferentes partes da maquina e que vao dar
origem aos impulsos necessarios a execugdo
da ordem. Um destes terminais de saida esta
ligado a um decifrador Z), que interpreta os
digitos correspondentes a direc¢do da ordem.

Consideramos uma maquina com um co-
digo de direccdo simples, mas para o caso
de cddigos com varias direccdes tudo se pas-
sa de maneira semelhante. Assim, para um
cédigo de trés direccOes, a ordem

Al m n —adicione C(I) a C(m) e colo-
que o resultado no comparti-
mento n,

continua a ser representada por um grupo
de digitos dos quais alguns se referem a ope-
racdo a executar, e os restantes estdo divi-
didos em trés grupos cada um deles referin-
do-8e a um compartimento da memdria.

7. Programacéo

A programacdo tem por fim traduzir na
linguagem da maquina (isto é, por aplicagéo
do respectivo c6digo de ordens) a informacéao
que conduzird a resolugdo de determinado
problema. Ela compreende duas fases distin-
tas: na primeira, em geral bastante delicada
e exigindo sdélidos conhecimentos de anélise
numérica, estabelece-se a sequéncia de ope-
racOes adaptaveis a maquina e que resolvem
0 problema; na segunda, traduz-se essa se-
guéncia de operagbes no cddigo da maquina,
obtendo-se o0 que se chama o programa cor-
respondente ao problema em questdo.

Na méaquina que estamos a considerar
(cédigo de direccao simples) o programa 0
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todo colocado(*) na memoria em comparti-
mentos sucessivos, digamos nos comparti-
mentos 100, 101, 102,-.., e depois a ma-
quina comega a executar esse programa
comecando pela ordem do compartimento
100, passando a do compartimento 101, de-
pois & do 102 e assim sucessivamente. Este
modo de actuar sé podera ser modificado
quando for encontrada uma ordem Fn, Gn,
En, ou quando a maquina parar. Antes de
comecar a execucdo do programa é necessa-
rio, evidentemente, que os nimeros a que se
referem as instrugdes também ja estejam na
memoaria.

Vejamos dois exemplos muito simples

1) Suponhamos que durante a resolugéo
de certo problema um numero (°) N vai
ocupar o compartimento 200 da memoéria.
Pretende-se escrever a sequéncia de instru-
¢cbes que fazem com que N seja substituido
pelo seu médulo.

Se suposermos que o acumulador esta lim-
po, as instrugfes seguintes permitem obter o
que se pretende

100 A 200 -* coloca N no acumulador

101 E 105-*se [V~.0 execute a ordem
que estd no compartimento
105, caso contrario siga nor-
malmente (isto é, execute a
ordem do compartimento 102)

102 S 200 -* zero no acumulador

103 S 200 -» —N no acumulador

104 T 200 - C(200)= — AT (e portanto
positivo).

105

Um outro conjunto de ordens que resol-
vem a questdo, é o seguinte

(*) Veremos mais adiante como isso é feito.
() Cujo sinal é desconhecido.

35

100 S 200 -* — /' no acumulador

101 O 103 -+se — N é negativo execute a
ordem que estd no comparti-

mento 103, caso contrario
siga normalmente.

102 T 200 - C(200) = — N.

103

Este segundo programa é preferivel ao
anterior pois faz uso apenas de trés ordens.
2) Seja agora calcular o valor do poli-
noémio
a+ ax + ax-\
para x = 0,5 e a = 0,25,
C(200) = a e £7(2011 = x .
Ndo convém pér a em evidéncia porque
se obtinha uma expressdo da forma a(l A )
e 0 nimero 1 né&o pertence ao intervalo em
que trabalha a maquina. O melhor processo
0 escrever o polinémio na forma
j[(aie + a)x + a]x + ajx -\-aeee
pois corresponde a efectuar repetidamente o
mesmo ciclo de operacgfes : multiplicar um
nimero por x e somar a. Mais precisa-
mente, se S, € o resultado parcial apds n
repeticBes do ciclo, entéo

1-a a?”

supondo que

S+i —x S, + a

Deve entdo colocar-se x no multiplica-
dor e repetir onze vezes o ciclo

V 202 -> multiplicar x por C(202)
(1) A 200 somar a
T202 —*colocar o resultado em 202,

partindo com C(202) = a.

Para contar onze repeti¢bes do processo
vamos colocar — 11 x 2~ num comparti-
mento da memdria e aumentar este numero
de 1x li""” depois de cada repeticdo do
grupo de ordens (1):

Depois do primeiro ciclo fica —10x2-"
Depois do segundo ciclo fica — 9x2'

Depois do décimo-primeiro ciclo fica 0
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Suponhamos entdo que C(2)= 1x 2-" e
que <?(3)= 11 x 2-».

O programa para o problema proposto
sera o seguinte (*):

100 H 201 ecoloca x no multiplie,

101 A 200 faz G'(202)= a e,limpa

102 T 202 o acumulador

1035 3 a4z c(4)=-11x2-15
110- -104 T 4

105 V 202 xS, no acumulador

106 A 200 x S, +a no acumulador

107 T 202 xS, +a=S. em 202

108 A 4 Contagem do numero

109 A 2  <de ciclos e verificacado

110 O 104 do final

111

8- Entrada e saida de informacéo.

Vamos finalmente ver como as ordens e
0s numeros sdo colocados na memdria.

Con8idere-se por exemplo a ordem .4 315.
Esta ordem deverd ser colocada num com-
partimento da meméria na forma

1110000100111011

funcdo J. direccdo 315=28+25+2*+2» +2+ |

Para isso, por meio dum dispositivo com
um teclado semelhante ao de uma maquina
de escrever, perfura-se numa fita de papel o
que esta indicado na figura

WV

A31 5F

Fig. 14

(") Supondo que o acumulador esta limpo.
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Esta fita vai ser «lida» fotoeléctricamente
pela maquina. O F que agora aparece vai
servir para indicar que terminou o que dizia
respeito a ordem A 315 e que portanto o
que vier em seguida fara parte doutra ordem.

Na maquina existe um programa(’) que vai

transformar o que é lido na fira naquilo que se
pretende. Nesse programa intervém a ordem

In— Coloque no compartimento n da me-
méria o numero Ix2"'*, sendo b o
inteiro representado no cédigo de en-
trada pela fila de furos da fita.

As ordens do programa podem ser as
seguintes :

0 T 28 -.Limpa o acumulador

1 ff 25

10 -
«Coloca TG no multiplicador

24- « 2 T 30 -+C(30) =0
3 | 28 - +C(28) = 0000000000011100
4 A 28 - «C(Ac) - C(28)
5 L 11 - «C{Ac) =1110000000000000
ti T 29 -« Ficou «guardada» afuncdo A
16- - 7 | 28i Lé a fila de furos seguinte e
8 A 2ej coloca éx2 ' noacumulador
Verifica se se trata dum alga-
rismo ou da letra F indica-
9 s 26 tiva do fim da ordem; neste
10 E 17 altimo caso muda control
para o compartimento 17
11 T 31" .C(Ac) - O
12 Vv 30 <C(Ac) = C(30)X 1|
13 L 4 <+C(Ac) = C(30) x — x 16 -
16
= C(30)x 10
14 A 28 .c(Ac) =C(30) x 10+ (7(28)
T 30 . c(30)= C{Ac)
16 F 1

ePara recomecar o ciclo

(') Pode dizer-se que este programa faz parte da
maquina.



GAZETA DE MATEMATICA

10-17 T 28

18 A 29 +C(4c)= 1110000000000000

19 4 30 «C*4<0= 1110000100111011

20 T 32 «No compartimento 32 da me-
moria ficou a ordem que se
pretende

21 ™M 20 Tem por fim aumentar de

22 ~. 27 euma unidade a direc¢do da

23 T 20 ordem 20

24 2 ePara comecar a leitura da
ordem seguinte

2b *Neste compartimento estd o
numero 10/K5

26 *Neste compartimento estd o
numero 10 x 2°*°

27 *Neste compartimento esti o
numero 215

28

29 . -

30 «Compartimentos auxiliares.

31

Os numeros sdo colocados na memoria
utilizando um programa apropriado que é la
colocado como acabamos de indicar.

Para obter os resultados calculados pela
maquina usa se também um programa apro-
priado onde desempenha papel primordial
a ordem

MATEMATICAS

PONTOS DE EXAMES

MATEMATICAS

F. C. L. —MATEMATICAS GERAIS —2." exame de fre-
quéncia.

5124 — 1) Estudar a curva y =>x ¢

5125 —2) Enunciar e demonstrar o teorema de
ROLLE. E oteorema aplicavel a funcdo/ (x) — ——
X + 2

no intervalo [0,4]?

DE

On — perfure na fita de saida uma fila de
furos que corresponda potticionalmente
aos uns das cinco posicdes digitais mais
significativas do compartimento n da
memoria.

No que acabamos de referir suposemos que
a entrada e saida de informacdo era feita
através duma fita de papel perfurada. E
também muito usual, para tal fim, o emprego
de cartdes perfurados e de fita magnética.
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FREQUENCIA E FINAIS
GERAIS
«* + et  X*F— 2
5126 —3) Determinar lim
n-*0 sen* X — X

5127 —4) Primitivar 0) (e*+ |j'e*

1

a)
x + 10J. + 30
i'-Si-rl

X + X* — 6 X

ar +
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5128 —5) Calcular a 4rea compreendida entre a
pardbola y = kx* earecta y = k

5129 —6) Determinarum valor aproximado(com
erro <0,01) da &rea compreendida entre as curvas
y =***1=0,i=0ej! - 1 usando o método de
primitivacdo por séries.

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS —2." exame de
frequéncia ordindrio —30-6-1959.

5130 — 1) Considere as sucessfes u, e t>,, a
primeira crescente e a segunda decrescente, e a su-
cessdo S)

Responda as seguintes perguntas, apresentando as
respectivas justificacdes:

a) A sucessdo S) pode ter limite infinito de sinal
qualificado ? '

6) Na hipdtese em que S) admite sublimites fini-
tos, quais sdo os limites méximo e minimo?

¢) Quais sdoos limites de WEIEKSTKASS doconjunto

«i,Ul, Vi, eeeu,, v, oee.

("», »3 2

/2n-3\»
Calcular hm )
n-0o 2n+ 37/

2) Estude a natureza da série

X representa um nimero positivo.

Aames un

Demonstre que as séries 2 "» * 2 *"

a

ma natureza quando *« h=j=0,<>. Aproveite

esta proposigdo para mostrar que a série

n*+a n-'-\ )
2 é convergente quando q ~ p+ 2.
N+ 0' ««-+eoee ° " * A .

. /2n - 3\"
R: 1) Como iim ioo =
* »=°° \'2n 4-3
/ 6 \ -6n
= Hmn log |1 )= Hmi- =
,=00 * O\ 2n + 3/ n—o* 2n + 3
/2 n- :8\"
= —3 (i—»1), ser& Um (

noo y2n+ ;

S x< 1, Um -=1 e osérie i divergente.
n-oo 1 + X*
e x> 1, ——— < (—\ € como a  serie
1+ x" \ x /
2 i —\ 4convergente, também a série proposta sera.

5131 — 1) Quando as fungdes continuas F (x) e
(x) témigual derivada em (a, 0) e a sua diferenca

o
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ndo é constante, que se pode dizer de .F'(x) e
Razdo da resposta.

6'(x)1

Desenvolva em série de MAC

(x-1) (x+ 1) (x-2)
LAORIN. Calcule I' x earc sen x .

X X, oo Xj
y <o Vi «i 23

e suponha que o polindmio interpolador g (x) é do
segundo grau. Se h(x) é outro polinémio que
assume em X, X\, X-, e X, 0s mesmos valores que
3 (x), que sabe sobre o grau de h(x)? Porqué ?
Admitindo que g (x) = xX + x— 1, indique os va-

2) Considere a tabela de valores

lores de y, Sy,, Sy, e S’y, e escreva a expres-
sdo geral dos polindmios h (x) .
R 1) C !
: omo .
(x-1) (x+ 1) (x-2) ir"'Y- +
1 1
14+ X — ) y vira
|_
2
1 i oo [ oo
(x-1) (x+ 1) (x-2) 6 o
(-1)"
6 6-2° J
* —2X
1° x sarc «en x = eare sen x-1 . .
2/1-x"*
X’ 1 . 1 .
arc sen x H xyl-x* P1/ 1 —x*e
2 2
N 1
= —are «enx 1 Xv/1—x*—
arcsen x + C
2) 1 1
X0+ x5
1+x, Il+x+xg . YO
*1
S'y,—1 I1+x,+x,= 8y,

Como o polinémio
evidente

interpolador
que S'yo = O.

é do segundo grau, e

h (X)) = x-+ x + 1 +

(- )T (X X)) T (- X)) F(X- F ) ()

em gue a, O e f s&o inteiros positivos  arbitrarios e
f (x) € um polinémio arbitrario.
Il
5132 —Deduza o teorema dos acréscimos finitos

para as fun¢des de duas variaveis.
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Em que condigdes /,',](0,6) — (a,6)? Emque
condigdes (o,b) =", (a,b)y- f £ (ab)l

Calcule a derivada da funcdo composta de

f(x,y)=¢e~»elog(x’'+y’) comx=t e y=I/1+i".
A equagdo f(x,y)= 0 pode definir uma funcgéao
y *=9(x) navizinhanca de P (1,0)7 Porqué ?
dF _ <)f dx af dy

R: ~d7 "~ ~d* *~dt © ~6y ~dT ~

- e‘+>| flog (% + y*) + »? +

Basta notar que f,(1,0)= 0 paro »e concluir que
a equagdo f(x,y) =0 né&odefine umafungdo y = 9 (x)
na vizinhanca de P (1,0).

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2. Exame de
frequéncia extraordinario —10-7-1959.

5133 —1) Qual o limite de V Vn quando

A(y,,>0)1 Calcule Iim ? /" '°P"

2) Enuncie e demonstre o teorema de KUMMKR.
Deduza desse teorema algum critério de segunda
espécie.

Por que é que a série V «« " diverge fora do in-

tervalo de convergéncia?

2" en!
Estude a natureza da série y
n/offn . Y
R: 1) Fazendo vy, , -uem /im
n n=.,y.,
=1 eportanto Umt / " A"
d=» (n+ 1)"* "t n=» y jjiiroa
2) tim = lim .
" o»--  a, n— (n+ )"+ 2"'n 1
[ n \» 2 i n
—2Um{ I = —<c1l e por consequéncia a série
n-« n+1/ e
é  convergente.
I
. fex (r>0)
5134 —1) Considere a fung¢do/(x) =1
| 1+x(x>0)

Calcule a oscilagdo de /(x) em x = 0 e, em face do
valor obtido, diga se f (x) se pode tornar continua
em X —O. Enuncie a proposicdo em que basear a
resposta.

19

Utilize os desenvolvimentos em série para calcular

lim —[log(1+ x*)—arctgx].
X

«=0
2) Dada a tabela x 0235 determine o
y 1210
polinémio interpolador, utilizando a férmula de
NEWTON.

Enuncie e demonstre o teorema de Ror.l.E. Apro-
veite a proposicdo para deduzir o termo resto dai
formulas interpoladoras.

ir
R: 1) lim—Jlog(l+ x*)— arctgx] = i/m — | x* —
x-0 X |_
X* X« X« X" X*
+ e o - X + - -
T T -
X* X* x* X3
= Um px e
=0 | EY " -3 T+ T
N -
Jll -1
2) Xy *y S’y «3y
0 i ! 1
2 - 2
2 2 T ¥
-
- 1 u
1
5 0 ~-2 8
f(X>; -x(x-2) +
2 7 23
B KRR KRR - U S Rt

5135 — Deduza a expressdo da derivada de uma
funcdo composta def(x,y), comx=<p<) e y—+(<)
Defina fungdo homogénea de grau a e enuncie

as suas propriedades. Exemplifigue com z—g (™~~""

I. S. C. E. F. —MATEMATICAB GERAIS — Exame Final
Epoca de Julho —(1." chamada) - 15-7-1959.

5136 — Ache a equagdo das raizes
polinémios

comuns dos

X* + 7x3_ gt _ 12X+ 3

e X*+ 8x3 —3xX*'- 27X + 6.
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Utilize a sucessdo de Rolle para separar estas rai-
ses e calcule uma delas em primeira aproximacdo.

R 1 — 1 — 1 1 - 1
7 1 1 -1 1 -1
-9 8 6 — 6 6 - 6
-ia - 3 -15 15 -15 15
3 -27 3 - 3 3 — 3

6

Tanto o resultante como o primeiro e o segundo sub-
-resultantes sdo nulos. O terceiro  sub-resultante é
R, —1 e do quadro imediatamente  se conclui que :

RJ=6,R§ 15,Ri = 3.

A equagdo das raizes comuns i
— 15 x +~3 = 0. Os limites excedente e deficiente das
raizes desta equacdo s&o respectivamente L=2¢e 1—
——38, calculados pelo método de  Newton.

Os zeros da primeira  derivada sdo —5 i
sucessdo de Rolle f(—8) f(—5) f(1) f(2) apresenta
0s sinais 1 h, o que significa que existem  trés
zeros reais, um em cada um dos intervalos (—8,—b5),
(—5,1) e (1,2). Aplicando o método de Newton para
o célculo  aproximado do zero situado em \1,2),
f(2)
f(2)

pois X'+ 61 '—

1 eo

obtém-se, em primeira  aproximagéo, aj =-2-

- 11,7619

5137 —Faca o estudo da funcgdo / fx) = e' e cos x.
Calcule Pf fx) e apresente caso seja legitimo, o seu
desenvolvimento em série de MAC LADBIN.

ANALISE

F. C. L. — ANALISE
quéncia — 29-5-59.

SUPERIOR — 2." exame de fre-

Teoria

5139 — 1) Integracdo de diferenciais algébricas :
equivaléncia dum caminho aberto a um caminho
fechado seguido de um caminho aberto conveniente.

GAZETA DE MATEMATICA

R : O dominio é (—oo,+ 00). Como f (x)—
— e* cos "x -f —~, afuncdo ¢é crescente not inter-
3 ; ir i Vv

|-2kir,— + 2kir! e decrescente nos

. [ir . 5w 2\
intervalos I— + 2kit, — -2 kird, apresentando
maximos  nos pontos (-2 kTTe minimos nos pontos
5ir i i / ir \
-] - + 2Kkir. Analisando f" (x)=2¢€" cosix +--J
verifica-se ~ que a concavidade estd voltada para cima
nos intervalos ((2k —1)ir,2kir) e para baixo em

kit,(2k + 1)) .
P f(x)= e‘cosi + Pe" sen x = €< cos X + €' sen X —

— Pe™ cos x , donde se conclui que P f(x) -
1

— — €" (cos x + sen Xx) .
3

Como f<">(x)= (v/2> e*cos "x + n~J , vem f(x)—

e ir x°
= 2 (vi2)nexe g M (<0 >4 00y

5138 —Verifique se f(x,y) = e't/’*+ x'3—2 =0
define uma fung¢doy = y (x) em torno de P (1,1). Na
hipotese afirmativa, escreva a equacdo da tangente
a curva y = <f(x) nesse ponto.

Prove que xf', 4y/|,=8,
mento dasjfuncdes homogéneas.

utilizando o conheci-

R: Como f(Il,1) =10 e f, e f, sdo continuas, com
fj(l,1) = 37%=0 o equacdo define y = 9 (x) na viz-
nhancade P (1,1) . Aequacdo da tangente a y —¢(x)

nesse ponto é C(1,1) (X -
ouseja 5X + 3Y-8-0.
Fazendo V(X,y)—x'y* + x'y, como
vem xf,+ yf,  -4f(x,y)=8.

1) -r f; (1,1) (Y —1)= 0,
H.—f.e

Enunciados a solugdes de Fernando de Jesus

SUPERIOR

Defina lacete e indique como tal conceito é apli-
cavel ao célculo de integrais de diferenciais algé-
bricas. D& um exemplo de tal aplicacdo.

5140 —2) Enuncie o teorema de CADCHY sobre a
existéncia e unicidade do sistema de integrais gerais
dum sistema candnico de equagOes diferenciais.
Indique uma condicdo suficiente para tal existéncia.
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5141 —3) Defina equacdo diferencial de ordem
n; considere o caso da equa¢do de FUCHS, defina a
sua equacdo determinante em relagdo a origem,
indique a forma dos integrais daquela equacdo
correspondentes a raizes simples da equagdo deter-
minante e justifique o facto de raizes desta equacédo
que difiram por ndmeros inteiros ndo conduzirem a
integrais particulares independentes.

Pratica

5142 —1) Equacdo as derivadas
superficies de equacédo finita

parciais das

z=¢ <f(x —y) .

Confirme o resultado por integracdo.
Determine um integral completo da equagdo por
reeurso:

a) & substituicédo
x + Xy — X

b) « —loga.
5143 — 2) Considere a equagéo
IL « 1.
X q
GEOMETRIA
F. C. L. — GEOMETRIA SOTEBIOB — Exame de Frequén-

cia 1958-59.
|

5145 — Supondo que a relacdo de equivaléncia f
arrasta as relagdes de equivaléncia <j e <i, mostre
que vale a igualdade

°ii”'l<n «i «j
P P P

Exemplifique.
I

5146 — 9ft é um modulo livre de base \v, 6\, ...

sobre um anel 31.
O conjunto A é suposto bem ordenado.
Designe por ‘M, o submddulo de 9JI construido

'y

sobre a base \v)\
pp<«

construido com \v\ ~
PP<.a-

Entdo, dado um submédulo 9?7, de 2ft,
admissivel — SI:

e por 3R_ osubmédulo de 9t

suposto
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Verifique que
@+ a*- y*(*- p)
¢ um integral completo da equagéo

a) por derivacdo deste

6) por integracdo da equacdo dada.

5144 - 3) e« 1~ ,—~ =0 ¢é integral geral de

certa equacdo as derivadas parciais. Determine essa
equacdo. Verifique que p = c" é um integral parti-
cular do sistema diferencial das caracteristicas e
determine por seu intermédio um integral completo
da equacdo. Solugcdo da equacdo que ee reduz a

" -y para x —1.

a) recurso as caracteristicas

6) partindo do integral completo.

Nota: O n.° 3 é obrigatério. Fazer um dos pro-
blemas 1 e 2.

SUPERIOR
1) Mostre que o elemento ae91(9Jt, tem a
forma a —6 +*X«,, com 6e91fl9Jl, e Xe SIj

2) estude o homomorfismo a -» X. Em particular
dé a expressdo do nacleo.

5147 —Seja E um conjunto infinito. Mostre que
0 subconjunto vazio, o subconjunto impréprio e os
subconjuntos com complemento finito sdo os con-
juntos abertos de uma topologia T.

Quais sdo os conjuntos fechados dessa topologia?

Esclareca as relagbes entre subconjuntos abertos,
fechados, finitos e infinitos.
Este espaco topol6gico é separével?
v
5148 —Seja E um espaco de Lindeloff. Prove

que, se todo o conjunto infinito de E tem um ponto
de acumulacdo — u, é sempre possivel extrair duma
cobertura aberta do espaco uma sub-cobertura finita.
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MECANICA

F. C. L. —MECANICA RACIONAI.— 1.° exame de fre-

quéncia —(2.* chamada) — 15-4-59.

5149 —a) Relagdes entre as velocidades e as
aceleragdes dos movimentos de um ponto material em
relacdo a dois sistemas de referéncia.

6) Considera-se o movimento de um ponto P em
relacdo a trés sistemas de referéncia moveis em relagéo
uns aos outros. Neste caso héa a considerar trés movi-
mentos de transporte de P; indique, justificando, as
relagbes que existem entre as velocidades e acelera-
¢0es de P nestes trés movimentos de transporte e ve-
rifigue estas relagdes, considerando os movimentos de
P em relagdo a cada par de sistemas de referéncia.

5150 —o0) Descreva o modo de representar o
movimento de um sélido invaridvel em relagdo a um
sistema de referéncia ; vectores caracteristicos deste
movimento; sua determinacdo a partir do conheci-
mento do movimento e sua aplicacdo a determinacdo
da natureza do movimento instantaneo do sélido em
cada instante.

0) Considere o movimento de um referencial Si
em relagcdo a outro referencial S e o movimento re-
ciproco deste, isto ¢, o movimento de S em relacéo
a St. Determine, por aplicagdo da teoria do movi-
mento relativo, a relagdo que existe entre os vectores
caracteristicos destes dois movimentos; mostre que,
em cada instante, a natureza dos correspondentes
movimentos instantdneos é a mesma e que 0S eixo0s
instantaneos de rotacdo dos dois movimentos coin-
cidem.

5151— Um ponto estd animado de movimento
definido pelas equacdes

a= 2<2 —t+ 4

V= i2- 2t.

Determinar as componentes tangencial e centripeta
da sua aceleragdo, o instante em que esta € normal a
trajectéria e o raio de curvatura desta neste instante.

5152— 4) Uma placa rectangular ABCD move-
-se no seu plano com velocidade angular m. Num
dado instante o vértice A tein uma velocidade v
dirigida segundo a diagonal AC. Achar as veloci-

GAZETA DF MATEMATICA

RACIONAL

dades dos vértices B e C em funcdo de v,u e das
dimensdes do rectangulo.

5153 —5) Seja a hélice cilindrica

| e=- R cos ¢
= Rseng
E=«f o

Considera-se um triedro moével Oxyx que se move
de forma que a origem O percorre esta hélice se-
gundo a lei —i, o eixo Ox sempre dirigido se-
gundo a tangente a hélice e Oy sempre dirigido
segundo a normal principal.

Determine os vectores caracteristicos do movimento
do triedro.

F. C. L.— MECANICA RACIONAL — Exame Final —2.*
turno — (! chamada) — 10-7-59.

5154 —1) Escreva, justificando-as, as equac0Oes
de equilibrio de um sistema articulado isostatico
plano. Particularize estas equa¢des no caso de um
sistema isostatico formado por trés lados e mostre,
directamente, que estas equacdes implicam que o
vector resultante e o momento resultante do sistema
formado pelas trés forgas exteriores aplicadas nos nodos
sejam nulos; serd este anulamento uma condigédo
suficiente para que aquelas equagdes sejam verifica-
das? Justifique a resposta. Mostre como se pode saber
o estado tenso ou comprimido de um qualquer dos
lados de um sistema pela orientagdo que tem relati-
vamente ao tridngulo a forca exterior aplicada num
qualquer dos nodos em que se articula esse lado.

2 —a) Estabeleca as equa¢des do movimento de
um s6lido com um eixo fixo Indique de entre estas
equacdes aquelas que servem efectivamente para
definir o movimento e aquelas que d&do as reac¢des dos
pontos fixos; reaccdes estdticas e dindmicas Condi-
¢do necessaria e suficiente para que estas Ultimas
sejam nulas.

b) Calcule a expressdo do trabalho efectuado pelas
forcas exteriores aplicadas ao referido s6lido num
deslocamento infinitamentepequeno debte ; estabeleca
as equacOes que determinam efectivamente o seu
movimento por aplicacdo do theotema da forga viva.
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3) Um fio de peso total 1 estd suspenso pelos
seus dois extremos A e B em dois pontos fixos.
A figura de equilibrio do fio é um arco da elipse

a*
4 v

com a concavidade voltada para cima e os pontos
A e B tem abcissas + 1 e — 1,

Determine a densidade e a tensdo do fioeas fo ' "
que os pontos de suspensdo exercem no fio.

4) Um ponto P de massa 1 move-se sem atrito
sobre a cardidide de equacéo

23

r—1+ cos9

sujeito a acgdo duma forca atractiva para o polo de
médulo 3/r*; no instante t= OP encontra-se ne
ponto mais afastado do polo com velocidade de
moédulo 1/2.

Estude o movimento do ponto.

5) Um volume homogéneo com a forma de um
cilindro de revolucdo estd animado de um movimento
de rotacdo de velocidade angular < em torno de uma
das suas geratrizes.

Calcule a sua energia cinética directamente e por
aplicacdo do teorema de KOBNIO.

ASTRONOMIA

F. C. L. — AsTBONOMIiA — 2.° exame de frequéncia —
1» chamada — 18-5-59.

Teorie

5155— 1) A Terra utiliza-se para unidade fun-
damental da medi¢cdo do tempo? Porqué?

2) O valor da obliquidade da ecliptica é uma
quantidade constante? Porqué?

3) Conhecidas as coordenadas equatoriais do Sol
a e S num certo instante, pode-se determinar o valor
da longitude celeste do Sol? Justifique.

4) A declinacdo do Sol apresenta pontos de esta-
cionaridade? Porqué?

5) Na definicdo de ano trépico interessa conside-
rar o fenémeno de nutacdo? Justifique a resposta.

6) Defina dia sideral. Quantas espécies de dia
sideral se podem considerar? Justifique a resposta

7) Indique, justificando, quais as condi¢cfes neces-
sarias para que o ano anomalistico seja idéntico ao
ano sideral.

8) Mostre que o movimento médio do Sol é cons-
tante.

9) Conhecidas as coordenadas equatoriais a e S
do Sol médio e do Sol verdadeiro, mostre como se po-
deriam tabular os valores da equagdo do tempo.

10) Justifique a necessidade da introducdo do tempo
das efemérides nos calculos astrondémicos.

11) Pode-se determinar, por observagdo, a magni-
tude absoluta do Sol? Porqué?

12) Existem estrelas com magnitudes aparentes
negativas? Justifique a resposta.

13) Indique as condigfes necessarias para que um
instrumento possa ser utilizado na determinacdo das
magnitudes bolométricas.

14) Para que serve a formula de POOSON?

15) Sabendo-se que o indice de cor de uma estrela é
— 0.58 pode saber-se qual a sua cor e composicédo?
Justifique a resposta.

Pratica
5156 —Num local de coordenadas

51" 13" 50". 55
X 9" 22™ 36».086

observou-se no dia 1931 Set. 2 a estrela 8 Arietis
de coordenadas

a= 2" 14» 19'. 757
S -=19» 34" 77". 06

tendo-se determinado distancia zenital
49» 24'10".3.

Pretende-se determinar:

para

a) O tempo verdadeiro no momento da observacéo
b) O angulo horério e a hora legal num lugar de
coordenadas

9 = - 66» 15 31".12
X= + |* 52" 53».781.
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F. C L.— ASTRONOMIA —2." exame de frequéncia —
2 *chamada — 6-6-59.

Teoria
5157 — 1) O valor de p que figura na férmula de
Pousou podera ser igual a 3.0? Porqué?

2) Pode-se determinar a magnitude absoluta de
Saturno? Justifique a resposta.

3) O periodo de rotagdo da Terra é igual ao dia
sideral? Porqué?

4) Tem significado considerar a luminosidade
absoluta de Jupiter? Justifique a resposta.

5) A nutacdo em ascensdo recta pode ter va-
lores sempre crescentes com o tempo? Porqué?

6) A correccdo bolométrica pode ser
Justifique a resposta.

positiva?
7) A longitude celeste do Sol varia uniforme-
mente? Porqué ?

8) Defina equagdo do centro. Esta equacdo poderd
ter valores nulos? Justifique a resposta.

9) Adistribuicdo das estrelas pelas varias cores é
uniforme? Porqué?

10) Existindoum erro a X no valor da longitude
média do sol poderd determinar-se o erro que exis-
tirA no valor da ascensdo recta do sol médio?
Porqué ?

11) Indique como se poderd determinar a paralaxe
espectroBCOpica de uma estrela.

CALCULO
F. C. L. — CALCULO NUMERICO, MECANICO E GRAFICO
Exame final — Prova pratica — (Junho 1959).
5160 —1) Calcular f (x) e f (x) nos pontos

x —35 e x —3,65, usando a tabela

X 1(*)

3,0 0,17727
3,1 0.31588
3,2 0,43747
3,3 0,53481
3,4 0,60167
3,5 0,63325
3,6 0,62663
3.7 0,58111
3,8 0,49849
3,9 0,38313
4,0 0,24189

GAZETA DF MATEMATICA

12) Mostre as vantagens e inconvenientes dos ca-
lendarios lunares em relacdo aos calendarios solares.

13) O tempo das efemérides podera ser igual ao
tempo universal? Justifique a resposta.

14) Duas estrelas a temperaturas muito diferen-
tes apresentardo o mesmo tipo de espectro? Por-
qué? -

15) A
Porqué?

equacdo do tempo terad valores nulos?

Prética
5158 —1) Calcular a luminosidade e a distancia

(em anoB-luz) de uma estrela cuja magnitude
aparente é +0,22 e cuja magnitude absoluta é +0,51.

5159 —2) Num local de coordenadas

9= 81* 29' 25".7
X= - 10" 15- 38*. 25

pretende-se observar o Sol na data 1959 Junbo 6,
a Oeste do meridiano, a uma altura

h = 39» 51' 47" . 2.

Sabendo-se que a ascensdo recta do Sol nesse
instante em Greenwich é

«, = 4" 53» 16». 33

pretende-se calcular o tempo médio e o azimute do
Sol (~Q) nesse local.
Enunciados de Dr. Raimundo Vicente

NUMERICO

Verificar que os resultados obtidos satisfazem a

equacdo diferencial

y' + (™X* + 32y- 0

5161 - 2) Calcular

/ ; it
Jo 1+ t
a) Pela regra de SIMPSON;
ft) Pela regra de WBODLE.
Discutir em cada caso, a precisdo do resultado
obtido.
5162 —3) A equacéo

X* - 16X+ 72x2-96 x+ 24=0

tem todas as raizes reais.

Separe as raizes e determine o valor de uma delas
com erro (em valor absoluto) nédo superior a dx10 ‘.
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RECTIFICACADO

Os enunciados 5087 e 5091 dos pontos de exame de frequéncia, publicados nos nimeros 74-75 da

Gazeta, devem ser substituidos pelos seguintes:
5087 — Existindo um erro at

no valor do angulo horéario de Sirius, mostre em que posi¢des da

estrela esse erro afecta menos a determinacdo do tempo sideral.

5091 — Num lugar cujas coordenadas séo
f o = 40»
I X- 2"

32" 12",45
15» 25* ,65

pretende-se determinar o azimute no momento do ocaso e o d&ngulo horario no instante do nascimento de uma

estrela de coordenadas
Ja- 7

| p-15»

BOLETIM

45'» 47» ,60
34" 52",4

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicagfes de Mateméatica de que os Autores ou Editores euviarem dois exemplares a Redacgao

134 —E. J. GOMBEL —Statistics of Extremes —Colum-

bia University Press, 347 pag , 1958, $ 15 00

O livro de que vamos aqui dar uma noticia critica
é escrito pelo maior especialista da teoria dos valores
extremos, que tem dedicado to<la a sua vida ao estudo
deste problema e das suas aplicacfes técnicas Muito
esquematicamente, a teoria dos valores extremos tem
por objectivo obter as distribui¢des assintéticas dos
extremos e, conhecidos os extremos (méaximo ou
minimo) de uma amostra, tirar conclusdes sobre os
parametros da varidvel aleatéria inicial ou ex-
trema.

Conquanto escrito por um matematico, «Statisties
of Extremes» tem sempre em vista as inimeras apli-
cacbdes da teoria aos mais diversos dominios. Embora
ndo seja a leitura fécil, pode bem ser estudado por
quem tenha conhecimentos minimos de Calculo e de
Estatistica. Os numerosos exercicios inseridos no
texto permitem controlar a compreensdo efectiva de
teoria e sdo, muitas vezes, sugestdes de aplicacdes
concretas.

Algumas falhas sao de notar, inevitdveis, de resto,
neste primeiro e Unico tratado sobre os extremos:

ligeiras incorrecgdes, em certos pontos pouca clareza
e citagdes falhadas no indice.

No capitulo 1, inicia-se uma curta histéria da
teoria, descrevendo-se depois um grande nimero das
suas aplicagdes que vao da astronomia, metereologia,
engenharia naval, oceanografia, contréle de qualidade,
fractura de materiais, seguranca de construgdes,
demografia, economia, aerondutica, hidrologia, etc.
Segue-se ainda um estudo geral dos instrumentos
estatisticos mais usados, entre o0s quais convém
salientar a funcdo de intensidade (oriunda da demo-
grafia) e o periodo do retorno (usado em engenharia,).
Sdo ainda tratadas distribui¢cdes ligadas com anormal.

O capitulo seguinte trata das estatisticas ordinais
e de problemas nédo-paramétricos ligados a teoria dos
extremos, como o problema dos excessos. A lei de
POISSON surge ligada aos acontecimentos raros.

No Capitulo Il tratam-se as distribui¢cdes finitas
dos extremos, do meio, da amplitude e as distribuigdes
que extremam (variacionalmente) certas estatisticas
dos extremos.

O Capitulo I Vtrata de certas distribuicdes especi-
ficas como as distribuigcdes exponencial, logistica,
normal, gama que ddo (assintoticamente) o tipo da
exponencial dupla e as de CAUCHY e PABETO.
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O problema inicial e final dosextremos, isto é,
o problema das distribuicdes estaveis e das distri-
buicdes assintoticas dos extremos séo tratados no
capitulo V. Encontram-se ai a deducdo de FISHBB
—TIPETT das distribuigdes estadveis e as dedugdes
de GUMBEL e vox MISES relativas principalmente a
exponencial dupla. E pena que a extensdo do tra-
balho n&opermitisse a reprodugdo da identificacédo,
feita por GNPDENKO, das distribui¢cdes estaveis e
assintéticas para a qual, de resto, GUMBEL chama a
atencdo. Asdistribuicdes dos mesmos extremos e das
suas estatisticas sdo também tratadas.

A distribuicdo exponencial dupla é em parte tra-
tada nocapitulo V e continua para o capitulo VI que
que é essencialmente dedicado aos seus usos, a deter-
minacdo dos seus parametros de localizagdo e de
dispersdo, a construcdo da banda de controle, etc.
Séo tratadas em detalhe as aplicaces de teoria dos
extremos (exponencial dupla, especificamente) as
cheias (méaximos de débitos anuais), os seus retornos
e o aproveitamento dos rios, a meteorologia, a
aeronautica, a demografia (idades maximas), fractura
de materiais e problemas de seguranca de constru-
¢0es (a fractura dever-se-4 ao rompimento da 3ecgao
mais fraca —de resisténcia minima), etc.

O capitulo VI, dedicado aos outros dois tipos de
distribuicdes assintdticas dosextremos, principia com
a derivacdo de FBECHET das distribuigdes estaveis, a
derivacdo de VON MISES de uma das distribuigdes,
estimagcdo dos seus parametros, fazendo depois apli-
cacdo ao problema das secas e a fadiga dos mate-
riais.

No Gltimo capitulo trata das distribui¢gdes assintd-
ticas do meio e da amplitude, os seus usos e do
cociente extremal e amplitude geométrica.

Esta descri¢do suméaria dos temas tratados, queé
constantemente complementada pela noticia dos inG-
meros problemas em aberto, dd uma ideia da orien-
tacdo do livro e da sua capacidade informativa
resultante da exposicdo em profundidade dos proble-
mas de que trata. E, pois, um texto indispensavel a
quem queira dedicar-se a teoria dosextremos ouas
suas aplicagdes.

J. Tiago de Oliveira
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135 — C. MEYNABT — Les séries et leurs application
a la resolution de divers problémes preliques
d'analyse methémeligue —Tome | —Eyrolles édi-

teur - Paris - Prego 29,35 F. N.

O autor deste livro é engenheiro chefe da Régie
belga dosT. T.,e esse facto parece determinar o as-
pecto préatico de aplicagdes das séries dado aos assun-
tos tratados como, de resto, se pode concluir do pré-
prio titulo da obra. A nocdo de fungdo que o autor
dd ndoé muito clara e emespecial parece nédo fazer
distincdo entre funcdo e a sua representacdo anali-
tica. Considera as séries como um modo de expressao
analitica completo, e diz mesmo: «Or, il est évident
que la série des puissances entieres de lavariable,
dont nous.nous occupons plus particulierement, est
susceptible de représenter quelque relation que ce
soit puisqu'elle réserve une double infinité de possi-
bilités. En effet, on peut donner au coefficient de
chaque puissance de la variable une infinité deva-
leurs et d'autre part lasérie elle-méme comporte une
infinité de termes».

O aspecto tedrico é assim sacrificado as vantagens,
consideradas pelo autor, da aplicagdo judiciosa da
«notion généralisée de fonction ou,ce querevientau
méme, des séries» que «permet de résoudre pratique-
ment tout probléme d'analyse si compliqué soit-il».

E claro que a palavra analise esta aqui aplicada
no sentido de analise de um problema, e ndo como
um capitulo da matemdtica. Note-se ainda que, para
o autor, série e fungcdo sdo vocabulos sinénimos.

A parte, portanto, o aspecto tedrico, olivro é cheio
de belissimos exemplos, estudados minuciosamente,
de aplicacdo das séries aresolugcdo de muitos proble-
mas de geometria analitica, mecéanica racional e elec-
tricidade fazendo uso do estudo, efectuado previa-
mente, do cédlculo de integrais, resolucdo de equagdes
diferenciais e sistemas e calculo operacional, nas suas
relagdes com as séries.

E porisso umlivro que pode prestar servigo util a
todo aquele que carece na pratica do uso judicioso
das séries mas ndo tem tempo nem para consultar
uma larga bibliografia, nem disposicdo para enfren-
tar obras que em geral e atépelo préprio autor sédo
consideradas como de «mathématique transcendante».

J. S.P.
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aptiddo as Universidades e pontos <le exames de fre-
quéncia e finais das cadeiras de matematica das
escolas superiores.

2* EDICAO DO VOL. Il (N.°-5 a 8)

Continua aberta a inscricdo para a nova edi¢do do
ano |1 da Gazeta de Matematica (n.""' 5 a 8) ao preco
de escudos 30. Esta nova edicdo oferece aos leitores
da Gazela de Matemdtica a possibilidade de comple-
tarem as suas colec¢des no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscrigfes atinjam o nimero de 300, proceder-
-se-4, a composicdo, impressdo e distribui¢cdo da nova
edicdo do ano Il. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 serd vendida ao prego de escu-
dos 40.

CONDIGOES DE ASSINATURA

A administracdo da Gazeta de Matematica aceita,
durante 1959, quando pedidas directamente, assinatu-

ANGARIE

Concorrera, assim,

ASSINANTES
A «GAZETA DE

80 escudos

ras de quatro nimeros, ao pre¢o de escudos 50, para
0 que basta indicar o nome, a morada e o local da
cobranca As assinaturas sédo renovadas automatica-
mente no seu termo, salvo aviso prévio em contrario.
Todas as assinaturas tém inicio com oprimeiro nimero
publicado em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS
Todo o assinante que indique & administracdo da
Gazeta de Matemédtica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte’
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRASADOS
Estdo completamente esgotados os nimeros 5 a 11,
13 e 14 da Gazeta de Matematica. Os restantes nu
meros sdo vendidos aos precos seguintes :
N.°* 1-4 (2.* edicdo do ano I, no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40700
N." 12 e 15 a 49, cada numero 12750
N.° 50 60100
K nia 711f cada numero simples 17_#50
1 » » duplo 35i800

A administracdo da Gazeta de Matematica  executa

qualquer encomenda a cobranca pelo correio.

PARA
MATEMATICA ».

para o melhoramento

de uma revista sem objectivos comerciais

ADMINISTRACAO DA

«GAZETA DE

PRECO ESC.17%50

MATEMATICA»
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