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Uma Orbita

simétrica

de um foguetdo

para voo em torno da Lua(*)

por G. A. Tcl/iebofarev

§1. Posi¢do do problema

Neste artigo apresenta-se a solucdo do se-
guinte problema: determinacdo das condicdes
iniciais do movimento, em face das quais um
foguetdo, encontrando-se para t = 0 sobre a
superficie da Terra, realiza um v6o em torno

da Lua e volta a Terra sem dispéndio de
combustivel durante o percurso.

Tomemos para origem das coordenadas o
centro da Terra ; além disso consideremos o
plano xy como o da drbita da Lua. Despre-
zando a excentricidade da drbita dalLua,
consideremos o movimento da Lua como
circular.

As perturbacgdes devidas ao Sol e planetas
estdo féra dos limites de exactiddo dos cal-

culos adoptados no presente trabalho. As
simplificacdes feitas ndo tém caracter essen-
cial e facilmente podem ser tidas em conta
em caso de necessidade.

Admitamos que no instante inicial t, a
Lua e o foguetdo se encontram sobre o eixo
dos se, e que, além disso, a distancia x° do
foguetdo a Terra 6 maior do que a distancia
a7, da Terra a Lua, sendo também a veloci-
dade do foguetdo igual a zero. Na auséncia
de perturbacdo devida a Lua, movendo-se o
foguetdo sobre o eixo dos x, atingira a
superficie da Terra com velocidade que é
igual a velocidade necessaria para que o fo-
guetdo seja atirado até a altura inicial x°.

As perturbacdes da Luadeformam a tra-
jectéria rectilinea do foguetdo, e de modo

(*) No nosso artigo « Acriagdo de um satélite artificial da Terra» (Gaz. Mat. 68-69), prometemos obter,

da especialistas competentes, ou artigos ou elementos que permitam desenvolver qualquer pormenor de inte-
resse, relativos aos problemas que se debatem actualmente no campo da Cosmonautica.

0 Académico, Prof. GLEB ALEXANDROVICH TCHEBOTAEEV, Doutor em Fisica-Matematica, Director da Biblio-
teca da Academia das Ciéncias da URSS em Leningrado, é um dos mais destacados especialistas dos
problemas de determinacdo das trajectérias de foguetdes no espago césmico.

Ao Prof. TCHEBOTAEEV estamos extremamente gratos por permitir a publicacdo na Gaz. Mat. da presente
traducdo do seu artigo «Simmetritchnaja Traectorija Raketi dlja Poleta Vokrug LUni» do «Bulleten Instituts

Teoretitcheskoi Astronomii», Tomo V1,n.° 7-(80) 1957, lzdatelstvo Academii Nauk SSSR.
J. O. T.



geral, o foguetdo no seu movimento a partir
do ponto x°, janédo toca a superficie daTerra
mas passa a certa distancia r,,, do centroda
Terra.

E evidente que, aumentando o valor inicial
x°, aumentamos a distancia do foguetdo a Lua
A°t=x°—x\ e porconsequéncia diminuimos as
perturbacdes lunares. Por aproximacgdes
sucessivas € possivel conseguir-se que seja
verificada a desigualdade

n

Tmin < R

onde R é o raio da Terra.

SupUnhamos agora que o movimento da
Lua é oinvertido. Entao o foguetdo, partindo
do ponto x°, descreve nova trajectoria, simé-
trica da que acaba de ser construida. A po-
sicdo e velocidade do foguetdo no instante
da queda déao as condigdes iniciais indispen-
saveis para lancar o foguetdo para a posi¢do
x°.  Nestas condic¢des, o movimento inverso
da Lua deve-se substituir, indispensavelmente,
pelo directo.

Assim é construida a trajectoria, que con-
siste em dois ramos simétricos, para um voo
do foguetdo em torno da Lua comretorno
para a superficie da Terra.

Neste trabalhotomam-se os seguintes valo-
res numéricos para as constantes astrono-
micas

raio médio da oOrbita da Lua a,= 384.400Km
Pi = 655,72 horas
m, = 0,012277

R —6.378 Km.

raio da Lua », = 1.740 Km.

periodo da revolugdo da Lua
massa dalLua
raio daTerra

E adoptado o sistema de unidades : kil6-
metro, hora, massa da Terra. Neste sistema,
o valor numérico da constante de GAUSS
¢ dado por

k = 2,2699 x 106.

Todos os céalculos sao feitos com cinco
decimais exactas.
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§2. Primeira aproximacéo

Em primeira aproximacdo, a distancia do
foguetdo a Terra, para t= 0, O aceite como
igual a 400.000 km. Deste modo, as condi-
¢Oes iniciais de integragdo sao definidas pelos
seguintes dados

a»=400.000 Km X

(1) °
yo ©
A disténcia inicial do foguetdo ao centro
da Lua 6 A° = 15.600 km. A integracédo
numérica foi ordenada pelo método de
COWELLJ[1] com as formulas bemm conhecidas :

X =/-°+ 0,083333/
(2 y —g*4 0,083333,?
onde
f= wx = _MEA;Z \-X
75
3)
X 2E£21
A3
(4)
Y=rfk*m ?
Al
Os termos
X\ = —w J'm, —-
«i’®
F, = — C,>3/.2,

estdo situados féra dos limites de precisédo
dos calculos e consequentemente s&o regei-
tados.

O intervalo de integracdao M é tomado
como igual a uma hora. Para t> 100 horas
as perturbacfes tornam-se insignificantes e o
movimento ulterior do foguetdo pode ser
considerado como nao perturbado.
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Para t= 100 horas a integragdo numé-
rica da
£6==40.914 Km X = — 9575
B) y=72431 Km y= — 3209
r - 83.188 Km A= 301.700 Km

As velocidades sao expressas na unidade
de tempo, igual a w de 24 horas; convém
dividi-las por wfc antes da deducdo dos ele-
mentos. Os elementos s&o calculados pelas
seguintes formulas :

esenE =—=

= xXx 4y Va

(6) V* = «a+ y* ecosf = rF° - 1
M= E — esenE
sen T = T cosE —ys/asen £

coOsu= —cosB —xyo sen %5,

Os parametros, que nos
elipse osculatriz[2 j sdo :

interessam, da

a = 235.200 Km
) e- 0,85980

‘min —
32.975 Km
Deste modo, o foguetdo passa a distancia
de 26.597 km. da superficie da Terra.

§3. Segunda aproximagdao

Na segunda aproximacdo aumentamos a
distancia inicial do foguetdo a Lua, conside-
rando-a igual a A° = 31.600 km.

Como mostra a integracdo na primeira
aproximacdo, o intervalo « pode ser subs-
tancialmente aumentado. Consideremos assim
M =<2 horas.

As condi¢des iniciais para a segunda apro-
ximagéo sdo

xO= 416.000Km x, = 0
(8) _
yo = 0 =20
Para i = 100 horas a integragdo numérica
da os seguintes resultados :
X = 169.374 Km - 11920
9 y= 3655 Km y—+ 134
r= 173.280 Km A= 282.670 Km

Calculemos a 6rbita osculatriz para

t = 100 horas
(10 a= 215.200 Km M 230 70
ea 0,97598 ir— 176", 72

n —1»,303 (por hora).

Desprezando, como na primeira aproxima-
cdo, as perturbagdes para t = 100 horas, cal-
culamos a distdncia do perigeu do foguetdo

r,in — 5.169 Km.

Portanto, o foguetdo, no seu movimento,
toca obrigatoriamente a superficie da Terra.
Determinando as condi¢des da queda a
partir da igualdade r = R = 6378 Km, vem:

M= —00,16

a1 V= 11.080 m/s
Conhecendo a velocidade angular média, n,
do foguetdo, facilmente se calcula que a dis-
tancia ¢ AM = 23°,54, no caso da trajecto-
ria ndo perturbada, contada a partir do ins-
tante <o até o instante da queda ; isto 6 o
foguetdo leva entdo At = 18,07 horas.

Assim, o tempo total do movimento, desde
0 ponto x° até o instante de queda na super-
ficie da Terra totaliza 118,07 horas, ou sejam
4,92 dias.



1) 1™ aproximagédo

(2) 2.» »

F., Posi¢cdo do foguetdo,,, para t= 28,07
L¢a, Posicao da lua(*,i/,> para t = 68,07

Elipse osculatriz para a 1* aproximacéo

Idem para a 2.* aprox. para o instante i"'= 100
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+ .07

. Sen«

L

«f '1IBD7

Trajectéria completa do foguetdo construida a partir

dos dados da tabela
ESCALA 1mm ~ 4.000 Km

Em virtude da simetricidade do segundo
ramo da trajectoria em relagdo ao eixo dos
X, as condi¢des iniciais de lancamento do
foguetdo para o véo em torno da Lua séo
definidas pelos seguintes parametros :

a= 215.200Km M= + 0°16

(12)
e =0,97598 T = 1830,18

48T

Velocidade inicial, V, = 11.080m/s. A
duracdo total do v6o do foguetdo é de
236,14 horas ou 9,84 dias. A menor distancia
do foguetdo a superficie da Lua é de
29.860 Km .

Neste trabalho é dada apenas a solucgdo
esquematica do problema posto.
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24

Horas (1.000 Km) (1.00% Km) (1.000 Km) (1.000 Km) (1.oono Km) (1.00% Km)
18,07 169,4 -36,6 173,3 221,0 -314,5 282,7
28,07 221,9 -34,6 224.,6 250,1 -291,9 258,8
38,07 264,1 -31,1 265,9 276,9 -266,6 235,3
48,07 299,0 -26,7 300,2 301,1 —238,9 212,1
58,07 328,1 -22,0 328,8 322,6 —209,0 187,1
68,07 352,4 -17,2 352,8 341,1 —177,2 160,3
78,07 372,6 —12,4 372,8 356,5 -143,8 132,0
88,07 389,0 - 7.8 389,1 368,6 -109,0 103,0
98,07 401,9 - 3,8 401,9 377,4 - 73,2 73,6
108,07 411,1 — 0,9 411,0 382,6 - 36,8 45,7
118,07 414,9 0 414,9 384,4 0 30,5
128,07 410,3 + 0,5 410,3 382,6 + 36,8 45,6
138,07 400,4 + 3,5 400,4 377,4 + 73,2 73,4
148,07 386,8 + 7,6 386,8 368,6 + 109,0 103,0
158,07 369,6 + 12,3 369,8 356,5 + 143,8 132,0
168,07 348,6 + 17,2 349,0 341,1 + 177,2 160,2
178,07 323,3 + 22,2 324,5 322,6 + 209,0 186,8
188,07 293,2 + 27,0 294,8 301,1 + 238,9 212,0
198,07 257,0 + 31,4 259,3 276,9 + 266,6 236,0
208,07 213,2 + 34,9 216,4 250,1 + 291,9 259,5
218,07 158,2 i-36,7 162,7 221,0 + 3145 284,7

As investigaclGes ulteriores devem seguir
em trés direccgdes :

1 —Estudo da estabilidade da trajectéria
tedrica relativamente as condigdes ini-
ciais do movimento.

2 — Estudo da influéncia dos erros das
constantes astrondémicas adoptadaB no
movimento do foguetédo.

3 —Passagem ao problema real em resul-
tado da renuncia as simplificacdes
feitas no presente trabalho.

§4. Calculo de controle.

Em conclusdo do trabalho, foi feito o calculo
de controle de todo o percurso do foguetéo
desde a partida da superficie da Terra até o
regresso inverso a Terra. Como dados de
partida serviram os elementos elipticos (12).

Durante as primeiras 18,07 horas de v6o, o

movimento foi considerado como néo pertur-
bado. As medidas fundamentais que carac-
terizam o movimento perturbado sao indi-
cados na tabela junta. Pelos dados numéricos
desta tabela facilmente se vé[3] o efeito da
acumula¢do de erros no processo de integra-
cdo numérica. E necessario notar também a
inexactiddo dos dados iniciais (12), que sao
obtidos como resultado da integragdo numé-
rica.
A odrbita eliptica osculatriz calcula-se para

0 instante <o :

a-=214.247Km
(13) 0=0,97524

r. = 5.313Km

Deste modo, o foguetdo no seu movimento
pela érbita nao perturbada toca a superficie
da Terra.

Os calculos de controle sao feitos pelo
colaborador cientifico do Instituto, M. C.
VOLKOV.



§5. Etapas fundamenteis da conquista do
espago inrerplanerario.

Qne significado pratico tem o problema
examinado no presente trabalho?

Para responder a esta questdo, é necessario
dizer algumas palavras sobre as étapas
fundamentais da conquista do espago inter-
planetario. E possivel marcar trés étapas
fundamentais na organiza¢do dos vbéos inter-
planetarios :

| etapa—vbos de foguetbBes ndo dirigidos;

li etapa—vobos de foguetdes automaticos
dirigidos ;

Il etapa—vdos de foguetdes dirigidoB com
passageiros.

Para lancar no espaco interplanetario um
foguetdo, privado de combustivel préprio (e,
consequentemente, né&o dirigido), com alguns
quilogramas de peso, é necessario construir
um foguetdo de trés andares, cujo peso
inicial sera igual a 16,81. Mas ja para o
peso Gtil dum terceiro andar de 100 kg o
peso inicial do foguetdo sobe a62,41. (em outra
variante — 90,9 t). Para criar um satélite arti-
ficial de 361 de carga atil o peso total do
foguetdo de trés andares deve ser igual a
7.0001, das quais 90°/, 6 de combustivel
(projecto BROWN). Para comparac¢do, indica-
remos que o peso inicial das V-2 6 ao todo
12,9i1.

Deste modo, as possibilidades da técnica
contemporénea n&o vao fora dos limites de
realizagdo da | etapa das comunicacdes inter-
planetarias (foguetdes nédo dirigidos).

A realizagdo das I 1 e | H etapas requer, sem
duvida, em principio, uma solugdo nova para
o problema do combustivel do foguetdo.
Além disso, a realizacdo da 111 etapa esta
ligada a uma série de problemas dificeis, e
ainda nao esclarecidos, de caracter bioldgico
e médico (complexidade especial representa a
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defesa da actividado biol6gica
radiacdes cosmicas).

Que problemas podem sor solucionados na
| etapa com o auxilio dos foguetdes néo diri -
gidos ?

Indicaremos trés desses problemas :

contra as

1 — problema : — Criagdo dum satélite arti-
ficial da Terra. As 6rbitas dos satélites
podem ser muito variadas.

2 —problema : — Embora ovéoalLuadum
foguetdo n&o leve consigo qualquer
carga Gtil e nao possa impedir a sua
queda na superficie da Lua, o signifi-
cado cientifico de tal vbo 6 extraordi-
nariamente importante.

3 — problema: —Vo6o0 a volta da Luacom
regresso a Terra. Para frenar o fogue-
tdo na atmosfera empregam-se plana-
dores e paraquedas. A realizacdo deste
projecto torna possivel fotografar o

hemisfério lunar invisivel da Terra.

Todos estes trés problemas, de dificuldade
técnica aproximadamente idéntica, serdo
provavelmente resolvidos uns apés outros no
decurso dos préximos 5-10 anos.

Contudo, do ponto de vista da mecanica
celeste, o segundo e especialmente o terceiro
sdo problemas muito mais Gteis de que o pri-
meiro. Para a atencdo destes problemas
deve voltar-se a atencdo dos astrénomos que
se interessam pelas questfes de cosmonautica.

Na lista bibliografica sdo indicados os tra-
balhos fundamentais publicados em russo.

LITERATURA

KoNDIiiATirK, Y. V., 1947 — A conquista do espago inter-
planetario.  Defesa, 84 pags.

Kvoi, I.e I.YUTENBOGART, 1950— O foguetéo
Defesa, 232 pags.

dindmico.
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foguetdes. Defesa, 240 pags.

do vbo por meio de

TSIOLKOWBKY, K. E., 1951—Aerodinamica. Obras com-
pletas 1. ANCCCR, 268 pags.
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Entrou na redace&o a 3 da Abril de 1956.

Observacoes

por Raimundo

Com os primeiros langamentos, coroados
de éxito, de satélites artificiais da Terra,
aparece um novo capitulo na longa histéria
dos estudos astrondémicos e que tem por fim
ndo sO6 a observacdo como também a deter-
minacdo das Orbitas dos satélites. Este novo
capitulo da Astronomia ndo apresenta nem
novos métodos de observagdo nem conceitos
tedricos originais, limitando-se a adaptar con-
venientemente processos ja utilizados em
outros campos de Astronomia.

Desta maneira vamos considerar no pre-
sente artigo os métodos de observacdo que
se poderdo utilizar para detectar a presenca
de satélites artificiais. Uma das vantagens
destas observacdes reside no facto de se
terem antecipadamente dados precisos acerca
da forma, dimensdes e constituicdo dos saté-
lites o que, sob o ponto de vista astrondémico,
60 um caso Unico. Precisamente uma das
caracteristicas das observagdes astronémicas,
até a época actual, reside no facto de se nédo
ter conhecimento prévio das caracteristicas

astronomicas

Oliveira

NOTAS

[1] Sobre o método de COWELL para érbitas pertur-
badas, consultar G .STRACKE —Bahnbestimmung der
Planeten und Kometen, —§ 78-b.

[2] Elipse osculatriz significa aqui a 6rbita que o
foguetdo seguiria, suposta nula a influéncia pertur-
badora da Lua. Ndo tem o significado geométrico que
exige nm contacto de 2.* ordem.

[3] Pela falta de simetria em relacdo ao instante
t = 118,07 h dos valores de x e y.

As presentes notas e figura, incluidas no texto,
ndo pertencem ao artigo escrito na lingua original.
Resultaram da valiosa colaboragdo dos Ex.""™ Senho-
res : Drs. A. CHAVES, S. DINIZ, Arg. H. GANDRA e
Com." P .MAGALHAES, na interpretacdo de alguns pon-
tos mais delicados do trabalho. A todos manifestamos

0 Nnosso reconhecimento.
J. G. T.

dos satélites artificiais

Vicente

do astro que se observa, caracteristicas essas
que se obtém depois de efectuadas as obser-
vacgdes.

As possibilidades de observacdo dos saté-
lites dependem dos processos utilizados para
a observagdo dos astros e que se podem clas-
sificar em dois grupos —visuais e radio-astro-
nomicos — conforme o comprimento de onda
das radiacfes recebidas. Em virtude da exis-
téncia da atmosfera, as radia¢des que se po-
dem observar a superficie da Terra estao
situadas na regido visivel do espectro e na
regido que vai desde alguns centimetros até
as dezenas de metros ; estas duas regides
sdo as unicas em que as radia¢des ndosao
absorvidas pela atmosferaterrestre.

As observacdes astrondmicas correspon-
dentes & regido visivel tém sido efectuadas
desde os principios das civilizagdes humanas
ao passo que as observag¢des correspondentes
aos comprimentos de onda maiores sO tém
sido feitas recentemente, especialmente a par-

tir da 2.* guerra mundial, beneficiando dos



grandes progressos realizados no campo da
electronica, e costituindo o que se chama
presentemente a Radio-Astronomia.

Os comprimentos de onda das radiacgfes
observadas condicionam os métodos aperfei-
¢oados para o seu estudo, e por isso vamos
indicar seguidamente algumas das caracteris-
ticas dos métodos visuais e dos processos
radio-astronémicos da observagdo de satélites.

Para uma observagdo visual ser efectuada
nas melhores condi¢gGes é necessario conhe-
cer qual é a magnitude do satélite e quais os
instantes em que a observacdo é facil de se
efectuar. Qualquer destes problemas se pode
resolver facilmente, utilizando expressdes
conhecidas da Astronomia de posi¢do, como
vamos mostrar no caso da determinagdo da
magnitude de um satélite.

Consideremos a figurajunta que nos mos-

tra geométricamente as condi¢gdes do ilumi-
nacao do satélite. Seja O o local de observa-
cao do satélite S, de raio r, situado a dis-
tancia D de O e cuja altura é h,, contada
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a partir do horizonte Zénite racional HIV
do lugar.

Figurando a direcgdo dos raios solares que
incidem no satélite e no observador, seja h,
a altura do Sol para o observador O, o0 an-
gulo a= h-\-hQ denomina-se angulo de fase
e da-nos uma indicacdo sobre a superficie
iluminada do satélite que é visivel de O.
Supondo que o satélite se encontra a uma
distdncia d acima da superficie terrestre,
e como 6 conhecido o raio R da Terra,
verifica-se trigonomeétricamente que os valo-
res de D e h, sédo fun¢des do parametro
a indicado.

Vamos considerar o caso de um satélite
esférico que reflecte completamente toda a
luz incidente. A lei de LAMBERT, estudada na
Optica, permite-no8 determinar a intensidade
luminosa dum elemento superficial dS do
satélite por unidade de angulo sé6lido, numa
direccdo fazendo um angulo e com a normal
a superficie do satélite :

dg = cos i‘cos s dS
n
sendo a o albedo do satélite devido a ser ilu-
minado pelo Sol, F, o fluxo incidente e i o
angulo de incidéncia (contado a partir da nor-
mal a superficie do satélite). Exprimindo o
elemento de superficie dS em coordenadas
esféricas e integrando entre limites conve-
nientes obtém-se a seguinte expressao
2 aF, . . . .
q= -r‘[senn + (ir—a) cos dj .
T

Se nédo houvesse atmosfera, o observador

situado a superficie da Terra veria o satélite

com a iluminagdo E = -3— . Para atender

porém a accdo da atmosfera considera-se
ainda um coeficiente exponencial e-o,ii7coseo n,
dado em funcdo da altura do satélite. A ex-
pressao final sera assim

.. 2 OFQr2. A~
3 mZ)2

)i h
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Em Astronomia costuma-se exprimir a
iluminacdo de um astro em funcdo duma
grandeza denominada magnitude aparente.
Por exemplo, a magnitude aparente de Sirius
que é aestrela mais brilhante da esfera celeste,
é igual a — 1,58.

A magnitude aparente m é definida a par-
tir da formula de poGsos

m=m, + 25 ]9g8

onde podemos considerar m, = — 26,7 como
sendo a magnitude aparente do Sol cuja ilu-
minacdo é E, Introduzindo nesta expressao
o valor de E obtido anteriormente, podemos
calcular a magnitude aparente de qualquer
satélite de raio r conhecido e situado a uma
distdncia D do observador. Como se verifica
pela formula, a magnitude aparente do saté-
lite depende também do albedo a que 6 fun-
¢cao da constituicdo da sua superficie exterior,
da altura h, a que é observado e do angulo
de fase a.

Para determinar as condi¢cfes em que o
satélite se pode observar visualmente ¢ ainda
necessario considerar ndo s6 qual a magni-
tude limite que se pode ver mas também o
brilho da esfera celeste.

O limite da magnitude aparente que 6 visi-
vel a vista desarmada depende do brilho da
regido da esfera celeste em volta do astro,
tendo-se feito determinacfes experimentais
que forneceram valores das magnitudes apa-
rentes que sdo visiveis em condicOes diferen-
tes de brilho. Assim, por exemplo, quando
IgB = 0,5 a magnitude aparente limite é
igual a + 0,75 .

Quando se observa através de instrumentos
astrondémicos evidentemente que a magnitude
limite aumenta, verificando-se que esse au-
mento Am é dado, em 1. aproximacao, pela
expressdo Am = 0lgM sendo M o poder
amplificador do instrumento.

Quanto ao brilho da esfera celeste verifi-
ca-se que varia rapidamente durante o cre-

pusculo e que o aumento de brilho, a partir
do zénite até uma altura de 60°, 6 somente
da ordem dos 30°/> quando a atmosfera esta
muito transparente e para uma altitude de
cerca de 3,5km. Ao nivel do mar, em vir-
tude da maior quantidade de ar existente, o
brilho é cerca de 1,5 vezes superior.

Com estes elementos pode-se calcular a
visibilidade de qualquer satélite. Para isso
basta determinar o brilho da esfera celeste
(Ig B), a magnitude aparente limite m,, refe-
rente a este brilho e em seguida comparar
esta magnitude limite com a magnitude apa-
rente m calculada para o satélite. Efectuando
estes calculos podem-se construir tabelas
como a seguinte :

Visibilidade de um satélite de 53 cm de diametro,
reflectindo roda a luz incidente, situado a 320 km
de altitude (d=320km), visto no crepusc. (h... 0°)

a If:n TO 1gB “lim m— m, M
90° 320 5,51 0,90 0,00 5,51 12,5
41,8 468 5,40 1,20 -0,60 6,00 16
22,2 750 6,41 1,40 -1,05 7,46 31
19,7 1170 7,66 1,55 -1,35 9,01 63

4,35 1600 9,32 1,60 -1,45 10,77 >100

A diferenca ni— m,, da&-nos uma ideia da
facilidade (no caso de ser negativa) ou difi-
culdade (no caso de ser positiva e ter um
valor numérico apreciavel) com que se
observa o satélite. O valor tabulado M d&-nos
a amplificacdo minima que 6 necessaria para
que o satélite se veja; evidentemente que a
amplificacdo a utilizar no instrumento deve
ser superior aos valores indicados.

Estes estudos permitem chegar as seguin-
tes conclusdes :

I.” — A regido da esfera celeste na qual
o satélite pode ser mais facilmente identifi-
cado corresponde a uma altura de 55° a90°,
na direccdo oposta a do Sol.
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2." — As melhores condi¢Bes de visibili-
dade, para um satélite passando no zénite do
observador, tém lugar quando o Sol tem uma
altura de —5° a — 17°.

3." — Se a altitude do satélite for superior
a 320 km, a sua observacdo torna-se dificil
em virtude do brilho variar com o inverso
do quadrado da distancia. Tem no entanto as
seguintes vantagens : o céu apresenta-se mais
escuro, o satélite sera iluminado durante
periodos maiores no crepusculo e além disso
parece mover-se mais lentamente na esfera
celeste, tornando assim mais facil a observa-
¢ao com instrumentos.

4:'—0Os calculos foram feitos supondo
que a atmosfera é muito transparente. No
caso de a atmosfera apresentar pouca trans-
paréncia, o seu brilho aumenta, diminuindo
o brilho do satélite. Por isso os locais de
observacdo devem estar situados em regides
em que a atrrosfera tenha boa transparéncia,
como sucede, por exemplo, em regides de
elevada altitude.

De todos estes resultados podemos deduzir
as melhores condicdes praticas para a obser-
vacdo de satélites. Verifica-se assim que se
deve preferir a observagdo com um bindculo
ou um instrumento astrondmico (luneta ou
telescopio) com pequeno poder amplificador
e com um campo razodavel, isto 6, que a
regido da esfera celeste observavel seja sufi-
cientemente grande. Um binéculo 7x50,
cujo poder amplificador 6 de 7 vezes, sendo
o diametro da objectiva de 50 mm, permitira
observar facilmente os satélites.

As observacdes dos satélites que estamos
a considerar tém por fim a determinacao da
Orbita do satélite com o maior rigor possivel
para que, a partir do conhecimento da orbita,
se possam obter as coordenadas das varias
grandezas fisicas determinadas pelos instru-
mentos cientificos transportados pelos satéli-
tes.
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As observagdes visuais de satélites podem
dividir-se em dois grupos, conforme sédo fei-
tas por amadores ou profissionais, desempe-
nhando um papel importante as observacdes
de amadores visto que, como vimos, as
observagdes de satélites sao dificeis pelas
condi¢cbes especiais em que se encontram o0s
objectos a observar.

As observacdes sO apresentam interesse
quando, no momento da observacao, se regis-
ta o tempo por meio de crondgrafos ou cro-
nometros.

Algumas das observacdes visuais e foto-
graficas de amadores que apresentaram maior
interesse foram efectuadas na Nova Zelandia,
regiao situada numa posi¢do favoravel para
as observacGes do primeiro satélite russo,
visto que a drbita do satélite passava preci-
samente por cima da Nova Zelandia durante
0 crepusculo vespertino quando o satélite e
o foguetdo que o acompanhava estavam ainda
iluminados pelo Sol.

As observagdes dos foguetdes dos primei-
ros satélites russos eram relativamente faceis
devido as suas dimensdes. Assim observa-
¢cOes visuais e fotograficas (algumas delas
feitas com maquinas de formato 35 mm)
efectuadas na Irlanda permitiram determinar
0 periodo de revolugcdo e avariacdo do semi-
-eixo da orbita.

O programa americano de observagdo dos
satélites por amadores estd organizado de
modo a que as observacgdes sejam efectuadas
por grupos, denominando-se aMoonwatch
Program», havendo numerosos grupos de
amadores integrados neste programa nao so
nos Estados Unidos como também na Amé-
rica do Sul e no Japédo.

As observacgdes dos satélites feitas por
astronomos séo efectuadas principalmente por
métodos fotograficos que permitem maior
precisdo na determinacdo dos elementos da
orbita. Uma das camaras fotograficas utiliza-
das 6 uma camara SCHMIDT F /I de 51 cm de
abertura, permitindo fotografar uma regido
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da esfera celeste de 30° de didmetro ; verifi-
ca-se que uma tal cdmara pode registar as
imagens de uma esfera d6 38 cm de diametro
situada a cerca de 1600 km. A precisdo das
observacdes depende principalmente da pre-
cisdo com que se consegue registar o tempo,
utilizando-se por isso os relégios de quartzo.
Colocando varias destas camaras em regides
convenientes para a observacdo dos satélites,
conseguem-se obter informacdes precisas da
maior parte da trajectéria do satélite.

A partir das observacdes, visuais e foto-
graficas, determina-se a Orbita do satélite
utilizando os métodos classicos da Mecéanica
Celeste. Para os satélites situados nas pro-
ximidades da superficie terrestre, até 1600km
de altitude, verifica-se que as perturbagdes
principais da oOrbita eliptica resultam da for-
ma do globo terrestre e da atmosfera; em
comparacdo com estas perturbagdes, a in-
fluéncia do Sol, da Luae dos efeitos da teo-
ria da relatividade podem-se desprezar.

Conhecida a oOrbita de um astro, pode-se
determinar o instante em que o astro passa
no meridiano de um lugar (cujas coordena-
das, latitude e longitude, s&o conhecidas) e
que se denomina passagem meridiana do
astro, sendo esta maneira de proceder a mais
utilizada na maior parte dos problemas de
Astronomia de posicdo. Porém, no caso dos
satélites artificiais até agora lancados, sucede
que os planos das orbitas apresentam incli-
na¢des apreciaveis em relacdo ao equador,
desde 30° a 60°; além disso, os elementos
da oOrbita apresentam grandes variagfes no
decurso de alguns dias, em virtude da proxi-
midade dos satélites. Por estas razles, veri-
ficou-se que era preferivel calcular os instan.
tes da passagem no paralelo correspondente
a latitude do lugar.

Como jé& dissemos, 0s progressos da Radio-
-Astronomia tém sido muito réapidos, utili-
zando-se ndo s6 instrumentos muito sensiveis,
capazes de captarem as radia¢des emitidas
pelas origens de radio galéacticas e extra-

n

-galacticas, como também instala¢cles de
radar que tém sido utilizadas, por exemplo,
na observacao de meteoros.

Desta maneira os observatorios radio-astro-
nomicos encontram-se em excelentes condi-
¢cOes para a observacdo dos satélites artificiais,
quer recebendo as emissfes provenientes dos
aparelhos de radio dos satélites quer utili-
zando técnicas de radar para determinar
directamente a distancia a que os satélites se
encontram.

As emissOes dos satélites tém sido utiliza-
das principalmente para a determinacdo dos
elementos da 6rbita, empregando-se processos
interferométricos e processos que se baseiam
no efeito DOPPLEK. A partir destas emissfes
também se podem obter dados muito importan-
tes acerca da propagacao das ondas de radio
nas camadas da atmosfera.

Nos processos que utilizam o efeito
DOPPLER, a reducdo das medidas feitas numa
dada estagdo principia com a determinacao
do tempo t, a que corresponde a distancia
minima r, a que o satélite se encontra da
estacdo de observagdo. Designando por r a
distancia a que se encontra o satélite no ins-
tante t, contado a partir de t, e sendo v,
a velocidade relativa entre o satélite e a
estacdo, podemos escrever

r ='o+ vli’,

supondo que a Terra e a trajectoria do saté-
lite sdo planas nas proximidades da estacéo.

A partir desta equacao podem-se determi-
nar os valores de v, e r,, utilizando uma série
de observacOes e aplicando o método dos
minimos quadrados. Utilizando o efeito
DOPPLEK, OSelementos que se podem obter
a partir da observacdo duma Unica passagem
do satélite sdo v, r, e t,. Para determinar
a Orbita verifica-se que é necessario combi-
nar as observacdes provenientes de diversas
estacoes.

Utilizando os resultados obtidos pelos pro-
cessos interferométricos com os provenientes
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do efeito DOPPLER em diferentes locais,
foram deduzidos para o primeiro satélite
russo, no Observatério Radio-Astrondmico
Mullard, de Cambridge, os seguintes elemen-
tos da orbita :

Inclinagdo i=64° 25'+30" (interferémetro)
65° 1"+ 10"(efeito DOPPLER)

Periodo (principios de Outubro) T=96"2°
(— I",5 por dia)

Excentricidade e = 0,06

Altitude minima (latitude 45° aproximada-
mente) 190 km

Altitude maxima (latitude 45° aproximada-
mente) 970 km

Precessdo dos nodos 3°40'+ 20" por dia.

As observacdes efectuadas em Cambridge
também mostraram que as variacdes, nos
sinais emitidos pelo satélite, provinham da
rotacdo de FARADAY do plano de polarizagéo,
para a qual um periodo de atenuagdo propor-
cional ao quadrado do comprimento de onda
resulta de consideracgdes tedricas. Estes resul-

As superficies

planificaveis e as
das faces do triedro
por J. Ribeiro de
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tados mostraram que né&o tinham fundamento
as afirmacdes feitas de que os sinais emitidos
vinham em forma de cédigo.

As técnicas de radar para a observagdo
de satélites adquirem especial importancia a
partir do momento em que o satélite deixa
de emitir sinais. Deste modo, a partir deste
instante, s6 observacdes visuais e de radar
permitem determinar a oOrbita do satélite.
A grande vantagem das técnicas de radar
reside no facto da observagdo ser possivel ndo
s6 quando existem nuvens como também
durante o dia.

Em virtude porém do pequeno numero de
observatérios devidamente equipados para
estas observag¢des, os resultados obtidos por
meio de radar sdo ainda pouco numerosos.
Devemos no entanto destacar os resultados
ja obtidos com o radio-telescépio de cerca
de 75m de didmetro, situado em Jodrell
Bank, dependente da Universidade de
Manchester, que se encontra nas Gltimas fases
de acabamento.

envolventes
moével

Albuquerque

(Conclusdo do numero anterior)

Toda a planificavel 6 gerada pelo movi-
mento da tangente ao longo duma certa curva
r, a sua aresta de reversao.

Seja u o arco da curva T, suposta orien-
tada e tomado sobre ela um ponto fixo P, ;
seja t o vector unitario sobre a tangente no
ponto .P(M); pode-se tomar para a planifica-
vel uma representacdo paramétrica

11) JKkf— P + T(v—u)

As curvas u—c"” sdo as tangentes a T,
e as curvas v —c"” sao as evolventes de T,
como mais adiante se vera.

Duas superficies dizem-se aplicaveis se
existe uma correspondéncia biunivoca entre
os pontos M de 8 e M de 8, de tal modo

que, a cada arco A B de 8 corresponde um

arco A B' de 8" com

12) [ _ e IR
J AB J ATS*

Na equacdo 11) para u= 0, vem:
—5

M= P, + tv que 6 a equagdo duma recta
do espaco, a tangente a T no ponto P,.
Consideremos o plano it envolvido pela pia-
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nificavel e que lhe
daquela recta.

Desenhe-se sobre esse plano, tangente a
rectaem P,, uma curva Tj, orientada em
concordancia com a orientagdo de T ; a orien-
tagdo passou para T, através do ponto P, e
da recta

é tangente ao longo

M= P+7v

tangente comum. Com uma coordenada cur-
vilinea Mj sobre T, contada a partir da ori-
gem P,, pode-se estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre os pontos de Y
e de VY, .

A curva Tj fica completamente determi-
nada com a condigdo de ter, em cada um
dos seus pontos, uma curvatura pj, de flexdo,
igual & curvatura f, de flexdo, da curva T,
no ponto correspondente.

Os pontos M, do plano T onde se dese-
nhou r, podem ser determinados, com a
Gnica tangente a Y, que, por eles, passa.
Resulta para o plano TT, dum modo evidente,
a seguinte representacdo paramétrica :

13) M - P+t (v, - )

e esta equacdo, estende as duas superficies
em questdo, a planificavel e o plano, a cor-
respondéncia pontual biunivoca que se esta-
beleceu entre as duas curvas, T e Tj.

Da equacdo 12) ou das trés seguintes, que
lhe sdo equivalentes

-r dx . .
X = x -\ VvV — M)
du
Y=y + -»(v-u)
u
du
tiram-se
E -
du du/ \du/
I ¢ ff»y ajz
2
e
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. . dji dX aroy_dz dzZ 0
du dv du dv du dv
H _—
dv/ dv

Para qualquer curva, tragada sobre a pla-
nificavel, se tem entdo :

g =V T W 4 g

Os mesmos calculos d&o, para qualquer
curva tracada no plano r., o mesmo resultado

W - «l)
i ) Y + d W

e, com as hipdteses feitas, se tem : ds° — ds\

A planificavel & aplicavel sobre o plano ir.
Se tirarmos a curva T a torsdo, veremos
que ela vai coincidindo com a curva T,, e
as tangentes a Y vao-se assentando no plano
ir, e a planificavel se vai planificando. Inver-
samente, se torcermos a curva Tj, em cada
ponto da qual se desenhou a respectiva tan-
gente, veremos aparecer, no espago, a pla-
nificavel.

De todas as esferas do espaco, aquela que

tem com Y, em P, um contacto de ordem
maxima, é a esfera osculadora de Y, no
ponto P. A esfera tem contacto de ordem

n, em P, quando assim suceder para qual-
quer curva da esfera a passar por P.

Sejam x =x () ,y=y (5 ,z=12z((* as
equa¢bBes paramétricas da curva Y, e sejam
X =X@g ta,bh, c,r),Y Y(s,a,b,c,r),
Z=2(*a b, c r) as equagcdes paramétricas
duma curva situada sobre uma esfera, com
centro em (a,b,c) e raio r, isto 6, trés
funcden a satisfazer

14) (A'—af + {Y-bf +{Z—c)=r

Esta familia de esferas tem quatro para-
metros, a,b,c,r, e s 6 o parametro dos
pontos da curva esférica. Esta curva deverd
passar por P,

X(s ,a,b,cr) =x{s),Yfa .a.b.,c.,r) = y{s),
Z(s,a,b,c,r)=2z(»
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0 que, posto na equacgdo 14), nos da
15) x—af + (y—Dbf 4(@a- c? =

para haver contacto deveva ter-se

X' (s,a,b,c,r)=x"(s) = a
Y'(s,a,b,c,r) = y{s) =«i
Z'(s,a,b Cc.,r)=2'(s)=vy

derivando uma vez 14) e pondo ai estas con-
dicdes, vem
16) (.:-a)« + (y-0)|3 + (,-c)-/=0

Com as novas condicdes, de igualdade das
segundas derivadas

X' = x",Y"=if ,z" -z

derivando duas vezes 14) e pondo ai estas
condicdes e as anteriores temos, depois de
atender as formulas 5) de FREXET-SERUET

X —a, y—b

17) - .
P P P

Como existem quatro paradmetros a fixar,
na familia de esferas deveremos igualar,
ainda, as terceiras derivadas, o que faz, nor-
malmente, que o contacto seja de terceira
ordem ; vem ainda

X' =", =g, 7 =

ou, doutro modo

—C.
z I+1=0

21
yo.. (1) d /da. £ 1 ds ds
ds ds\ds &> p
e as analogas
dn ,, da d? dj>
i —
yw = 8 ds Ju = ds ds
=3}

teremos facilmente
(X X4 YT R 27 =

\ ds ds s J p
e derivando trés vezes 14), o que da
*O{X X" 4+ YY"+ ZZ) +
+ (X-a)X" + (Y—Db)Y™"+ (Z-¢)Z2'""=0
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obtemos
x —a dl, —bd ™ z—c dt,
0 ds+ a ds a ds
da
Fx —a1+»_ Z—¢C .
L » EN I

Atendendo as condi¢Ges anteriores e as
formulas 5) de FREXET-SERRET, temos

X — aia. (M)
P \P P
dp
—c/ d
z cly s 0
p P

Finalmente, atendendo a 16), temos

x—a.>+y—-b0K L =< da
ds

18)

Temos, entdo, o0 seguinte sistema para deter-
mina¢do de a,b,c,r:

15) (x —af + (y —bf +O—cf — =0
16) (x - a)«,+ {y- Df3+ (a-c)y- 0

17) (.-..) 1+ (y-b)-n+ (z— c)K™-a
18) (a?-a) 1+ 6) + (z- c)v=T"-’

As trés altimas equacdes permitem determi-
nar a,b ,c . Por ser

a @, =1

e, por ser, cadaelemento deste determinante
igual ao respectivo complemento algébrico,
vem o sistema imediatamente resolvido

"R

X —a — fl*+'tiP—ii,y—a:—pn+T——p.

P

T—5-V
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e portanto
r if,.
a=XxX+¢i, —Ty1
19) b=y + prj —Td_c_)l
ds' dS
dp
c=z+pt T _—V
ds
e, ainda, o valor do raio, dado por 15)
2= (.- af + {y- bf -f(a—cf mp dp
di?

Procuremos, agora, a envolvente dos planos
normais de T .
A equacdo do plano normal é

(Z - »)«+ (F-?2) 6+ (E- 1)y=0

e as rectas caracteristicas sdo definidas por
esta equacdo, e ainda

, .dot -

Na, 3 ,dy

ds 20} (h-2) T e =
a2+ @+ 2. 1

que se transforma, com as formulas 5), em
(A'- I + (F-y)a+ (Z- z2K=P

As caracteristicas pertencem ao plano nor-
mal e, a este ultimo que é um plano paralelo
ao plano rectificante, a passar pelo centro
de curvatura. As rectas caracteristicas cha-
mam-se rectas ou eixos polares, e passam
pelos centros de curvatura, sendo portanto
perpendiculares ao plano osculador.

A aresta de reversdo é dada por mais uma
equacdo, obtida por derivagdo da ultima.
Temos o sistema

(X — X)«+(Y-y)C> + (Z-2)y=Q
(X-x) I+ {Y-y)r>+(Z-2)Z =,
(X-x)lI+(Y-y)u + (Zz)v = i
ds
Se neste sistema mudarmos X ,Y,Z por
a,b,c, obtemos as equacgbes 16), 17) e 18)
que forneceram o centro da esfera osculadora.

A aresta de reversdo da superficie polar,
que assim se chama, a envolvente dos planos
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normais, é o lugar geométrico dos centros
das esferas osculadoras.

Obtinhamos estes resultados, com um tergo
do esforg¢o, do seguinte modo : Seja Mo ponto
da curva Y, de coordenadas x (s),y (), z ().
O plano normal é o lugar dos pontos P que
formam com M, vectores perpendiculares a
T, e por ser o produto interno proporcional
ao coseno do angulo dos factores, temos
para equa¢do do plano normal

(P—M)/T=0
Derivando em ordem ao parametro s desta
familia de planos, vem

as ds
ou, sucessivamente

— f/ T+ (P—M)/—=0 e
P
As rectas caracteristicas sdo definidas por
(P—M)I1T=0, o plano normal, e
(P —M)IN = p, que é um plano paralelo
ao rectificante, que lhe fica a uma distancia p .
Uma nova derivacao, da

(P-M)/N=,

“MIN+ (P -
ds ds ds
ou
P-M)l dp
p ds
ou ainda
P—wmp =— P
ds
As trés equacfes sdo achadas
(P—M)If «0
(P - M)N= o
(P- MB = -T~
ds

ddo as componentes de P M no triedro

movel e tem-se

P=M\-,jv'-T" B

ds
que é a equacdo 19) obtida 14 atras.

®
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Dada uma curva T do espag¢o, procuremos
fixar em cada ponto P da curva, entre as
muitas normais que ai ela admite, uma em
cada ponto, mas isto de tal modo que fique-
mos com uma familia de rectas do espaco
admitindo uma envolvente: é esta envol-
vente que se chamard evoluia de T . Nada,
evidentemente, impede que existam diversas
evoluias.

Uma normal /), a F em M, serd fixada
com o angulo 9 que ela faz com a normal

principal N, como se vé na figura 3; 0 an-

gulo 9 é medido no plano normal de N para
—3% —

B. Um ponto P desta normal n serid dado
por

P = M+ i(cos9 N+ sen 9. B)
Quando se supde T orientada, e nela a
coordenada curvilinea s, do seu ponto M,

a crescer, pretendemos determinar | e 9,
como funcgdes de s, de modo que o ponto P
—

descreva uma curva, a qual a normal rj se
mantenha sempre tangente.
Temos

aP :d'tidl(cosag.AN+sen'9.B)+
ds ds ds
dN

e
*N + cos
d~s ds+

+ n sen9

d
+ cos 9-i B -fseni
ds

GAZETA DE MATEMATICA

que, com as formulas de FRENET-SERRET, se
transforma em

ds =]
dj do\ -*
+ (esecos9 —1e+sen 9 ) N+

dl dS)
[—esen9+ lecos9.—\ 5

Para — se manter no plano normal, de-
ds

vera ser

20) Z.Cco0s9=p

e, além disso, devera ser paralelo a n,

ds
dP o* -
isto é, e Z(cos9 «A™M-)-sen 9 «B) deverdo
ds
ser colineares, o0 gue da
+ ~=0
T ds
21)
Obtemos, entdo
P 1
e= —/ -&4s + s"

A relacdo 20), depois de determinado 9
por esta forma, déd entdo |. Vé-se por ela
que PP\ é a recta polar, visto que PM ¢
igual a | ~cos 9, igual portanto a p, isto &,
?!1 é 0 centro de curvatura.

O ponto P estd sempre na recta polar e,
por consequéncia, todas as evoluias estdo na

superficie  polar.
—»

Para que as normais principais N, tenham
uma envolvente, é necessario e suficiente que
9= 0; deverd ser entdo x= 0, isto é, a
curva r é plana. Encontra-se, assim, uma
evoluia situada no plano da curva, j& conhe-
cida ; as outras evolutas sdo hélices situadas
na superficie polar que é, nesse caso, um
cilindro.
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Dada uma curva T, do espaco, chama-se
evolvente toda a curva C, de que T seja
uma evoluta.

Por um ponto M(s) de T, tira-se uma

tangente T e, sobre esta, determina-se um
ponto P, tal que, ao variar s, P descreva
uma curva C, a qual T se conserve nor-
mal. Sera
P=M+1+7

e

ds ds ds \ ds/ p
O vector d—deve ser perpendicular a T,

s

isto é, paralelo ao plano normal e, portanto,

nula a sua componente segundo T

1+ >=20
donde
«= g+ C"
Vem entéo
P- M= (C—9)T

e com duas determinacgdes

P-M, = (C-s)T. P.-M, = {C»)T,

se pode eliminar a contante C, obtendo-se

PEMU b\ )= 90NGO

que traduz a conhecida propriedade, do fio
inextensivel.

Procuremos finalmente a planificavel envol-
vente dos planos rectificantes.

A equacdo do plano rectificante é

22) X—x)% + (Y—yw + {Z—z) C=0
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Derivando esta equacdo, vem

(z_. )~ fr-~ +(z-.)i5-
ds ds ds

e com as
vem

formulas 5) de FRENET-SERRET,

23) I[(X-«)« + (r-y)P +(Z--.),1+
p

+-[(Z- 0 +(Y-y)y+(@Z—2Vv]=0.
T

As rectas caracteristicas chamam-se rectas
rectificantes e sdo dadas pelo sistema das
duas equacgBes 22) e 23). A segunda repre-
senta um plano que passa evidentemente pela
normal principal, e a recta rectificante é o

+

traco desse plano no plano M TB
A aresta de reversdo, obtém-se juntando
mais uma equacgdo que se obtém derivando 23).

pds
P L ds ds ds
-(*2+E2+72)]-~jg[(x-x)I+(Y-|’/)F+
- + A- . _
+@2Z- M TAL[(x )dg + (Y y)d£s +
Z_)nr- A+ v)l=0
+ _)ds (a> + + vb

com as formulas 5) de
atendendo a 22), vem

FRENET-SERRET, e

+{Y-y)£ +(Z2y] +

P
ANZ_aOH(r-20i*+(Z-*)v]=-i
ds D

O sistema das trés equacles 22), 23) e 24)
é equivalente a este outro
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{X-x)l +(Y-y)* + (Z-z)i=0
(X=X)«H{Y-y)t+{Z-2)y--
f
1
25) plLpds Td«J
P
1
T|_Ta« p dal

Represente-se por A, o determinante se-
guinte

26) P

e ponhamos

1.1

p PA
Entdo, o sistema 25) pode escrever-se

fi-J-.-L.

p TA

A =

{X-x)«+ {Y-y)€>  + (Z-2)y*=A
(X-x)l+(Y-y)n+ (Z2K =0
(X-x)I+(Y-y) x+(Z2-z)v=1B

Problemas

fundamentais
da aproximacéo

GAZETA DE MATEMATICA

e resolve-se rapidamente.

X =x + Aa + BI
Y=y + AC>+ Bp
Z=z+Ay+ Bv

isto é, mais explicitamente

X_x:_l 1
7 " +p A
Y—y——l 1 7
Pro g p Z**
i 1 7
z - : i RV
Ri> " p A

que sao as equacdes da aresta de reversdo
desta planificavel, a planificavel rectificante.
A distancia do ponto da curva ao correspon-
dente ponto da aresta de reversdo é dada por
_J_.ylp+.a
p.lA|
Se A= 0 a aresta de reversdo desloca-se
para o infinito, e a planificavel rectificante

sera um cilindro. Isso sucede com as curvas
r para as quais A= 0, ou

P T

=0
P
0 que integrado: —= C". S&do as hélices.
da teoria
funcional

por Luis G. M. de Albuquerque

(Continuagdo do numero anterior)

8. Aproximacdo linear nosespacgos de

Hilbert.
Considere-se 0 espa¢co de HILBERT H,
seja V¢zH uma variedade linear gerada
pelos vectores linearmente independentes
a?i,*e*,»,,,, € yell— V. Pelo teorema demons-

trado no § 7, e em virtude da norma do
espaco de HILBERT ser sempre forte (§85),

m
existe em V um e um sé vector x, — 2

1

* Kk k%

que é projeccdo de y em V. Ora,

TEOREMA A. Se x, € a projeccdo de y
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em V,y—Xx, e ortogonal com cada um dos

vectores de V

(y— x,,x) = O, qualquer que seja xeV.

Demonstracao. Se houvesse em V um
vector x={=0 que ndo fosse ortogonal com
y ~ ar,

(y — 3>0, =<<4:0,

considerando o vector

X 6V

«0 +

(xx)

teriamos (deixamos ao leitor
estabelecer esta relagéo) :

0 cuidado de

-zl = ly-aolt —

donde, em virtude de ser (x,x)>0  (pois x=j=0)

W —: 11 < \\y~- aroll

assim, x, ndo seria a projeccdo de y em V
como admitimos.

A partir deste teorema podemos construir
as componentes do vector X, €, a0 mesmo
tempo, calcular o erro cometido quando se
toma, em lugar de y, o seu polinémio de
melhor aproximacdo em V,x,. Com efeito:
sendo y —x, ortogonal com cada um dos
vectores de F, é em particular ortogonal
com cada um dos vectores da base (2%, *°*°, X))
de V:

[y - X, xt) —0 (k= 1,¢ce,m)

ou seja

(8.1) (»,**)-2 «*1*¥*)=0

<1

|(::]_,ooo,ml

que é um sistema de m equacgdes lineares nas
m incognitas a?, ¢*+,«S,. Assim, a solugdo
de (8. 1) conduz ao polindmio melhor apro-
ximagdo de y em V; e como esta aproxi-
macdo existe e é Unica, aquele sistema terd

11)

de ser sempre compativel e determinado ;
por isso é sempre diferente de zero o deter-
minante de GRAMM :

G(X,---X,)= (a?j,a?,)(@?,#,)e (x.x{) j=O0.
@?1,a?) (X, x)- *  (X.X)
(xJ,Xm) (x, j3%0"™ " " (a-m?a?)

Obtida, com as componentes dadas por

(8. 1), a projecgdo x, de y em V,
de se tomar x, em lugar de y sera

0 erro

3= \\y —a?,||= min||# — x\\;
X6V
mas
= \ly —0o\¢ = (y—0o >y —"0) =
—(y—*o»y) — —*0»%0)

e como pelo teorema anterior se tem

(# —ar, x) -=0, por ser a,eF,

fica
32: ||y_arull_‘ =

ou

(8.2) i«-(r,»)-S«i o(s*»»)!
1

a eliminacdo dos aji(k = 1, e+, m) entre

(8. 2) e as m equacdes (8. 1), conduz a

() — & (*l») oo (»>»,#) 0,
(*i>*i)«-- (ar,,a?i)
donde
(8.3) 3=, [°(y-"i ;e SN

)

As equacdes (8. 1) que determinam as
componentes do polinémio x, melhor apro-
ximacdo de y em V, e a expressdo do erro
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3, tomam um aspecto mais simples quando
a base de V é ortonormada:
(tvs, X) — O, (i,k: 1, « ,m).
Neste caso as equagdes (8. 1) escrevem-se
(y,a”™ = 2«?3« C* = ' »eee>")
o=j
e dao logo as componentes de X, :
a%, = (yx) (k=1,%°20),

ficando a projeccdo de y em V definida por

(8. 4) X, = "‘,»(y,xk)xk ;

a expressdo do erro escreve-se agora :

M
“=0> - 2(y>**).(**>)#):
|

m

ou

(8.5) 3= y/Cy,y)-2lfo>**)I*

9. Equacédo de Parseval-Liapunov.

Suponhamos agora .7/ dotado de uma base
ortonormada

B

:|\>2)...1n1...i0
Qualquer sistema finito de vectores
jej,e, *++e, \ gera uma variedade linear
V, <zH; e tomado um vector yeH — V,

a projeccdo de y em V, é dada por

(9. 1) xA=  SC?,e*)*

determinando y com um erro &> definido
por (8. 5); isto €, se

y:4°+z<>

GAZETA DE MATEMATICA

tem-se
a=drf>»|3. (y,y)_ 2 | ,e)p”™ O
donde se obtém a desigualdade de BESSEL :

(9.2) 2i(y. «*)I'a(y,y).

Formando a sucessdo de variedades linea-
res

*) V\e F.,e eeec F.

e sendo yell —|J F,, podemos construir

.
=1

a sucessdo das projecgdes de 3/ nos V,

gue sdo dadas por relagdes do tipo (9. 1);

cada uma delas, XQ™ , obtém-se da prece-
dente, a?0, juntando-lhe o termo

(*= 1»2,ee,n—1).

Se para certo valor N de n setemye ,

entdo y coincide com a sua projec¢do em V,

w

y=4=2

(9. 3)

15%) «*

caso contrario, isto é, quando por maior que
n

seja n é sempre yell— F», somos leva-

a passar da soma que intervém em (9. 3)

para a série 2li(y,e)e, correspondente ao
vector y 6ll
#2 & >E*)* >

interessando-nos entdo estabelecer as circuns-
tancias em que se possa escrever

(9.4) , =20 (Y 2F)«*e
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Deve-se notar que, por (*), oserros das
sucessivas projecgdes dey nasvariedades V,
formam sucessdo decrescente,

AN L AT e

e assim procurar as condi¢des para que (9.4)
tenha lugar equivale a encontrar em que
casos é
lim 5, =0.
n
Ora, em virtude dadesigualdade de Bessel,
a série de termo geral |{y,e)|® €& conver-
gente e tal que
(9.5) 21 (~N)1~cn);
i
0 teorema C do 86 garante-nos entdo a con-
vergéncia da série
a0

2 {y.e)-e;

portanto a igualdade (9. 4) seréd vélida desde
que
limg,

:(yry)'z 1 1H¢)!2:

ou seja, quando se tem

(9.6) (y.y) =2\(i/,e)\*,

que se designa por equagao de PARSEVAL-
-LIAPUNOV.
Deste modo, podemos concluir :

TEOREMA. Num espago de HILBERT com
base orto-normada numeravel, todo o vector y
que satisfaca aequacdo de PARSE VAL-LIAPUNOV
pode ser escrito na forma

a0

I»= 2

Os coeficientes (y,e,) de (9.7) sdo chamados
de FOURIER de yeU; e (9.7)
é a série de FOURIER (generalizada) de y .

9. 7)

os coeficientes
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10. Bases completas.

Resta-nos agora ver em que condi¢les a
equacdo de PARSEVAL-LIAPUNOV tem lugar
para todos os vectores do espago de HILBERT
(que néao pertencam a qualquer variedade
linear V).

Diremos que a baBe orto-normada do
espaco, B, & completa, quando né&o exista
em H qualquer vector distinto do vector
nulo queseja ortogonal com todos os vecto-
res da base.

TEOREMA A. Num espaco de HILBERT
pleto, para que a base orto-normada
B =1 ,eee g, , ee¢) seja completa, €& neces-
sario e suficiente que seja verificada a equagdo
de PARSEVAL-LIAPUNOV

com-

Demonstracao. Suponhamos que a equa-
¢do de PARSEVAL-LIAPUNOV, (9.(5), tem lugar
gualquer que seja yeH, sem que a base
orto-normada B seja completa. Nesse caso
existe pelo menos um vector nao nulo,
zeH, talque(z,z)=|z||'=a > 0, orto-
gonal com todos os vectores de B

(zet)y =0

(&= 1,2,...);

tem-se

0= 2 |(*,«*)|'<c?,*) = «¥,

*:i

relacdo impossivel porque estd em contradi-
¢do com (9. 6). Assim, naoexiste em H
qgualquer vector z=f=0 ortogonal com todos
os e, e a base é completa.

Mas a condicdo também €& necessaria.
Admitamos que a base orto-normada B é
composta, mas que nao O verificada a equa-
cdo dePARSEVAL-LIAPUNOV; pelo menos para
um vector xe Il ter-se-ia entdo

(io.i) 2| <(*%).
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Considerada a sucessdo de vectores

tem-se

iatl
e, visto ser ||e, ||= 1 para todo o & :
*«-*»ll< 2 « O FeNI- 2 «*) I";
ma4-1 m+1

(10. 1) garante a convergéncia da série
00

21 (*>E*)IZ>E pcr %550

1
n
2 1) =% —«el<®
m-fl

desde que n > wi> iV(3),
dicdes

nas mesmas con-

['xn —sn il <[ —«| <3

e lajj,a? ,ee*,a”, ¢¢¢| é uma sucessdo fun-
damental de vectores de H; como este
espago é completo, existe um vector x'eH
tal que

limx, = x* ou lim|la?, — £¢'||=0.

Ora a desigualdade (5. 2) da
& —x, ,e) I<yx —x\-  l«i||= H*— x\
e portanto

lim \(x — x,e)\ = 0;

mas sendo (a;'—x,,e,) = ~X'— 2 (*.e)ejeki =

n

= x,e)—2 i) 3= ¢ wci)— (X, e)

vem
lic . e) —(x,e) I=lim [(xX —X,, &) |=0
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donde

(07, e) = (x ,e) (k= 1,2,¢09).

Considere-se agora 0 vector y=x'—xe H,
que é ortogonal com todos os vectores de B ,
pois

( e) = (x &) —(as, ©=0;

em virtude de i? ser completa, tera de ser
y= 0. Mas por outro lado, verificando-se
(10. 1) em lugar da equacdo de PARSEVAL-
-LIAPUNOV, tem-se

Ix |[p=tlimdx |P= lim 2 I («,ciy

2 [(«,«*yP< Il «li,
i
donde
Y [[HUE =% s =1%o,

relacdo impossivel por ser y — 0.
O teorema fica, pois, demonstrado.

TEOREMA B. Um espaco de HILBERT com-
pleto (e definido sobre o corpo complexo)
contém uma base orto-normada completa quando
é separavel.

Demonstracgao. Consideremos o espaco de
HILBERT separavel H, e seja N ¢zH uma
sucessdo numeravel de vectores densa em
H:N=H. Excluamos de N os vectores
que sejam combinacBes lineares dos prece-
dentes, e ortogonalizemos a sub-sucessao
B CL N assim obtida. B é uma base completa
de H: pois se yeH fosse ortogonal com
todos os vectores de B, era também orto-
gonal com todos os vectores de N, pois os
vectores de N estdo em B ou sdocombina-
¢bes lineares de vectores de B ; mas sendo
N denso em H, qualquer que seja s>0
existe um xe N tal que

IlU-*ll<e, com (y,x) = 0;
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ora WW =) ={y— xy)

e, em consequéncia de (5. 2),

\WW =0 - ®»y)<l|y —«llellyll < <llyll

donde [lyll<s;

assim, por ser s arbitrario, conclui-se que
j|™||=0, ou seja y= 0. i? é uma base
completa, e a condicdo do teorema ésuficiente.

Considere-se agora a base orto-normada
completa de H

Eo= \°\ >«@> eee >n> eeel

e seja ikfc 7/ o conjunto constituido pelos
vectores

<[, + cW'ea+ oo + <SR («- 1,2, e00)

combinacdes lineares dos vectores de B com
coeficientes complexos racionais. Sendo B
completa verifica-se a equacdo de PARSEVAL-
-LIAPUNOV em fl, e qualquer que seja y e Il
tem lugar a relagdo (9. 4):

(00}
y=2 (y > e
|
determinar

assim, fixado s> 0, é possivel
um inteiro n para o qual se tem:

(10 2) y_2 (y >c*)ell

por outro lado, sendo o conjunto dos nume-
ros complexos racionais denso no conjunto
dos nimeros complexos, € possivel determi-
nar os nimeros af’(k = 1,2, ¢++,n) de tal
modo que

\{y,e)-«i\< s/2n,

ou seja

2j(*,,.,)--4'V
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Para o vector

x= 2«l’e*eitf <=//
i
vem :

y_X= y_z(ylek)ek +

1
n

2 akiek
2

+ 2 @yrr)-
1

e, em virtude das
e (10. 3):

desigualdades (10. 2)

\y —a?ll< s

Portanto, o con-
numeravel, é denso
Como

qualquer que seja yeH.
junto dos vectores M,
em H, e este espago é separavel.
queriamos provar.

Dos teoremas agora demonstrados verifi-
ca-se que sendo H um espago de HILBEKT
completo e separavel, o problema que nos
ocupa pode ser posto do seguinte modo :

Seja B = \ei,e,, uma base
orto-normada e completa de 11, e designe Vi
a variedade linear gerada por je,,e,, *** e\
Dado um vector yeH e fixado um numero
real s> 0, é possivel determinar um inteiro
JV(S) de tal modo que, para todo o n,>A’™(s)
o vector y pode ser dado pela combinacéo
(polindmio de ordem n,)

M
2 (y>m e

com um erro inferior a s:

=y »*F)*

y-2(y

(Continua no proximo numero)
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Aspectos

por A. Pereire

da actualidade

GAZETA DE MATEMATICA

Matematica

Gomes

(Conclusdo do nUimero anterior)

E corrente falar-se da matematica moderna
como sendo uma matematica abstracta. Assim,
a Algebra dita moderna (mas que na reali-
dade conta mais de 100 anos) chama-se
também muitas vezes Algebra abstracta. Ora,
no sentido usual desta palavra, toda a mate-
matica é abstracta. No entanto, se 6 permitido
falar-se em diferentes graus de abstraccao,
poderd dizer-se que na matematica moderna
aparecem teorias dum «grau mais elevado de
abstraccdo», o que lhes confere, dentro da Ma-
tematica, a designacdo de «teorias abstractas».

Em que consiste, precisamente, como se
atingiu e que vantagens porventura apresenta
isso a que estou a chamar «grau mais elevado
de abstrac¢do» ?

Essencialmente, trata-se do desenvolvi-
mento duma determinada teoria independen-
temente do significado atribuido aos elementos
a que ela diz respeito, isto 6, sem precisar
qual a natureza dos elementos com que nela
se lida, pois somente interessam no seu
desenvolvimento légico as relagbes existentes
entre esses elementos.

Uma tal realizacdo nos mais diversos
dominios da Matematica foi possivel com a
criacdo por GEORGES CASTOR, nos fins do
século passado, dum novo ramo da Matema-
tica a que se chamou Teoria dos Conjuntos
Abstractos. Surgida, ela prépria, numa época
de profunda renovag¢do de métodos, pode
dizer-se que a teoria dos conjuntosprovocou
um forte abalo em todo o edificio matematico.
Na realidade, porém, ela abriu novos cami-
nhos a sistematizagdo e ao desenvolvimento
de velhas teorias e, simultaneamente, propor-
cionou uma nova técnica de trabalho mate-
matico, que viria impulsionar o rdpido cres-

cimento desta ciéncia verificadonos ultimos
60 anos.

Com a teoria dos conjuntos foi também
possivel pela primeira vez na histéria do
pensamento humano, tratar de maneira satis-
fatéria do problema do infinito acerca do
qual escreveu HILBERT na sua conferéncia
Vber das  Unendlich «Como nenhun
outro problema, o infinito sempre profunda-
mente agitou a alma dos homens. Como
nenhuma outra idéia, o infinito tem tido uma
influéncia estimulante e fértil sobre a sua
mente. Mas o infinito esta também, mais do
que qualquer outro conceito, em necessidade
de clarificagdo. No sentido desta clarificagdo
a criacdo de GEORGES CANTOR constituiu
deveras um magnifico avanco, que é 0 seu
maior padrdo de gldria.

A Teoria dos Conjuntos, pela universali-
dade do seu conteudo, ofereceu uma nova
base para a axiomatizacdo das diversas teorias
matematicas. Os Grundlagen der Géométrie,
onde HILBERT publicou, em 1889, a
axiomatizacdo completa da Geometria eucli-
deana, comeg¢am assim : «Imaginemos trés
sistemas diferentes de objectos, a que chama-
remos pontos, rectas e planos*. Mas ja anos
antes ele havia lancado a sua escandalosa
assercao : «em lugar de pontos, rectas e pla-
nos poderiamos dizer, sem qualquer inconve-
niente, mesa, cadeira e copo de  cervejan,
sublinhando assim o sentido puramente con-
vencional daquelas designacées.

O método axiomatico e a teoria dos con-
juntos abstractos foram pois as vias de acesso
que levaram algumas dessas teorias ao que
chamamos héa pouco «um grau mais elevado
de abstraccdo».
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Para ser exacto, conviria fixar o sentido
com que se usam as palavras «moderno»,
«abstracto», «classico» e «concreto», atri-

buidas as teorias matematicas.

Num excelente artigo sobre «Os métodos
modernos e o futuro das matematicas con-
cretas», o mateméatico francés ROGER OODE-
MENT, que no ano passado efectuou numa
série de conferéncias nesta Universidade do
Recife, propde uma dupla classificacdo das
teorias matematicas.

Por um lado, estas teorias agrupar-se-iam
em abstractas e concretas, por outro em clas-
sicas e modernas. Teorias concretas seriam
aquelas que dizem respeito a entes de natu-
reza especificada ; por exemplo, a Aritmética,
que trata das propriedades dos nUmeros, a
teoria das fung¢des duma variavel real, etc.
Teorias abstractas seriam aquelas em que se
faz abstrac¢do da natureza prdpria dos entes
envolvidos na teoria, como, por exemplo, a
teoria dos grupos, a teoria dos espagos métri-
cos, etc. Uma teoria classica seria uma teoria
univalente, quer dizer, o dominio de entes a
que ela se refere a univocamente determi-
nado ou determinado a menos dum isomor-
fismo. E o caso, por exemplo, da teoria do
espaco de HILBERT, axiomatizada por VON
NEUMANN em 1929. Um espago de HILBERT
pode considerar-se constituido por sucessdes
de numeros cujos quadrados formam uma
série convergente ou, entdo, por funcdes
numéricas cujos moédulos elevados ao qua-
drado sdointegraveis no sentido de LEBESGUE.
Num caso tem-se o que 89 chama a realizacédo
numérica do espa¢o, no outro, a sua realiza-
cdo funcional. Mas o campo de tais sucessdes
e o campo daquelas fung¢bes sdo isomorfos,
isto é, pode estabelecer-se uma correspon-
déncia biunivoca entre sucessdes, dum lado,
e fungdes, do outro, de tal modo que toda
proposicdo sobre sucessfes 6 transposta numa
proposicdo idéntica sobre fungdes, mediante
aquela correspondéncia. A realizacdo numé-
rica e a realizacdo funcional do espago sdao,
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assim, matematicamente indistinguiveis den-
tro da respectiva teoria. A teoria do espaco
de HILBERT, O, pois, uma teoria univalente,
0 que equivale a dizer que o seu sistema de
axiomas é categérico ou completo.

Uma teoria multivalente sera chamada
moderna. A teoria dos grupos, é, nesse sen-
tido, uma teoria moderna. Basta notar que
existem grupos finitos e grupos infinitos, que
ndo serdo, por conseguinte, isomorfos.

As teorias abstractas tanto podem ser
modernas como classicas, o que ficou claro,
por certo, nos exemplos apontados. O mesmo
se pode dizer das teorias concretas, embora
a primeira vista isso possa parecer contra-
ditorio.

Um exemplo duma teoria concreta multi-
valente 6 a dos funcionais analiticos de
FANTAPPIE, recentemente despida das suas
particularidades acessérias e por vezes cons-
trangedoras, e integrada na teoria mais ampla
dos espacos vectoriais topoldgicos. Apraz-me
registar a propdsito, que esse trabalho foi
empreendido em Portugal e no Brasil, quase
simultaneamente, pelos matematicos JOSE
SEBASTIAO E SILVA e CANDIDO DA SILVA
DIAS, respectivamente, que por algum tempo
foram discipulos de FANTAPPIE, o primeiro
em Roma, o segundo em S. Paulo, e que
posteriormente, sob a influéncia de novos
métodos, deram aquela tarefa uma contri-
buicdo notavel.

Convém acentuar, por outro lado, para
desfazer quaisquer possiveis equivocos, que
0os matematicos de hoje, mesmo aqueles que
se integram em escolas de axiomatizacédo
sisteméatica, como o célebre grupo BOUKBAKI
em Franca, ndo repudiaram a criacdo de
teorias concretas, que continuam a surgir
de par com as teorias abstractas. Um exem-
plo expressivo desta situacdo 6 o apareci-
mento, em 1948, da Teoria das  Distribuigdes,
devida ao insigne matematico francés LAURENT
SCHWARTZ. Nascida de sugestdes varias da
Fisica Matematica, esta teoria despertou um
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enorme interesse em todo o mundo e tem
tido notaveis repercussdes em diversos domi-
nios da Matematica e da Fisica. Trata-se
duma teoria concreta, cujo aperfeigcoamento
foi possivel com recurso a teoria abstracta
dos espagos vectoriais topoldégicos. Esta, por
sua vez, recebeu sob alguns aspectos um
estimulo aprecidvel da primeira, pela neces-
sidade de formular rigorosamente certas
questdbes da Teoria das Distribuicdes —o
que ilustra de maneira clara as sinuosidades
da edificacdo matematica, onde tantas vezes
se avanca tateando através do entrelagcamento
dos seus diversos sectores.

Contudo o esforgco de axiomatizacdo das
diferentes teorias concretas 6 hoje como numa
palavra de ordem no campo da Matemaética.
Assim, a Teoria das Distribui¢des foi axio-
matizada ha cerca de dois anos e meio pelo
matematico portugués SEBASTIAO SILVA.

A respeito dessa tendéncia, citemos o tra-
balho ja referido de GODEMENT :

«No ponto em que se encontram actual-

mente as pesquisas matematicas, ndo ha
divida que o futuro verd desenvolver-se
cada vez mais a influéncia dos métodos

modernos sobre as teorias concretas. Em
primeiro lugar uma teoria concreta racioci-
nando sobre objectos bem determinados, tem
fatalmente tendéncia em apoiar-se sobre todas
as propriedades desses objectos; ora, muitas
vezes (ou de maneira precisa: quando esta
teoria concreta é de tipo moderno) aperce-
bemo-nos, ap6s uma analise mais ou menos
cerrada, que algumas destas propriedades
sdo perfeitamente inateis e, de facto, néo
desempenham nenhum papel na edificacdo da
doutrina considerada. O papel dos métodos
modernos é, entdo, desembaracar as teorias
concretas de todas as hipoteses supérfluas
que as atravancam e que, geralmente, lhes
encobrem a verdadeira significacdo ; de certo
modo, o papel desses métodos é o de recon-
siderar completamente as teorias concretas,
delas fazer ressaltar as grandes linhas e,
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automéaticamente, o de acrescer consideravel-
mente o seu dominio de validade».

Sem querer entrar em pormenores que
implicariam o uso dum tecnicismo descabido
nesta hora, mas recordando entretanto que 6
no convivio activo com a Matematica que
algo dela se pode apreender, seja-me permi-
tido esclarecer rapidamente, por meio de um
exemplo sugestivo e ndo trivial, a actuacgdo
dos métodos modernos no sentido daquela

extensdo dos dominios de validade, de que
acima faldmos, a qual constitui, talvez, a
maior contribuicdo ao enriquecimento do

patriménio matematico neste meio século.

O exemplo que vou apresentar 6 0 Teorema
do Ponto Fixo, teorema que na sua forma
elementar tem um aspecto insignificante e
mesmo inofensivo, mas cujo contetdo, con-
venientemente aproveitado, se revelou dum
vigor extraordinariamente fecundo.

Trata-se duma proposicdo de Topologia,
que exprime o seguinte facto: Numa regido
do plano, limitada e convexa, qualquer defor-
mag¢do continua que mantenha os pontos da
regido dentro do seu contorno inicial, deixa
nela um ponto fixo. Uma rotacdo dum disco
em torno do seu centro 6 uma modalidade
banal dum tal facto. Mas consideremos um
disco de borracha aplicado sobre uma mesa
e deformemo-lo de qualquer modo, tendo
apenas o cuidado de que ele ndo ultrapasse a
regido delimitada pelo seu contorno inicial ;
podemos contrai-lo, dobra-lo, estica-lo, soO
ndo podemos rasga-lo, porque entdo a defor-
mac¢do deixaria de ser continua. Pois bem,
estejamos certos de que durante essas defor-
mac¢des houve um ponto do disco que ficou
lixo, isto é, coincidente com a sua posicdo
inicial. Este resultado ndo é perceptivel
intuitivamente, mas demonstra-se sem grande
dificuldade.

Sera esta propriedade exclusiva das figu-
ras planas ? Ndo. Numa memoéria sobre as
deformacfes continuas das superficies, publi-
cada em 1910, o mateméatico holandés
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BROUWER mostrou que essa propriedade é
valida no espag¢o a trés dimensdes (ou espa-
¢o ordinario) e mais geralmente num espago
euclideano comum ndmero finito, qualquer,
de dimensdes.

Ja& em 1912,pouco antes da sua morte,
POINCARE utilizou esta ideia das deformacdes
continuas com pontos fixos no tratamento
duma questdo relativa a existéncia dum
nimero infinito de trajectérias peridédicas no
problema dostrés corpos, questdo que havia
de ser resolvida no ano seguinte, pelo mate-
matico americano G. D. BIRKHOFF.

Entretanto, novas ideias sobre o conceito
de espaco estavam sendo introduzidas na
matematica. O espa¢o cartesiano isomorfo
do espa¢o euclideano, onde um ponto éiden-
tificado com o sistema das suas trés coorde-
nadas, ha muito tinha sido generalizado com
0 conceito de espaco n-dimensional, onde
um ponto tem umndmero n, qualquer, de
coordenadas. Mais um passo, e uma sucessdo
infinita de coordenadas foiigualmente desig-
nada por ponto, dumespa¢co com umainfi-
nidade de dimensdes. Relagdes apropriadas
definiam ai o equivalente duma distancia e
davam a esse dominio uma estrutura  espacial.

Em 1904,FRECHET cria um conceito de
espaco muito mais geral, liberado de tais
particularidades. Considerando umconjunto
abstracto, ele introduz nesse conjuntouma
estrutura de espag¢o (a que chamaria espago
distanciado, ou métrico) mediante uma defini-
cdo axiomdtica de distdncia entre dois ele-
mentos do conjunto.

Nesse conceito geral de espago — espaco
abstracto — ficavam entdo englobados uma
multiddo de dominios analiticos (como os
espag¢os de HILBERT jéa referidos), cujas cone-
x0es intimas n&o haviam podido ainda ser
explicitadas.

O Calculo das variagdes, por exemplo,
trata de problemas em que a incdgnita ndoé
uma varidvel numérica mas uma funcédo
(vale dizer, uma linha ou superficie)- Com-
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preende-se imediatamente a necessidade de
operar comas fungfes como se opera habi-
tualmente com nimeros ou vectores, de
considerar func¢des de funddo («funcbes de
linha», nadesignacdo de VOLTERBA) e de defi-
nir para tais fun¢des conceitos como osde
limite, continuidade, etc.

A nova teoria de FRECHET veio unificar
tais processos e, pelas sugestdes da lingua-
gem geométrica que o conceito geral de dis-
tancia inculcava e permitiadefinir com rigor,
iria revelar-se um instrumento utilissimo da
Andlise Funcional.

Foi nesta ordem de ideias que, em 1922,
0os mateméaticos americanos BIKKHOFF e
KELLOGG transportaram o teorema do ponto
fixo para osespacgos funcionais e, a0 mesmo
tempo que estendiam assim o seu dominio
de validade, mostravam o proveito que se
podia tirar desse teorema naAnélise Funcio-
nal, coma sua aplicagdo a demonstracdo da
existéncia de solugdes das equacdes diferen-
ciais ordindaias.

Em que consistiu esse «transporte» para
um espag¢o funcional e como pdde ser apli-
cado as equacles diferenciais esse teorema
de tdo modesta origem na topologia do
plano ?

Essencialmente, o problema de resolver
uma equacdo diferencial, posta sob a forma
integral, pode reduzir-se ao seguinte : encon-
trar uma funcdo x que mediante uma opera-
¢cdo O (a operacdo integral) seja transfor-
mada nopréprio x. Afuncdo x chamaremos
ponto, & operacdo O chamaremos transfor-
macdo (ou deformagdo, como ha pouco). Esta
transformagdo opera num certo espago, cons-
tituido pelas fun¢des que satisfazem a certas
condi¢des inerentes ao nosso problema.

NG6s comecaremos pordefinir neste espaco
funcional o que se deve entender por con-
junto convexo, por conjunto compacto (que
de certo modo corresponde a ser limitado e
incluir a sua fronteira) e por transformacao
continua. A teoria dos espagos abstractos
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fornece-nos 0s meios necessarios para isso.
Suponhamos entdo que o Teorema do ponto
fixo foi demonstrado neste espago. Bastara
entdo constatar que as func¢des consideradas
no problema constituem um conjunto convexo
e compacto, que a nossa transformacdao 0 é
continua e, aplicada a um ponto desse con-
junto, leva a um ponto do mesmo conjunto.
Todo o ponto fixo é solugdo da equacéo,
cuja existéncia nos é pois assegurada por tao
prestavel teorema.

N&do resisto aqui a tentacdo de abrir um
paréntese para evocar as célebres palavras
de POIXOARE em que ele fixa de forma magis-
tral, e como por antecipag¢do, a esséncia do
método que acabo de descrever sumaria-
mente :

(A Matematica —escreveu ele em 1908 —
é a arte de dar o mesmo nome a coisas dife-
rentes. Entendamo-nos. Convém que essas
coisas diferentes pela matéria sejam seme-
Ihantes pela forma, que elas possam, por
assim dizer, vazar-se do mesmo molde.
Quando a linguagem foi bem escolhida, fica-
-se surpreso ao ver que todas as demonstra-
¢0s feitas para um objecto conhecido se
aplicam imediatamente a muitos objectos
novos ; nada ha que mudar, nem mesmo as
palavras, porquanto os nomes se tornaram
0S mesmos».

Assim ocorre, efectivamente, com o Teo-
rema do ponto fixo. Mas a sua histéria con-
tinua apés 1922 - e tudo leva a crer, de
resto, que ainda ndoterminou...

Os resultados de BIRKHOFF e KELLOGG
deixaram o caminho aberto a uma série de
pesquisas tendentes a uma larga aplicagdo
do Teorema do ponto fixo na Analise Fun-
cional e, na verdade, varias generalizagdes
deste teorema foram sucessivamente apresen-
tadas, procurando aligeirar as suas hipoteses
de modo a abarcar novos espag¢os funcionais
onde ele poderia ter aplicacdo. Nesse sentido
as contribui¢cdes mais importantes devem-se
a SCHAUDER, notdvel matematico polonés,
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que demonstrou o teorema para transforma-
¢cOes definidas em espago de BANACH (em
1927) e mais tarde (em 1930)em espacos de
FRECHET.

SCHAUDER aplicou o Teorema do ponto
fixo ao problema de DIKICHLET relativo a
equacdes de derivadas parciais do tipo hiper-
bélico. O matematico francés LERAY, que se
interessou com SCHAUDER pela utilizagdo
deste teorema na Andlise Funcional, explo-
rou largamente a sua aplicagdo em dominios
como equacles integrais ndo lineares, pro-
blema de DIRICHLET para equa¢des nao
lineares de tipo eliptico, calculo das varia-
¢bes, um problema de DIUICHLET levantado
pela teoria dos fluidos viscosos, problemas
levantados pelos escoamentos dos fluidos
perfeitos e compreensiveis, problemas de
representacdo conforme do tipo HELMHOLTZ
surgidos nos escoamentos dos fluidos perfeitos
e compressiveis, problemas de representagdo
conforme do tipo de HELMHOLTZ surgidos
nos escoamentos dos fluidos perfeitos, etc.

Outros matematicos o seguiram ou acom-
panharam. Os esforgos feitos no sentido de
dar ao teorema do ponto fixo o maximo de
generalidade, culminaram com o resultado
de TYCHONOFF, professor da Universidade
de Moscovo que, em 1935, demonstrou esse
teorema para 0s espagos topoldgicos local-
mente convexos, que abrangem todos os
espacos funcionais importantes e constituem
por isso a classe de espacos vectoriais topo-
l6gicos mais geral que se considera presente-
mente.

E interessante assinalar que, através des-
tas generalizagdes sucessivas, 0 Teorema
demonstrado por BROUWER para o espaco
cartesiano continuou sendo o resultado essen-
cial, utilizado nos diferentes casos como base
de demonstracdo dos teoremas mais gerais,
que para todos eles assenta no mesmo prin-
cipio : uma aproximagdo conveniente do
espaco considerado por um espago de dimen-
sdo finita.
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E igualmente digno de nota —e expressa-
mente para isso alonguei a citagcdo de traba-
lhos de LEKAY e outros qudo larga tem sido
a intervencdo deste teorema, ndao apenas em
questdes de caracter tedrico,
prias aplicagfes
mente a Dinamica dos fluidos.

mas nas pro-

da Mateméatica, nomeada-

Pode assim constatar-se uma vez mais
uma verdade bem conhecida e —talvez por
isso — facilmente esquecida : que a matema-
tica mais abstracta se ndo reduz a meras
especulagdes formais, confabulagBes esotéri-
cas de espiritos isolados em torres de marfim,

ausentes da realidade e supremamente inuGteis.

«Probabilidades,

erros e

29

De longinquas raizes finamente mergulha-
das na experiéncia humana, o pensamento
matematico prossegue a sua senda
honra do espirito humano» — como dizia
JACOBI —mas né&o no sentido duma soberba
fuga, como pretendem alguns.

«para

Embrenhando-se ousadamente em labirin-
tos sutis. as teorias matematicas
ndo raro, atingir paragens de quimera, des-
viando-se da Vida e dos seus problemas per-
manentes. Mas a histéria da ciéncia ensina
que nessa auséncia a Matematica apenas se
fortalece para melhor os servir no préximo

regresso.

parecem,

estatistica»

por M- A. Fernande* Cosia

Ura dos aspectos salientes da recente reformado
ensino de Engenharia foi a instituicdo no2.°ano de
uma cadeira semestral com o nome que serve de titulo
a este comentario.

Efectivamente, n&o podia ignorar-se por mais
tempo o éxito estrondoso e a larga aplicacdo que nos
paises industrializados, particularmente nos de lin-
gua inglesa, tém vindo a usufruir os métodos estatis-
ticos de «gaality control*.

Cabe aos britanicos a honra de terem alcado a
Estatistica ao nivel deciéncia metodoldgica univer-
sal e realizado muito trabalho precursor no dominio
das aplicagbes, nomeadamente & industria; por seu
lado, o espirito pratico dos americanos soube avaliar
com clareza as possibilidades danova técnica que o
seu poder realizador levou a extremos surpreendentes.
Postos em execucgédo pela primeira vez emlarga escala
nas numerosas fabricas e depdsitos de material de
guerra gue o governo americano operou durante o
ultimo conflito, os métodos estatisticos de controle de
qualidade alcangaram resultados tao espectaculosos
que a induastria privada logo os abragou; e sempre
que uma técnica vence de forma tédo definitiva a relu-
tancia do industrial, cujas preocupagfes econdémicas
naturalmente sobrelevam as cientificas, as suas virtu-
des ficara demonstradas de forma insuspeita.

Pensou-se por isso, e muito bem, que ndoseria peso
morto na bagagem dos nossos engenheiros um conhe-
cimento — se ndo de fundo, ao menos de conceitos —

da moderna Estatistica Industrial. Criou-se entédo
uma cadeira, nomearara-se os professores, e tudo ficou
resolvido. Ou talvez nao?

Comegamos por deplorar o nome com que se bapti-
sou a nova disciplina, estigmatizando-a logo a nas-
cenga duma forma que lhe ndo augura vida saudavel.

Na verdade, o nome de «Probabilidades, Erros e
Estatistica» adgura-se pouco adequado; tao pouco
adequado, digamos, como o de «Esqueleto, Musculos
e Anatomia Geral» que se atribuisse a uma cadeira
de Medicina. O titulo n&oestaria mal para uma douta
conferéncia em que se examinasse a evolucdo histérica
da teoria estatistica; mas para uma cadeira dum
curso de Engenharia, situada, ainda por cima, no
primeiro semestre do seu segundo ano —antes, por-
tanto, que se possa aproveitar a teoria ministrada
em Calculo Infinitesimal — parece-nos menos do que
apropriado.

E que, por um lado, o Célculo das Probabilidades
s6 pode considerar-se, Nno caso sujeito, como um meio
e ndo como umfim,como um instrumento e ndo como
o produto final: a cldssica definicdo de probabilidade
como o «quociente do nimero de casos favoraveis
pelo nimero de casos igualmente possiveis», 0s teo-
remas (*) das probabilidades totais e compostas, o

(") Sim, teoremas! Para que abordar os problemasfiloséficos
das probabilidades? Para que mencionar o proposto fundamonto
axioméatico dateoria?
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teorema de BERNOULLI ligando a probabilidade com
a frequéncia, a nocdo de varidvel aleatéria e suas
exemplificagbes mais importantes, e pouco mais, for-
necem fundamento suficiente a teoria estatistica que
ha oportunidade para expor. Logo, ndo parece justifi-
car-se o destaque atribuido as «Probabilidades» no
nome da cadeira.

Por outro lado, os «Erros» constituem um problema
facilmente tratavel, banal até, a luz da moderna teo-
ria estatistica. Surpreende ver ainda hoje a chamada
«teoria dos erros» apresentada independentemente,
com expressdes polvilhadas d terminologia gaus-
siaoa, actualmente pitoresca, e baseada em argumen-

tacdo escassamente diferente da do préoprio GAUSS I (*)

Tal procedimento poderad tolerar-se em certos casos
por razdes de tradigdo, como por exemplo quando se
pretenda informar matematicamente certas regras de
trabalho na Topografia e na Geodesia; mas nao
parece admissivel em paralelo com uma exposicéo
dos principios fundamentais da Estatistica, pressu-
posta no caso sujeito.

A demonstragdo da afirmagdo acima feita de gne
a teoria dos erros ndo é hoje mais do que ura simples
capitulo da Estatistica, se bem que se ndo encontre
explicita na literatura—talvez por demasiado ba-
nal ! —daria assunto para outro artigo. Mas nao
resistimos a fazer aqui algumas observagdes tenden-
tes a ilustrar o nosso ponto de vista.

Note-se, em primeiro lugar, que a corrente obedién-
cia dos erros de observacdo a lei normal pode imedia-
tamente justificar-se como corolario do «teorema do
limite central» (uma das mais dificeis proposicdes da
teoria estatistica, mas cujo enunciado é muito facil
de entender). Daqui a mostrar que as sucessivas
medi¢des de uma mesma grandeza se distribuem nor-
malmente em torno do valor desta vai apenas um
passo, que logo pode ser seguido doutro no sentido
de sublinhar que a estima da grandeza é equivalente
a estima da média duma variavel normal. (Por con-
veniéncia, caracterizaremos desde ja esta variavel
designando por u a sua média e por T' a sua varian-
cia).

O problema basico da «teoria dos erros» insere-se
assim num dos capitulos centrais da Estatistica: o da
estima dum parametro da populagdo (neste caso u.)
a partir duma amostra nela colhida (constituida pelas
n observagdes xi, x", ees x) . Claro que servirdo

para estimar n a «média aritmética» x = —y. X,

a mediana, ou qualquer outro estimador apropriado ;

(") Theoria JUotus Corporum Coelestium, 180
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inaB ha um bom par de razdes que levam apreferir
a primeira : é uma estimativa «centrada» (quer dizer,
E (x) = u) e a mais «eficiente» (i. e. de variancia
minima). Esta ultima qualidade prende-se de resto
com a circunstancia de ser também x uma estimativa
de «maxima verosimilhanca».

Para aferir o grau de confianca de que a estimativa
[.= x é merecedora, ha necessidade de estimar tam-
bém o desvio padrdo <. Sem mencionar sequer o
mundo de simplificagbes que recentes resultados sobre
0 uso da amplitude como medida de dispersdo permi-
tem introduzir nos calculos (*), referir-nos-emos ape-
nas ao estimador habitual: o desvio padrdo da amos-

tra,

Quando n é pequeno, procura-se, de acordo com
um critério discutivel, melhorar a estimativa tomando

antes a E costume apresentar para

este procedimento as mais fantasistas justificages,
ignorando-se sempre as razdes que efectivamente
podem pesar na escolha: (0) a maximisa a densidade
de probabilidade da distribuicdo da variavel s (),
[(« la)<xe~""" s"~* quando aqui se supde s subs-
tituido pelo valor observado ; (b) a é a estimativa
que intervém na definicdo de véarias «estatisticas»
muito usadas, como por exemplo as varidveis «i» de
STUDENT e mFm de SNEDECOR.

Por exemplo, relativamente uma série da 10 obser-
vagOes tem-se i= v/IO (x — u.)/a; daqui se deduzira
um intervalo-a de confianca para ft substituindo
pelo valor do

tx em ix—ta

110 25 % vinor

quantilho- luma variadvel t com 9 graus de

liberdade. Com a= 050 vem &= 0,703 e a semi-

-amplitude do intervalo sera dada por 0,703 ~—.

Compare-se este valor com o «erro provavel» ()

ff
— tradicionalmente empregado neste

/10

contexto: se o for relativamente grande, a divergén-
cia pode ser consideravel.

Poderia prosseguir-se com a consideracdo das
médias ponderadas; poderia também relacionar-se o

r = 06745

(") V. artigo do autor a este respeito em Boletim do Instituto
dos Actadrios Portugueses, n.° 12 (1956).

(") Desvio padrédo observado em amostras de u colhidas na
mesma populagao.

(?) O tal que «udo é 0ITO nem tao pouco provavel».
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«principio dos minimos quadrados» com o «principio
da méaxima verosimilhanga» ; e assim pordiante. Mas
ndo se pretende divagar demasiado e o quefica dito
ilustra suficientemente o ponto de vista defendido.

Julgamos ter apresentado argumentos suficientes
para evidenciar a pouca propriedade do nome esco-
lhido para a nova disciplina. Se o aspecto que mais
interessa salientar é o das aplicagdes a inddstria,
porque néaochamar-lhe «Estatistica Industrial» ou
qualquer outra coisa semelhante?

Poderd cuidar-se queo baptismo, porpouco inspi-

rado que seja, nenhuma influéncia tem no funciona-

mento doscursos ; mas a verdade incontroversa éque
a designacdo de «Probabilidades, Erros e Estatistica»
tende aimprimir aosprogramas doscursos orientagéo
errada sempre que aos seus regentes falte a indispen-
savel experiéncia de trabalho namatéria (experiéncia
essa que, ousariamos dizer, muito rareia Nno nosso
meio).

Veja-se por exemplo como se desenrolou o curso
numa escola de engenharia coma qual temos con-
tacto mais directo. Nessa Escola parece prevalecer o
estranho critério de que o ensino da Matematica fica
melhor entregue a engenheiros (') doquea matema-
ticos, nunca se havendo reparado que essa pobre
ciéncia, tdo martirizada, é talvez a mais vulneravel
a uma defeituosa exposicdo. Nenhum matematico
portugués deve, portanto, tersido tomado de surpresa
ao ver sacrificar a Estatistica como a nova vitima
do amadorismo que tanto temprejudicado as mate-
maticas aplicadas emPortugal.

O professor encarregado dereger nareferida Escola
a cadeira de «Probabilidades, Erros e Estatistica»
— que alids deve ser pessoa de luzidas qualidades,
pois lhe foram também confiadas mais trés cadeiras
basicas de Matemaética distribuidas pelos dois pri-
meiros anos —ndéo hesitou era assumir a responsabi-
lidade de, logo noprimeiro anode funcionamentoda
cadeira, estruturar ele préprio o programa do curso
e publicar as suas licoes. Ndo Ihedeve terocorrido
sequer a solugdo —porventura mais légica, mais natu-
ral e mais eficaz—de adoptar para efeitos docentes
e discentes um dosmuitos livros de Estatistica Indus-
trial que pululam nasliteraturas americana e inglesa.

O resultado esta a vista. Percorramos, com efeito,
muito rapidamente, as tais «licdes» (que, escusado
serd dizer, escrupulosamente quizeram traduzir o
nome da cadeira: primeiro «deu-se» Calculo das
Probabilidades, depois «deu-se» Teoria dos Erros e
finalmente «deu-se» Estatistica).

(') Frequentemente, até, a meros diplomados em Engenharia
ou a simples alunos dos Gltimos anos!
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1. Célculo das Probabilidades.

Comeca-se pela definicdo logica (!) de probabili-
dade, cujos axiomas sdo alternadamente apodados de
«propriedades» e «teoremas». Menciona-se depois a
definicdo de BERKOULLI, fala-se numa coisa a que
vagamente se chama a «lei empirica do acaso» e
introduzem-se os «campos de probabilidade» (?). llus-
tra-se a seguir, copiosamente, a técnica decalculo de
probabilidades em problemas dotipo classico, muito
classico mesmo. Vai-se ao ponto de enunciar a gene-
ralizacdo do teorema das probabilidades totais ao
caso de os acontecimentos nao serem mutuamente
exclusivos  (sic). Sem esquecer o problema do encontro,
passa-se depois asprobabilidades geométricas (!).

O problema dasprovas repetidas é tratado deforma
quase exaustiva, analisando-se laboriosa e pormeno-
rizadamente a aplicabilidade das aproximag¢des nor-
mal e de POISSON a binomial.

Vém a seguir as inevitdveis probabilidades das
causas, para sodepois se entrar num estudo sumario
das variaveis aleatdérias, masndo tdo sumario quese
deixe de introduzir a «func¢do caracteristica» (funcdo
geradora dos momentos) que se aplica ao calculo de
momentos e, Bem justificacdo, a demonstracdo dalei
da combinagdo linear de varidveis normais.

Tudo isto muito bem misturado e condimentado
por paradoxos de MEB.K, problemas de TCHEBYCHEFF,
agulhas de BUFFOK, etc., etc., etc.

2. Teoria dos Erros.

Sobre este assunto foram publicados apontamentos
pelo préprio regente da cadeira, que nos permitem
desenvolver uma critica mais fundamentada.

Feita a distingdo entre erros sistematicos e aciden-
tais, enunciain-se os postulados de GAUSS e deduz-se
deles a lei normal dos erros, que se afirma ser intei-
ramente confirmada pela experiéncia. Definem-se
depois uma«medida de precisdo» e varios «aferido-
res» (erro quadratico médio, erro provavel e erro
médio absoluto).

Considera-se a seguir acombinacdo linear de erros
e deduz-se a «féormula de propagacdo deerros». Esta,
como se sabe, é a férmula aproximada queda o erro
médio quadratico duma funcdo /(SBI ,asj,***,asj) de
varias varidveis cujos valores sdo experimentalmente
detorminados ; masno oplUsculo ndo se esclarece como

remover a dificuldade de célculo das derivadas

que na férmula intervém. (N&o se conhecem os valo-
res correctos dos x,) .

Outro ponto cujo tratamento se oferece também a
particulares reparos é o principio dosminimos qua-
drados, em cujajustificagdo sediz, entre outras coisas,

A -»V
ser —j=e

a probabilidade de cometer o erro t,



sa

e embandeira-se em arco ao verificar que esse prin-
cipio conduz a tomar a média aritmética como o
«valor mais provavel», esquecendo-se que isso decorre
da propria deducdo da lei de GAUSS a partir dos seus
postulados. Este principio podia ao menos ter sido
aproveitado para justificar o usodamédia ponderada
no caso de observacdes de desigual precisdo, mas ndo
o foi— pelo menos explicitamente.

O capitulo que se segue, sobre observagdes indirec-
tas, é talvez o que, pelo deficienteenunciado do pro-
blema e particular imperfeicdo da exposi¢cdo, causaré
aos entendidos alteracdo mais sensivel da presséo
arterial. Cometeu-se neste ponto a «proeza» de trans-
por para a notacdo hoje corrente na teoriadas matri-
zes toda a argumentacdo que conduz as equacdes
normais de GAUSS. Todavia, do ponto de vista mate-
matico, nada se parece ter ganho emclareza ; quanto
ao sentido fisico do problema, esse perde-se comple-
tamente pordetras das desajeitadas equacdes.

Qutros aspectos mais deploraveis do trabalhosujeito
poderiam ainda ser mencionados ; mas confessamo-nos
impotentes para dar umaideia, por palida que seja,
da frequente imprecisdo ou mesmo impropriedade de
linguagem, da forma vaga ouincompleta porque sédo
postos os problemas, da imperfeicdo da maioria dos
conceitos, da ma ligacdo coma matéria anterior,
enfim, da confusédo irremedidvel queimpregna toda a
exposicéo.

Permita-se-nos umatranscricgéo :

«Em tudo o que se segue, falaremos de erros
quadraticos médios, erros provaveis, etc., como
se fossem os tedricos, isto é, definidos pela
curva de GADSS correspondente. E evidenteque
hé& erro nessa aproximagdo porque a curva de
GAUSS refere-se a uma varidvel continua
enquanto queonimero de observacdes € sem-
pre finito; na definicdo dos aferidores entra o
conceito de probabilidade enquanto que com
um namero finito de observacdes estaremos
lidando com frequéncias.

Prova-se que esse erro tende para O quando
n tende para infinito e que tratando-se dum
numero suficiente de observa¢gdes (n">20) é
praticamente  verdadeira a assergdo feita.

Nota : n —ndmero de observagdes».

Nédo se julgue queé o estilo que pretendemos cri-
ticar; quizemos apenas daruma ilustracdo eloquente
do quepode acontecer quando se procure traduzir a
risca a desastrosa designacdo da cadeira. Naqueles
periodos acha-se enunciada, por uma forma embrionar
e toscamente incompleta embora, a ideiafundamental
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da Estatistica (indugdo amostra —*e universo) que
s6 na parte final docurso serd abordada.

3. Estatistica.

A esta matéria aplicara-se integralmente, senéao
com maior intensidade ainda, as criticas feitas atras
a respeito da qualidade da exposicdo. Esta pode tam-
Dém serdetidamente apreciada através daleitura dum
segundo opulsculo publicado pelo mesmo autor.

Ap6s umaintrodugdo em quese daa definicdo de
Estatistica mais adequada que se encontrou (') —a
de COURNOT (1801-1877) —entra-se na primeira parte
da obra, pomposamente intitulada «Elementos de
Estatistica Matematica».

Despejam-se aqui, numas curtas 14paginas, toda,
as costumadas nogdes que seencontram nos primeiros
capitulos doslivros, tanto as indispensdveis como as
supérfluas, tanto as deuso corrente como as obsoletas,
tanto as aplicaveis num curso breve como as de caréac-
ter mais avancado e subtil. Nem as correc¢cdes de
SHEPPARD para os momentos, nem a distribui¢cdo de
LEXIS, nem os desenvolvimentos em série de EDGE-
WORTH escaparam a chamada !

Na segunda parte, sob a epigrafe «Métodos Esta-
tisticos no Controle dos Processos Industriais» (final-
mente 1), o autor ocupa-se exclusivamento de cartas
de controle nassuas variadas formas (melhor diriamos,
deformacdes). Nem umapalavra sobre inspecgdo por
amostra — o segundo problema béasico da Estatistica
Industrial —nem sobre a organizagdo de planos de
amostragem de acordo com margens de risco prefi-
xadas.

Muitas tabelas, numerosos A&bacos, mas escassa
explicagcdo sobre o que se acha por detras delas. O
uso da amplitude (range) na construgdo das cartas,
que se aplaude, fica porém assaz mal esclarecido ; e
as cartas de controle daproporcédo deelementos defei-
tuosos sdo muito incompleta e inadequadamente tra-
tadas.

As exigéncias de espago ndo nospermitem todavia
fazer critica pormenorizada deste incrivel escrito,
destinado —é bom n&doesquecer —ao uso de alunos
duma Universidade. Ao seu autor cabe a dubia dis-
tincdo de haver dado a lume o primeiro texto sobre
Estatistica Industrial em portugués. Dizemos «dubia»
porque ndo podemos afiancar que o opusculo trate na
realidade de Estatistica ; e, quanto a serredigido em
portugués, limitar-nos-emos a notar que as costuma-
das dificuldadesresultantes da pobreza da terminolo-
gia cientifica nacional sdo nele resolvidas com um

(') Menciooa-sc também, a «titulo decuriosidade», uma «defi-
ni¢do humoristica» — a Estatistica € a arte de precisar 0 que se
ignora— a qual justlficadamoute se diz «visar os estatistas igno-
rantes ou pouco escrupulosos®.
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critério que decerto espantara quem entre nés algum
interesse tenha dedicado ao assunto. Desvio tipico,
por exemplo, foi termo com que o responsavel por
estas linhas nunca ouviu os seus colegas mimosear o
desvio padrdo ; e quartos, décimos, centésimos sdo
epitetos com que os quartilhos, os decilhos e os centi-
lhos provavelmente se ressentirdo.

S

MOVIMENTD®O

CONFERENCIAS NA FACULDADE

O Prof. SKBASTIAO E SILVA proferiu uma série de
dez conferéncias na Faculdade de Ciéncias de Barce-
lona, entre 14 de Abril e 8 de Maio deste ano, subor-
dinadas ao tema geral «Distribuicoes e Funcionais
Analiticas. Aplicagbes ao Célculo Operacional».

0 Diario de Barcelona de 17 de Abril dc 1958
inseriu a seguinte noticia :

«O Professor JOSE SKBASTIAO E SILVA, director do
Centro de Estudos Mateméaticos do Instituto de Alta
Cultura e catedratico da Universidade Técnica de
Lisboa, iniciou o ciclo de conferéncias sobre teoria
das distribuicdes e suas aplicagdes, organizado pelo
Seminario Matematico de Barcelona. O director do
Seminario, doutor D. José Maria Orts apresentou o
conferencista focando os distintos aspectos da sua
personalidade cientifica de tanto relevo na matemé-
tica moderna.

«O doutor Sebastido expds, de forma magistral,
uma nova axiomatica da moderna teoria das distri-
buicdes, de tanta aplicagdo ndo s6 no campo abstracto,
como nas novas teorias fisicas.

a0 calculo simbélico de Heaviside ha muito apli-
cado nos problemas de engenharia encontram com
esta teoria uma justificagdo rigorosa que até agora
lhe faltava. A funcdo de DIRAC, instrumento valioso
na Mecanica Quéantica, adquire sentido quando con-
siderada como uma distribuicdo Muitos problemas
de equacdes diferenciais tém solucdo adequada com
este novo instrumento de célculo».

Seguem-se os titulos das conferéncias realizadas.

1 —Consideragfes prévias : necessidade das distri-
buicdes; sua introdugdo heuristica no Céalculo Opera-

CENTRO DE ESTUDOS

O Centro de Estudos Mateméaticos de Lisboa do
I. A. C. realizou nos meses de Maio a Julho urna
série de licdes sobre Topologia que foram seguidas
com bastante interesse por alunos e licenciados. Es-
tas li¢des foram proferidas pelo bolseiro do I.A. C,
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Com todo este arrazoado ndo se quiz, sinceramente,
atingir ninguém. Somente se pretendeu chamar a
atencdo para um aspecto particular dum problema
grave e muito mais vasto : o cancro do amadorismo
que entre nos aflige o ensino das Matemaéticas.

Quando chegara o dia em que se deixe aos especia-
listas o cultivo das especialidades ?

MATEMATICO

DE CIENCIAS DE BARCELONA
cional (escola de Heaviside) e na Fisica Teorica
(escola de Dirac).

2— Construgdo do espago das distribuigdes de
ordem finita como derivadas formais de fung¢des con-
tinuas. Interpretacdo das funcdes localmente somaveis
como distribuigdes.

3 — Distribui¢cdes de ordem infinita. Axiomaética
das distribui¢cdes. Produto multiplicativo.

4 —Limite de uma sucessdo de distribuicdes. Alu-
sdo a topologia dos espagos de distribuigdes.

5 — Integral de uma fungdo com respeito a uma
distribuicdo. Féormula integral de DIBAC. Funcionais
e operadores lineares continuos sobre distribuigdes.
Definicdo de distribuicdo segundo SCHWARTZ.

6 — Espagos particulares de distribui¢cdes. Modali-
dades algébricas e topol6égicas do conceito de convo-
lugdo (faltung) de duas distribuigdes.

7 — Revisdo sumaria da teoria das funcionais ana-
liticas e do Céalculo Operacional de FANTAPPIE, segundo
uma orientagcdo mais recente.

8 — A transformacdo de LAPLACE como operador
linear continuo sobre distribui¢des. Suas relagdes com
o Calculo operacional de FANTAPPIE.

9 — Aplicacdo do Céalculo Operacional aos proble-
mas mistos para as equagdes em derivadas parciais
de 2.* ordem. Distribuicdo de GREEN para a equagédo
de ondas.

10 — Novas perspectivas abertas pelas distribui-
¢bes no Calculo Operacional. As ultra-distribuicdes
como funcionais analiticas de FAHTAPPIE.

MATEMATICOS DE LISBOA

JOAO DOS SANTOS GUMIRKIRO, e trataram até agora
duma iniciagdo aos métodos da Topologia concreti-
zados com aplicagdes & Anélise Funcional, devendo
prosseguir no préximo ano lectivo-

A pedido de alguns alunos, em especial da Facul-
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dade de Letras, o Prof. SKHASTIAO E SILVA realizou
também uma série de licdes sobre Ldgica e Teoria
dos Conjuntos que foram seguidos com vivo interesse.
Finalmente o Prof. Huoo B.RIBEIRO da Universidade
de Nebraska proferiu duas licdes de encerramento.

CONGRESSO

Como ja foi anunciado no Gltimo n.° de Gazeta de
Matematica, realiza-se de 14 a 21 de Agosto préximo
em Edimburgo o X1 Congresso Internacional dos
Matematicos, sobre a direccdo superior da Unido
Matemética Internacional.

GAZETA DE MATEMATICA

Merece todo o nosso louvor esta feliz iniciativa,
que vem contribuir para a renovagdo da Cultura
Mateméatica no nosso pais e despertar interesse entre
os novos pela Matematica Moderna.

J. O. T.

INTERNACIONAL DOS MATEMATICOS

A Gazeta de Matemadtica dard no préximo numero
indicagbes pormenorizadas sobre esta reunido, e faz
votos de que o préximo Congresso, —o XIII —a rea-
lizar em 1962 o seja em Portugal.

o. T.

PROFESSOR AGREGADO DA F. C. L.

Nos dias 31 de Janeiro, 24, 27 de Fevereiro e 13 de
Maio realizaram-se na F. C. L. as provas para habi-

litacdo ao titulo de Prof. Agregado do 1." grupo
1." Seccdo — Anéalise e Geometria —da F. C. L. do
1° Assistente do I S C E F Dr. JOSE RIBEIRO
ALBUQUERQUE :

31-1-58 —prova pratica —Equacdes as derivadas
parciais de 1 * ordem.

24-2-58 —1.* licdo - Equacdes diferenciais lineares
no dominio real; métodos de integracéo.

27-2-58 — 2.* licdo — Superficies regradas.

13 5-58—- defesa da Tese —«Propriedades de cone-
Xa0 Nnos espacos abstractos».

Foram arguentes os Profs. ANIBAI. SCIFIAO GOMES
DE CARVALHO, JOSE FRANCISCO RAMOS E COSTA e Luiz
BEDA DE SOUSA TAVARES NETO.

A Tese foi publicada na Revista da Faculdade de
Ciéncias em 1954, data em que foirequerida a admis-
S80 a concurso.

A votacdo foi feita no tinal das provas sobre o
mérito absoluto do candidato que foi aprovado por
unanimidade. Felicitamos sinceramente o Dr. RIBEIRO
ALBUQUERQUE.

J. G. T.

DOUTORAMENTO

Nos dias 17 e 18 de Margo realizaram-su na F. C. L.
as provas para doutoramento em Ciéncias Matema-
ticas do Assistente daquela Faculdade ANTONIO
CE»AR DEFREITAS. O Candidato, que foiaprovado com
a classificacdo de 18 valores, apresentou como disser-
tacdo, «A Teoria das Distribuigdes e o Calculo sim-
bélico dos Electrotécnicos no caso de circuitos de

MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME DE

MATEMATICAS

F. C. L. — MATEMATICAS GERAIS —1.» Exame de Fre-
quéncia —(i.* chamada) — 1958.

4339 —a) Mostre que o conjunto dos racionais
X tais que x°>5 constituem uma secgdo superior
1
6) Considere o conjunto dos nimeros a H

«

(n —1,2,-+¢). Indique os seus pontos de acumulacéo,

Constantes concentradas», aplicacdo da Teoria das
Distribuicées aos sistemas de equagdes diferenciais
que traduzem o funcionamento dos circuitos de cons-
tantes concentradas. Argumentaram os Profs. JOSE
SEBASTIAO E SILVA, RODRIQO SARMENTO BEIRES e DIOGO
PACHECO AMORIM. AOnovo doutor as nossas felicitacdes
J. G. T.

SUPERIORES
FREQUENCIA
GERAIS

E FINAIS

os isolados e os limites de WEIERSTRASS. Sob que con-
dicdo existiria minimo ?

¢) Mostre que conjunto limitado e fechado contém
minimo e maximo.

4340 —a) Descreva a maneira de calcular as
rafzes racionais de um polinémio de coeficientes intei-
ros. Se estes sdo todos positivos e os coeficientes
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extremos iguais a unidade, que pode concluir a res-
peito dessas mesmas raizes.?

6) Caracterize os polinémios reais /(») de grau
n para Os quais as imagens dasraizes sdo simétri-
cas duas a duas em relagdo ao eixo dos yy .
n = 4, determine f{x) pela condicédo ulterior deser
um quadrado perfeito.

¢) Mostre quese f(x) é maltiplo de /' (x) entédo
um e umsovalor anula quer / (X), quer /'(x).

4341 —a) Enuncie a regra de multiplicacdo de
matrizes e estabeleca a propriedade associativa desta
operagéo.

b) Defina caracteristica de uma matriz. Descreva
com justificacdo um processo para o seu calculo.
Indique os valores de X para o0s quais o produto
A Bcom

ro-1-i r i x-1 -i
A- \0-1 _2—1-2x
L.2-11J L 0 1+ xJ

resulta de caracteristica 2.

c) Seja A uma matriz quadrada de caracteristica
igual & ordem n. Utilizando a teoria da condensa-
¢do por operagcdes elementares sobre linhas, mostre
que existe umamatriz B tal que BA — 1. Verifi-
que que B é também de caracteristica n e que per-
muta com A.
cons-

7
trua aimagem docomplexo s talque arg (z—si)=—
o]

4342 —a) Dados 2,=3+41 e z,=1+2i,

e arg (z—z,) = a. Para que valores de » existe solu-
¢&d0? Enuncie ejustifique a propriedade em que fun-
damenta a resolucéo.

b) Mostre que o polindmio /(x)=2x'— 3x'— 2
ndo temraizes racionais, mas admite uma raiz real.
Calcule esta com duas casas decimais pelo método
de HOLMES.

c) Estabelega a divisibilidade de / (—1) pora+3

quando — é umafraccdo irredutivel raiz de /(x),

polindmio de coeficientes inteiros.

F. C. L. —MATEMATICAS GERAIS —1." Exame de Fre-
quéncia —(2.» chamada) — 1958.

4343 —a) Mostre que osracionais X quefazem
X *>7 constituem umaseccdo superior. Indique jus-
tificando a natureza do nimero queeladefine.

6) Seja f(x)uma funcdo crescente e continuaem
[0,6]. Indique o seu contradominio e enuncie ede-
monstre o teorema em que fundamenta a resposta.

c) Calcule oslimites laterais noinfinito e em zero

para a funcdo f(x) 2~*. Trace um grafico apro-

Com
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ximado de f(x). Diga, justificando, seé uniformemente
continua em [—1,0).

4344 —a) Seja f(x) uma fungdo continua em
[a,6]. Se y. n&doé valor tomado pela funcéo, prove
que existe uma vizinhanca de y, onde naoexiste
nenhum valor da fung¢do. Enuncie e démontre o teo-
rema em que baseia a resposta.

6) Seja f (x) umafunc¢do crescente em[a,6] com
0 contradominio [/(a) ,/(&)]. Verifique que f(x)é
continua em qualquer ponto c de [a,6].

c) Defina continuidade uniforme de /(x) num

conjunto e estude deste ponto devista /(x) = -,
definida em (2,3).

4345 —a) Dado u= 1+ i, calcule o complexo
v que tem a imagem sobre a circunferéncia com

centro na origem e raio 2 e que verifica a
condicdo [«¢*+ v\ —|Vv\ —|u]|. Prove que é sempre
1 +°zI1> 1FzIl—Till) indicando o caso de igual-
dade.

b) Calcule as raizes racionais do polindmio
f(x) =9x° —10x* —36x*+ X +4 earaiz irracional

com duas casas decimais.
c) Defina om.d.c.de/(»») e g(n) e relacione-
-0, justificando, com estes polindmios.

F. C.L.—MATEMATICAS GERAIS —2." exame de fre-
quéncia— (1.* chamada) —21-4-58.

4346 — Relacione a e 6 de modo que a recta
ax +6~"1 fique tangente acircunferéncia x'-(-j/’=4
do plano xOy. Equacdo doplano que, passando no
no ponto P (1,1,2), temaquela tangente portraco
em xOy. Valores de a e b para os quais o plano

{ L y
s=20

4347 —Estabeleca a condigdo necessaria e sufi-
ciente para que

/| = aﬂx" + eee

</=6,x" + e a,6,=jfe0

tenham alguma raiz comum.
Determine y de modo que

| =xX’+2x+y

g=XxX —2X"—XxX +2

tenham alguma raiz comum e, para talvalor de y,
forme a equacdo dasraizes comuns.

4348 — Mostre que / = a, X;x,. de caracteristica
r édecomponivel numa soma de r quadrados de for-
mas lineares independentes (supfe-se 0°="=0, com
algum a).Decomponha emquadrados a qudadrica

[= X2+ 4X) X% —2X) X3 +4X|—4X]3 +2X]X4 + X\ —2X, X..
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4349 —Prove quese S'=2"« i semi-convergente,
podem extrair-se dela duas subséries 2%i, * 2( —
com a,,,0,> 0, ambas divergentes infinitas. Conclua
dai que é possivel reordenar ostermos de S de modo
nue a nova série seja divergente infinita positiva.

Intervalo de convegéncia dasérie 2 conee
L, n*—1,
tureza da série nosextremos desse intervalo. E a sé-
rie uniformente convergente nesse intervalo? Razéo
disso.

F. C. L. —MATEMATICAS GERAIS — 2.° Exame de Fre-
quéncia - (2.» chamada) - 28-4-1958.
4350 —Estabeleca os teoremas principais relati-
vos a composicdo e decomposicdo de determinantes.
Calcule o determinante de 4.* ordem :

b b

e odeterminante de
ordem n:

4351 — Defina caracteritica duma quéadrica. Enun-
cie a leida inércia de SYLVESTER, para as qudadricas
reais. Queentende porindice de inércia?

Calcule a caracteristica e o indice de inércia da
quédrica.

onde X é parametro real.

4352 — D& uma condigdo necessaria e suficiente
para que duas rectas do espago

CAxXx +By + Cz+D=0J.4,x-1-B, y+C,a+ £),=0

\A<x +B'y-rC< z+d =0 | AAx+B\y+ C\z+ D\=0
sejam

a) Paralelas

b) Secantes.

Escreva as equag¢des dosfeixes de planos determi-
nados por cada umadas rectas dadas, e deduza uma
condicdo necessaria e suficiente para que elas sejam
complanares.

Calcule a de modo que as rectas
4z + a fi=-2s—1

ly = - ly = 5z + 4
sejam complanares e determine umaequacdo do pla-
que as contém.

4353 —Estabeleca o teorema de BOLZANO relativo
a limites finitos de sucessfes, e deduza dele umacon-
dicdo necessaria e suficiente de convergéncia duma
série.

rx =

z+ 1

Estudo das séries 2 e 2 — .
(2» + 1)" VvV

Enunciados dos nimeros 4539 a 4353 de J. J. Dionisio.

GAZETA DE MATEMATICA

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS
Epoca de Outubro — 1-10-57.

Exame final

4354 — a) Os polinémios

X '——iaxx” + 11X — 6

X —0x"+ X+ 6

tém duas raizes comuns cuja soma é igual a5.
Escreva a equacdo das raizes comuns e calcule os
valores de a e p.

b) Estude a posicdo relativa da recta =

Va e'b
k |
por meio da teoria dos determinantes, obtendo as
relacdes que estudou em Geometria Analitica.

e doplano Ax-i-By+Cz+D=0,

R : a) O processo pratico para a construgdo do
resultante da imediatamente a equacdo das  raizes
comuns que

1 — & 11 - 6
1 -3 1 6
—1 a-p-10 12
o -
e do segundo grau (e—px’—10x+ 12= 0. Como

a soma das raises desta equacdo €5, serd

10
5 ou a—

0 que permite
cujas solugBes

esoever aequacdo naforma x°'—5x+6=0
sdo x'= 2 e x"= 3. Substituindo nos

polinémios  dados x por 2 (ou por 3), obtem-se a= 6
e B= 4.
b) Oproblema consiste emestudar o sistema
| * —xo 27 yo z — 20
i h o k 1 equivalente a

lIAi+ByfCcr+D -0
kx—hy=kx,— hy,
ly—kz=1ly, —kz,
Ax+By -Cz =-D
Ilc —h (]
1 — k for diferente de

Se o determinante A= ,0
I A B C

0(Ah+ Bk4-Cl=jt0), o sistema & possivel, e deter-

minado, o que significa que a recta encontra o plano

num ponto. Se A=*0(Ah + Bk-|-Cl = 0) e admitindo
k —h

que 0 1 =1=0, ha& dois casos a considerar sendo
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k —h kxg—liy,
A= O 1 1y, —kz,

A B - D
O(Ax04 By, + Cz, 4 U~rO) o sistema €  impossivel
(a recta éparalela ao plano) ese A'= 0(A x,4- By, 4-
4 CZ04 D = 0) o sistema indeterminado
(recta assente nn  plano).

0 caracteristico diferente  de

é possivel

4355 —Dada a fraccédo racional /(x)
x- (x —1)

resolva os seguintes problemas:
0) Determine os seus extremos e estude o sentido
da concavidade.

6) Decomponha-a em elementos simples e apro-
veite o resultado para calcular /'""'(x) e Pf(x).

cy 'Escreva o desenvolvimento em série de /(x)
segundo as poténcias de x 4 1.

3X —2
f(x)= e X =

2
— é o Unico
x*(x —1)2 3

R: a)

2
X > —
3

<mia-se <k um ponto de

ponto de estacionaridade. Como f (x)<0O0 para

e P(x)> 0 ;>ara x < 2

6X —8x+ 3

f*(x)= 2. e, como 6x2-8x + 3>0
v X*(X - 1)3

/>ara todo» os valores de x, f"(x)> 0 yara x> 1

(concavidade voltada para cima) e f"(x)< 0 para

x < 1 (concavidade  voltada para baixo).

1 + ai .
b) & arx Para determi-
x*(x- 1)
nar ao e ai basta considerar a fracgdo auxiliar
e efectuar a divisdo algébrica até ao
1l + X
grau 1 do cociente. Obtem-se —1—x(an=—1,aj= -1).
A consianie bo porfe calcular-se  facilmente, fazendo
x = | na fraccdo auxiliar Bj(x) (b,=1)
. 1
Entéo
xi(x-1) x*
D! n! (n-"1)1
fW(«) - (- 1)"
, (X-1)ees!
r i X+n + ri
T [(x-1)"A VO
1 | x -1
Bf(x) = — + log + C
X X
c) Pode obter-se o desenvolvimento  em série  aprovei-
tando a expressdo de f'°'(x). Assim
f(x) (x + 1)"

87

4356 —a)
de grau a, x"f,+2x

Provar que, sendo f(x,y) homogénea
yf,'" 4-yfi = a(@—1)/.

6) Mostre que a equacédo 1J'4 (x'+i)>-3=0
define na vizinhanca de P (I,1) uma funcdo y (x).
Escreva a equacdo da tangente & curva nesse ponto.

K : a) Escrevendo a identidade de EUI.EE para
fl(x,y) e f,(x,y), fungbes homogéneas de grau a—1,
tem-se :

(€N x£ +yC- g-1)f
) xf,'.+ yE~A<«-1)F,

Multiplicando (1) e (2) por x ey, resjiectivatnente,

e somando,  obtem-se

x*fj, &2xy f,4y»C = (x—1)[«f, +yf]- (@a- 1)af

b)  Designando por <p(x,y) o primeiro membro da
equacdo, tem-se 9(1,1)» 0, As derivadas <p.(x,y) e
<fj(x,y) «&o continuas em P(I,l) e (1,1)~=0.
Estdo pois satisfeitas as condicdes de existéncia  da
funcdo y (x).

A equacdo da tangente €& cpj(l,1) (x —1) 4
4- ®(1,1) (y —1) —0 OH — substituindo P(1l,1) e
<pj(l,1) pelos seus valores esimplificando— x4-y—2=0.

I. S.C. E. F. — MATEMATICAS OEBAIS
Epoca de Milicianos — 14-12-1957.

Exame final

4357 —Resolva os seguintes problemas:
a) Determime a funcédof(x) talque Af(x)=x(A-=1).
b) Utilizando determinantes, concluirque o sistema

» + of —«+ <«-1

X—y+z—i=2
idy+»4/=0
X +y + te=0
X—y —z—i=3

é impossivel. Com equacdes deste sistema construa
outro que seja possivel e indeterminado de grau 1.
Exprima a Gltima equacdo como composicdo linear
das trés primeiras.

R: a) f(x) é da forma ax’4-bx4-e. Entéo
f(x4-1)-f(x)=a(x + )2 + b(x41)4-c-(ax24-bx40) =
=»>2ax4 (a4 b) e como 2ax4d-(a + b)=x, serd

1 1 1 1
=- e b= of(x) = -, 2 -—x4-c
2 2 2
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0 determinante principal. Como os determinantes carac-
teristicos ~ n&o sdo todos nulos, osistema €&  impossivel.

E evidente queo sistema

X+oy —/[ +t=1
X —y+z—t=2
X+y+i+t—0O

e possivel (A=jtO) e indeterminado degrau 1.

Para  exprimir a Ultima equagdo  como composi¢ao
das trés primeiras, considere-se o determinante carac-
teristico  correspondente a Gltima equacao:

11 -11

1 -11 2 0
1 1 1 O
1-1-1 3

Calculando os complementos algébricos  dos elementos
da dltima coluna, obtem-se >j=4,A,=4,X,= —4 e
\= —4 eentdo \ (X +y —z+t—1)+ X (X—Yy -t

+ z-t-2)H-X (x+yd4-z +t)+ X, (x-y-z-t-3)=0,
0 que permite
+t-1)+(x-y+z-t-2)—XxX+y+z+1t).

escrever X—y —7zZ—t—3—(X+y—z +

4358 — a) Determinar os méaximos e minimos de
y = ae* b e".

b) Calcular Px‘-arctgx.

c¢) Desenvolver em série de MAC LAUBIN
(x-1 )(»-»)
R: a) ake''- equagéo y'=0
! |
X — — loa —
2k 0 a e
+ k2be-"j day " >0
/1 b ,
I— log —,2yab

kbe

tem por substituida em

y" = ak’e"” Esta-se empre-

senca do minimo

1 .3

arclg X P 3
! 3 1+

3 X 1

-arctg X- — + —

b) P x®earcly x>

arctgx - —P( X —
017 (x* + 1 C.

= S(2"-1)x-

& (x-1)(x-2) ¢ )

4359 —Achar aequagdo datangente acurva y(x),
definida implicitamente pela equagdo f(x,y) =
= Xy’ —2xy —3= O, navizinhan¢a de P (I, —1).
Provar que xf ,+y fy= 9.

4xy
R: . = —eentdo a
dx), ( 2x 2xt) w0 4

tangente e v4—1=T(x -1). Como f(x,y) =

-V (x,y)-3 O, com T (x,z) homogénea de grau
3, <em-«e X«F, + yV =3« (X,y) ou xf, +yf,s 9.
Solugdes dos uluieros 4554 a 4559 de Fernando de Jesus.

GAZETA DE MATEMATICA

I. S. T. —MATEMATICAS GERAIS — Exame de frequén-
cia - 1957-1958.

4360 — Ache o limite superior preciso e o limite
inferior preciso de CAUCHY para oconjunto assim defi-
nido :

a = —,a,- N (nNn=1,2,3,¢¢°).
As defini¢cdes ddo-se da mesma maneira ainda que
0s conjuntos ndo sejam limitados.

4361 —Determine um complexo z tal que 4 das
suas raizes de indice 6 satisfacam a equacéo
X*+ 2x>-+4=0.

4362 —Ache a derivada de (sen x)".

4363 — Um endomorfismo diz-se normal se comuta
com os autornorfismos internos. Demonstre que, dado
o grupo ®, se r, forendomorfismo normal, ©T <\
invariante.

4364 — Determine o nlcleo do homomorfismo

6 _, gitd (. _tinteiro fixo, O-*ndmero real).

4365 —Considere o conjunto unido U= A[J A,;
mostre, em seguida, que U se pode escrever como
unido de dois conjuntos disjuntos.

4366 —Mostre que as transformacdes definidas

[x:ax—by

formam grupo. Os nu-
y' —bx + ay

meros a e b sao variaveis.

4367 —Um eudomoifismo dum grupo diz-se nor-
mal se comuta com todos os autornorfismos internos.
Mostrar queo produto de dois endomorfismos normais
¢ um endomorfismo normal.

4368 —Escreva aexpressdo daderivada da funcéo
y = arccos X, suposto y um arco de terceiro qua-
drante.

. X- seny +y*sen x
4369 — Verifique quea funcdo Z=

X-- +y*
é continua no ponto (0,0).
I. S. T. —MATEMATICAS GERAIS — Exame final —5* e
6." turmas - 23-6-58.
4370 — Considere as formas lineares + Xj,

2Xz+ X,, X]J+2x,+ 2Xj,X,+2X3—x,, e verifi-
que se héa ou nédo entre elas umadependéncia linear.
No caso afirmativo, indique quantas sdo independen-
tes e escreva um sistema méaximo de independentes.
Justifique o processo.

Nota. A justificacdo pedida é a parte essencial do
problema.
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4371—Considere, no espa¢o linear #5, o sub-
-cspaco E de equacdes
n + «i+ x, +x,= 2
i, +3i.+1i] =3
35 + 32 —3ij- 2xj+ 3x,= 0

e determine um sub-espaco paralelo a E , de dimen-
sdo inferior de uma unidade a dimensdo de E e pas-
sando pela origem das coordenadas.

4372 — Determine a equacdo do plano tangente
a superficie x + y + z—sen (x y z) no ponto (0,0,0)
e escreva as equacdes da normal no mesmo ponto.

4373 —Tome no plano xz, urna elipse de cen-
tro na origem dos coordenados e de eixos 2 e 3,
respectivamente sobro os eixos Ox e Oz. Depois,
tome uma recta do plano yz igualmente inclinada
sobre os dois eixos. Escreva a equag¢do do cilindro
cuja directriz é a elipse e cujas geratrizes sdo para-

lelas a recta dada.

4374 — Determine a natureza da série

1\, (»*)!

GEOMETRIA
F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° exame de fre-
guéncia — (2.* chamada) 1958.

4380 —Considere dois pontos sobre uma recta de
topo um dos quais sobre o segundo bissector. Fixe um
terceiro ponto, no segundo bissector, de modo que os
trés pontos formemum triangulo equilatero no espago
(de preferéncia, sem L T).

4381—Considere uma circunferéncia no plano ver-
tical e uma recta. Determine um ponto de uma super-

CALCULO

C. L — CALCULO INFINITESIMAL — 1.° Exame de Fre-
guéncia— 1* Chamada — 11/1/57.

F.

4384 —Fiacgdes continuas :suas definicdo e perio-
dicidade; tipos de periodicidade e teoremas relativos
as fraccdes continuas peri6dicas.

39

S. T. — MATEMATICAS final

7' turma — 4-7-58.

l. GERAIS — Exame

4375 — Tendo em conta as propriedades dos deter-

minantes, prove, sem calculos, que
a I () T (%) 7)) - [70)¥ () * (™
oxoydz fi(y)n () o) <ty) fi(y)
h (*) ¥2(2) M*) I»(*) fl(«)
4376— Ache o angulo do plano Ax + By +
+ Cz + D=0 eda recta x = x, +«<,y =20+ P<,

- 30+ 71ie

4377 —Considere o espa¢co a 5 dimensdes, de refe-
rencial O, (ei, ,e3,e4, E5). Em seguida tome o0s
dois pontos (1,1,1,0,0) , (1,1,0,1,0). Escreva,

depois, as equagdes paramétricas da recta que passa
pelos dois pontos; e, finalmente, a partir daquelas
equacOes paramétricas, escreva as equagdes nédo
paramétricas.

4378 — Determine, para uma multiplicidade vec-
torial a 4 dimensdes as equacdes da sub-multiplici-
dade definidapelos dois vectores (1,1,0,1) e (2,0,3,0)

4379 — Dada de
=)

a série convergente termos

positivos 2' determine a natureza da série

»=s(

— ><) .

Enunciados dos nimeros 4360 a 4379 de K. Almeida e Sa&.

DESCRITIVA

ficie gerada por uma recta mével que encontre per-
pendicularmente a recta e encontre a circunferéncia.

4382 — Dado um grupo 9) defina um novo produto
por o|é = 06"'. Mostre que se obtém um grupo se
e s6 se 0s elementos sdo de segunda ordem.

4383 —Mostre que, dado um grupo, a totalidade
dos elementos de segunda ordem, se for um subgrupo,
é invariante.

INFINITESIMAL

4385 — Exponha o conceito de medida dum con-
junto e defina conjuntos mensuraveis.

4386 — Defina a operacdo de rotagdo num plano
em céalculo vectorial e escreva a equagdo vectorial de
um ponto, com base nessa operacdo, em coordenadas
cartesianas e em coordenadas polares.
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4387 — Dada a quéadrica

X'+ vy + 2z —2y z+ 2z x —2xy-f-x-1 =0

0) Mostre que tem uma recta de centros a distan-
cia infinita.

A) Determine o plano diametral conjugado com
a direcgdo (1,3,5) e mostre que passa pela recta de
centros.

c¢) Classifique a quédrica e escreva uma equagédo
reduzida.

4388 — Prove que a fungéo

(oi + ()
Y " x*- 2Bx + Q)

Bendo a, &, B, C constantes, converte em identidade
a equacao

CP«X2-2BX-LC dy
— £ . +2(x—B)— +y O
d x* 2 dx

Deduza desta relagdo que

X*-2Bx+C d'+y  2(x-B)

(n+1) (n+2 dx' n+1

dUt<y dry

d X'+ ax"

F. C.L.— CALCULO INFINITESIMAL — 1. Exame de Fre-
quéncia - 2 » Chamada — 18/1/57.

4389 — Defina conjuntos conexos e conjuntos per-
feitos e enuncie as propriedades que respeitam aos
conjuntos conexos.

4390 — Defina versor dum vector e indique a
expressdo dum vector em funcdo do seu versor; vecto-
res fundamentais : sua definicdo e aplicacdo a expres-
sdo de um vector e do produto externo de dois vectores.

4391 — Defina infinitamentepequeno e ordem dum
infinitamente pequeno ; escreva a expressdo geral dum
infinitamente pequeno de ordem n e defina a parte
principal e parte complementar dum talinfinitamente
pequeno.

4392 — Dada a quéadrica
X + y = ax-\-myz (a ,m =frO)

a) Determine o plano tangente n na origem das
coordenadas e a direccdo do espago cujo plano dia-
metral conjugado em relagdo a quadrica € paralelo a TE

6) Classifique a quadrica e verifique que a sua
natureza nao depende dos parametros a e m.

Determine as geratrizes da superficie que passam
pela origem, se existirem.

c¢) Haverd alguns valores dos parametros para os
quais a superficie seja de revolugdo? Escreva uma
equacdo reduzida da quédrica.

GAZETA DE MATEMATICA

4393 — Dada a expressdo diferencial

<Py

dx*+ y

mude as variaveis X,y em u, Vv,
equagOes de ligagdo sédo

sabendo que as

X = U+ V*

y «=u’ — v*

F. C. L.—CALCCLO INFINITESIMAL — Exame Final —
| grupo - (2«chamada) —24-6-57-

4394 — Defina contacto de ordem n entre duas
superficies, deduza as condi¢cbes analiticas para um
tal contacto; defina conceito de osculagdo para a su-
perficie e aplique-o ao caso de uma das superficies
ser um plano.

4395 — Escreva a equagdo vectorial das superfi-
cies regradas, indique o significado das grandezas
que nela figuram, defina superficies empenadas e a
sua linha de estricdo e enuncie a lei de CHARLES que
respeita a tais superficies.

4396 —Indique como se calcula o volume de so6li-
dos limitados por superficies de revolu¢do, deduzindo
a formula correspondente; indique se conhece outros
casos em que a aplicagdo do raciocinio empregado
pode conduzir a simplificacdo do céalculo do volume
de sélidos que neles se consideram.

4397 — Defina equagfes diferenciais simultaneas;
indique como os sistemas de tais equacdes se podem
obter a partir dum sistema dado de equagdes que
contenha constantes arbitrarias. Considere o caso par-
ticular dum sistema de duas equacdes diferenciais de
1." ordem e defina o seu sistema de I.G., sistemas de
|. particulares e sistemas de |.singulares, quando
existam.

4398 — Dada a curva de equagdo y'(2x —a) t-
+ a’x’—x"= 0, onde a é uma constante, determine
0s seus pontos singulares com excepg¢do dos seus pon-
tos de inflexdo.

1

4399 - Cale

1 X arctg  xdx.
ule J

4400 - Calcule j

A &o triangulo de vértices (1,1), (2,0), (0,0) refe-
ridos ao sistema de eixos cartesianos ortogonais.

j (y'+ 2xy -fx’)dxd y onde

4401 —Ache todos os integrais da equacdo dife-
rencial 2xyiix+(3y’ —x"+ 3)dy =0
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F. C. L.- CALCULO INFINITESIMAL—Exame final -
I.° Grupo - Junho 1958.

4402 - Calcule

Cc9 dx
JO @+ *) (x*+ 1)

4403 —Determine a solugdo geral da equacédo di-
ferencial :

1- x+y)dx + (x+ 1)dy — 0.

4404 — Calcule o volume da regido do espago limi-
tado pelas superficies: z=0y =1,w=x",2= X'+i/".

4405 — Determine as assintotas de

2x*y --4y*+ 3x = 0.

ANALISE

I.S. C. £ F.— ANALISE MATEMATICA — 1" Exame de
Frequéncia - 27-3-57.

4410 —Diga o que é a relagdo de inclusdo entre
conjuntos e quais as suas propriadades.

Quais sdo as sucessdes monoétonas e seus limites?

Defina classe aditiva de conjuntos. Porque é que
os conjuntos de medida (X) nula ndo constituem uma
classe aditiva?

Defina espago
espaco (g>).

Demonstre que o didmetro dum conjunto limitado
de Sli é a diferenca entre os limites superior e infe-
rior de  WEIERSTRASS.

(i)) e prove que o espago «?, é um

4411 — Demonstre que uma fun¢do mondtona limi-
tada num intervalo finito é de variacdo limitada.

Defina integral no sentido de LEBESGNE. Estabeleca
a desigualdade de SCHWABZ.

Se /(x) € limite duma sucessdo /, (x) de fungdes
definidas e uniformemente limitadas dum modo global
num conjunto g nensuravel, demonstre que :

\] I(x)<2x = 1imJ £, (x)dx

n

4406 — Defina uma curva torsa num ponto e
escreva nas formas vectorial ec artesiana as férmulas
de FRENET e SERRET, indicando o significadodas gran-
dezas que nelas entram.

4407 — Escreva a equacdo vectorial das superfi-
cies regradas e indique o significado das grandezas
que nela figuram. Definasuperficies empenadas e sua
linha de estricdo. Enuncie a lei de CHASLES a respeito
de tais superficies.

4408 —Defina contacto de ordem n entre 2 super-
ficies, escreva a condicdo analitica para tal contacto.
Defina o conceito de osculacdo que lhe diz respeito e
restricto ao caso duma das superficies ser um plano.

4409 — Enuncie os tipos de equac¢des diferenciais
susceptiveis de abaixamento de ordem. Indique como
se consegue o0 abaixamento de ordem nos dois tipos
de equagbes homogéneas, aplicando os respectivos
processos as equag¢des de 2.* ordem.

MATEMATICA

Exprimindo a derivada /' (x) como limite duma
conveniente sucessdo de fungdes, prove que a derivada
duma funcédo nensuréavel num intervalo finito é funcéo
nensuravel e, portanto, integravel nesse intervalo.

4412 —Considere uma funcdo vectorial de variavel
vectorial ; defina diferenca finita, considere-lhe as
componentes diferencidveis e defina a derivada.

O que éespaco produto de dois espagos cartesianos ?
Dé exemploB.

I.S. C.E.F.— ANALISE MATEMATICA — Exame final —
l.« chamada — 16-7-57.

4413 —Estude a convergéncia do integral

/ cos* x dx
Jo

R : Tem-se

quando p=a
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Entdo, por definicdo de limite, rem
0<1—S<(——x] cos*x<I
quando e —£<X <
2 2
e daqui se tira, sucessivamente
cos" X< ,0< / cos" x dx <

dx
t/it/2-s
Afas, fixado aquele z efazendo tender E ""»ra sero,
tem-se a convergéncia  do Ultimo integral, para limite
finito, sempre que p<I. Conclui-se a convergéncia do

integral proposto sempre que x< 1.

4414— Primitive a funcgéo

artcgl/a;"+ 2x — 3
(x + 1)

R : Primitivando por partes, vem:

arctg\/x— 2x —3 artcg I/x*+ 2x—3
dx= (,
- (x+1)« x+ 1
X+ 1
Cc1 jlxt +2x—3 arctg v/x*+ 2x —3
* : dj +
J ox+1 l+x* 2x-3 XTI
dx

(2, 2x-2)\/x* + 2x-3

J4 funcdo integrando estd definida em (—°°,3) e
(I, + 00), 2«o rf, /ora do intervalo fechado (—3,1)
dos zeros de x*+ 2x—3. A primitiva  que se procura

serq valida visto que os zeros de x+ 1 ede X' +2x—2,
caiem dentro do intervalo (—3,1).
Tem-se
dx

fo(xt-)-2x-2) V'x'+ 2x — 3

d (x+i) r

J [+ 1) -31V/(x+1)-4 3 (t-3)v/t-4

GAZETA DF MATEMATICA

A substitui¢do indicada por V1* —4 = (t+2)u, ou
2(1-i-u?) . . dt u
ecuia derivada e — =8
1-u’ du (l-u®)®

em (—o0o0,0) e crescereis em (0, + 00);

melhor: t=

é decrescente

admite  duas  inversas, perfeitamente definidas em
(—o00,—2) e (2, + o0); ha por tanto, uma inversa fora
(—3.,1)

a substituicdo,  vem

do intervalo onde se procura a primitiva.

Efectuada

dt
‘] (t- 3)vit'- 4
8- -du
(1-u’)
-l jign~L? i Ts~+slu
L (i-«%)° J L 1-u? J

8(1—u*)du

S e u)-3@- u)] rzasu) 2 - w)]
2 (1-u®) du

@+, - vB@a- W@ w) s vida- u)]

=/ afi-dojdu
J (a+bu) (b -au?)

onde se p6s a = 2 —v/3 e b= 2+ v/3. O método dos
coeficientes  indeterminados é aconselhavel para obter a

decomposi¢do  em duas fracgoes; deve notar-se que a
fraccdo a decompor ndo se altera mudando u em —u;
vem
" 2(1—u’) du "M, du ,'Mjdu
J (at+ bu’) (bt au’) ~J &tb o° Jb-rau’
onde
) 2 1 2
Mi = = - e M,= -j=
a+hb 2 : a-b /3

Em seguida, vem

/o Midu Mi ¢

« M,du m, r Vbdu

b+au'  j/j.bJj
+
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e portanto
f  2(1 —u*)dn M, /b
/ = - arctr/ \ / —u
J (a+bu’)(b+ au’) ~a-Th "V a

M,
arctq i / —u.

Finalmente

\] arctg J/T'+2X-3 arcip y/x' + 2x—3

(*+ |)2 dx = xH 1 H
1 W (24 i /( +AI)‘-4
+ - arc +jls) — — +
2 9 (219 x+ 3
1 , Lo (X +1)'-4
+ -= arctg (2 - t/3) i + C.
4415 — Calcule / xdy sendo V a fronteira do

dominio limitado por

X'+ y —A,«*+ y*= 1y = Mjx,y = ra X
R>r;m>m,> 0).

Interprete geometricamente o valor de J xdy, com

o auxflio das formulas de RIEMANN.

R : O dominio de que se fala no enunciado ¢ for-
mado por duas regiBes simetricamente  dispostas em re-
lacdo a origem, determinadas pelas duas rectas na

coroa circular ; a curva T decompBe-se em dois  circui-
tos fechados e, se um ponto P (x,y) descreve no sen-

tido directo o que estd no 1. quadrante, 0  simétrico
P' (—x, —}*) descrevera  no sentido directo o do 3.
quadrante ; o produto xdy tem o mesmo sinal sobre os

dois circuitos e, deduz-se que

(xdy =2 / dy

onde r' é o circuito fechado do 1." quadrante. Posto
isto, tem-se

n n+ j/mj+1 narctg m,

I xdy= [/ —dy+ |1 r' ecos a-<d aH

Jl J nen "o Jarctg  m,

13

m, R

teImjEl oy

— dy + J R* ecos"aed » =
J ope* "2 Jaurctg ta,
+ Vil + 1
1 1 mjr m? R* "l 1 rmlR
2mj [J+m - 1+ mJ" 2m, LI+ "l
.an /s;; m,
o (R* - r7) [/ cos'«-di =
|+ »»iJ V arctg m.
_av —.n —! 1
2 "Ll+m 1+ md
(R* da.
1 (R ro m» m. <\
= Z (R - r ” o )
2" )|I+m2 1+ me T
(RR—r)r arctg m,-]
+ | arctg m, —arctq m.H (sen 2 a)
2 L 2 arctg m, _|
Notando que os arcos aj e a, cujas tangentes sao

m, e rn, pertencem ao 1.° quadrante e, notando ainda

ue se m—tga, se tem
g g 1+m

: 1+ m
Tr 5 >, ir m, m, |
— ;sen 2 a = —
4 L J«, 2 Ll+m 1+ m2

Resulta, entéo

xdy = — (R* —r*) [are;<7 m, —arctg m,].
Sri 2

4406 — Calcular os maximos e minimos da funcédo
x (y ,z) definida por

X*+ 2+ 22 —2x-4y + 2z +5= 0.

R: Para afuncdo x (y,bz) ter extremo devera anu-

lar-se a matriz iacobiana



Supondo que a equacdo dada define x(y,z), deri-
vando parcialmente emordem a y (X dependente, y e
z independentes), vem :

ax + 1
2X— + 22 27?- +2 O donde —_—=—

dz dz

A equacdo define x (y ,z) em todo oponto P (O, b,c)

onde x— 1~ O; o valor da fungdo ¢é dado por x* +
+ b'+c¢c' - 2s—4b-f-2c+5 = 0; sdo, portanto
duas as fungbes X (y,z) deque seprocuram OS extre-

mos.

Para qualquer dasfungBes X (y,z) definidas impli-
citamente pela equagdo € nula a matriz iacobiana em
y =2,z=—1. Neste ponto as funcbes tém valores
distintos (x°+ 4+ 1—2x—8—2+ 5= 0).

*1 (2,-1) D xt (2,- 1) - 2
e ambos estes valores, naoanulam Xx 1 . As matrizes
fiesseanas
0- x. X, -
ey’ ty<)z
<f x, d* x, t) xj

az'd L()zr)y az+.

devido aos valores
axfrx,
) .
LYW
<y’ (x— 1)

ay:

CRITICA
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X
l-(z + 1)
t)"x <)z
_o Y )
cy az
transformam-se ~ em
1 on ro- i on
Hi "
0 ij o -ij
Para a fungdo Xxi(y,z) tem-se noponto (2, —1)
d,,, =0, dxi= HH, H*>0.

Para afuncdo
HH.H*<0.

X,(v,z) tem-se : d,x,= O, d*x, =

A funcdo  X(tem em (2,-1) umminimo igual a zero.
A fungdo X, tem em(2,-1) um méximo igual a dois.
A confirmar estes resultados, tem-se:

X' +y'+2'-2X -4y +2z+5 =(x"-2x + I)-1I-t-
+(y'-4y +4)-4 +(2'+2z+1)-1 +5=(x-1)"4-
(y_a~+(s+1)«_1-.0.

A equacdo dada representa
centro em (1,2 — 1).

uma esfera deraio um e

As fungBes Xi(y,z) e xj(y,z) sé&o relativas &s duas
semi-esferas  que se obttm como plano x—1=0; elas
estdo definidas no interior do circulo (y—2)+(z+ 1)'=1.
A fungdo xj(y, z) cuja imagem é a semi-esfera da
esquerda, tem minimo igual a zero, no centro doseu
dominio ; a funcdo x.(y,z) tem o maximo No mesmo
ponto.

DE LIVROS

O livro Gnico de Algebra — 3.° ciclo

A aprovacdo, como livro Gnico, do Compéndio de
da autoria de J. SEBASTIAO B SILVA e J. D.
DA SILVA PAULO é, em meu entender, um facto de tal
interesse para a vida escolar liceal que a Gazeta de
Mateméatica nao pode deixar de assinalar a sua
importancia.

Algebra*

Quis o acaso que fosse eu o primeiro colaborador
desta revista a referir-se ao Compéndio. Noto, de
passagem, esta circunstancia, para recordar quefui
eu também quem se encarregou, dentro da Gazeta de
Matematica, da critica ao livro Unico que precedeu
este noexercicio das suas fungdes. Fiel auma posicao
que, entdo como agora, procura o méaximo de inde-
pendéncia, € com muito gosto que felicito os Autores

e os Juizes desta obra, emcontrastante atitude, com
a outra que tomei, ha anos, nas condi¢des ja recor-
dadas.

E minha intencdo publicar, nestas paginas, uma
analise da segunda parte do Compéndio. Neste
nimero, vou referir-me apenas aprimeira parte, rela-
tiva ao programa do 6." ano; de resto, é este osector
em que mais vivamente se fazia sentir a necessidade
de umbom livro de texto, j& porque alguns dos seus
assuntos sdo delicados e fundamentais japorque nada
existia em livros didacticos portugueses, ao nivel
liceal, que pudesse considerar-se satisfatério.

Ainda antes de ser tomada uma decisdo oficiali
escrevi um comentdrio cfitico que se restringiu tam-
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bém ao primeiro volume. Esse comentéario foi publi-
cado ha pouco no boletim de um colégio onde sou
professor (*).Porque, de entdo para ca, ndo reconheci
necessidade de qualquer alteracdo ao trabalho reali-
zado, limitar-me-ei, por agora, a fazer a transcricdo
quase total desse comentério.

0A debilidade da nossa literatura didactica, que
corresponde talvez a pobreza da nossa culturauniver-
sitdria (salvo uma ou outra excepcdo de universitarios
culto9, poder-se-a falar de cultura universitaria em
Portugal ?) faz com que inicie geralmente a leitura
de qualquer compéndio em atitude de desconfianga e
cepticismo e quase sempre verifico, a posteriori, a
exactiddo da atitude preconcebida. Com o livro pre-
sente ndo se passou 0 mesmo, porque a categoria dos
autores e o conhecimento que deles ja tinha como
professores eram suficiente garantia de autenticidade
e seriedade do seu trabalho : o Prof. Sebastido e Silva,
cuja obra matemética ultrapassa as fronteiras do
nosso pais, pois, além doutras importantes contribui-
¢des no front da actual investigagdo matemaéatica, liga
0 seu nome a construcdo da modernissima Teoria das
Distribuices e, a par da sua intervengdo nos dominios
da criacdo cientifica, tem lutado por uma actualizacdo
sensata mas progressiva do Ensino da Matematica em
Portugal ; e J. D. da Silva Paulo que, entre outras
actividades, pode orgulhar-se de ser co-autor de uma
Aritmética Racional que marca também uma época
nas nossas publicagfes liceais e de ser um dos funda-
dores da Gazeta de Matematica a qual sempre tem
prestado interessante colaboracéo.

Foi portanto com fortes razdes de simpatia que me
aproximei desta obra. De modo algum fiquei desilu-
dido ao acabar a sua leitura : pelo contrdrio, posso
afirmar que este livro ultrapassou toda a espectativa.
Na verdade, nele se aliam uma exposi¢cdo rigorosa,
isenta de quaisquer deficiéncias doutrinarias, e quali-
dades de clareza e simplicidade que tornam a leitura
mais que sugestiva e atraente, porque, por vezes,
merece o qualificativo «aliciante» (cito, por exemplo,
algumas das notas de introducdo aos diferentes capi-
tulos e todas as notas histéricas contidas no volume).

Seguindo a ordem dos programas, o livro abre com
um capitulo referente a Evolugdo do conceito de namero.
Os autores, numa exposi¢do coerente e clara, utilizam
fundamentalmente o principio de conservagdo das
regras de céalculo. E particularmente interessante, de
um ponto de vista elementar, o estudo dos nUmeros

(*) Boletim da Academia Cultural de JoTio de Deus, n.° 38.
Margo de 1958-

irracionais através das dizimas, o que permitiu uma
ligeira mas utilissima introducdo atécnica de calculo
numérico aproximado, de que no fim do capitulo ha
exemplos propostos, bastante elucidativos. Relativa-
mente a este assunto apenas me ocorre uma observa-
¢do : por que razdo os Autores, a par da demonstracao
de que «as dizimas infinitas que representam numeros
racionais sdo sempre periédicas», nao fizeram a
demonstracdo da proposicdo reciproca ?

Tratava-se apenas de uma aplicagdo curiosa e sim-
ples da nogdo de limite de uma sucessdo e, desta
forma, o corpo de doutrina relativo as dizimas ficaria
mais consistente.

O Capitulo 2.° —Ndmeros complexos — mantém o
alto nivel da exposicdo. Embora, em um outro passo,
se torne menos facil a compreensdo de certas ideias,
ndo pode escapar ao leitor atento a preocupacdo de
estabelecer um todo coerente. E, como sempre, o0s
Autores atingem o objectivo. Impde-se, no entanto,
uma pergunta: para que deixar reservada ao 2.°
volume (7.° ano) a demonstragcdo de que «todo o
nimero complexo ndo nulo tem duas e s6 duas raizes
quadradas» ? < ndo houve outras razdes que néo
fossem a de evitar a resolucdo de uma equagédo
biquadrada, podia ter-se seguido o critério da pag.
84, onde se considera a equagdo biquadrada como
caso especial de uma equacdo do 2." grau. Desta
maneira, o assunto ficava definitivamente arrumado
no lugar mais indicado para o fazer.

O capitulo 3." — Funcgbes reais de varidvel real —
¢ admiravel. Entre outros aspectos interessantes
saliento a distingcdo estabelecida entre a classificagédo
de expressdes analiticas e a de funcdes e o paralelismo
apontado com o que se passa no dominio numérico.
Que diferenga entre tudo isto e aquilo a que estiva-
mos habituados !

O mesmo podemos afirmar quanto ao capitulo 4.°
— limites de sucessdes — , em que o rigor, a clareza e
a sobriedade séo caracteristicas de tal modo eviden-
tes que tornam pouco possivel melhor realizagdo.
Além de tudo, o capitulo apresenta no final um con-
junto de questdes propostas que muito esclarecem a
matéria nele versada.

O capitulo 5.° —limites de fungBes de variavel real
— é também um modelo do que pode e deve fazer-se,
a este respeito, no ensino liceal. Abandona-se, intei-
ramente, a defini¢cdo de limite segundo Cauchy, através
do jogo de SS e St e utiliza-se, por sistema, a orienta-
¢do de Heine que recorre apenas as sucessdes. Foi
pena que o texto ndoincluisse aresolucdo de questdes
do tipo de algumas das propostas no final (por ex., as
questdes 15 e 16), o que tornava mais completa a
compreensdo das nogdes apresentadas.

— é curto mas

O capitulo 6." — Fungbes continuas
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incisivo. Parece-me, apesar de tudo, que uma exem-
plificacdo mais vasta, mesmo através de funcgdes defi-

nidas graficamente, podia alargar o alcance da
exposicéo.
O capitulo 7.°— Derivadas —, que comega por

uma introducdo clarissima, é exposto com todo o
cuidado. Em particular, é de assinalar a distingéo
feita entre o que é consequéncia légica de principios
e o0 que se admite, sem demonstracdo (**) por consi-
deragdes de ordem intuitiva. Quero destacar também
0 interesse posto em relacionar a doutrina do capitulo
com questdes de Cinemdtica que, salvo erro, sao
estudadas, em Fisica, no proprio 6." ano.

Passando ao capitulo 8." — Polinémios  numa  varia-
vel —, verifiquei que estd exposto na justa medida do
que pode interessar a alunos do ensino liceal. Uma
vez que foi posto de lado o caso da existéncia de
raizes multiplas, quase todas as demonstracdes assu-

BOLETIM
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mem um cardcter de extrema simplicidade. Impunha-
-se, no entanto, uma referéncia as raizes multiplas
que é feita s6 na 2.* edicdo da obra mas através de
uma nota pertinente.

O livro terminacom o estudo de Fracgdes algébricas.
Neste capitulo, depois de uma breve mas rigorosa
exposicdo sobre o que hé& de essencial em céalculo
operatério, é dada uma licdo magistral referente a
simbolos de impossibilidade e simbolos de indeter-
minacéao.

Podem alunos e professores do ensino liceal consi-
derar-se de parabéns por terem ao seu alcance uma
obra magnifica que muito deve ajudar uns e outros.
Oxalad todos saibamos aproveita-la !'»

Laureano Barros

(**) Os Autores odo deixam, evidentemente, de se referir a
possibilidade de demonstracdo rigorosa em estudos superiores.

BIBLIOGRAFICO

Nesta secgdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de Matematica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redaccéo.

123—CARI. B. BOYER - History of Analytic Geo-
metry— The Scripta Mathematica Studies —n."' 6/7
— Scripta  Mathematica. New York, 1956.

Em qualquer obra dedicada a Histéria da Matema-
tica, necessariamente se faz referéncia a Geometria
Analitica ; em especial, determinados trabalhos desti-
nam-se particularmente a aspectos bem definidos de
alguns capitulos ou ramos da Matematica. O desen-
volvimento histérico da Geometria Analitica, consi-
derado como um todo, apenas, porém, por duas vezes
foi encarado : de ambas as vezes por GINO LORIA e em
revistas de mateméatica —em 1923nos Memorie dei
Lincei e em 1942-45 na revista romena Mathematica.

Devemos no entanto dar relevo especial a obra do
nosso GOMES TEIXEIRA, premiada em 1899 pela Acade-
mia das Ciéncias de Madrid, publicada em 1905em
espanhol e mais tarde em 2." edi¢do, muito aumen-
tada, em francés, integrada nas suas Obras sobre
Mathematica: Tratado das Curvas Especiais Notaveis.

Aqui, diz GOMES TEIXEIRA, «comme dans I'édition
précédente nous étudions la forme, la construction, la
rectification et la quadrature, les propriétés et I'his-
toire de chaque courbe» ; aqui, o nosso compatriota
atinge grau de notdvel desenvolvimento no que res-
peita a qualquer dos aspectos a que atras faz refe-
réncia. Parece portanto justo classificar-se a obra
de GOMES TEIXEIRA como uma enciclopédia das curvas

planas e torsas que, no que respeita a parte histoérica,
contribui notavelmente para o conhecimento da evo-
lucdo e desenvolvimento dos métodos da analise mate-
méatica no estudo das curvas.

Presentemente a Scripta Mathematica nas suas
publicagdes «Studies» inclui uma obra do Prof. BOYER
que nos parece notavelmente original pelo seu objec-
tivo bem definido—Histéria da Geometria Analitica.

No seu livro, o Prof. BOYER comeca por dizer que
a origem da associacdo de relacdes numéricas com
configuracdes espaciais € pré-histérica e encontra
para justifica-lo as primeiras contribui¢cdes na ciéncia
do Egipto, Caldea, China, india, etc.

Toda a matematica grega estd impregnada da ideia
da equivaléncia —configuracdo geométrica — relacao
numérica —e tal facto estd largamente explorado pelo
Autor em dois capitulos com cerca de 40pags. —Cap. |
—As primeiras contribui¢cdes, cap. | —A idade Alexan-
drina.

Mas é propriamente com o despontar da Idade
Moderna que a Geometria Analitica toma corpo de
doutrina ; e o Autor da presente obra é na realidade
exaustivo ao analisar cinco séculos de desenvolvimento
e evolugcdo dum ramo de ciéncia riquissima em aspec-
tos, perspectivas e aplicagcdes, como é a Matematica.

No Cap. Ill (12 pags), procura nas civilizagdes
arabe, bizantina e industanica as origens das ideias
e obras dos primeiros anos do periodo moderno
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(Cap. 1V, 20 péags.). Como portugueses lamentamos
sinceramente quea obra de PEDRO NUNES seja tdo pouco
conhecida e que no caso presente séderelance e, refe-
rindo-se nomeadamente a BERNOULLI OAutor tenha
escrito : (DURER) aintroduced the idea of an asympto-
tic point and illustrated it by a curve strongly
resembling the logaritmic spiral. This curve, later
made famous by JACQUES BERNOULLI, may have been
suggested by the revived interest at the time inmap
construction ; it is the plane stereographic projection
of the loxodrome on the sphere, and the latter was
studied in 1530 by NUNEZ (1502-1578)». Atribuimos
o nome escrito em espanhol ao facto de a sua
Gltima obra, Livro de Algebra, ter sido publicada
em lingua castelhana em 1567 ; obra que convinha,
por seu lado, considerar em particular pela profunda
influéncia que teve no pleno desabrochar da Geome-
tria Analitica.

Os trabalhos de FERMAT e DESCARTES merecem ao
Autor no Cap. V e em 30 pags. longas consideragdes
e analise pormenorizada de conceitos originais e cri-
ticas actuais aos mesmos conceitos.

As reacgdes de certos matematicos do século xvn
a nova geometria s6 lhe vem dar forca e apoio —
Cap. VI (35 pags) e os métodos da Analise desde o
célculo integral de NEWTON e LEIBNIZ até a represen-
tacdo paramétrica das curvas, sistematizada por
EULER, s&olargamente comentadas nassuas relacdes
com a Geometria Analitica —Cap. V11 (55péags). No
Cap. VI faz-se referéncia, em nota de fim de péagina
a obra atras citada de GOMES TEIXEIRA.

O Autor termina o livro comdois capitulos —VIII
— A formulacédo definitiva (32 péags.) e | X — A idade
de Ouro (43 péags.).

Estas 75 paginas sao bem aproveitadas com a
analise minuciosa dasideias e conceitos que surgiram
e se desenvolveram durante dois séculos, desde
d'ALEMBERT até os nossos dias.

Consideramos que em qualquer descri¢do histérica
da evolugdo de uma ciéncia, nomeadamente da Mate-
matica, o expositor deve dar o devido relevo quea
influéncia do ambiente da vida social exerce em cada
momento sobre asideias criadoras, e consequente evo-
lucdo da mesma Ciéncia. O Autor parece partilhar das
mesmas consideracdes, ou pelo menos afirma nédo des-
conhecer que haja quem as defenda ; no entanto «a
esta regra geral parece haver varias excepgdes» diz,
«and the discovery of analytic geometry certainly
seems to be one of the exceptions». Permitimo-nos
discordar. O completo historiador é aquele que, além
do mais, consegue descobrir as causas de origem social
dos fendmenos histdricos. Neste ponto portanto consi-
deramos que a obra nédo atinge o seu objectivo histé-
rico. No resto, porém, pensamos que setrata de trabalho
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de excepcional valor tanto nadescricdo das relagdes dos
diversos estados da Geometria Analitica em relacéo
com os restantes ramos da Matematica como pela
extensa bibliografia apresentada no fim do volume.
E portanto obra que recomendamos vivamente a todo
o estudioso da Matematica e julgamos necessaria em

qualquer biblioteca publica.
J. G. T.

124 —J. CHINTSCHIN — MathemaMsche grundlagen
der QuanlenstaHsHk —Akademie Verlag—Berlin.

Nesta obra encontra o leitor uma fundamentacéao
rigorosa da Mecanica Estatistica Quantica mediante
a utilizacdo de resultados relativamente recentes
obtidos por GNEDENKO e seus colaboradores no domi-
nio do Célculo das Probabilidades.

O primeiro capitulo destina-se precisamente a
expor aqueles resultados refundidos, porém, no sen-
tido da sua imediata aplicacdo a estatistica quéan-
tica, o que lhe confere interesse préprio mesmo do
ponto de vista do especialista da teoria das probabi-
lidades. Concretamente, s&o estabelecidos, usando o
método das funcgdes caracteristicas, teoremas que
esclarecem o comportamento assintético, em certas
condi¢cbes, da lei de distribuicdo de umasoma de n
variaveis casuais inteiras. Os conhecimentos pressu-
postos s&o os que constam de qualquer curso normal
de Calculo das Probabilidades.

No segundo capitulo faz o autor uma exposigdo
muito clara da probleméatica formal da Mecanica
Quantica, que contudo nao dispensa o leitor deum
minimo de familiarizagdo com o assunto.

No terceiro capitulo é que se expde o objecto e o
método daestatistica quantica. Se, do ponto de vista
fenomenolégico (né&o estatistico) um sistema fisico se
encontra num estado perfeitamente definido (pelos
valores de um certo nimero, em geral pequeno, de
parametros), ja& do ponto de vista estatistico esse
estado encobre na realidade toda uma infinidade de
estados diferentes, todos compativeis com os valores
daqueles parametros. Ora,uma grandeza qualquer
relativa ao sistema devera ter, nateoria fenomenol6-
gica, um valor perfeitamente determinado (funcéo
dos valores dos referidos parametros) ; ao passo que
na teoria estatiBtica tera valores que diferem deum
para outro daqueles estados. E aqui que se pdeo
problema que o autor chama da representabilida.de do
valor médio e queé umverdadeiro problema de Fisica
Matematica. Consiste este problema em construir por
via puramente teérica umamédia tal dos valores da
grandeza que, com probabilidade préxima da unidade
ela coincida — ou quase coincida - como valor pre-
visto pela teoria fenomenoldégica.
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Seja U, ,U, .. ,U, um sistema ortonormal com-
pleto de func¢des proéprias do operador L da energia,
correspondente a um dado valor desta (quer dizer,
a um certo estado estacionario do sistema). O autor

define como valor médio microcanénico da grandeza
A, a que corresponde um operador St, a média
aritmética das esperancas mateméticas (E1 U,, U)

da grandeza nos diferentes estados U, :

S (O 17», 17»).

Tk

Tratando-se de um sistema submetido a uma esta-
tistica simétrica ou anti-simétrica, as fungfes U,
serdo correspondentemente apenas fungdes simétricas
ou apenas anti-simétricas.

O quarto capitulo é dedicado ao estudo exaustivo
da estatistica dos fotdes e culmina no estabelecimento
da férmula de PLANCK para a distribuicdo da energia
do espectro do corpo negro.

A estatistica das particulas materiais é abordada
no capitulo seguinte. Embora o método seguido seja
0o mesmo da estatistica dos fotdes, a situagdo é aqui
mais complexa, sobretudo porque no caso do sistema
de fotdes dotado de certa energia se da a circunstan-
cia simplificadora de né&o ser constante o nimero de
fotdes.

No Gltimo capitulo é dada a definicdo de entropia e
estabelece-se o0 segundo principio da Termodinamica.

Quanto a forma como a obra é escrita ba que
salientar ndo s6 a clareza da exposi¢cdo propriamente
matematica de um assunto que de sua naturezandao
é facil, como também, e principalmente, a analise
profunda que o autor faz de todas as ideias que sao
postas em jogo. Trata-se enfim de um verdadeiro livro
de fisica Matematica, na acepcdo classica desta

expressdo.
J. J. Dionisio
125 — R. RISSEH e C. E. TBAYNARD — Les Principes
de la Statistique Mathématique —Livre 11 —XI1 +

418 pags., 7000 frs.-Gauthier-Villars, Paris, 1958

Neste segundo volume completam os autores, com
a exposicdo das teorias da correlagdo e das séries
cronolégicas, a sua «vue d'ensemble» da Estatistica
Matematica.

Se € importante para o investigador a reducdo de
um conjunto de observacdes a um restrito nimero de
caracteristicas matematica ou empiricamente trata-
veis—matéria de que se ocupava o primeiro volume —
ndo o é menos a pesquisa de rela¢gdes de dependéncia
que possam apontar o caminho do esclarecimento das
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causas dos fendmenos. O instrumento estatistico ade-
quado é a teoria da correlagdo, que nesta obra se
acha exposta nos seis capitulos que constituem as
duas primeiras partes.

Além dos assuntos costumados, abordam-se nume-
rosas nogdes e alfaias especializadas que néao se
encontram correntemente na literatura anglo-sax6-
nica, notando-se ao mesmo tempo uma simpatica
preocupagdo nacionalista em «descobrir» precursores
gauleses na introducdo de um ou outro conceito...
Excitou particularmente o nosso interesse o capitulo
cm que se critica o coeficiente de correlacdo e se pro-
pdem as condi¢cées a que deve satisfazer um bom
indice de correlagdo, rtferindo-se os indices de GINI
e de JORDAN e uma classe geral de indices devida a
FRECHET. E pena, porém, que se n&o aflore sequer o
importante problema da distribuicdo desses indices,
sem a qual ndo é possivel ajuizar a significancia dos
valores obtidos na pratica.

Na terceira parte da obra, que ocupa cerca de
metade da sua extensdo, estudam-se as séries crono-
lé6gicas, encarando-se como habitualmente as suas
caracteristicas gerais, as flutuages sasonéarias, a
investigacdo das ligagOes entre termos sucessivos das
séries (autocorrelacdo) e a anéalise harmoénica.
E assunto que interessa especialmente aos economis-
tas, embora eventualmente encontre aplicacdo em
ramos fora da sua alcada, como a meteorologia.

Sobre a qualidade da exposicdo podem fazer-se os
mesmos reparos que se aplicaram ao primeiro volume
(Gazeta de Matematica, N.° 66-67): discutivel siste-
matizacdo dos assuntos, fraca insisténcia nos concei-
tos estatisticos a custa de excessiva proeminéncia
para os desenvolvimentos matematicos, auséncia
quase completa de exemplos de aplicacgéo.

N&o é, decididamente, livro que sirva aos princi-
piantes, ainda que providos de larga bagagem mate-
matica; mas também né&o parece que possa ser muito
Gtil aos especialistas, pelo menos como obra de refe-
réncia.

M. A. Fernandes Costa

Por absoluta falta de espaco néo foi possivel incluir
no presente nimero as criticas as obras seguintes :

WILHELM SPECHT — Elementare
zahls'dtze — 78 pags. — Deutsche Verlag der Wissen-
schaften - Berlin, 1956.

Beweise der Prin-

IWANENKO-SOKOLOW — Kilassische Feldtheorie — 348
pags. — Akademie Verlag — Berlin, 1953.
LANCELOT-HOGBEN—JStatistical Theory—George Allen

and Unwin, Ltd.— London.
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Editor - VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN, Berlin

WILHELM SPKOIT — Element art lieireise der Primzahlsitlze.

PAUL WOLF — Al gebraische  Théorie der Galoissrheii Algebren.

W. 1.SliIBXOW — l.ehrgang der hiberen Malhematil:, Teiler | bit tV,
P. S. ALKXAN >ROFH — EinfHhufiff in die Mengenlehre.

A. J .CHINSTSCHIN —Grundziige  der In/ormationstheorie.

Editor — WALTER DE GRUYTER & CO., Berlin

Sammlung Goschen

J. E .HOFMAXN — (ieschichte  der Mathematih, I elll.

H. HASSK — Huliere Algebra — 1 — [Aneare Gleichungen.

K KNOPF — Funktionentheorie — 1.

HESSENBERG-KXESER— Ebene und Sphériscbe Trigonometrile.

Editores — ETABLISSEMENTS CEUTERICK, Louvam e
GAUTHIER-VILLARS, Paris

Centre Belge de Recherches Mathématiques
Colloque D'Algebre Supérieure

Editor — GAUTHIER-VILLARS, Paris

Fase. CXXXV1l1l —C.BERCE — Théorie Générale des Jeux a n personnes.

Fase. CXXXIX —KING-LAI HIOMQ —Sw tes fonctions Méromorphes et les fonctions Algébroides.
Editor — LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE ALBERT BLANCHARD, Paris

II. WEYL — Tempi, Espace, Matiere, Legons sur la théorie de la gravitation générale.

L. FELIX — L'Aspect  Moderne, ties Mathématiques.
Editor - MASSON ET C.'", Paris

DANIEL DUOUE — Traité de statistique  théorique et  appliquée

\J. DERWIDUE — Introduction a l'algebre supérieure et au calexd numérique algébrique.

Editor - GEORGE ALLEN AND UNWIN, LTD., London
LANCELOT IIOODEN — Statistical Theory.
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