
G A Z E T A 
D E 

M A T E M Á T I C A 
J O R N A L D O S C O N C O R R E N T E S A O E X A M E D E A P T I D Ã O E D O S 

E S T U D A N T E S D E M A T E M Á T I C A D A S E S C O L A S S U P E R I O R E S 

ANO X I X N.° 70-71 M A R Ç O - J U N H O 1958 

S U M A R I O 

Uma órbita s imétr ica de um f o g u e t ã o para vôo 
em torno da L u a 

por G. A. Tchebolarct-

Observações as tronómicas dos sa té l i t e s artificiais 
por fí. O. Vicente 

As superf íc ies p lani f icáve i s e as envolventes das faces do 
triedro móvel 

por •/. Ribeiro de Albuquerque 

Problemas fundamentais da teoria da aprox imação 
funcional 

por Luis G. M. de Albuquerque 

Aspectos da actualidade M a t e m á t i c a 
por A. Pereira Gomes 

«Probabi l idades , erros e e s ta t í s t i ca» 
por M. A. Fernandes Costa 

Movimento Matemát i co 
Conferências na Faculdade de Ciências de Barcelona — Centro de E s ­
tudos matemáticos de Lisboa — Congresso internacional dos matemá­

ticos — Professor agregado da F . C . L . — Doutoramento 

Matemát icas Superiores 
Pontos de exames de frequência e finais 

Matemáticas Gerais — Geometria Descritiva — Cálculo Infinitesimal— 
Análise Matemática 

Crít ica de livros 

Boletim Bib l iográf i co 

DEPOSITÁRIO: L I V R A R I A S Á DA C O S T A / R U A G A R R E T T , 100-102 / L I S B O A 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 
EDITOR — Gazeta de Mateviática, Lda. ADMINISTRADOR — A. Sá da Costa 

Sede e Admini s tração — A v . João Crisóstomo, 4, 7 .°-D. — T e l . 771943 — L i s b o a - N . 

R E D A C Ç Ã O 
Redactores : J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo 

O U T R O S C O M P O N E N T E S 

E M P O R T U G A L : 

C o i m b r a : L . Albuquerque, L i sboa: Almeida Costa, Ferreira de Macedo, A. Sá da Costa, J . Calado, 
J . J . D i o n í s i o , J . Sebas t ião e S i lva , J . Ribeiro Albuquerque, M. Teodora Alves, Fernando de Jesus, Orlando 
M. Rodrigues ; Porto : Andrade Guimarães , F . Soares David, Laureano Barros, L Neves Real, Ruy L u í s Gomes. 

N O E S T R A N G E I R O : 

Argent ina — Buenos Aires: António Monteiro, L . A . Santa ló ; Mendoza: F . Toranzos; San Luis: Manuel 
Balanzat; Brasil — Belo Horizonte: Cr is tóvam dos Santos; Recife: L u i z Freire, Manuel Zaluar, Newton Maia e 
A. Pereira Gomes; Rio de Janeiro: Achil le Bassi , Leopoldo Nacbbin, Maria L a u r a Mousinho e Maurício Peixoto; 
São Paulo: Omar Catunda ; Espanha — Barcelona : Francisco Sanvisens ; Madrid: Sixto Rios G a r c i a ; 
Itália — Roma : E m m a Castelnuovo; França — Paris: Paul B e l g o d è r e ; Suissa — Zurich : H . Wermus ; 
Uruguay — Montevideo: Rafael L a G u a r d i a ; U . S. A . — Lincoln: Maria Pi lar Ribeiro. 

Toda a c o l a b o r a ç ã o enviada para publ icação nesta revista deve ser dactilografada. 
A G . M. não dá separatas dos artigos publicados, excepto no caso de prévio acordo 

entre o Autor e a Redacção. 

A C A B A D E S A I U 

Conceitos Fundamentais da Matemática 
POR BENTO DE JESUS CARAÇA 

RETICULADOS ALGEBRA MODERNA 
(SISTEMAS PARCIALMENTE ORDENADOS) 

por V a n der W a e r d e n por JOSÉ MORGADO por V a n der W a e r d e n por JOSÉ MORGADO 
Trad, de Hugo Ribeiro 

V O L U M E 1 
Trad, de Hugo Ribeiro 

PREÇO 6 0 $ 0 0 Vol 1 - PREÇO 2 0 0 $ 0 0 
PUBLICAÇÃO UA JUNTA D E INVESTIGAÇÃO MATEMÁTICA 

Os sócios da S. P. M., assinantes da «Gazela de Mat.» e da tPortugaliae Math.*, beneficiam para estas obras do desconto de 20 °/0. 

Tipografia Matemática, I..da — Av. JoSo Crisóstomo, 4, 7 . ° - D . —Tulefone 771943-LISBOA N. 



A N O X I X — N . ° 70-71 GAZETA DE MATEMÁTICA M A R Ç O / J U N H O - 1 9 0 8 

BOTTOK: Gazeta de Matemática, Lda. ADMIKISTRADOR : A. Sá da Costa 

R K D A O T O R B f l : J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo 

Composto na Tipografia Matemática, Lda. —Avenida Jo io Crisóstomo, 4, 7.°, Dto.—Telef. 771943—LISBOA-N. 

U m a órbita simétrica de um foguetão 
para voo em torno da Lua(*) 

por G . A. Tc/iebofarev 

§ 1 . Pos ição do problema 

Neste artigo apresenta-se a solução do se­
guinte problema : determinação das condições 
iniciais do movimento, em face das quais um 
foguetão, encontrando-se para t = 0 sobre a 
superfície da Terra, realiza um vôo em torno 
da L u a e volta à Terra sem dispêndio de 
combustível durante o percurso. 

Tomemos para origem das coordenadas o 
centro da Terra ; além disso consideremos o 
plano xy como o da órbita da L u a . Despre­
zando a excentricidade da órbita da Lua , 
consideremos o movimento da L u a como 
circular. 

As perturbações devidas ao Sol e planetas 
estão fóra dos limites de exactidão dos cál­

culos adoptados no presente trabalho. As 
simplificações feitas não têm carácter essen­
cial e fàcilmente podem ser tidas em conta 
em caso de necessidade. 

Admitamos que no instante inicial t0, a 
L u a e o foguetão se encontram sobre o eixo 
dos se, e que, além disso, a distância x° do 
foguetão à Terra ó maior do que a distância 
a?î, da Terra à Lua , sendo também a veloci­
dade do foguetão igual a zero. Na ausência 
de perturbação devida à L u a , movendo-se o 
foguetão sobre o eixo dos x, atingirá a 
superfície da Terra com velocidade que é 
igual à velocidade necessária para que o fo­
guetão seja atirado até a altura inicial x°. 

As perturbações da L u a deformam a tra­
jectória rectilínea do foguetão, e de modo 

(*) No nosso artigo « A cr iação de um sa té l i t e artificial da Terra» (Gaz. Mat. 68-69), prometemos obter, 
da especialistas competentes, ou artigos ou elementos que permitam desenvolver qualquer pormenor de inte­
resse, relativos aos problemas que se debatem actualmente no campo da Cosmonáut ica . 

O A c a d é m i c o , Prof. G L E B A L E X A N D R O V I C H T C H E B O T A E E V , Doutor em F í s i c a - M a t e m á t i c a , Director da Bibl io­
teca da Academia das Ciênc ias da U R S S em Leningrado, é um dos mais destacados especialistas dos 
problemas de determinação das trajectór ias de f o g u e t õ e s no espaço cósmico . 

Ao Prof. T C H E B O T A E E V estamos extremamente gratos por permitir a publ i cação na Gaz. Mat. da presente 
tradução do seu artigo «S immetr i tchnaja Traectori ja Raket i dljá Poleta Vokrug Lúni» do «Bul le ten Instituts 
Teoretitcheskoi Astronomi i» , Tomo V I , n.° 7-(80) 1957, Izdatelstvo Academii Nauk S S S R . 

J . O. T. 
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geral, o foguetão no seu movimento a partir 
do ponto x°, já não toca a superfície da Terra 
mas passa a certa distância r m i n do centro da 
Terra. 

É evidente que, aumentando o valor inicial 
x°, aumentamos a distância do foguetão à Lua 
A°t=x°— x\ e por consequência diminuímos as 
perturbações lunares. Por aproximações 
sucessivas é possível conseguir-se que seja 
verificada a desigualdade 

Tmin < R , 

onde R é o raio da Terra. 

Supúnhamos agora que o movimento da 
Lua é o invertido. Então o foguetão, partindo 
do ponto x°, descreve nova trajectória, simé­
trica da que acaba de ser construída. A po­
sição e velocidade do foguetão no instante 
da queda dão as condições iniciais indispen­
sáveis para lançar o foguetão para a posição 
x°. Nestas condições, o movimento inverso 
da Lua deve-se substituir, indispensávelmente, 
pelo directo. 

Assim é construída a trajectória, que con­
siste em dois ramos simétricos, para um vôo 
do foguetão em torno da L u a com retorno 
para a superfície da Terra. 

Neste trabalho tomam-se os seguintes valo­
res numéricos para as constantes astronó­
micas 

raio médio da órbita da L u a a 4 = 384.400 K m 

período da revolução da L u a Pi = 655,72 horas 

massa da L u a m1 = 0,012277 

raio da T e r r a R — 6.378 K m . 

§ 2 . Primeira aprox imação 

Em primeira aproximação, a distância do 
foguetão à Terra, para t = 0 , ó aceite como 
igual a 4 0 0 . 0 0 0 km. Deste modo, as condi­
ções iniciais de integração são definidas pelos 
seguintes dados 

( 1 ) 
a» = 4 0 0 . 0 0 0 Km x0 

y o o 

A distância inicial do foguetão ao centro 
da L u a ó A° = 1 5 . 6 0 0 km. A integração 

numérica foi ordenada pelo método de 
C O W E L L [ 1 ] com as fórmulas bem conhecidas : 

(2) 

onde 

(3) 

x = / - 3 + 0 , 0 8 3 3 3 3 / 

y — g-*4 0 , 0 8 3 3 3 3 , ? 

f = w2 x = — M 3 A;2 \-X 
7*5 

X o2 £ 2 1 

(4 ) 
A3 

Y=rfk*m —? 
A' 

Os termos 

X\ = — w2 Jc2 m t —-
« i 5 

raio da L u a » , = 1.740 K m . 
F , = — C,>3/ C 2 m i 

É adoptado o sistema de unidades : kiló-
metro, hora, massa da Terra. Neste sistema, 
o valor numérico da constante de G A U S S 
é dado por 

k = 2 , 2 6 9 9 x 106 . 

Todos os cálculos são feitos com cinco 
decimais exactas. 

estão situados fóra dos limites de precisão 
dos cálculos e consequentemente são regei-
tados. 

O intervalo de integração M é tomado 
como igual a uma hora. Para t > 1 0 0 horas 
as perturbações tornam-se insignificantes e o 
movimento ulterior do foguetão pode ser 
considerado como não perturbado. 
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Para t = 100 horas a integração numé­
rica dá 

£c== 40.914 Km x = — 9575 
(5) y = 72.431 Km y = — 3209 

r - 83.188 Km A = 301.700 Km 

As velocidades são expressas na unidade 
de tempo, igual a w de 24 horas ; convém 
dividi-las por w/c antes da dedução dos ele­
mentos. Os elementos são calculados pelas 
seguintes fórmulas : 

e sen E = —= 
Va rr = xx +yy 

(6) V* = «a + y* e cos £ = r F 3 - 1 

M= E — esenE 

sen TT = — cos E — y s/ a sen £ 
r 

cos u = — cosB — xyo sen 25 , 

Os parâmetros, que nos interessam, da 
elipse osculatriz [2 j são : 

( ? ) 

a = 235.200 Km 
e - 0,85980 
' m i n — 

32.975 Km 
Deste modo, o foguetão passa à distância 

de 26.597 km. da superfície da Terra. 

§ 3 . Segunda aprox imação 

Na segunda aproximação aumentamos a 
distância inicial do foguetão à Lua , conside-
rando-a igual a A° = 31.600 km. 

Como mostra a integração na primeira 
aproximação, o intervalo « pode ser subs­
tancialmente aumentado. Consideremos assim 
M = • 2 horas. 

As condições iniciais para a segunda apro­
ximação são 

(8) 
xO = 416.000 K m x0 = 0 
y0 = 0 3/o = 0 

Para í = 100 horas a integração numérica 
dá os seguintes resultados : 

x = 169.374 Km - 11920 
(9) y = 36.5^5 Km y — + 134 

r = 173.280 Km A = 282.670 K m 

Calculemos a órbita o scu la tr i z para 
t = 100 horas 

( 1 0 ) 
a = 215.200 Km 
e a 0,97598 ir— 176", 72 

M 
it ' 

230 70 

n — 1», 303 (por hora). 

Desprezando, como na primeira aproxima­
ção, as perturbações para t = 100 horas, cal­
culamos a distância do perigeu do foguetão 

r m i n — 5.169 K m . 

Portanto, o foguetão, no seu movimento, 
toca obrigatoriamente a superfície da Terra. 

Determinando as condições da queda a 
partir da igualdade r = R = 6378 Km, vem : 

( 1 1 ) 
M= —00,16 
V= 11.080 m/s 

Conhecendo a velocidade angular média, n, 
do foguetão, facilmente se calcula que a dis­
tância é A M = 23° ,54 , no caso da trajectó­
ria não perturbada, contada a partir do ins­
tante <ioo até o instante da queda ; isto ó o 
foguetão leva então A t = 18,07 horas. 

Assim, o tempo total do movimento, desde 
o ponto x° até o instante de queda na super­
fície da Terra totaliza 118,07 horas, ou sejam 
4,92 dias. 
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1 JII.07 

• >•»« 

171. 

• 168. 

 

  

(1) 1." aprox imação 
(2) 2.» » 
F K , P o s i ç ã o do f o g u e t ã o Í T t U ) para t = 28,07 
Lça, Pos i ção da lua(*,,i/,> para t = 68,07 

El ipse osculatriz para a 1.* aprox imação 
Idem para a 2.* aprox. para o instante i ' 5 ' = 10O 
Trajec tór ia completa do f o g u e t ã o constru ída a partir 
dos dados da tabela 

E S C A L A 1 mm ~ 4.000 K m 

•f L!BD7 

L48flT 

E m virtude da simetricidade do segundo 
ramo da trajectória em relação ao eixo dos 
x, as condições iniciais de lançamento do 
foguetão para o vôo em torno da Lua são 
definidas pelos seguintes parâmetros : 

a = 215.200 K m M = + 0°,16 
e =0,97598 TT = 1830,18 

(12) 

Ve loc idade inicial, V0 = 11.080m/s . A 
duração total do vôo do foguetão é de 
236,14 horas ou 9,84 dias. A menor distância 
do f o g u e t ã o à superfície da L u a é de 
29.860 Km . 

Neste trabalho é dada apenas a solução 
esquemática do problema posto. 
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t y 2=1 n A 
Horas (1.000 Km) (1.000 Km) (1.000 Km) (1.000 Km) (1.000 Km) (1.000 Km) 

18,07 169,4 - 3 6 , 6 173,3 221,0 - 3 1 4 , 5 282,7 
28,07 221,9 - 3 4 , 6 224,6 250,1 - 2 9 1 , 9 258,8 
38,07 264,1 - 3 1 , 1 265,9 276,9 - 2 6 6 , 6 235,3 
48,07 299,0 - 2 6 , 7 300,2 301,1 —238,9 212,1 
58,07 328,1 - 2 2 , 0 328,8 322,6 —209,0 187,1 
68,07 352,4 - 1 7 , 2 352,8 341,1 —177,2 160,3 
78,07 372,6 —12,4 372,8 356,5 - 1 4 3 , 8 132,0 
88,07 389,0 - 7,8 389,1 368,6 -109 ,0 103,0 
98,07 401,9 - 3,8 401,9 377,4 - 73,2 73,6 

108,07 411,1 — 0,9 411,0 382,6 - 36,8 45,7 
118,07 414,9 0 414,9 384,4 0 30,5 
128,07 410,3 + 0,5 410,3 382,6 + 36,8 45,6 
138,07 400,4 + 3,5 400,4 377,4 + 73,2 73,4 
148,07 386,8 + 7,6 386,8 368,6 + 109,0 103,0 
158,07 369,6 + 12,3 369,8 356,5 + 143,8 132,0 
168,07 348,6 + 17,2 349,0 341,1 + 177,2 160,2 
178,07 323,3 + 22,2 324,5 322,6 + 209,0 186,8 
188,07 293,2 + 27,0 294,8 301,1 + 238,9 212,0 
198,07 257,0 + 31,4 259,3 276,9 + 266,6 236,0 
208,07 213,2 + 34,9 216,4 250,1 + 291,9 259,5 
218,07 158,2 i-36,7 162,7 221,0 + 314,5 284,7 

As investigações ulteriores devem seguir 
em três direcções : 

1 — Estudo da estabilidade da trajectória 
teórica relativamente às condições ini­
ciais do movimento. 

2 — Estudo da in f luênc ia dos erros das 
constantes astronómicas adoptadaB no 
movimento do foguetão. 

3 — Passagem ao problema real em resul­
tado da renúncia às simplificações 
feitas no presente trabalho. 

§ 4 . C á l c u l o de controle. 

E m conclusão do trabalho, foi feito o cálculo 
de controle de todo o percurso do foguetão 
desde a partida da superfície da Terra até o 
regresso inverso à Terra. Como dados de 
partida serviram os elementos elípticos (12). 

Durante as primeiras 18,07 horas de v ô o , o 

movimento foi considerado como não pertur­
bado. As medidas fundamentais que carac­
terizam o movimento perturbado são indi­
cados na tabela junta. Pelos dados numéricos 
desta tabela fàcilmente se vê [3] o efeito da 
acumulação de erros no processo de integra­
ção numérica. É necessário notar também a 
inexactidão dos dados iniciais (12), que são 
obtidos como resultado da integração numé­
rica. 

A órbita elíptica osculatriz calcula-se para 
o instante <ioo : 

a--= 214.247 Km 
(13) 0 =0,97524 

rmta = 5.313 Km 

Deste modo, o foguetão no seu movimento 
pela órbita não perturbada toca a superfície 
da Terra. 

Os cálculos de controle são feitos pelo 
colaborador científico do Instituto, M. C . 
V O L K O V . 
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§ 5 . Etapas fundamenteis da conquista do 
e s p a ç o inrerplanerário. 

Qne significado prático tem o problema 
examinado no presente trabalho ? 

Para responder a esta questão, é necessário 
dizer algumas palavras sobre as étapas 
fundamentais da conquista do espaço inter-
planetário. É possível marcar três étapas 
fundamentais na organização dos vôos inter-
planetários : 

I etapa—vôos de foguetões não dirigidos; 

l i etapa—vôos de foguetões automáticos 
dirigidos ; 

I I I etapa—vôos de foguetões dirigidoB com 
passageiros. 

Para lançar no espaço interplanetário um 
foguetão, privado de combustível próprio (e, 
consequentemente, não dirigido), com alguns 
quilogramas de peso, é necessário construir 
um foguetão de três andares, cujo peso 
inicial será igual a 16,81. Mas já para o 
peso útil dum terceiro andar de 100 kg o 
peso inicial do foguetão sobe a 62,41. (em outra 
variante — 90,9 t). Para criar um satélite arti­
ficial de 361 de carga útil o peso total do 
foguetão de três andares deve ser igual a 
7.0001, das quais 90° / o ó de combustível 
(projecto BROWN). Para comparação, indica­
remos que o peso inicial das V-2 ó ao todo 
12,9 í . 

Deste modo, as possibilidades da técnica 
contemporânea não vão fora dos limites de 
realização da I etapa das comunicações inter-
planetárias (foguetões não dirigidos). 

A realização das I I e I H etapas requer, sem 
dúvida, em princípio, uma solução nova para 
o problema do combustível do foguetão. 
Além disso, a realização da I I I etapa está 
ligada a uma série de problemas difíceis, e 
ainda não esclarecidos, de carácter biológico 
e médico (complexidade especial representa a 

defesa da actividado biológica contra as 
radiações cósmicas). 

Que problemas podem sor solucionados na 
I etapa com o auxílio dos foguetões não diri ­
gidos ? 

Indicaremos três desses problemas : 

1 — problema : — Criação dum satélite arti­
ficial da Terra. As órbitas dos satélites 
podem ser muito variadas. 

2 — problema : — Embora o vôo à Lua dum 
foguetão não leve consigo qualquer 
carga útil e não possa impedir a sua 
queda na superfície da L u a , o signifi­
cado científico de tal vôo ó extraordi­
nariamente importante. 

3 — problema : — Vôo à volta da L u a com 
regresso à Terra. Para frenar o fogue­
tão na atmosfera empregam-se plana­
dores e paraquedas. A realização deste 
projecto torna possível fotografar o 
hemisfério lunar invisível da Terra. 

Todos estes três problemas, de dificuldade 
técnica aproximadamente idêntica, serão 
provavelmente resolvidos uns após outros no 
decurso dos próximos 5-10 anos. 

Contudo, do ponto de vista da mecânica 
celeste, o segundo e especialmente o terceiro 
são problemas muito mais úteis de que o pri­
meiro. Para a atenção destes problemas 
deve voltar-se a atenção dos astrónomos que 
se interessam pelas questões de cosmonáutica. 

Na lista bibliográfica são indicados os tra­
balhos fundamentais publicados em russo. 

L I T E R A T U R A 

K o N D i i A T i r K , Y . V . , 1 9 4 7 — A conquista do espaço inter­
planetário. Defesa, 8 4 p á g s . 

Kvo i , I . e I . Y U T E N B O G A R T , 1 9 5 0 — O foguetão dinâmico. 
Defesa, 232 p á g s . 
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O B E H T H , T . , 1 9 4 8 — Meios de realização dot vôos cósmi­
cos. Defesa, 2 3 2 p á g s . 

R I N I N , N . A. , 1 9 2 8 - 1 9 3 2 — Comunicações interplanetá-

rias. P u b l i c a ç õ e s 1 -9 . 

T S A N D E B , F . A . , 1 9 4 7 — O problema do vôo por meio de 
foguetões. Defesa, 2 4 0 p á g s . 

T S I O L K O W B K Y , K. E . , 1 9 5 1 — A e r o d i n â m i c a . Obras com­
pletas 1. A N C C C R , 2 6 8 p á g s . 

T S I O L K O W S K Y , K . E . , 1 9 5 4 — Aparelhos de vôo de reacção 
Obras Completas 2 . A N C C C R , 4 5 5 p á g s . 

S T E R N F E L D , A . , 1 9 3 7 — Introdução à cosmonáutica. 
O N T I , 3 2 0 p á g s . 

E S M A U L T - P E L T E R I E , R . , 1 9 5 0 — Vôos cósmicos. DefeBa, 
1 4 8 p á g s . 

Entrou na redace&o a 3 da Abril de 1956. 

7 

N O T A S 

[1] Sobre o método de C O W E L L para órbi tas pertur­
badas, consultar G . S T R A C K E — Bahnbestimmung der 
Planeten und Kometen, — § 78-b. 

[ 2 ] E l ipse osculatriz significa aqui a órbi ta que o 
f o g u e t ã o seguiria, suposta nula a in f luênc ia pertur­
badora da L u a . N ã o tem o significado geométr i co que 
exige nm contacto de 2.* ordem. 

[ 3 ] Pela falta de simetria em relação ao instante 
t •= 118,07 h dos valores de x e y. 

As presentes notas e figura, inc lu ídas no texto, 
não pertencem ao artigo escrito na l í n g u a original. 
Resultaram da valiosa co laboração dos E x . " " Senho­
res : Drs . A . C H A V E S , S. D I N I Z , A r q . H . GANDRA e 

Com." P . M A G A L H Ã E S , na in terpre tação de alguns pon­
tos mais delicados do trabalho. A todos manifestamos 
o nosso reconhecimento. 

J . G. T. 

Observações astronómicas dos satélites artificiais 
por Raimundo Oliveira Vicente 

Com os primeiros lançamentos, coroados 
de êxito, de satélites artificiais da Terra, 
aparece um novo capítulo na longa história 
dos estudos astronómicos e que tem por fim 
não só a observação como também a deter­
minação das órbitas dos satélites. Este novo 
capítulo da Astronomia não apresenta nem 
novos métodos de observação nem conceitos 
teóricos originais, limitando-se a adaptar con­
venientemente processos já utilizados em 
outros campos de Astronomia. 

Desta maneira vamos considerar no pre­
sente artigo os métodos de observação que 
se poderão utilizar para detectar a presença 
de satélites artificiais. Uma das vantagens 
destas observações reside no facto de se 
terem antecipadamente dados precisos acerca 
da forma, dimensões e constituição dos saté­
lites o que, sob o ponto de vista astronómico, 
ó um caso único. Precisamente uma das 
características das observações astronómicas, 
até à época actual, reside no facto de se não 
ter conhecimento prévio das características 

do astro que se observa, características essas 
que se obtêm depois de efectuadas as obser­
vações. 

As possibilidades de observação dos saté­
lites dependem dos processos utilizados para 
a observação dos astros e que se podem clas­
sificar em dois grupos —visuais e rádio-astro-
nómicos — conforme o comprimento de onda 
das radiações recebidas. E m virtude da exis­
tência da atmosfera, as radiações que se po­
dem observar à superfície da Terra estão 
situadas na região visível do espectro e na 
região que vai desde alguns centímetros até 
às dezenas de metros ; estas duas regiões 
são as únicas em que as radiações não são 
absorvidas pela atmosfera terrestre. 

As observações astronómicas correspon­
dentes à região visível têm sido efectuadas 
desde os princípios das civilizações humanas 
ao passo que as observações correspondentes 
aos comprimentos de onda maiores só têm 
sido feitas recentemente, especialmente a par­
tir da 2.* guerra mundial, beneficiando dos 
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grandes progressos realizados no campo da 
electrónica, e costituindo o que se chama 
presentemente a Rádio-Astronomia. 

Os comprimentos de onda das radiações 
observadas condicionam os métodos aperfei­
çoados para o seu estudo, e por isso vamos 
indicar seguidamente algumas das caracterís­
ticas dos métodos visuais e dos processos 
rádio-astronómicos da observação de satélites. 

Para uma observação visual ser efectuada 
nas melhores condições é necessário conhe­
cer qual é a magnitude do satélite e quais os 
instantes em que a observação é fácil de se 
efectuar. Qualquer destes problemas se pode 
resolver fàcilmente, utilizando expressões 
conhecidas da Astronomia de posição, como 
vamos mostrar no caso da determinação da 
magnitude de um satélite. 

Consideremos a figura junta que nos mos-

  

 

tra geomètricamente as condições do ilumi­
nação do satélite. Seja O o local de observa­
ção do satélite S, de raio r , situado à dis­
tância D de O e cuja altura é h,, contada 

a partir do horizonte Zénite racional HIV 
do lugar. 

Figurando a direcção dos raios solares que 
incidem no satélite e no observador, seja h& 

a altura do Sol para o observador O, o ân­
gulo a = hs-\-hQ denomina-se ângulo de fase 
e dá-nos uma indicação sobre a superfície 
iluminada do satélite que é visível de O. 
Supondo que o satélite se encontra a uma 
distância d acima da superfície terrestre, 
e como ó conhecido o raio R da Terra, 
verifica-se trigonomètricamente que os valo­
res de D e ha são funções do parâmetro 
a indicado. 

Vamos considerar o caso de um satélite 
esférico que reflecte completamente toda a 
luz incidente. A lei de L A M B E R T , estudada na 
Óptica, permite-no8 determinar a intensidade 
luminosa dum elemento superficial dS do 
satélite por unidade de ângulo sólido, numa 
direcção fazendo um ângulo e com a normal 
à superfície do satélite : 

dq = cos i'cos s dS 
n 

sendo a o albedo do satélite devido a ser ilu­
minado pelo Sol, F0 o fluxo incidente e i o 
ângulo de incidência (contado a partir da nor­
mal à superfície do satélite). Exprimindo o 
elemento de superfície dS em coordenadas 
esféricas e integrando entre limites conve­
nientes obtém-se a seguinte expressão 

2 aF0 r . , q = - rl [sen n + (ir — a) cos aj . 
3 7T 

Se não houvesse atmosfera, o observador 
situado à superfície da Terra veria o satélite 

com a iluminação E = -3— . Para atender 

porém à acção da atmosfera considera-se 
ainda um coeficiente exponencial e-o,ii7coseo n, 
dado em função da altura do satélite. A ex­
pressão final será assim 

E = 2_ OFQ r2_ ^ ff-je_0ill7cosec h 

3 7T Z ) 2 L 1 
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E m Astronomia costuma-se exprimir a 
iluminação de um astro em função duma 
grandeza denominada magnitude aparente. 
Por exemplo, a magnitude aparente de Sírius 
que é a estrela mais brilhante da esfera celeste, 
é igual a — 1,58. 

A magnitude aparente m é definida a par­
tir da fórmula de P O G S O S 

m = m0 + 2,5 ] g § 

onde podemos considerar m0 = — 26,7 como 
sendo a magnitude aparente do Sol cuja ilu­
minação é E0. Introduzindo nesta expressão 
o valor de E obtido anteriormente, podemos 
calcular a magnitude aparente de qualquer 
satélite de raio r conhecido e situado a uma 
distância D do observador. Como se verifica 
pela fórmula, a magnitude aparente do saté­
lite depende também do albedo a que ó fun­
ção da constituição da sua superfície exterior, 
da altura hs a que é observado e do ângulo 
de fase a. 

Para determinar as condições em que o 
satélite se pode observar visualmente ó ainda 
necessário considerar não só qual a magni­
tude limite que se pode ver mas também o 
brilho da esfera celeste. 

O limite da magnitude aparente que ó visí­
vel à vista desarmada depende do brilho da 
região da esfera celeste em volta do astro, 
tendo-se feito determinações experimentais 
que forneceram valores das magnitudes apa­
rentes que são visíveis em condições diferen­
tes de brilho. Assim, por exemplo, quando 
Ig B = 0,5 a magnitude aparente limite é 
igual a + 0,75 . 

Quando se observa através de instrumentos 
astronómicos evidentemente que a magnitude 
limite aumenta, verificando-se que esse au­
mento Am é dado, em 1." aproximação, pela 
expressão Am = òlgM sendo M o poder 
amplificador do instrumento. 

Quanto ao brilho da esfera celeste verifi-
ca-se que varia ràpidamente durante o cre­

púsculo e que o aumento de brilho, a partir 
do zénite até uma altura de 60°, ó somente 
da ordem dos 30°/0> quando a atmosfera está 
muito transparente e para uma altitude de 
cerca de 3,5 km. Ao nível do mar, em vir­
tude da maior quantidade de ar existente, o 
brilho é cerca de 1,5 vezes superior. 

Com estes elementos pode-se calcular a 
visibilidade de qualquer satélite. Para isso 
basta determinar o brilho da esfera celeste 
(Ig B), a magnitude aparente limite mUm refe­
rente a este brilho e em seguida comparar 
esta magnitude limite com a magnitude apa­
rente m calculada para o satélite. Efectuando 
estes cálculos podem-se construir tabelas 
como a seguinte : 

Visibi l idade de um satélite de 5 3 cm de diâmetro, 
reflectindo roda a luz incidente, situado a 3 2 0 km 
de altitude (d = 3 2 0 k m ) , visto no crepúsc. (h... 0°) 

a 
D 
km TO IgB mlim m — mlim M 

90° 320 5,51 0,90 0,00 5,51 12,5 

41,8 468 5,40 1,20 - 0 , 6 0 6,00 16 

22,2 750 6,41 1,40 - 1 , 0 5 7,46 31 

19,7 1170 7,66 1,55 - 1 , 3 5 9,01 63 

4,35 1600 9,32 1,60 - 1 , 4 5 10,77 >100 

A diferença ni — mUm dá-nos uma ideia da 
facilidade (no caso de ser negativa) ou difi­
culdade (no caso de ser positiva e ter um 
valor numérico apreciável) com que se 
observa o satélite. O valor tabulado M dá-nos 
a amplificação mínima que ó necessária para 
que o satélite se veja ; evidentemente que a 
amplificação a utilizar no instrumento deve 
ser superior aos valores indicados. 

Estes estudos permitem chegar às seguin­
tes conclusões : 

l . a — A região da esfera celeste na qual 
o satélite pode ser mais fàcilmente identifi­
cado corresponde a uma altura de 55° a 90°, 
na direcção oposta à do Sol. 
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2. a — As melhores condições de visibili­
dade, para um satélite passando no zénite do 
observador, têm lugar quando o Sol tem uma 
altura de — 5 o a — 17°. 

3. a — Se a altitude do satélite fôr superior 
a 320 km, a sua observação torna-se difícil 
em virtude do brilho variar com o inverso 
do quadrado da distância. Tem no entanto as 
seguintes vantagens : o céu apresenta-se mais 
escuro, o satélite será iluminado durante 
períodos maiores no crepúsculo e além disso 
parece mover-se mais lentamente na esfera 
celeste, tornando assim mais fácil a observa­
ção com instrumentos. 

4. a — O s cálculos foram feitos supondo 
que a atmosfera é muito transparente. No 
caso de a atmosfera apresentar pouca trans­
parência, o seu brilho aumenta, diminuindo 
o brilho do satélite. Por isso os locais de 
observação devem estar situados em regiões 
em que a atrrosfera tenha boa transparência, 
como sucede, por exemplo, em regiões de 
elevada altitude. 

De todos estes resultados podemos deduzir 
as melhores condições práticas para a obser­
vação de satélites. Verifica-se assim que se 
deve preferir a observação com um binóculo 
ou um instrumento astronómico (luneta ou 
telescópio) com pequeno poder amplificador 
e com um campo razoável, isto ó, que a 
região da esfera celeste observável seja sufi­
cientemente grande. Um binóculo 7 x 5 0 , 
cujo poder amplificador ó de 7 vezes, sendo 
o diâmetro da objectiva de 50 mm, permitirá 
observar fàcilmente os satélites. 

As observações dos satélites que estamos 
a considerar têm por fim a determinação da 
órbita do satélite com o maior rigor possível 
para que, a partir do conhecimento da órbita, 
se possam obter as coordenadas das várias 
grandezas físicas determinadas pelos instru­
mentos científicos transportados pelos satéli­
tes. 

As observações visuais de satélites podem 
dividir-se em dois grupos, conforme são fei­
tas por amadores ou profissionais, desempe­
nhando um papel importante as observações 
de amadores visto que, como vimos, as 
observações de satélites são difíceis pelas 
condições especiais em que se encontram os 
objectos a observar. 

As observações só apresentam interesse 
quando, no momento da observação, se regis­
ta o tempo por meio de cronógrafos ou cro-
nómetros. 

Algumas das observações visuais e foto­
gráficas de amadores que apresentaram maior 
interesse foram efectuadas na Nova Zelândia, 
região situada numa posição favorável para 
as observações do primeiro satélite russo, 
visto que a órbita do satélite passava preci­
samente por cima da Nova Zelândia durante 
o crepúsculo vespertino quando o satélite e 
o foguetão que o acompanhava estavam ainda 
iluminados pelo Sol. 

As observações dos foguetões dos primei­
ros satélites russos eram relativamente fáceis 
devido às suas dimensões. Assim observa­
ções visuais e fotográficas (algumas delas 
feitas com máquinas de formato 35 mm) 
efectuadas na Irlanda permitiram determinar 
o período de revolução e a variação do semi-
-eixo da órbita. 

O programa americano de observação dos 
satélites por amadores está organizado de 
modo a que as observações sejam efectuadas 
por grupos, denominando-se aMoonwatch 
Program », havendo numerosos grupos de 
amadores integrados neste programa não só 
nos Estados Unidos como também na Amé­
rica do Sul e no Japão. 

As observações dos satélites feitas por 
astrónomos são efectuadas principalmente por 
métodos fotográficos que permitem maior 
precisão na determinação dos elementos da 
órbita. Uma das câmaras fotográficas utiliza­
das ó uma câmara SCHMIDT F / l de 51 cm de 
abertura, permitindo fotografar uma região 
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da esfera celeste de 30° de diâmetro ; verifi-
ca-se que uma tal câmara pode registar as 
imagens de uma esfera d6 38 cm de diâmetro 
situada a cerca de 1600 km. A precisão das 
observações depende principalmente da pre­
cisão com que se consegue registar o tempo, 
utilizando-se por isso os relógios de quartzo. 
Colocando várias destas câmaras em regiões 
convenientes para a observação dos satélites, 
conseguem-se obter informações precisas da 
maior parte da trajectória do satélite. 

A partir das observações, visuais e foto­
gráficas, determina-se a órbita do satélite 
utilizando os métodos clássicos da Mecânica 
Celeste. Para os satélites situados nas pro­
ximidades da superfície terrestre, até 1600km 
de altitude, verifica-se que as perturbações 
principais da órbita elíptica resultam da for­
ma do globo terrestre e da atmosfera ; em 
comparação com estas perturbações, a in­
fluência do Sol, da Lua e dos efeitos da teo­
ria da relatividade podem-se desprezar. 

Conhecida a órbita de um astro, pode-se 
determinar o instante em que o astro passa 
no meridiano de um lugar (cujas coordena­
das, latitude e longitude, são conhecidas) e 
que se denomina passagem meridiana do 
astro, sendo esta maneira de proceder a mais 
utilizada na maior parte dos problemas de 
Astronomia de posição. Porém, no caso dos 
satélites artificiais até agora lançados, sucede 
que os planos das órbitas apresentam incli­
nações apreciáveis em relação ao equador, 
desde 30° a 6õ° ; além disso, os elementos 
da órbita apresentam grandes variações no 
decurso de alguns dias, em virtude da proxi­
midade dos satélites. Por estas razões, veri-
ficou-se que era preferível calcular os instan. 
tes da passagem no paralelo correspondente 
à latitude do lugar. 

Como já dissemos, os progressos da Rádio-
-Astronomia têm sido muito rápidos, utili­
zando-se não só instrumentos muito sensíveis, 
capazes de captarem as radiações emitidas 
pelas origens de rádio galácticas e extra-

-galácticas, como também instalações de 
radar que têm sido utilizadas, por exemplo, 
na observação de meteoros. 

Desta maneira os observatórios rádio-astro-
nómicos encontram-se em excelentes condi­
ções para a observação dos satélites artificiais, 
quer recebendo as emissões provenientes dos 
aparelhos de rádio dos satélites quer utili­
zando técnicas de radar para determinar 
directamente a distância a que os satélites se 
encontram. 

As emissões dos satélites têm sido utiliza­
das principalmente para a determinação dos 
elementos da órbita, empregando-se processos 
interferométricos e processos que se baseiam 
no efeito D O P P L E K . A partir destas emissões 
também se podem obter dados muito importan­
tes acerca da propagação das ondas de rádio 
nas camadas da atmosfera. 

Nos processos que utilizam o efeito 
D O P P L E R , a redução das medidas feitas numa 
dada estação principia com a determinação 
do tempo t0 a que corresponde a distância 
mínima r0 a que o satélite se encontra da 
estação de observação. Designando por r a 
distância a que se encontra o satélite no ins­
tante t, contado a partir de t0, e sendo vr 

a velocidade relativa entre o satélite e a 
estação, podemos escrever 

r2 = ro + v 1 í 2 , 

supondo que a Terra e a trajectória do saté­
lite são planas nas proximidades da estação. 

A partir desta equação podem-se determi­
nar os valores de vr e r0, utilizando uma série 
de observações e aplicando o método dos 
mínimos quadrados. Utilizando o efeito 
D O P P L E K , OS elementos que se podem obter 
a partir da observação duma única passagem 
do satélite são vr, r 0 e t 0 . Para determinar 
a órbita verifica-se que é necessário combi­
nar as observações provenientes de diversas 
estações. 

Utilizando os resultados obtidos pelos pro­
cessos interferométricos com os provenientes 



12 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

do efeito D O P P L E R em diferentes locais, 
foram deduzidos para o primeiro satélite 
russo, no Observatório Rádio-Astronómico 
Mullard, de Cambridge, os seguintes elemen­
tos da órbita : 

Inclinação i = 6 4 ° 25'+30' (interferómetro) 
65° l ' ± 10'(efeito D O P P L E R ) 

Período (princípios de Outubro) T = 9 6 m 2 s 

(— I s , 5 por dia) 
Excentricidade e = 0,06 
Altitude mínima (latitude 45° aproximada­

mente) 190 km 
Altitude máxima (latitude 45° aproximada­

mente) 970 km 
Precessão dos nodos 3 o 40 '+ 20' por dia. 

As observações efectuadas em Cambridge 
também mostraram que as variações, nos 
sinais emitidos pelo satélite, provinham da 
rotação de F A R A D A Y do plano de polarização, 
para a qual um período de atenuação propor­
cional ao quadrado do comprimento de onda 
resulta de considerações teóricas. Estes resul­

tados mostraram que não tinham fundamento 
as afirmações feitas de que os sinais emitidos 
vinham em forma de código. 

As técnicas de radar para a observação 
de satélites adquirem especial importância a 
partir do momento em que o satélite deixa 
de emitir sinais. Deste modo, a partir deste 
instante, só observações visuais e de radar 
permitem determinar a órbita do satélite. 
A grande vantagem das técnicas de radar 
reside no facto da observação ser possível não 
só quando existem nuvens como também 
durante o dia. 

Em virtude porém do pequeno número de 
observatórios devidamente equipados para 
estas observações, os resultados obtidos por 
meio de radar são ainda pouco numerosos. 
Devemos no entanto destacar os resultados 
já obtidos com o rádio-telescópio de cerca 
de 75 m de diâmetro, situado em Jodrell 
Bank, dependente da U n i v e r s i d a d e de 
Manchester, que se encontra nas últimas fases 
de acabamento. 

As superfícies planificáveis e as envolventes 
das faces do triedro móvel 

por J. Ribeiro de Albuquerque 

(Conclusão do número anterior) 

Toda a planificável ó gerada pelo movi­
mento da tangente ao longo duma certa curva 
r , a sua aresta de reversão. 

Seja u o arco da curva T , suposta orien­
tada e tomado sobre ela um ponto fixo P0 ; 
seja t o vector unitário sobre a tangente no 
ponto .P(M); pode-se tomar para a planificá­
vel uma representação paramétrica 

11) Jkf — P + T(v — u) 

As curvas u — c'e são as tangentes a T , 
e as curvas v — c'e são as evolventes de T , 
como mais adiante se verá. 

Duas superfícies dizem-se aplicáveis se 
existe uma correspondência biunívoca entre 
os pontos M de 8 e M de 81, de tal modo 

que, a cada arco A B de 8 corresponde um 

arco A B' de 8' com 

12) / _ á s = = f ^ . d s ' 
J AB J ATS* 

Na equação 11) para u = 0 , vem : 
—*• 

M= P0 + t0v que ó a equação duma recta 
do espaço, a tangente a T no ponto P 0 . 
Consideremos o plano it envolvido pela pia-
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nificável e que lhe é tangente ao longo 
daquela recta. 

Desenhe-se sobre esse plano, tangente à 
recta em P 0 , uma curva T j , orientada em 
concordância com a orientação de T ; a orien­
tação passou para T t através do ponto P0 e 
da recta 

M= P0+70v 
tangente comum. Com uma coordenada cur­
vilínea Mj sobre T t contada a partir da ori­
gem P 0 , pode-se estabelecer uma corres­
pondência biunívoca entre os pontos de Y 
e de Yl . 

A curva Tj fica completamente determi­
nada com a condição de ter, em cada um 
dos seus pontos, uma curvatura pj, de flexão, 
igual à curvatura f, de flexão, da curva T, 
no ponto correspondente. 

Os pontos Mx do plano TT onde se dese­
nhou r , podem ser determinados, com a 
única tangente a Yx que, por eles, passa. 
Resulta para o plano T T , dum modo evidente, 
a seguinte representação paramétrica : 

13) Mx - P , + tx (vx - M l ) 

e esta equação, estende às duas superfícies 
em questão, a planificável e o plano, a cor­
respondência pontual biunívoca que se esta­
beleceu entre as duas curvas, T e T j . 

Da equação 12) ou das três seguintes, que 
lhe são equivalentes 

-.r dx . . 
X = x -\ (V — M) 

du 
Y=y + -»(v-u) 

d u 

du 
tiram-se 

E -
d u du/ \du/ 

(v — uj21 d2x 
d ú + 

ff» y  
d u* + 

àjz 
d 

F = djí d_X + d^_òY_.d_Z 
du dv du dv du 

dZ 

dv/ 
H 
dv 

dv 

= 1 

= 0 

Para qualquer curva, traçada sobre a pla­
nificável, se tem então : 

ds* = (v — u ) 2 

du2 + dv2 

Os mesmos cálculos dão, para qualquer 
curva traçada no plano r., o mesmo resultado 

2 (l>l - «l) 2 

rf«ï = 
ff 

du\ + d v\ 

e, com as hipóteses feitas, se tem : ds2 — ds\. 
A planificável ê aplicável sobre o plano ir. 

Se tirarmos à curva T a torsão, veremos 
que ela vai coincidindo com a curva T, , e 
as tangentes a Y vão-se assentando no plano 
ir, e a planificável se vai planificando. Inver­
samente, se torcermos a curva Tj , em cada 
ponto da qual se desenhou a respectiva tan­
gente, veremos aparecer, no espaço, a pla­
nificável. 

De todas as esferas do espaço, aquela que 
tem com Y, em P , um contacto de ordem 
máxima, é a esfera osculadora de Y, no 
ponto P . A esfera tem contacto de ordem 
n , em P , quando assim suceder para qual­
quer curva da esfera a passar por P . 

Sejam x = x (s) , y =y (s) , z = z (*) as 
equações paramétricas da curva Y, e sejam 
X =• X(g t a , b, c-, r ) , Y Y (s , a , b , c , r ) , 
Z = Z (*, a, b, c, r) as equações paramétricas 
duma curva situada sobre uma esfera, com 
centro em (a , b , c) e raio r , isto ó, três 
funçõen a satisfazer 

14) (A' — af + {Y-bf + {Z — c) 2 = r 2 

Esta família de esferas tem quatro parâ­
metros, a , b , c , r , e s ó o parâmetro dos 
pontos da curva esférica. Esta curva deverá 
passar por P , 
X(s ,a,b,c,r) = x{s),Y{a ,a ,b ,c ,r) = y{s), 

Z (s , a ,b , c , r) = z (*) 
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o que, posto na equação 14), nos dá 

15) (x — af + (y — bf 4- (a - c? = 

para haver contacto devevá ter-se 

X' (s , a , b , c , r) = x' (s) = a. 
Y'(s,a,b,c,r) = y'{s) = <i 
Z'(s,a,b ,c ,r) = z' (s) = y 

derivando uma vez 14) e pondo aí estas con­
dições, vem 
16) ( a : - a ) « + ( y - ò ) | 3 + ( 2 - c ) - / = 0 

Com as novas condições, de igualdade das 
segundas derivadas 

X" = x" , Y" = if , Z" - z" 

derivando duas vezes 14) e pondo aí estas 
condições e as anteriores temos, depois de 
atender às fórmulas 5) de F R E X E T - S E R U E T 

z — c. 
17) 

x — a y y — b 
\ + ' n Í + 1 = 0 

P P P 
Como existem quatro parâmetros a fixar, 

na família de esferas deveremos igualar, 
ainda, as terceiras derivadas, o que faz, nor­
malmente, que o contacto seja de terceira 
ordem ; vem ainda 

xw =x"', r , f = í / " , z'" = z"' 

ou, doutro modo 

X'"~ 
dX" 

d s 

e as análogas 

d /da. 
ds\ds 

£ . 1 
d» p 

21 
ds ds 

Y"' = 

dn „ da 
as ds 

P̂  
Z"' = 

d? 
i — 

ds 

dj> 
ds 

teremos fàcilmente 
3 (X' X" + Y' T" -f- Z'Z") = 

\ ds d s ds J p 

e derivando três vezes 14), o que dá 

•Ò{X X" + Y' Y" + Z1 Z") + 

+ ( X - a ) X1" + (Y— b)Y'" + ( Z - c)Z'" = 0 

obtemos 

x — a dl, 
o ds + 

— b d ^ z — c dt, 
a d s a ds 

Fx — a 

L P 
1+»— 

P P 

b z — c 
— r, H  

P 

da 

J7- 0 

Atendendo às condições anteriores e às 
fórmulas 5) de F R E X E T - S E R R E T , temos 

x — aia. 

P \ P 

z — c / y 

P P 

P (M) 
d p 

ds 
= 0 

Finalmente, atendendo a 16), temos 

, O N x — a. y — o z—c 18) > + * K + y—b z—c^ da 
ds 

Temos, então, o seguinte sistema para deter­
minação de a , b , c , r : 

15) (x — af + (y — bf + 0 — cf — = 0 
16) (x - a ) « , + {y- Í)f3 + ( a - c)y - 0 
17) ( x - . a ) l + (y-b)-n+ (z — c)K^-a 

18) ( a ? - a ) 1 + 6) + (z - c)v = T ^ - P 

As três últimas equações permitem determi­
nar a ,b ,c . Por ser 

a (3 7 = 1 

e, por ser, cada elemento deste determinante 
igual ao respectivo complemento algébrico, 
vem o sistema imediatamente resolvido 

x — a — * , d P i , ^P f l + t - f - i , y — a = — pn + T—^-p. 

<2p 
— pt + T — 5 - V 
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e portanto 

19) 

r i f , . 
a = x + çí, — T — 1 

b = y + prj — T 

ds 
d o 
—-1 
ds' ds 
d p 

T — V 
ds 

c = z + p t 

e, ainda, o valor do raio, dado por 15) 

r2 = ( x - af + {y - bf - f ( a — c f m p! 
d p 

di? 
Procuremos, agora, a envolvente dos planos 
normais de T . 

A equação do plano normal é 

( Z - » ) « + ( F - ? ) ,6 + ( £ - i ) y = 0 

e as rectas caracter ís t icas são definidas por 
esta equação, e ainda 

,_ .dot , „ 
d s 

^ à, 3 , d y 
2 / ) ^ + ( ^ - 2 ) T Z = a s as 

=» a2 + (32 + 2̂ = 1 

que se transforma, com as fórmulas 5), em 

(A' - x)l + ( F - y ) a + (Z - z)K = P 

As caracterís t icas pertencem ao plano nor­
mal e, a este último que é um plano paralelo 
ao plano rectificante, a passar pelo centro 
de curvatura. As rectas caracterís t icas cha-
mam-se rectas ou eixos polares, e passam 
pelos centros de curvatura, sendo portanto 
perpendiculares ao plano osculador. 

A aresta de reversão é dada por mais uma 
equação, obtida por derivação da últ ima. 
Temos o sistema 

(X — x)«+(Y-y)Ç> + (Z-z)y=Q 
( X - x ) l + {Y-y)r>+(Z-z)Z = t 

( X - x ) l + ( Y - y ) u + (Z-z)v = .ti 
ds 

Se neste sistema mudarmos X , Y , Z por 
a , b , c , obtemos as equações 16), 17) e 18) 
que forneceram o centro da esfera osculadora. 

A aresta de reversão da superfície polar, 
que assim se chama, a envolvente dos planos 

normais, é o lugar geométrico dos centros 
das esferas osculadoras. 

Obtínhamos estes resultados, com um terço 
do esforço, do seguinte modo : Seja Mo ponto 
da curva Y, de coordenadas x (s) , y (s), z (s). 
O plano normal é o lugar dos pontos P que 
formam com M, vectores perpendiculares a 
T, e por ser o produto interno proporcional 
ao coseno do ângulo dos factores, temos 
para equação do plano normal 

(P—M)/T=0 
Derivando em ordem ao pa râmet ro s desta 
família de planos, vem 

as d s 
ou, sucessivamente 

— f / T + (P—M)/—-=0 e (P-M)/N=9 

P 
As rectas caracter ís t icas são definidas por 
(P — M) I T = 0 , o p l a n o n o r m a l , e 
(P — M) IN = p, que é um plano paralelo 
ao rectificante, que lhe fica a uma distância p . 

Uma nova der ivação, dá 

d M / N + ( P -
d s d s ds 

ou 
T 

P 

dp 
d s 

{P-M)l 

ou ainda 

( P — M)/B = — 

As t rês equações são achadas 

( P — M ) l f « 0 

(P - M)/N= o 

(P - M)/B = - T ^ 
ds 

dp 
ds 

dão as componentes de P 
móvel e tem-se 

P = M-\- p j v " - T ^ B 
ds 

que é a equação 19) obtida lá a t r á s . 

M no triedro 
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Dada uma curva T do espaço, procuremos 
fixar em cada ponto P da curva, entre as 
muitas normais que aí ela admite, uma em 
cada ponto, mas isto de tal modo que fique­
mos com uma família de rectas do espaço 
admitindo uma envolvente : é esta envol­
vente que se chamará evoluía de T . Nada, 
evidentemente, impede que existam diversas 
evoluías . 

Uma normal /) , a F em M, será fixada 
com o ângulo 9 que ela faz com a normal 

principal N , como se vê na figura 3 ; o ân­
gulo 9 é medido no plano normal de N para 
—*• —• 
B. Um ponto P desta normal n será dado 
por 

P = M+ í ( c o s 9 • N+ sen 9 . B) 

Quando se supõe T orientada, e nela a 
coordenada curvilínea s, do seu ponto M, 
a crescer, pretendemos determinar l e 9, 
como funções de s, de modo que o ponto P 

—»• 
descreva uma curva, à qual a normal rj se 
mantenha sempre tangente. 

Temos 
dP d i t , d l , a A . -= 1 (cos 9 . N + sen 9 . B) + 
d s d s ds 

+ n sen 9 
de 
d~s 

• N + cos dN 
d s + 

d$ 
+ cos 9 • — • B - f sen i 

ds 

que, com as fórmulas de FRENET-SERRET, se 
transforma em 

d s P 
dQ\ -* 

+ ( — • cos 9 — l • sen 9 ) N+ 
ds) 

[ — • sen 9 + l • cos 9 . — \ 5 

d j 
ds 

dl 

Para — se manter no plano normal, de-
d s 

vera ser 

20) Z . cos 9 = p 

d P 

1 + ^ = 0 
T ds 

e, além disso, deverá ser paralelo a n , 
d s 

dP •* -
isto é, e Z(cos9 • A7"-)-sen 9 • B) deverão 

d s 

ser colineares, o que dá 

21) 

Obtemos, então 
/** 1 

e = — / - á s + s1 1 

A relação 20), depois de determinado 9 
por esta forma, dá então l . Vê-se por ela 
que PP\ é a recta polar, visto que PXM é 
igual a l • cos 9 , igual portanto a p, isto é, 
? ! é 0 centro de curvatura. 

O ponto P está sempre na recta polar e, 
por consequência, todas as evoluías estão na 
superfície polar. 

—»• 
Para que as normais principais N , tenham 

uma envolvente, é necessário e suficiente que 
9 = 0 ; deverá ser então x = 0 , isto é , a 
curva r é plana. Encontra-se, assim, uma 
evoluía situada no plano da curva, j á conhe­
cida ; as outras evolutas são hélices situadas 
na superfície polar que é, nesse caso, um 
cilindro. 
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Dada uma curva T, do espaço , chama-se 
evolvente toda a curva C, de que T seja 
uma evoluta. 

Por um ponto M(s) de T , tira-se uma 

tangente T e, sobre esta, determina-se um 

ponto P, tal que, ao variar s, P descreva 

uma curva C, à qual T se conserve nor­

mal. Se rá 

P = M + l • 7' 
e 

ds ds ds \ ds/ p 

O vector —— deve ser perpendicular a T, 
ds 

isto é, paralelo ao plano normal e, portanto, 

nula a sua componente segundo T 

1 + >' = 0 
donde 

* = _ 8 + C" 

Vem então 

P - M = (C—s)T 

e com duas determinações 

P0-M0 = (C-s0)T0 P ï - M l = {C-»ï)TJ  

se pode eliminar a contante C, obtendo-se 

Pi-Mi . ^ _ g o n g o =; r \.si — so) — —^ 

que traduz a conhecida propriedade, do fio 
inextensível . 

Procuremos finalmente a planificável envol­
vente dos planos rectificantes. 

A equação do plano rectificante é 

22) (X — x)% + ( Y— y)w + {Z—z) Ç = 0 

Derivando esta equação, vem 

( z _ . ) ^ + f r - ^ + ( z - . ) í 5 -
ds ds ds 

e com as fórmulas 5) de FRENET-SERRET, 
vem 

23) I [ ( X - « ) « + (r-y)P + ( Z - - . ) 7 ] + 
p 

+ - [ ( Z - x)l + ( Y - y ) y. + (Z — z) v] = 0 . 
T 

As rectas caracter ís t icas chamam-se rectas 
rectificantes e são dadas pelo sistema das 
duas equações 22) e 23). A segunda repre­
senta um plano que passa evidentemente pela 
normal principal, e a recta rectificante é o 

-+• - • 

t raço desse plano no plano M TB . 
A aresta de reversão , obtém-se juntando 

mais uma equação que se obtém derivando 23). 

pz d s 

p2 [_ ds d s d s 

- ( * 2 + Ê 2 + 7 2 ) ] - ~ j g [ ( X - x ) l + ( Y - í / ) F + 

+ (Z - z) v] + A- [(X - 0 ) £ + ( Y - y) £ + 
T L ds ds 

+ ( Z _ Z ) ^ V - ( a > + ^ + 7 v ) l = 0 
ds J 

com as fórmulas 5) de FRENET-SERRET, e 
atendendo a 22), vem 

24) ±-^[(X-x)« + {Y-y)£ + (Z-z)y] + 
p2 d s 

+ l ^ [ Z _ a O H ( r - 2 0 í * + ( Z - * ) v ] = - i 
T J d S D 

O sistema das t rês equações 22), 23) e 24) 
é equivalente a este outro 
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25) 

{ X - x ) l + ( Y - y ) * + (Z-z)ï=0 

(X—x)«+{Y-y)t+{Z-z)y--

f 
1 

p [_ p ds T d « J 

P 
1 

T | _ T á « p daJ 

Represente-se por A , o determinante se­
guinte 

1 1 

26) 

e ponhamos 

P T 

dt dp 
ds ds 

A = 1.1 fi-J-.-L. 
p pA p TA 

Então , o sistema 25) pode escrever-se 

{ X - x ) « + {Y-y)Ç> + (Z-z)y*=A 
( X - x ) l + ( Y - y ) n + (Z-z)K = 0 
( X - x ) l + ( Y - y ) í x + ( Z - z ) v = B 

e resolve-se rapidamente. 

X = x + Aa + BI 
Y=y + AÇ> + Bp 
Z = z + A y + Bv 

isto é, mais explicitamente 

X — x = — 
í 

7 f " + 
1 

P A 

Y— y— — 
í 

P » i ' + 

1 

P 

T 

z** 

Z - — 
í 
p2 í > + 

1 

P 

T 
— V 
A 

que são as equações da aresta de reversão 
desta planificável, a planificável rectificante. 
A distância do ponto da curva ao correspon­
dente ponto da aresta de reversão é dada por 

_ J _ . y/p + T a 
p . | A | 

Se A = 0 a aresta de reversão desloca-se 
para o infinito, e a planificável rectificante 
será um cilindro. Isso sucede com as curvas 
r para as quais A = 0 , ou 

P1 T' = 0 
P 

o que integrado : — = C" e. São as hélices. 

Problemas fundamentais da teoria 
da aproximação funcional 

por Luís G . M. de Albuquerque 

( C o n t i n u a ç ã o do n ú m e r o anterior) 

8. Aproximação linear nos espaços de 
Hilbert. 

Considere-se o espaço de H I L B E R T H, 
seja V çz H uma variedade linear gerada 
pelos vectores linearmente independentes 
a?i,•••,»,„, e yell— V. Pelo teorema demons­

trado no § 7, e em virtude da norma do 
espaço de H I L B E R T ser sempre forte (§ 5), 

m 

existe em V um e um só vector x0 — 2 * * * * 
1 

que é projecção de y em V. Ora, 
TEOREMA A . Se x 0 è a projecção de y 
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em V , y — x 0 è ortogonal com cada um dos 
vectores de V 

(y— x 0 , x ) = O, qualquer que seja x e V . 

Demonstração. Se houvesse em V um 
vector x={=0 que não fosse ortogonal com 
y ~ ar„ 

(y — 3>o , = « 4= 0 , 

considerando o vector 

« o + •X 6 V 
(x,x) 

ter íamos (deixamos ao leitor o cuidado de 
estabelecer esta relação) : 

| # - z | | 2 = | | y - a ? o l ' 2 — 
(a ; ,a ; ) 

donde, em virtude de ser (x,x)>0 (pois x=j=0) 

\\y — z l ! < \\y~- aro I I ; 
assim, x0 não seria a projecção de y em V 
como admitimos. 

A partir deste teorema podemos construir 
as componentes do vector x0 e, ao mesmo 
tempo, calcular o erro cometido quando se 
toma, em lugar de y, o seu polinómio de 
melhor aproximação em V , x 0 . Com efeito: 
sendo y — x0 ortogonal com cada um dos 
vectores de F , é em particular ortogonal 
com cada um dos vectores da base (a?j, • • •, xm) 
de V: 

[y - xQ, xt) — 0 (k = 1 , • • • , m) 

ou seja 

( 8 . 1 ) ( » , * * ) - 2 «?(*!,**) = o 
<=1 

k = 1 , ••• ,m , 

que é um sistema de m equações lineares nas 
m incógnitas a?, • • • , «S,. Assim, a solução 
de (8. 1) conduz ao polinómio melhor apro­
ximação de y em V; e como esta aproxi­
mação existe e é única, aquele sistema te rá 

de ser sempre compatível e determinado ; 
por isso é sempre diferente de zero o deter­
minante de G R A M M : 

G(xl,---,xm)= (a?j,a?,)(a?2,#,)••• (xm,x{) j=0. 
(a?!,a?2) (x2,x2)-- • (xm,x2) 

(x J , Xm) (x2 j 3?a0 " ' ' (a-m ? a?») 

Obtida, com as componentes dadas por 
(8. 1), a pro jecção x0 de y em V, o erro 
de se tomar x0 em lugar de y será 

3 = \\y — a?„|| = min | | # — x\\; 
x6V 

mas 
5 2 = \\y — xo\\2 = (y — xo > y — xo) = 

— (y — *o » y ) — — *o » *o) 

e como pelo teorema anterior se tem 

(# — ar0, x0) -= 0 , por ser a:0 e F, 
fica 

3 2 = | | y - a r 0

1 1 2 = 

ou 

( 8 . 2 ) í«-(r,»)-S«í •(•*»»)! 
1 

a eliminação dos ají(k = 1 , • • • , m) entre 
(8. 2) e as m equações (8. 1), conduz a 

(y,y) — & (*!,») • • (»» , #) 
( * i > * i ) « - - ( a r m , a ? i ) 

•0 , 

donde 

( 8 . 3 ) 3 = v / ° ( y - x i ; ••• >a ÍÇm) 
) 

As equações (8. 1) que determinam as 
componentes do polinómio x0, melhor apro­
ximação de y em V, e a expressão do erro 

file:////y~-


20 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

3, tomam um aspecto mais simples quando 
a base de V é ortonormada : 

(tv<, xk) — òik ( i ,k = 1 , • , m ) . 

Neste caso as equações (8. 1) escrevem-se 

(y , a?*) = 2 «? 3« C* = 1 » • • • > m ) 
•=i 

e dão logo as componentes de x0 : 

a°k = (y,xk) (k = 1 , • • • , »Í) , 

ficando a projecção de y em V definida por 

I » 

(8. 4) x0= ^,(y,xk)xk ; 
í 

a expressão do erro escreve-se agora : 

M 

° 2 = 0 > - 2 (y > **) • (** » #) = 
í 

m 

í 
ou 

( 8 . 5 ) 3 = y /Cy ,y ) -2 l fo>**) l a 

9 . Equação de Parseva l -L iapunov . 

Suponhamos agora .7/ dotado de uma base 
ortonormada 

B = I e \ > e2 ) • • • 1 en , • • • i • 
Qualquer sistema finito de vec to res 

j e j , e2, • • • en \ gera uma variedade linear 
Vn <z H; e tomado um vector yeH — Vn 

a projecção de y em Vn é dada por 

(9. 1) x^= S C ? , e * ) * 

determinando y com um erro á<"> definido 
por (8. 5) ; isto é, se 

y = 4° + z<"> 

tem-se 

3<»>a = d rf» ||3 . (y , y) _ 2 I , ek) p ^ 0 

donde se obtém a desigualdade de BESSEL : 

( 9 . 2 ) 2 i ( y . « * ) l a á ( y , y ) . 
í 

Formando a sucessão de variedades linea­
res 

(*) V\ e F 2 e ••• c F . 

e sendo y e II — |J F t , podemos construir 
*=i 

a sucessão das projecções de 3/ nos Vk 

que são dadas por relações do tipo (9. 1 ) ; 
cada uma delas, XQ+1) , obtém-se da prece­
dente , a?ò , juntando-lhe o termo 

(* = 1 » 2 , ••• , n — 1) . 

Se para certo valor N de n se tem y e , 
então y coincide com a sua projecção em VN 

w 

(9. 3) y = 4A) = 2 1 E * ) «* ; 

caso contrár io , isto é, quando por maior que 
n 

seja n é sempre yell— F», somos leva-

a passar da soma que intervém em (9. 3) 
0 0 

para a série 2Ïi (y , ek) ek correspondente ao 

vector y 6II 

#~ 2 & >e*)e* > 
interessando-nos então estabelecer as circuns­
tâncias em que se possa escrever 

( 9 . 4 ) y = 2 (y ?«*)«*• 
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Deve-se notar que, por ( * ) , os erros das 
sucessivas projecções de y nas variedades Vk 

formam sucessão decrescente, 

3d) ^ 3(2) ^ . . ^ 3<»> ^ • • ; 

e assim procurar as condições para que (9. 4) 
tenha lugar equivale a encontrar em que 
casos é 

lim 5n = 0 . 
n 

Ora, em virtude da desigualdade de Bessel, 
a série de termo geral | {y, ek) | 2 é conver­
gente e tal que 

( 9 . 5 ) 2 l ( ^ ) l 2 ^ C ^ ) ; 
í 

o teorema C do § 6 garante-nos então a con­
vergência da série 

ao 
2 {y , et) • ek ; 

portanto a igualdade (9. 4) será válida desde 
que 

limõn = ( y , y ) - 2 I , **) ! 2 = 0 

ou seja, quando se tem 

( 9 . 6 ) (y,y) = 2 \ ( í / , e k ) \ 2 , 

que se designa por equação de PARSEVAL-

-LlAPUNOV. 
Deste modo, podemos concluir : 

TEOREMA. Num espaço de H I L B E R T com 
base orto-normada numerável, todo o vector y 
que satisfaça à equação de PARSE V A L - L I A P U N O V 
pode ser escrito na forma : 

ao 
(9. 7) ?/= 2 

* = i 
Os coeficientes (y,ek) de (9. 7) são chamados 

os coeficientes de FOURIER de y e U ; e (9. 7) 
é a série de FOURIER (generalizada) de y . 

10. Bases completas. 

Resta-nos agora ver em que condições a 
equação de PARSEVAL-LIAPUNOV tem lugar 
para todos os vectores do espaço de H I L B E R T 
(que não per tençam a qualquer variedade 
linear V N ) . 

Diremos que a baBe orto-normada do 
espaço, B, è completa, quando não exista 
em H qualquer vector distinto do vector 
nulo que seja ortogonal com todos os vecto­
res da base. 

TEOREMA A . Num espaço de H I L B E R T com­
pleto, para que a base orto-normada 
B = I , • • • , e„ , • • • ) seja completa, é neces­
sário e suficiente que seja verificada a equação 
de P A R S E V A L - L I A P U N O V 

Demonstração. Suponhamos que a equa­
ção de P A R S E V A L - L I A P U N O V , (9.(5), tem lugar 
qualquer que seja y e H, sem que a base 
orto-normada B seja completa. Nesse caso 
existe pelo menos um vector não nulo, 
zeH, tal que (z , z) = || z | | 2 = a a > 0 , orto­
gonal com todos os vectores de B 

(z,et) = 0 (& = 1 , 2 , . . . ) ; 

tem-se 

o= 2 | ( * , « * ) | 9 < c ? , * ) = «3<, 
*=i 

re lação impossível porque está em contradi­
ção com (9. 6). Assim, não existe em H 
qualquer vector z=f=0 ortogonal com todos 
os ek, e a base é completa. 

Mas a condição também é necessária . 
Admitamos que a base orto-normada B é 
composta, mas que não ó verificada a equa­
ção de P A R S E V A L - L I A P U N O V ; pelo menos para 
um vector xe II ter-se-ia então 

(ío.i) 2 |(*,«*)ia <(*,*). 
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Considerada a sucessão de vectores 

n 

i = l 

tem-se 

n 

ia+1 

e, visto ser || ek || = 1 para todo o & : 

l l *«-*» l l< 2 « o l2 • N I - 2 « * ) I2 ; 
m 4-1 m + 1 

(10. 1) garante a convergência da série 
00 

2 1 ( * > e * ) I 2 > e p ° r * s s ° 
1 

n 

2 I ( * > e * ) !2 = I * » — «• I < 3 

m-fl 

desde que n > wi > iV(3) , nas mesmas con­
dições 

Il Xn — £BW f i < | * » — « « | < 3 

e I a j j , a?2 , • • • , a?», • • • | é uma sucessão fun­
damental de vectores de H; como este 
espaço é completo, existe um vector x'eH 
ta l que 

l i m x n = x' ou l im | | a? n — £ c ' | | = 0 . 

Ora a desigualdade (5. 2) dá 
\(x' — xn , ek) I < y x' —xn\\- II « i | | = I I * ' — xn\\ 
e portanto 

l im \(x' — xn,ek)'\ = 0; 

mas sendo (a;'—x n ,e k) = ^x'— 2 ( x ,ej)ej,ekj = 
n 

= (x', ek) — 2 0» i ei) 3>"i = ( x > » C i ) — (x , ek) 

vem 
I (ÍC1 , ek) — ( x , ek) I = l im | (x' — x„, ek) | = 0 

donde 

(o?', ek) = (x , ek) (k = 1 , 2 , • • •) . 

Considere-se agora o vector y=x'—xe H, 
que é ortogonal com todos os vectores de B , 
pois 

(y, ek) = (x , ek) — (as, «») = 0 ; 

em virtude de i? ser completa, te rá de ser 
y = 0 . Mas por outro lado, verificando-se 
(10. 1) em lugar da equação de PARSEVAL-
- L I A P U N O V , tem-se 

II x' | p = l im d xn | P = l im 2 I ( « , C i ) | 2 -

2 | ( « , « * ) P < Il « l i 2 , 
í 

donde 

| | y | | H ! * - * ' ! l > l i * l l - l l * ' l l > o , 

re lação impossível por ser y — 0 . 
O teorema fica, pois, demonstrado. 

TEOREMA B . Um espaço de H I L B E R T com­
pleto (e definido sobre o corpo complexo) 
contém uma base orto-normada completa quando 
é separável. 

Demonstração. Consideremos o espaço de 
H I L B E R T separável H, e seja N çz H uma 
sucessão numerável de vectores densa em 
H:N=H. Excluamos de N os vectores 
que sejam combinações lineares dos prece­
dentes, e ortogonalizemos a sub-sucessão 
B CL N assim obtida. B é uma base completa 
de H: pois se y e H fosse ortogonal com 
todos os vectores de B, era também orto­
gonal com todos os vectores de N, pois os 
vectores de N es tão em B ou são combina­
ções lineares de vectores de B ; mas sendo 
N denso em H, qualquer que seja s > 0 
existe um xe N tal que 

l U - * l l < e , com (y,x) = 0; 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 23 

ora \\y\\2 = (y ,y) = {y — x,y) 

e, em consequência de (5. 2), 

\\y\\2 = 0 - ® » y ) < l | y — «II • l lyl l < e • Il y II 

donde | | y | | < s ; 

assim, por ser s a rb i t rá r io , conclui-se que 
j | ^ | | = 0 , ou seja y = 0 . i? é uma base 
completa, e a condição do teorema é suficiente. 

Considere-se agora a base orto-normada 
completa de H 

B = \ e \ >«a> ••• > e »> • • • ! 

e seja i k f c 7/ o conjunto constituído pelos 
vectores 

<x[r)

ei + c%'ea + ••• + «ST'e. (« - 1 , 2 , • • • ) 

combinações lineares dos vectores de B com 
coeficientes complexos racionais. Sendo B 
completa verifica-se a equação de PARSEVAL-
- L I A P U N O V em fl, e qualquer que seja y e II 
tem lugar a relação (9. 4) : 

00 

y = 2 (y > **) •e* ; 
í 

assim, fixado s > 0 , é possível determinar 
um inteiro n para o qual se tem : 

(10. 2) y — 2 (y >e*)e" 
£ 

por outro lado, sendo o conjunto dos núme­
ros complexos racionais denso no conjunto 
dos números complexos, é possível determi­
nar os números a[r) (k = 1 , 2 , • • • , n) de tal 
modo que 

\{y,ek)-«ir)\< s /2n, 
ou seja 

2j(*,,e,)--4'V 

1 J 

Para o vector 

x= 2« l r ) e*e i t f < = / / 
í 

vem : 

y — x = y — 2 (y , ek) ek + 
1 

« n 

+ 2 (y » e * ) e * - 2 a<*r) e* 
1 2 

e, em virtude das desigualdades (10. 2) 
e (10. 3) : 

\\y — a?II < s 

qualquer que seja yeH. Portanto, o con­
junto dos vectores M, numerável , é denso 
em H, e este espaço é separável . Como 
queríamos provar. 

Dos teoremas agora demonstrados verifi-
ca-se que sendo H um espaço de H I L B E K T 
completo e separável , o problema que nos 
ocupa pode ser posto do seguinte modo : 

Seja B = \ei,e2, uma base 
orto-normada e completa de I I , e designe Vi 
a variedade linear gerada por je , ,e 2 , • • • ,et\. 
Dado um vector yeH e fixado um número 
real s > 0 , é possível determinar um inteiro 
JV(S) de tal modo que, para todo o n 0 >A 7 " ( s ) 
o vector y pode ser dado pela combinação 
(polinómio de ordem nQ) 

Mi 
2 (y > e*) • e " ' 
í 

com um erro inferior a s : 

l ( n , ) = y^l y - 2 ( y »«*)«* 

(Continua no próximo número) 
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Aspectos da actualidade Matemática 
por A. Pereire Gomes 

( C o n c l u s ã o do n ú m e r o anterior) 

É corrente falar-se da matemática moderna 
como sendo uma matemática abstracta. Assim, 
a Álgebra dita moderna (mas que na reali­
dade conta mais de 100 anos) chama-se 
também muitas vezes Álgebra abstracta. Ora, 
no sentido usual desta palavra, toda a mate­
mática é abstracta. No entanto, se ó permitido 
falar-se em diferentes graus de abs t racção, 
poderá dizer-se que na matemática moderna 
aparecem teorias dum «grau mais elevado de 
abs t racção», o que lhes confere, dentro da Ma­
temática, a designação de «teorias abs t rac tas» . 

Em que consiste, precisamente, como se 
atingiu e que vantagens porventura apresenta 
isso a que estou a chamar «grau mais elevado 
de abstracção» ? 

Essencialmente, trata-se do desenvolvi­
mento duma determinada teoria independen­
temente do significado atribuído aos elementos 
a que ela diz respeito, isto ó, sem precisar 
qual a natureza dos elementos com que nela 
se lida, pois somente interessam no seu 
desenvolvimento lógico as relações existentes 
entre esses elementos. 

Uma tal realização nos mais diversos 
domínios da Matemática fo i possível com a 
criação por GEORGES CASTOR, nos fins do 
século passado, dum novo ramo da Matemá­
tica a que se chamou Teoria dos Conjuntos 
Abstractos. Surgida, ela própria , numa época 
de profunda renovação de métodos , pode 
dizer-se que a teoria dos conjuntos provocou 
um forte abalo em todo o edifício matemático. 
Na realidade, porém, ela abriu novos cami­
nhos à sistematização e ao desenvolvimento 
de velhas teorias e, simultaneamente, propor­
cionou uma nova técnica de trabalho mate­
mático, que viria impulsionar o rápido cres­

cimento desta ciência verificado nos últimos 
60 anos. 

Com a teoria dos conjuntos foi também 
possível pela primeira vez na história do 
pensamento humano, tratar de maneira satis­
fatória do problema do infinito acerca do 
qual escreveu H I L B E R T na sua conferência 
Vber das Unendlich : «Como nenhun 
outro problema, o infinito sempre profunda­
mente agitou a alma dos homens. Como 
nenhuma outra idéia, o infinito tem tido uma 
influência estimulante e fértil sobre a sua 
mente. Mas o infinito está também, mais do 
que qualquer outro conceito, em necessidade 
de clarificação. No sentido desta clarificação 
a criação de GEORGES CANTOR constituiu 
deveras um magnífico avanço, que é o seu 
maior padrão de glória . 

A Teoria dos Conjuntos, pela universali­
dade do seu conteúdo, ofereceu uma nova 
base para a axiomatização das diversas teorias 
matemáticas . Os Grundlagen der Géométrie, 
onde H I L B E R T p u b l i c o u , em 1889 , a 
axiomatização completa da Geometria eucli-
deana, começam assim : «Imaginemos t rês 
sistemas diferentes de objectos, a que chama­
remos pontos, rectas e planos*. Mas j á anos 
antes ele havia lançado a sua escandalosa 
asserção : «em lugar de pontos, rectas e pla­
nos poderíamos dizer, sem qualquer inconve­
niente, mesa, cadeira e copo de cervejan, 
sublinhando assim o sentido puramente con­
vencional daquelas designações. 

O método axiomático e a teoria dos con­
juntos abstractos foram pois as vias de acesso 
que levaram algumas dessas teorias ao que 
chamámos há pouco «um grau mais elevado 
de abs t racção» . 
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Para ser exacto, conviria fixar o sentido 
com que se usam as palavras «moderno», 
«abst racto», «clássico» e «concreto», atri­
buídas às teorias matemáticas . 

Num excelente artigo sobre «Os métodos 
modernos e o futuro das matemáticas con­
cre tas» , o matemático f rancês ROGER O O D E -
MENT, que no ano passado efectuou numa 
série de conferências nesta Universidade do 
Recife, propõe uma dupla classificação das 
teorias matemát icas . 

Por um lado, estas teorias agrupar-se-iam 
em abstractas e concretas, por outro em clás­
sicas e modernas. Teorias concretas seriam 
aquelas que dizem respeito a entes de natu­
reza especificada ; por exemplo, a Ari tmética, 
que trata das propriedades dos números , a 
teoria das funções duma variável real, etc. 
Teorias abstractas seriam aquelas em que se 
faz abs t racção da natureza própr ia dos entes 
envolvidos na teoria, como, por exemplo, a 
teoria dos grupos, a teoria dos espaços métri­
cos, etc. Uma teoria clássica seria uma teoria 
univalente, quer dizer, o domínio de entes a 
que ela se refere à univocamente determi­
nado ou determinado a menos dum isomor­
fismo. É o caso, por exemplo, da teoria do 
espaço de H I L B E R T , axiomatizada por VON 
N E U M A N N em 1929. Um espaço de H I L B E R T 
pode considerar-se constituído por sucessões 
de números cujos quadrados formam uma 
série convergente ou, então , por funções 
numéricas cujos módulos elevados ao qua­
drado são integráveis no sentido de LEBESGUE. 
Num caso tem-se o que 89 chama a real ização 
numérica do espaço, no outro, a sua realiza­
ção funcional. Mas o campo de tais sucessões 
e o campo daquelas funções são isomorfos, 
isto é, pode estabelecer-se uma correspon­
dência biunívoca entre sucessões, dum lado, 
e funções , do outro, de tal modo que toda 
proposição sobre sucessões ó transposta numa 
proposição idêntica sobre funções , mediante 
aquela correspondência . A realização numé­
rica e a realização funcional do espaço são, 

assim, matemàt icamente indistinguíveis den­
tro da respectiva teoria. A teoria do espaço 
de H I L B E R T , Ó, pois, uma teoria univalente, 
o que equivale a dizer que o seu sistema de 
axiomas é categórico ou completo. 

U m a teoria multivalente será chamada 
moderna. A teoria dos grupos, é, nesse sen­
tido, uma teoria moderna. Basta notar que 
existem grupos finitos e grupos infinitos, que 
não serão, por conseguinte, isomorfos. 

As teorias abstractas tanto podem ser 
modernas como clássicas, o que ficou claro, 
por certo, nos exemplos apontados. O mesmo 
se pode dizer das teorias concretas, embora 
à primeira vista isso possa parecer contra­
di tório. 

Um exemplo duma teoria concreta mult i­
valente ó a dos funcionais analíticos de 
F A N T A P P I É , recentemente despida das suas 
particularidades acessórias e por vezes cons­
trangedoras, e integrada na teoria mais ampla 
dos espaços vectoriais topológicos. Apraz-me 
registar a propósi to , que esse trabalho fo i 
empreendido em Portugal e no Brasil, quase 
simultaneamente, pelos matemáticos JOSÉ 
SEBASTIÃO E S I L V A e CÂNDIDO DA S I L V A 
D I A S , respectivamente, que por algum tempo 
foram discípulos de F A N T A P P I É , o primeiro 
em Roma, o segundo em S . Paulo, e que 
posteriormente, sob a influência de novos 
métodos , deram àquela tarefa uma contri­
buição notável . 

Convém acentuar, por outro lado, para 
desfazer quaisquer possíveis equívocos, que 
os matemáticos de hoje, mesmo aqueles que 
se integram em escolas de axiomatização 
sistemática, como o célebre grupo B O U K B A K I 
em F rança , não repudiaram a criação de 
teorias concretas, que continuam a surgir 
de par com as teorias abstractas. Um exem­
plo expressivo desta situação ó o apareci­
mento, em 1948, da Teoria das Distribuições, 
devida ao insigne matemático f rancês L A U R E N T 
SCHWARTZ. Nascida de sugestões várias da 
Física Matemática, esta teoria despertou um 
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enorme interesse em todo o mundo e tem 
tido notáveis repercussões em diversos domí­
nios da Matemática e da Física. Trata-se 
duma teoria concreta, cujo aperfeiçoamento 
foi possível com recurso à teoria abstracta 
dos espaços vectoriais topológicos. Esta, por 
sua vez, recebeu sob alguns aspectos um 
estímulo apreciável da primeira, pela neces­
sidade de formular rigorosamente certas 
questões da Teoria das Distr ibuições — o 
que ilustra de maneira clara as sinuosidades 
da edificação matemática, onde tantas vezes 
se avança tateando at ravés do entre laçamento 
dos seus diversos sectores. 

Contudo o esforço de axiomatização das 
diferentes teorias concretas ó hoje como numa 
palavra de ordem no campo da Matemática. 
Assim, a Teoria das Distribuições fo i axio-
matizada há cerca de dois anos e meio pelo 
matemático por tuguês SEBASTIÃO S I L V A . 

A respeito dessa tendência, citemos o tra­
balho j á referido de GODEMENT : 

«No ponto em que se encontram actual­
mente as pesquisas matemát icas , não há 
dúvida que o futuro verá desenvolver-se 
cada vez mais a influência dos métodos 
modernos sobre as teorias concretas. Em 
primeiro lugar uma teoria concreta racioci­
nando sobre objectos bem determinados, tem 
fatalmente tendência em apoiar-se sobre todas 
as propriedades desses objectos ; ora, muitas 
vezes (ou de maneira precisa: quando esta 
teoria concreta é de tipo moderno) aperce-
bemo-nos, após uma análise mais ou menos 
cerrada, que algumas destas propriedades 
são perfeitamente inúteis e, de facto, não 
desempenham nenhum papel na edificação da 
doutrina considerada. O papel dos métodos 
modernos é, então, desembaraçar as teorias 
concretas de todas as hipóteses supérf luas 
que as atravancam e que, geralmente, lhes 
encobrem a verdadeira significação ; de certo 
modo, o papel desses métodos é o de recon­
siderar completamente as teorias concretas, 
delas fazer ressaltar as grandes linhas e, 

automáticamente, o de acrescer consideràvel-
mente o seu domínio de val idade». 

Sem querer entrar em pormenores que 
implicariam o uso dum tecnicismo descabido 
nesta hora, mas recordando entretanto que ó 
no convívio activo com a Matemática que 
algo dela se pode apreender, seja-me permi­
tido esclarecer ràp idamente , por meio de um 
exemplo sugestivo e não t r iv ia l , a actuação 
dos métodos modernos no sentido daquela 
extensão dos domínios de validade, de que 
acima falámos, a qual constitui, talvez, a 
maior contribuição ao enriquecimento do 
património matemático neste meio século. 

O exemplo que vou apresentar ó o Teorema 
do Ponto Fixo, teorema que na sua forma 
elementar tem um aspecto insignificante e 
mesmo inofensivo, mas cujo conteúdo, con­
venientemente aproveitado, se revelou dum 
vigor ex t raord inàr iamente fecundo. 

Trata-se duma proposição de Topologia, 
que exprime o seguinte facto : Numa região 
do plano, limitada e convexa, qualquer defor­
mação contínua que mantenha os pontos da 
região dentro do seu contorno inicial, deixa 
nela um ponto fixo. Uma rotação dum disco 
em torno do seu centro ó uma modalidade 
banal dum tal facto. Mas consideremos um 
disco de borracha aplicado sobre uma mesa 
e deformemo-lo de qualquer modo, tendo 
apenas o cuidado de que ele não ultrapasse a 
região delimitada pelo seu contorno inicial ; 
podemos contraí- lo, dobrá- lo, esticá-lo, só 
não podemos rasgá- lo , porque então a defor­
mação deixaria de ser contínua. Pois bem, 
estejamos certos de que durante essas defor­
mações houve um ponto do disco que ficou 
lixo, isto é, coincidente com a sua posição 
in ic ia l . Este resultado não é perceptível 
intuitivamente, mas demonstra-se sem grande 
dificuldade. 

Se rá esta propriedade exclusiva das figu­
ras planas ? Não . Numa memória sobre as 
deformações contínuas das superfícies, publi­
cada em 1910, o m a t e m á t i c o holandês 
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BROUWER mostrou que essa propriedade é 
válida no espaço a t rês dimensões (ou espa­
ço ordinário) e mais geralmente num espaço 
euclideano com um número finito, qualquer, 
de dimensões. 

J á em 1 9 1 2 , pouco antes da sua morte, 
POINCARÉ utilizou esta ideia das deformações 
continuas com pontos fixos no tratamento 
duma questão relativa à existência dum 
número infinito de t ra jec tór ias periódicas no 
problema dos três corpos, questão que havia 
de ser resolvida no ano seguinte, pelo mate­
mático americano G. D . BlRKHOFF. 

Entretanto, novas ideias sobre o conceito 
de espaço estavam sendo introduzidas na 
matemática. O espaço cartesiano isomorfo 
do espaço euclideano, onde um ponto é iden­
tificado com o sistema das suas t rês coorde­
nadas, há muito tinha sido generalizado com 
o conceito de espaço n-dimensional, onde 
um ponto tem um número n, qualquer, de 
coordenadas. Mais um passo, e uma sucessão 
infinita de coordenadas foi igualmente desig­
nada por ponto, dum espaço com uma inf i ­
nidade de dimensões. Relações apropriadas 
definiam aí o equivalente duma distância e 
davam a esse domínio uma estrutura espacial. 

Em 1 9 0 4 , FRÉCHET cria um conceito de 
espaço muito mais geral, liberado de tais 
particularidades. Considerando um conjunto 
abstracto, ele introduz nesse conjunto uma 
estrutura de espaço (a que chamaria espaço 
distanciado, ou métrico) mediante uma defini­
ção axiomática de distância entre dois ele­
mentos do conjunto. 

Nesse conceito geral de espaço — espaço 
abstracto — ficavam então englobados uma 
multidão de domínios analíticos (como os 
espaços de H I L B E R T j á referidos), cujas cone­
xões íntimas não haviam podido ainda ser 
explicitadas. 

O Cálculo das variações, por exemplo, 
trata de problemas em que a incógnita não é 
uma variável numérica mas uma função 
(vale dizer, uma linha ou superfície)- Com-

preende-se imediatamente a necessidade de 
operar com as funções como se opera habi­
tualmente com números ou vectores, de 
considerar funções de fundão («funções de 
linha», na designação de VOLTERBA) e de defi­
nir para tais funções conceitos como os de 
limite, continuidade, etc. 

A nova teoria de FRÉCHET veio unificar 
tais processos e, pelas sugestões da lingua­
gem geométr ica que o conceito geral de dis­
tância inculcava e permitia definir com rigor, 
iria revelar-se um instrumento utilíssimo da 
Análise Funcional. 

Foi nesta ordem de ideias que, em 1922, 
os m a t e m á t i c o s americanos B I K K H O F F e 
K E L L O G G transportaram o teorema do ponto 
fixo para os espaços funcionais e, ao mesmo 
tempo que estendiam assim o seu domínio 
de validade, mostravam o proveito que se 
podia t irar desse teorema na Análise Funcio­
nal, com a sua aplicação à demonstração da 
existência de soluções das equações diferen­
ciais ordináaias . 

Em que consistiu esse «transporte» para 
um espaço funcional e como pôde ser apli­
cado às equações diferenciais esse teorema 
de tão modesta origem na topologia do 
plano ? 

Essencialmente, o problema de resolver 
uma equação diferencial, posta sob a forma 
integral, pode reduzir-se ao seguinte : encon­
trar uma função x que mediante uma opera­
ção 0 (a operação integral) seja transfor­
mada no própr io x. A função x chamaremos 
ponto, à operação 0 chamaremos transfor­
mação (ou deformação, como há pouco). Esta 
t rans formação opera num certo espaço, cons­
tituído pelas funções que satisfazem a certas 
condições inerentes ao nosso problema. 

Nós começaremos por definir neste espaço 
funcional o que se deve entender por con­
junto convexo, por conjunto compacto (que 
de certo modo corresponde a ser limitado e 
incluir a sua fronteira) e por t rans formação 
contínua. A teoria dos espaços abstractos 
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fornece-nos os meios necessários para isso. 
Suponhamos então que o Teorema do ponto 
fixo foi demonstrado neste espaço. Bas ta rá 
então constatar que as funções consideradas 
no problema constituem um conjunto convexo 
e compacto, que a nossa t rans formação 0 é 
contínua e, aplicada a um ponto desse con­
junto, leva a um ponto do mesmo conjunto. 
Todo o ponto fixo é solução da equação, 
cuja existência nos é pois assegurada por tão 
prestável teorema. 

Não resisto aqui à tentação de abrir um 
parêntese para evocar as célebres palavras 
de POIXOARÈ em que ele fixa de forma magis­
t ra l , e como por antecipação, a essência do 
método que acabo de descrever sumaria­
mente : 

( Â Matemática — escreveu ele em 1 9 0 8 — 
é a arte de dar o mesmo nome a coisas dife­
rentes. Entendamo-nos. Convém que essas 
coisas diferentes pela matéria sejam seme­
lhantes pela forma, que elas possam, por 
assim dizer, vazar-se do mesmo molde. 
Quando a linguagem foi bem escolhida, fica-
-se surpreso ao ver que todas as demonstra-
çõs feitas para um objecto conhecido se 
aplicam imediatamente a muitos objectos 
novos ; nada há que mudar, nem mesmo as 
palavras, porquanto os nomes se tornaram 
os mesmos». 

Assim ocorre, efectivamente, com o Teo­
rema do ponto fixo. Mas a sua história con­
tinua após 1 9 2 2 - e tudo leva a crer, de 
resto, que ainda não t e r m i n o u . . . 

Os resultados de BIRKHOFF e K E L L O G G 
deixaram o caminho aberto a uma série de 
pesquisas tendentes a uma larga aplicação 
do Teorema do ponto fixo na Análise Fun­
cional e, na verdade, várias generalizações 
deste teorema foram sucessivamente apresen­
tadas, procurando aligeirar as suas hipóteses 
de modo a abarcar novos espaços funcionais 
onde ele poderia ter aplicação. Nesse sentido 
as contribuições mais importantes devem-se 
a SCHAUDER, notável matemático polonês, 

que demonstrou o teorema para transforma­
ções definidas em espaço de B A N A C H (em 
1 9 2 7 ) e mais tarde (em 1 9 3 0 ) em espaços de 
FRÉCHET. 

SCHAUDER aplicou o Teorema do ponto 
fixo ao problema de D I K I C H L E T relativo a 
equações de derivadas parciais do tipo hiper­
bólico. O matemático f rancês L E R A Y , que se 
interessou com SCHAUDER pela utilização 
deste teorema na Análise Funcional, explo­
rou largamente a sua aplicação em domínios 
como equações integrais não lineares, pro­
blema de D I R I C H L E T para equações não 
lineares de tipo elíptico, cálculo das varia­
ções, um problema de D I U I C H L E T levantado 
pela teoria dos fluidos viscosos, problemas 
levantados pelos escoamentos dos fluidos 
perfeitos e compreensíveis , problemas de 
representação conforme do tipo H E L M H O L T Z 
surgidos nos escoamentos dos fluidos perfeitos 
e compressíveis , problemas de representação 
conforme do tipo de H E L M H O L T Z surgidos 
nos escoamentos dos fluidos perfeitos, etc. 

Outros matemáticos o seguiram ou acom­
panharam. Os esforços feitos no sentido de 
dar ao teorema do ponto fixo o máximo de 
generalidade, culminaram com o resultado 
de TYCHONOFF, professor da Universidade 
de Moscovo que, em 1 9 3 5 , demonstrou esse 
teorema para os espaços topológicos local­
mente convexos, que abrangem todos os 
espaços funcionais importantes e constituem 
por isso a classe de espaços vectoriais topo­
lógicos mais geral que se considera presente­
mente. 

E interessante assinalar que, a t ravés des­
tas general izações sucessivas, o Teorema 
demonstrado por BROUWER para o espaço 
cartesiano continuou sendo o resultado essen­
cial, utilizado nos diferentes casos como base 
de demonst ração dos teoremas mais gerais, 
que para todos eles assenta no mesmo prin­
cípio : uma aproximação conveniente do 
espaço considerado por um espaço de dimen­
são finita. 
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É igualmente digno de nota — e expressa­
mente para isso alonguei a citação de traba­
lhos de L E K A Y e outros quão larga tem sido 
a intervenção deste teorema, não apenas em 
questões de carác ter teórico, mas nas pró­
prias aplicações da Matemática, nomeada­
mente à Dinâmica dos fluidos. 

Pode assim constatar-se uma vez mais 
uma verdade bem conhecida e — talvez por 
isso — facilmente esquecida : que a matemá­
tica mais abstracta se não reduz a meras 
especulações formais, confabulações esotéri­
cas de espíritos isolados em torres de marfim, 
ausentes da realidade e supremamente inúteis. 

De longínquas raízes finamente mergulha­
das na experiência humana, o pensamento 
matemático prossegue a sua senda «para 
honra do espíri to humano» — como dizia 
JACOBI — mas não no sentido duma soberba 
fuga, como pretendem alguns. 

Embrenhando-se ousadamente em labirin­
tos su tis. as teorias matemáticas parecem, 
não raro, atingir paragens de quimera, des-
viando-se da Vida e dos seus problemas per­
manentes. Mas a história da ciência ensina 
que nessa ausência a Matemática apenas se 
fortalece para melhor os servir no próximo 
regresso. 

«Probabilidades, erros e estatística» 
por M- A. Fernande* Cosia 

Ura dos aspectos salientes da recente reforma do 
ensino de Engenharia foi a instituição no 2.° ano de 
uma cadeira semestral com o nome que serve de título 
a este comentário. 

Efectivamente, não podia ignorar-se por mais 
tempo o êxito estrondoso e a larga aplicação que nos 
países industrializados, particularmente nos de lín­
gua inglesa, têm vindo a usufruir os métodos estatís­
ticos de «qaality control*. 

Cabe aos britânicos a honra de terem alçado a 
Estatística ao nível de ciência metodológica univer­
sal e realizado muito trabalho precursor no domínio 
das aplicações, nomeadamente à indústria; por seu 
lado, o espírito prático dos americanos soube avaliar 
com clareza as possibilidades da nova técnica que o 
seu poder realizador levou a extremos surpreendentes. 
Postos em execução pela primeira vez em larga escala 
nas numerosas fábricas e depósitos de material de 
guerra que o governo americano operou durante o 
último conflito, os métodos estatísticos de controle de 
qualidade alcançaram resultados tão espectaculosos 
que a indústria privada logo os abraçou; e sempre 
que uma técnica vence de forma tão definitiva a relu­
tância do industrial, cujas preocupações económicas 
naturalmente sobrelevam as científicas, as suas virtu­
des ficara demonstradas de forma insuspeita. 

Pensou-se por isso, e muito bem, que não seria peso 
morto na bagagem dos nossos engenheiros um conhe­
cimento — se não de fundo, ao menos de conceitos — 

da moderna Estatística Industrial. Criou-se então 
uma cadeira, nomearara-se os professores, e tudo ficou 
resolvido. Ou talvez não? 

Começamos por deplorar o nome com que se bapti-
sou a nova disciplina, estigmatizando-a logo à nas­
cença duma forma que lhe não augura vida saudável. 

Na verdade, o nome de «Probabilidades, Erros e 
Estatística» aâgura-se pouco adequado; tão pouco 
adequado, digamos, como o de «Esqueleto, Músculos 
e Anatomia Geral» que se atribuísse a uma cadeira 
de Medicina. O título não estaria mal para uma douta 
conferência em que se examinasse a evolução histórica 
da teoria estatística; mas para uma cadeira dum 
curso de Engenharia, situada, ainda por cima, no 
primeiro semestre do seu segundo ano — antes, por­
tanto, que se possa aproveitar a teoria ministrada 
em Cálculo Infinitesimal — parece-nos menos do que 
apropriado. 

E que, por um lado, o Cálculo das Probabilidades 
só pode considerar-se, no caso sujeito, como um meio 
e não como um fim, como um instrumento e não como 
o produto final: a clássica definição de probabilidade 
como o «quociente do número de casos favoráveis 
pelo número de casos igualmente possíveis», os teo­
remas (*) das probabilidades totais e compostas, o 

(') Sim, teoremas! Para que abordar os problemas filosóficos 
das probabilidades? Para que mencionar o proposto fundamonto 
axiomático da teoria ? 
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teorema de BERNOULLI ligando a probabilidade com 
a frequência, a noção de variável aleatória e suas 
exemplificações mais importantes, e pouco mais, for­
necem fundamento suficiente à teoria estatística que 
há oportunidade para expor. Logo, não parece justifi-
car-se o destaque atribuído às «Probabilidades» no 
nome da cadeira. 

Por outro lado, os «Erros» constituem um problema 
facilmente tratável, banal até, à luz da moderna teo­
ria estatística. Surpreende ver ainda hoje a chamada 
«teoria dos erros» apresentada independentemente, 
com expressões polvilhadas d terminologia gaus-
siaoa, actualmente pitoresca, e baseada em argumen­
tação escassamente diferente da do próprio GAUSS ! (*) 
Tal procedimento poderá tolerar-se em certos casos 
por razões de tradição, como por exemplo quando se 
pretenda informar matematicamente certas regras de 
trabalho na Topografia e na Geodesia; mas não 
parece admissível em paralelo com uma exposição 
dos princípios fundamentais da Estatística, pressu­
posta no caso sujeito. 

A demonstração da afirmação acima feita de qne 
a teoria dos erros não é hoje mais do que ura simples 
capítulo da Estatística, se bem que se não encontre 
explícita na literatura — talvez por demasiado ba­
nal ! — daria assunto para outro artigo. Mas não 
resistimos a fazer aqui algumas observações tenden­
tes a ilustrar o nosso ponto de vista. 

Note-se, em primeiro lugar, que a corrente obediên­
cia dos erros de observação à lei normal pode imedia­
tamente justificar-se como corolário do «teorema do 
limite central» (uma das mais difíceis proposições da 
teoria estatística, mas cujo enunciado é muito fácil 
de entender). Daqui a mostrar que as sucessivas 
medições de uma mesma grandeza se distribuem nor­
malmente em torno do valor desta vai apenas um 
passo, que logo pode ser seguido doutro no sentido 
de sublinhar que a estima da grandeza é equivalente 
à estima da média duma variável normal. (Por con­
veniência, caracterizaremos desde já esta variável 
designando por u. a sua média e por T 2 a sua variân­
cia). 

O problema básico da «teoria dos erros» insere-se 
assim num dos capítulos centrais da Estatística: o da 
estima dum parâmetro da população (neste caso u.) 
a partir duma amostra nela colhida (constituída pelas 
n observações xi, x^ , ••• , xn) . Claro que servirão 

para estimar n a «média aritmética» x = — y . x,, 

a mediana, ou qualquer outro estimador apropriado ; 

inaB há um bom par de razões que levam a preferir 
a primeira : é uma estimativa «centrada» (quer dizer, 
E (x) = u.) e a mais «eficiente» (i. e. de variância 
mínima). Esta última qualidade prende-se de resto 
com a circunstância de ser também x uma estimativa 
de «máxima verosimilhança». 

Para aferir o grau de confiança de que a estimativa 
[j. = x é merecedora, há necessidade de estimar tam­
bém o desvio padrão <J . Sem mencionar sequer o 
mundo de simplificações que recentes resultados sobre 
o uso da amplitude como medida de dispersão permi­
tem introduzir nos cálculos ('), referir-nos-emos ape­
nas ao estimador habitual: o desvio padrão da amos­

tra, 

Quando n é pequeno, procura-se, de acordo com 
um critério discutível, melhorar a estimativa tomando 

antes a È costume apresentar para 

este procedimento as mais fantasistas justificações, 
ignorando-se sempre as razões que efectivamente 
podem pesar na escolha: (o) a maximisa a densidade 
de probabilidade da distribuição da variável s (2), 
/ ( « I a) <x e~" "n sn~ 2, quando aqui se supõe s subs­
tituído pelo valor observado ; (b) a é a estimativa 
que intervém na definição de várias «estatísticas» 
muito usadas, como por exemplo as variáveis «í» de 
STUDENT e mFm de SNEDECOR. 

Por exemplo, relativamente uma série da 10 obser­
vações tem-se í = v/lO (x — u.)/a; daqui se deduzirá 
um intervalo-a de confiança para ft substituindo 

t x em i x — ta x + ta pelo valor do 

quantilho-

1/10 ' ~ ' " T v/10/ 

luma variável t com 9 graus de 

liberdade. Com a = 0,50 vem tâ  = 0,703 e a semi-

-amplitude do intervalo será dada por 0,703 ^ — . 

Compare-se este valor com o «erro provável» ( 3) 
ff 

r = 0,6745 ,— tradicionalmente empregado neste 
' t/10 v 6 

contexto: se o for relativamente grande, a divergên­
cia pode ser considerável. 

Poderia prosseguir-se com a consideração das 
médias ponderadas; poderia também relacionar-se o 

(') Theoria JUotus Corporum Coelestium, 1809 

(') V . artigo do autor a este respeito em Boletim do Instituto 
dos Actaários Portugueses, n.° 12 (1956). 

(') Desvio padrão observado em amostras de u colhidas na 
mesma população. 

(•) O tal que «uão é O I T O nem tâo pouco provável». 
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« p r i n c í p i o dos m í n i m o s q u a d r a d o s » com o « p r i n c í p i o 
da m á x i m a v e r o s i m i l h a n ç a » ; e assim por diante . Mas 
n ã o se pretende d i v a g a r demasiado e o que f ica d i t o 
i l u s t r a suficientemente o ponto de vis ta defendido. 

Julgamos ter apresentado argumentos suficientes 
para evidenciar a pouca propriedade do nome esco­
lhido para a nova d i sc ip l ina . Se o aspecto que mais 
interessa sal ientar é o das a p l i c a ç õ e s à i n d ú s t r i a , 
porque não chamar-lhe « E s t a t í s t i c a I n d u s t r i a l » ou 
qualquer ou t ra coisa semelhante? 

P o d e r á cuidar-se que o bapt ismo, por pouco i n s p i ­
rado que seja, nenhuma i n f l u ê n c i a tem no func iona ­
mento dos cursos ; mas a verdade incontroversa é que 
a d e s i g n a ç ã o de « P r o b a b i l i d a d e s , Erros e E s t a t í s t i c a » 
tende a i m p r i m i r aos programas dos cursos o r i e n t a ç ã o 
errada sempre que aos seus regentes f a l t e a indispen­
s á v e l e x p e r i ê n c i a de t rabalho na m a t é r i a ( e x p e r i ê n c i a 
essa que, o u s a r í a m o s dizer, mu i to rare ia no nosso 
meio). 

Veja-se por exemplo como se desenrolou o curso 
numa escola de engenharia com a qua l temos con­
tacto mais directo. Nessa Escola parece prevalecer o 
estranho c r i t é r i o de que o ensino da M a t e m á t i c a f ica 
melhor entregue a engenheiros ( ' ) do que a m a t e m á ­
t icos , nunca se havendo reparado que essa pobre 
c i ê n c i a , t ã o mar t i r i zada , é talvez a mais v u l n e r á v e l 
a uma defei tuosa e x p o s i ç ã o . Nenhum m a t e m á t i c o 
p o r t u g u ê s deve, por tanto , ter sido tomado de surpresa 
ao ver sacr i f icar a E s t a t í s t i c a como a nova v í t i m a 
do amadorismo que tanto tem pre judicado as mate­
m á t i c a s aplicadas em P o r t u g a l . 

O professor encarregado de reger na refer ida Escola 
a cadeira de « P r o b a b i l i d a d e s , Erros e E s t a t í s t i c a » 
— que a l i á s deve ser pessoa de luzidas qualidades, 
pois lhe foram t a m b é m confiadas mais t r ê s cadeiras 
b á s i c a s de M a t e m á t i c a d i s t r i b u í d a s pelos dois p r i ­
meiros anos — n ã o hesitou era assumir a responsabi­
l idade de, logo no p r i m e i r o ano de funcionamento da 
cadeira, es t ru turar ele p r ó p r i o o programa do curso 
e publ icar as suas l ições . N ã o lhe deve ter ocorr ido 
sequer a s o l u ç ã o —porventura mais l ó g i c a , mais na tu ­
r a l e mais eficaz — de adoptar para efeitos docentes 
e discentes um dos muitos l iv ros de E s t a t í s t i c a Indus­
t r i a l que pu lu l am nas l i t e ra turas americana e inglesa. 

O resultado e s t á à vis ta . Percorramos, com efei to, 
mui to rapidamente, as tais «l ições» (que, escusado 
s e r á dizer, escrupulosamente quizeram t r aduz i r o 
nome da cadeira: p r i m e i r o «deu-se» C á l c u l o das 
Probabil idades, depois «deu-se» Teor i a dos Erros e 
finalmente «deu-se» E s t a t í s t i c a ) . 

( l ) Frequentemente, a t é , a meros diplomados em Engenharia 
ou a simples alunos dos ú l t imos anos! 

1. Cálculo das Probabilidades. 
C o m e ç a - s e pela d e f i n i ç ã o l ó g i c a (!) de p r o b a b i l i ­

dade, cujos axiomas s ã o alternadamente apodados de 
« p r o p r i e d a d e s » e « t e o r e m a s » . Menciona-se depois a 
de f in i ção de B E R K O U L L I , fala-se numa coisa a que 
vagamente se chama a «lei e m p í r i c a do a c a s o » e 
introduzem-se os « c a m p o s de p r o b a b i l i d a d e » (?). I l u s -
tra-se a seguir, copiosamente, a t é c n i c a de c á l c u l o de 
probabi l idades em problemas do t ipo c l á s s i co , mui to 
c l á s s i co mesmo. Vai-se ao ponto de enunciar a gene­
r a l i z a ç ã o do teorema das probabi l idades tota is ao 
caso de os acontecimentos n ã o serem mutuamente 
exclusivos (sic). Sem esquecer o problema do encontro, 
passa-se depois à s probabi l idades g e o m é t r i c a s (!). 

O problema das provas repetidas é t ra tado de fo rma 
quase exaustiva, analisando-se laboriosa e pormeno­
rizadamente a ap l icab i l idade das a p r o x i m a ç õ e s nor­
mal e de POISSON à b i n o m i a l . 

V ê m a seguir as i n e v i t á v e i s probabil idades das 
causas, para só depois se entrar num estudo s u m á r i o 
das v a r i á v e i s a l e a t ó r i a s , mas n ã o t ã o s u m á r i o que se 
deixe de i n t r o d u z i r a « f u n ç ã o c a r a c t e r í s t i c a » ( f u n ç ã o 
geradora dos momentos) que se ap l ica ao cá l cu lo de 
momentos e, Bem j u s t i f i c a ç ã o , à d e m o n s t r a ç ã o da l e i 
da c o m b i n a ç ã o l inear de v a r i á v e i s normais. 

Tudo is to mu i to bem misturado e condimentado 
por paradoxos de MÉB.K, problemas de TCHEBYCHEFF, 

agulhas de BUFFOK, etc., etc., etc. 

2. Teoria dos Erros. 
Sobre este assunto f o r a m publicados apontamentos 

pelo p r ó p r i o regente da cadeira, que nos permitem 
desenvolver uma c r í t i c a mais fundamentada. 

Fe i ta a d i s t i n ç ã o entre erros s i s t e m á t i c o s e aciden­
tais, enunciain-se os postulados de GAUSS e deduz-se 
deles a l e i normal dos erros, que se af i rma ser intei­
ramente confirmada pela e x p e r i ê n c i a . Definem-se 
depois uma « m e d i d a de p r e c i s ã o » e v á r i o s « a f e r i d o ­
res» (erro q u a d r á t i c o m é d i o , erro p r o v á v e l e erro 
m é d i o absoluto) . 

Considera-se a seguir a c o m b i n a ç ã o l inear de erros 
e deduz-se a « f ó r m u l a de p r o p a g a ç ã o de e r r o s » . Esta, 
como se sabe, é a f ó r m u l a aproximada que d á o erro 
m é d i o q u a d r á t i c o duma f u n ç ã o / ( S B I , asj, • • • , asj,) de 
v á r i a s v a r i á v e i s cujos valores s ã o experimentalmente 
detorminados ; mas no o p ú s c u l o não se esclarece como 

remover a di f iculdade de c á l c u l o das derivadas 

que na f ó r m u l a i n t e r v ê m . ( N ã o se conhecem os valo­
res correctos dos x f ) . 

Out ro ponto cujo t ra tamento se oferece t a m b é m a 
part iculares reparos é o p r i n c í p i o dos m í n i m o s qua­
drados, em cu ja j u s t i f i c a ç ã o se diz, entre outras coisas, 

A - » V 
ser —-j=e a probabilidade de cometer o erro t , 
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e embandeira-se em arco ao ver i f icar que esse p r i n ­
c í p i o conduz a tomar a m é d i a a r i t m é t i c a como o 
«va lo r mais p r o v á v e l » , esquecendo-se que isso decorre 
da p r ó p r i a d e d u ç ã o da l e i de G A U S S a p a r t i r dos seus 
postulados. Este p r i n c i p i o podia ao menos ter sido 
aprovei tado para j u s t i f i c a r o uso da m é d i a ponderada 
no caso de o b s e r v a ç õ e s de desigual p r e c i s ã o , mas n ã o 
o f o i — pelo menos expl ic i tamente . 

O c a p í t u l o que se segue, sobre o b s e r v a ç õ e s indirec­
tas, é talvez o que, pelo deficiente enunciado do pro­
blema e pa r t i cu la r i m p e r f e i ç ã o da e x p o s i ç ã o , c a u s a r á 
aos entendidos a l t e r a ç ã o mais s ens íve l da p r e s s ã o 
a r t e r i a l . Cometeu-se neste ponto a « p r o e z a » de t rans­
por para a n o t a ç ã o hoje corrente na teor ia das m a t r i ­
zes toda a a r g u m e n t a ç ã o que conduz à s e q u a ç õ e s 
normais de GAUSS. Todav i a , do ponto de v i s t a mate­
m á t i c o , nada se parece ter ganho em clareza ; quanto 
ao sentido f í s i c o do problema, esse perde-se comple­
tamente por d e t r á s das desajeitadas e q u a ç õ e s . 

Outros aspectos mais d e p l o r á v e i s do t rabalho suje i to 
poderiam ainda ser mencionados ; mas confessamo-nos 
impotentes para dar uma ideia , por p á l i d a que seja, 
da frequente i m p r e c i s ã o ou mesmo impropr iedade de 
l inguagem, da fo rma vaga ou incomple ta por que s ã o 
postos os problemas, da i m p e r f e i ç ã o da ma io r i a dos 
conceitos, da m á l i g a ç ã o com a m a t é r i a anter ior , 
enf im, da c o n f u s ã o i r r e m e d i á v e l que impregna toda a 
e x p o s i ç ã o . 

Permita-se-nos uma t r a n s c r i ç ã o : 

« E m tudo o que se segue, falaremos de erros 
q u a d r á t i c o s m é d i o s , erros p r o v á v e i s , etc., como 
se fossem os t e ó r i c o s , i s to é, definidos pela 
curva de GADSS correspondente. É evidente que 
h á erro nessa a p r o x i m a ç ã o porque a curva de 
GAUSS refere-se a uma v a r i á v e l c o n t í n u a 
enquanto que o n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s é sem­
pre f i n i t o ; na de f in i ção dos aferidores entra o 
conceito de probabi l idade enquanto que com 
um n ú m e r o finito de o b s e r v a ç õ e s estaremos 
l idando com f r e q u ê n c i a s . 

Prova-se que esse erro tende para 0 quando 
n tende para i n f i n i t o e que tratando-se dum 
n ú m e r o suficiente de o b s e r v a ç õ e s (n ̂ > 20) é 
praticamente verdadeira a a s s e r ç ã o f e i t a . 

Nota : n — n ú m e r o de o b s e r v a ç õ e s » . 

N ã o se j u l g u e que é o estilo que pretendemos c r i ­
t i c a r ; quizemos apenas dar uma i l u s t r a ç ã o eloquente 
do que pode acontecer quando se procure t r aduz i r à 
r isca a desastrosa d e s i g n a ç ã o da cadeira. Naqueles 
p e r í o d o s acha-se enunciada, por uma fo rma embrionar 
e toscamente incompleta embora, a ideia fundamenta l 

da E s t a t í s t i c a ( i n d u ç ã o amostra —*• universo) que 
só na par te final do curso s e r á abordada. 

3. Estatística. 
A esta m a t é r i a aplicara-se in tegra lmente , se n ã o 

com maior intensidade ainda, as c r í t i c a s fei tas a t r á s 
a respeito da qual idade da e x p o s i ç ã o . Es t a pode t am-
Dém ser detidamente apreciada a t r a v é s da l e i tu ra dum 
segundo o p ú s c u l o publ icado pelo mesmo autor. 

A p ó s uma i n t r o d u ç ã o em que se d á a d e f i n i ç ã o de 
E s t a t í s t i c a mais adequada que se encontrou (') — a 
de COURNOT ( 1 8 0 1 - 1 8 7 7 ) — entra-se na p r i m e i r a parte 

da obra, pomposamente i n t i t u l a d a « Elementos de 
E s t a t í s t i c a M a t e m á t i c a » . 

Despejam-se aqui , numas curtas 1 4 p á g i n a s , t o d a s 

as costumadas noções que se encontram nos pr imeiros 
c a p í t u l o s dos l iv ros , tanto as i n d i s p e n s á v e i s como as 
s u p é r f l u a s , tanto as de uso corrente como as obsoletas, 
tanto as a p l i c á v e i s num curso breve como as de c a r á c ­
ter mais a v a n ç a d o e sub t i l . Nem as co r recções de 
SHEPPARD para os momentos, nem a d i s t r i b u i ç ã o de 
L E X I S , nem os desenvolvimentos em s é r i e de E D G E -

WORTH escaparam à chamada ! 

Na segunda parte , sob a e p í g r a f e «Métodos Es ta ­
t í s t i c o s no Controle dos Processos I n d u s t r i a i s » ( f i n a l ­
mente 1), o autor ocupa-se exclusivamento de cartas 
de controle nas suas variadas formas (melhor d i r í a m o s , 
d e f o r m a ç õ e s ) . Nem uma palavra sobre i n s p e c ç ã o por 
amostra — o segundo problema b á s i c o da E s t a t í s t i c a 
I ndus t r i a l — nem sobre a o r g a n i z a ç ã o de planos de 
amostragem de acordo com margens de risco pre f i ­
xadas. 

Mui t a s tabelas, numerosos á b a c o s , mas escassa 
e x p l i c a ç ã o sobre o que se acha por d e t r á s delas. O 
uso da ampl i tude (range) na c o n s t r u ç ã o das cartas, 
que se aplaude, fica p o r é m assaz mal esclarecido ; e 
as cartas de controle da p r o p o r ç ã o de elementos defe i ­
tuosos s ã o mu i to incompleta e inadequadamente t r a ­
tadas. 

As e x i g ê n c i a s de e s p a ç o n ã o nos permi tem todavia 
fazer c r í t i c a pormenorizada deste i n c r í v e l escrito, 
destinado — é bom n ã o esquecer — ao uso de alunos 
duma Univers idade. A o seu autor cabe a d ú b i a dis­
t i n ç ã o de haver dado a lume o p r i m e i r o texto sobre 
E s t a t í s t i c a Indus t r i a l em p o r t u g u ê s . Dizemos « d ú b i a » 
porque n ã o podemos a f i a n ç a r que o o p ú s c u l o t ra te na 
realidade de E s t a t í s t i c a ; e, quanto a ser red ig ido em 
p o r t u g u ê s , l imitar-nos-emos a notar que as costuma­
das dificuldades resultantes da pobreza da te rmino lo­
g ia c ien t i f ica nacional s ã o nele resolvidas com um 

(') Menciooa-sc t a m b é m , a «tí tulo de cur ios idade» , uma «defi­
nição humorís t ica» — a Estatística è a arte de precisar o que se 
ignora— a qual justlficadamoute se diz «visar os estatistas igno­
rantes ou pouco escrupulosos*. 
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c r i t é r i o que decerto e s p a n t a r á quem entre nós a lgum 
interesse tenha dedicado ao assunto. Desvio típico, 
por exemplo, f o i termo com que o r e s p o n s á v e l por 
estas l inhas nunca ouv iu os seus colegas mimosear o 
desvio padrão ; e quartos, décimos, centésimos s ã o 
e p í t e t o s com que os quartilhos, os decilhos e os centi-
Ihos provavelmente se r e s s e n t i r ã o . 

S 

Com todo este arrazoado n ã o se quiz , sinceramente, 
a t i n g i r n i n g u é m . Somente se pretendeu chamar a 
a t e n ç ã o para um aspecto pa r t i cu la r dum problema 
grave e mu i to mais vasto : o cancro do amadorismo 
que entre nós a f l i g e o ensino das M a t e m á t i c a s . 

Quando c h e g a r á o d ia em que se deixe aos especia­
listas o c u l t i v o das especialidades ? 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 

C O N F E R Ê N C I A S N A F A C U L D A D E D E C I Ê N C I A S D E B A R C E L O N A 

O Prof . SKBASTIÃO E S I L V A p r o f e r i u uma s é r i e de 

dez c o n f e r ê n c i a s na Faculdade de C i ê n c i a s de Barce­
lona, entre 14 de A b r i l e 8 de Maio deste ano, subor­
dinadas ao tema geral «Distribuições e Funcionais 
Analíticas. Aplicações ao Cálculo Operacional». 

0 D i á r i o de Barcelona de 17 de A b r i l dc 1958 
inser iu a seguinte n o t í c i a : 

«O Professor JOSÉ SKBASTIÃO E S I L V A , d i rector do 

Centro de Estudos M a t e m á t i c o s do I n s t i t u t o de A l t a 
C u l t u r a e c a t e d r á t i c o da Universidade T é c n i c a de 
Lisboa, i n i c i o u o ciclo de c o n f e r ê n c i a s sobre teoria 
das d i s t r i b u i ç õ e s e suas a p l i c a ç õ e s , organizado pelo 
S e m i n á r i o M a t e m á t i c o de Barcelona. O director do 
S e m i n á r i o , doutor D . J o s é M a r i a Orts apresentou o 
conferencista focando os dis t in tos aspectos da sua 
personalidade c i e n t í f i c a de tanto relevo na m a t e m á ­
t ica moderna. 

«O doutor S e b a s t i ã o e x p ô s , de f o r m a magis t ra l , 
uma nova a x i o m á t i c a da moderna teor ia das d i s t r i ­
b u i ç õ e s , de tan ta a p l i c a ç ã o não só no campo abstracto, 
como nas novas teorias f í s i c a s . 

aO c á l c u l o s i m b ó l i c o de Heavis ide h á mu i to a p l i ­
cado nos problemas de engenharia encontram com 
esta teor ia uma j u s t i f i c a ç ã o r igorosa que a t é agora 
lhe fa l t ava . A f u n ç ã o de D I R A C , ins t rumento valioso 
na M e c â n i c a Q u â n t i c a , adquire sentido quando con­
siderada como uma d i s t r i b u i ç ã o Mui to s problemas 
de e q u a ç õ e s diferenciais t ê m s o l u ç ã o adequada com 
este novo ins t rumento de cá l cu lo» . 

Seguem-se os t í t u l o s das c o n f e r ê n c i a s realizadas. 

1 — C o n s i d e r a ç õ e s p r é v i a s : necessidade das d i s t r i ­
b u i ç õ e s ; sua i n t r o d u ç ã o h e u r í s t i c a no C á l c u l o Opera-

C E N T R O D E E S T U D O S 

O Centro de Estudos M a t e m á t i c o s de L isboa do 
I . A . C. rea l izou nos meses de Maio a Ju lho urna 
sé r i e de l ições sobre Topo log ia que fo ram seguidas 
com bastante interesse por alunos e licenciados. Es ­
tas l ições fo ram profer idas pelo bolseiro do I . A . C , 

c ional (escola de Heaviside) e na F í s i c a T e ó r i c a 
(escola de D i r a c ) . 

2 — C o n s t r u ç ã o do e s p a ç o da s d i s t r i b u i ç õ e s de 
ordem finita como derivadas formais de f u n ç õ e s con­
t í n u a s . I n t e r p r e t a ç ã o das f u n ç õ e s localmente s o m á v e i s 
como d i s t r i b u i ç õ e s . 

3 — D i s t r i b u i ç õ e s de ordem i n f i n i t a . A x i o m á t i c a 
das d i s t r i b u i ç õ e s . Produto m u l t i p l i c a t i v o . 

4 — L i m i t e de uma s u c e s s ã o de d i s t r i b u i ç õ e s . A l u ­
s ã o à topo log ia dos e s p a ç o s de d i s t r i b u i ç õ e s . 

5 — In teg ra l de uma f u n ç ã o com respeito a uma 
d i s t r i b u i ç ã o . F ó r m u l a i n t e g r a l de D I B A C . Funcionais 
e operadores lineares c o n t í n u o s sobre d i s t r i b u i ç õ e s . 
D e f i n i ç ã o de d i s t r i b u i ç ã o segundo SCHWARTZ. 

6 — E s p a ç o s par t iculares de d i s t r i b u i ç õ e s . M o d a l i ­
dades a l g é b r i c a s e t o p o l ó g i c a s do conceito de convo­
l u ç ã o ( f a l t ung ) de duas d i s t r i b u i ç õ e s . 

7 — R e v i s ã o s u m á r i a da teor ia das funcionais ana­
l í t i c a s e do C á l c u l o Operacional de FANTAPPIÉ , segundo 
uma o r i e n t a ç ã o mais recente. 

8 — A t r a n s f o r m a ç ã o de L A P L A C E como operador 
l inear c o n t í n u o sobre d i s t r i b u i ç õ e s . Suas r e l a ç õ e s com 
o C á l c u l o operacional de F A N T A P P I É . 

9 — A p l i c a ç ã o do C á l c u l o Operacional aos proble­
mas mistos para as e q u a ç õ e s em derivadas parciais 
de 2.* ordem. D i s t r i b u i ç ã o de GREEN para a e q u a ç ã o 
de ondas. 

10 — Novas perspectivas abertas pelas d i s t r i b u i ­
ções no Cá lcu lo Operacional . As u l t r a - d i s t r i b u i ç õ e s 
como funcionais a n a l í t i c a s de F A H T A P P I É . 

M A T E M Á T I C O S D E L I S B O A 

JOÃO DOS SANTOS G U M I R K I R O , e t r a t a r am a t é agora 

duma i n i c i a ç ã o aos m é t o d o s da Topo log ia concret i ­
zados com a p l i c a ç õ e s á A n á l i s e Funcional , devendo 
prosseguir no p r ó x i m o ano lect ivo-

A pedido de alguns alunos, em especial da F a c u l -
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dade de Letras , o Prof. SKHASTIÃO E S I L V A real izou 
t a m b é m uma sé r i e de l ições sobre L ó g i c a e Teor i a 
dos Conjuntos que foram seguidos com v ivo interesse. 

Finalmente o Prof. Huoo B . R I B E I R O da Universidade 
de Nebraska p r o f e r i u duas l ições de encerramento. 

Merece todo o nosso louvor esta fel iz i n i c i a t i v a , 
que vem con t r i bu i r para a r e n o v a ç ã o da Cu l tu ra 
M a t e m á t i c a no nosso p a í s e despertar interesse entre 
os novos pela M a t e m á t i c a Moderna. 

J. O. T. 

C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D O S M A T E M Á T I C O S 

Como j á f o i anunciado no ú l t i m o n.° de Gazeta de 
M a t e m á t i c a , realiza-se de 14 a 21 de Agosto p r ó x i m o 
em E d i m b u r g o o X I I Congresso In ternacional dos 
M a t e m á t i c o s , sobre a d i r e c ç ã o superior da U n i ã o 
M a t e m á t i c a In ternacional . 

A Gazeta de M a t e m á t i c a d a r á no p r ó x i m o n ú m e r o 
i n d i c a ç õ e s pormenorizadas sobre esta r e u n i ã o , e faz 
votos de que o p r ó x i m o Congresso, — o X I I I — a rea­
l izar em 1962 o seja em Por tuga l . 

j . o. T. 

P R O F E S S O R A G R E G A D O D A F. C . L. 

Nos dias 31 de Janeiro, 24, 27 de Fevereiro e 13 de 
Maio realizaram-se na F . C. L . as provas para hab i ­
l i t a ç ã o ao t í t u l o de Prof. Agregado do 1." grupo 
1." S e c ç ã o — A n á l i s e e Geometria — da F . C. L . do 
1.° Assistente do I S C E F D r . JOSÉ R I B E I R O 

ALBUQUERQUE : 

31-1-58 — prova p r á t i c a — E q u a ç õ e s às derivadas 
parciais de 1 * ordem. 

24-2-58 — 1.* l ição - E q u a ç õ e s diferenciais lineares 
no d o m í n i o r ea l ; m é t o d o s de i n t e g r a ç ã o . 

27-2-58 — 2.* l ição — S u p e r f í c i e s regradas. 

13 5-58—• defesa da Tese — « P r o p r i e d a d e s de cone­
xão nos e s p a ç o s a b s t r a c t o s » . 

Foram arguentes os Profs . A N I B A I . SCIFIÃO GOMES 
DE CARVALHO, JOSÉ FRANCISCO RAMOS E COSTA e L u i z 

B E D A DE SOUSA T A V A R E S N E T O . 

A Tese f o i publ icada na Revis ta da Faculdade de 
C i ê n c i a s em 1954, data em que f o i requerida a admis­
s ã o a concurso. 

A v o t a ç ã o f o i f e i t a no t inal das provas sobre o 
m é r i t o absoluto do candidato que f o i aprovado por 
unanimidade. Fel ic i tamos sinceramente o Dr . R I B E I R O 
ALBUQUERQUE. 

J. G. T. 

D O U T O R A M E N T O 

Nos dias 17 e 18 de M a r ç o realizaram-su na F . C . L . 
as provas para doutoramento em C i ê n c i a s M a t e m á ­
ticas do A s s i s t e n t e daquela Faculdade A N T Ó N I O 
CÉ»AR DE FREITAS. O Candidato, que f o i aprovado com 
a c l a s s i f i c a ç ã o de 18 valores, apresentou como disser­
t a ç ã o , «A Teor i a das D i s t r i b u i ç õ e s e o C á l c u l o s im­
bó l i co dos E l e c t r o t é c n i c o s no caso de c i rcui tos de 

Constantes c o n c e n t r a d a s » , a p l i c a ç ã o da Teor i a das 
D i s t r i b u i ç õ e s aos sistemas de e q u a ç õ e s diferenciais 
que traduzem o funcionamento dos c i rcui tos de cons­
tantes concentradas. A r g u m e n t a r a m os Profs. JOSÉ 
SEBASTIÃO E S I L V A , RODRIQO SARMENTO B E I R E S e D I O G O 

PACHECO AMORIM. A O novo doutor as nossas f e l i c i t ações 
J. G. T. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S D E E X A M E D E F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C. L . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1.» Exame de Fre­
q u ê n c i a — ( i .* chamada) — 1958. 

4 3 3 9 — a) Mostre que o conjunto dos racionais 
x tais que x 3 > 5 const i tuem uma secção superior 

1 
6) Considere o conjunto dos n ú m e r o s a H  « 

(n — 1 , 2 , - • • ) . Indique os seus pontos de a c u m u l a ç ã o , 

os isolados e os l imi tes de WEIERSTRASS. Sob que con­
d i ç ã o ex i s t i r i a m í n i m o ? 

c) Mostre que conjunto l imi t ado e fechado c o n t é m 
m í n i m o e m á x i m o . 

4 3 4 0 — a) Descreva a maneira de calcular as 
r a í z e s racionais de um p o l i n ó m i o de coeficientes i n t e i ­
ros. Se estes s ã o todos posi t ivos e os coeficientes 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 35 

extremos igua i s à unidade, que pode conclui r a res­
peito dessas mesmas r a í z e s . ? 

6) Caracterize os p o l i n ó m i o s reais / ( » ) de g rau 
n para os quais as imagens das r a í z e s são s i m é t r i ­
cas duas a duas em r e l a ç ã o ao eixo dos y y . Com 
n = 4 , determine f { x ) pela c o n d i ç ã o u l te r io r de ser 
um quadrado per fe i to . 

c) Mostre que se f ( x ) é m ú l t i p l o de / ' (x) e n t ã o 
um e um só valor anula quer / (x), quer / ' ( x ) . 

4341 — a) Enuncie a regra de m u l t i p l i c a ç ã o de 
matrizes e e s t a b e l e ç a a propriedade associat iva desta 
o p e r a ç ã o . 

b) Def ina c a r a c t e r í s t i c a de uma ma t r i z . Descreva 
com j u s t i f i c a ç ã o um processo para o seu c á l c u l o . 
Ind ique os valores de X para os quais o produto 
A B com 

r o - l - i r i x - l - i 
A - \ 0 - 1 _ 2 — 1 - 2x 

L . 2 - 1 J L 0 1 + xJ 

resulta de c a r a c t e r í s t i c a 2. 
c) Seja A uma ma t r i z quadrada de c a r a c t e r í s t i c a 

i g u a l à ordem n. U t i l i z ando a teor ia da condensa­
ção por o p e r a ç õ e s elementares sobre l inhas, mostre 
que existe uma mat r iz B t a l que BA — I. V e r i f i ­
que que B é t a m b é m de c a r a c t e r í s t i c a n e que per­
muta com A. 

4 3 4 2 — a) Dados 2 1 = 3 + 4 Í e z 2 = l + 2 i , cons-
77 

t rua a imagem do complexo s t a l que a r g (z — si) = — 
o 

e a rg (z — z 2) = a. Para que valores de » existe solu­
ç ã o ? Enuncie e j u s t i f i q u e a propriedade em que f u n ­
damenta a r e s o l u ç ã o . 

b) Mostre que o p o l i n ó m i o / ( x ) = 2 x 3 — 3 x J — 2 
não tem r a í z e s racionais, mas admite uma ra iz real . 
Calcule esta com duas casas decimais pelo m é t o d o 
de HOLMES. 

c) E s t a b e l e ç a a d iv i s ib i l i dade de / ( — 1) por a + 3 

quando — é uma f r a c ç ã o i r r e d u t í v e l ra iz de / ( x ) , 

p o l i n ó m i o de coeficientes in te i ros . 

F. C. L . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1 . " Exame de Fre­

q u ê n c i a — ( 2 . » chamada) — 1 9 5 8 . 

4 3 4 3 — a) Mostre que os racionais x que fazem 
x 3 > 7 const i tuem uma s e c ç ã o superior. Indique j u s ­
t i f icando a natureza do n ú m e r o que ela define. 

6) Seja f ( x ) uma f u n ç ã o crescente e c o n t í n u a em 
[ o , 6 ] . Ind ique o seu c o n t r a d o m í n i o e enuncie e de­
monstre o teorema em que fundamenta a resposta. 

c) Calcule os l imi tes laterais no i n f i n i t o e em zero 

para a f u n ç ã o f ( x ) 2~ * . Trace um grá f i co apro­

ximado de f ( x ) . D i g a , jus t i f i cando , se é uniformemente 
c o n t í n u a em [ — 1 , 0 ) . 

4 3 4 4 — a) Seja f ( x ) uma f u n ç ã o c o n t í n u a em 
[ a , 6 ] . Se ya n ã o é valor tomado pela f u n ç ã o , prove 
que existe uma v i z i n h a n ç a de y0 onde n ã o existe 
nenhum valor da f u n ç ã o . Enuncie e d é m o n t r e o teo­
rema em que baseia a resposta. 

6) Seja f (x) uma f u n ç ã o crescente em [ a , 6 ] com 
0 c o n t r a d o m í n i o [ / ( a ) , / ( & ) ] . Ver i f ique que f ( x ) é 
c o n t í n u a em qualquer ponto c de [ a , 6 ] . 

c) Def ina cont inuidade un i fo rme de / ( x ) num 
1 

conjunto e estude deste ponto de v is ta / ( x ) = - , 

def inida em ( 2 , 3 ) . 
4 3 4 5 — a) Dado u = 1 + i, calcule o complexo 

v que tem a imagem sobre a c i r c u n f e r ê n c i a com 
centro na or igem e ra io 2 e que ver i f i ca a 
c o n d i ç ã o [«* + v\ — | v\ — | u | . Prove que é sempre 
1 xi + zz I > I I zz I — I z i I I ) indicando o caso de i g u a l ­
dade. 

b) Calcule as r a í z e s racionais do p o l i n ó m i o 
f (x) = 9 x 5 — 10 x 3 — 36 x 2 + x + 4 e a ra iz i r r ac iona l 
com duas casas decimais. 

c) Def ina o m. d. c. de /(»») e g(n) e relacione-
-o, jus t i f i cando , com estes p o l i n ó m i o s . 

F. C. L . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — 2." exame de f r e ­
q u ê n c i a — (1 .* chamada) — 2 1 - 4 - 5 8 . 

4 3 4 6 — Relacione a e 6 de modo que a recta 
ax + ô ^ ^ l fique tangente à c i r c u n f e r ê n c i a x 2 - ( - j / 2 = 4 
do plano xOy. E q u a ç ã o do plano que, passando no 
no ponto P ( 1 , 1 , 2 ) , tem aquela tangente por t r a ç o 
em xOy. Valores de a e b para os quais o plano 

{ x = y 

s = 0 
4 3 4 7 — E s t a b e l e ç a a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suf i ­

ciente para que 
/ = a0x" + ••• 
< / = 6 0 x m + • a 0 6 0 =j fe0 

tenham alguma raiz comum. 
Determine y de modo que 

/ = x J + 2 x + y 

g = x 3 — 2 x 2 — x + 2 

tenham a lguma ra iz comum e, para t a l valor de y , 
forme a e q u a ç ã o das r a í z e s comuns. 

4 3 4 8 — Mostre que / = a u X; x,. de c a r a c t e r í s t i c a 
r é d e c o m p o n í v e l numa soma de r quadrados de f o r ­
mas lineares independentes ( s u p õ e - s e 0^=^=0, com 
a lgum a). Decomponha em quadrados a q u á d r i c a 

/ = x? + 4 x j x% — 2x) X3 + 4 x | — 4 x j x3 + 2 x j X4 + x\ — 2 x 3 x4. 



36 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

4 3 4 9 —Prove que se S' = 2 " « i semi-convergente, 
podem extrair-se dela duas s u b s é r i e s 2 a i , e 2 ( —  

com a„ , ò„ > 0 , ambas divergentes in f in i t a s . Conclua 
da í que é p o s s í v e l reordenar os termos de S de modo 
nue a nova sé r i e seja divergente i n f i n i t a pos i t iva . 

In te rva lo de c o n v e g ê n c i a da sé r i e 2 e n a _ 

.2 n 2 — 1 , 
tureza da s é r i e nos extremos desse in te rva lo . E a s é ­
r ie uniformente convergente nesse in te rva lo ? R a z ã o 
disso. 

F. C. L . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2.° Exame de Fre­

q u ê n c i a - (2.» chamada) - 28-4-1958. 

4 3 5 0 — E s t a b e l e ç a os teoremas p r inc ipa i s r e l a t i ­
vos à c o m p o s i ç ã o e d e c o m p o s i ç ã o de determinantes. 

Calcule o determinante de 4.* ordem : 

b b . . . 

a b . . . 
e o determinante de 

ordem n : 

4351 — Def ina c a r a c t e r í t i c a duma q u á d r i c a . Enun ­
cie a l e i da i n é r c i a de SYLVESTER, para as q u á d r i c a s 
reais. Que entende por í n d i c e de i n é r c i a ? 

Calcule a c a r a c t e r í s t i c a e o í n d i c e de i n é r c i a da 
q u á d r i c a . 

onde X é p a r â m e t r o real . 

4 3 5 2 — D ê uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente 
para que duas rectas do e s p a ç o 

C A x + By + C z + D = 0 J .4, x - l - B , y + C, a + £ ) , = 0 

\A<x + B'y-rC< z + d' = 0 l A\ x + B\ y + C\ z + D\ = 0 
sejam 

a) Paralelas 
b) Secantes. 
Escreva as e q u a ç õ e s dos feixes de planos de te rmi ­

nados por cada uma das rectas dadas, e deduza uma 
c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente para que elas sejam 
complanares. 

Calcule a de modo que as rectas 

r x = 4 z + a f i = - 2 s — 1 

l y = - z + 1 l y = 5 z + 4 
sejam complanares e determine uma e q u a ç ã o do pla­
que as c o n t é m . 

4 3 5 3 — E s t a b e l e ç a o teorema de BOLZANO re la t ivo 
a l imi t e s finitos de s u c e s s õ e s , e deduza dele uma con­
d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente de c o n v e r g ê n c i a duma 
sé r i e . 

Estudo das sé r i e s 2 e 2 — . 
( 2 » + 1 ) " V 

Enunciados dos números 4539 a 4353 de J. J. Dion ís io . 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS G E R A I S 

É p o c a de O u t u b r o — 1-10-57. 

4 3 5 4 — a) Os p o l i n ó m i o s 

« ! - i x ! + 11 x 

Exame final 

xó — a x s + 11 x — 6 

x3 — 0 x 2 + x + 6 

t ê m duas r a í z e s comuns cu ja soma é i g u a l a 5. 
Escreva a e q u a ç ã o das r a í z e s comuns e calcule os 

valores de a e p . 

b) Estude a p o s i ç ã o r e l a t i va da recta = 

Va • "o e do plano A x-i-B y + C z + D = 0, 
k l 

por meio da teor ia dos determinantes, obtendo as 
re l ações que estudou em Geometria A n a l í t i c a . 

R : a) O processo prático para a construção do 
resultante dá imediatamente a equação das raízes 
comuns que 

1 — <* 11 - 6 

1 - 3 1 6 

— 1 a - p - 10 12 

•. - . . . . . . 
. . . ... ... ... 

e do segundo grau : (e — p) x 2 — 10 x + 12 = 0 . Como 
a soma das raises desta equação é 5, será 

10 
5 OU a — 

o que permite esoever a equação na forma x 2 — 5 x + 6 = 0 
cujas soluções são x ' = 2 e x " = 3 . Substituindo nos 
polinómios dados x por 2 (ou por 3) , obtem-se a = 6 
e B = 4 . 

b) O problema consiste em estudar o sistema 

I * ~ X ° _ Z — y° z — z° 
i h k 1 equivalente a 
I A i + B y f C r + D - 0 

k x — h y = k x 0 — h y 0 

l y — k z = I y 0 — k z 0 

A x + B y - I - C z = - D 

I lc — h 0 

Se o determinante A = 0 1 — k for diferente de I A B C 

0 (A h + B k 4- C1 =jt 0 ) , o sistema é possível, e deter­
minado, o que significa que a recta encontra o plano 
num ponto. Se A = * 0 ( A h + B k - | - C l = 0) e admitindo 

k — h 
=1= 0 , há dois casos a considerar : sendo que 0 1 
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o característico A' = diferente de 

x- (x — 1) 

k — h k x g — li y 0 

O 1 1 y 0 — k z 0 

A B - D 
O (A xo 4 B y 0 + C z n 4- U ^ r O ) o sistema é impossivel 
(a recta é paralela ao plano) e se A' = 0 ( A x 0 4- B y n 4 -
4- C Zo 4- D = 0) o sistema é possível indeterminado 
(recta assente nn plano). 

4 3 5 5 — Dada a f r a c ç ã o racional / ( x ) 

resolva os seguintes problemas: 

o) Determine os seus extremos e estude o sentido 
da concavidade. 

6) Decomponha-a em elementos simples e apro­
veite o resultado para calcular / ' " ' ( x ) e P f ( x ) . 

cy ' E s c r e v a o desenvolvimento em sé r i e de / ( x ) 
segundo as p o t ê n c i a s de x 4- 1 . 

3x — 2 2 
R : a) f (x) = e x = — é o único 

' K ' x*(x —1)2 3 
2 

ponto de estacionaridade. Como f ( x ) < 0 para x > — 
3 

2 e P (x) > 0 ;>ara x < <mía-se </e um ponto de 

6 x2 — 8 x + 3 
f" (x) = 2. e, como 6 x 2 - 8 x + 3 > 0 

W X * ( X - 1)3 
/>ara todo» os valores de x , f" (x) > 0 y a r a x > 1 
(concavidade voltada para cima) e f" (x) < 0 para 
x < 1 (concavidade voltada para baixo). 

b) 
1 a 0 + a i x 

x * ( x - 1) 
Para determi­

nar ao e ai basta considerar a fracção auxiliar 

e efectuar a divisão algébrica até ao 
• 1 + x 

grau 1 do cociente. Obtem-se — 1 — x ( a n = — l , a j = - 1 ) . 
A cons ían íe bo porfe calcular-se facilmente, fazendo 

1 
x = l na fracção auxiliar B j ( x ) ( b 0 = l ) . 

Então 
x í ( x - l ) 

f W ( « ) - ( - 1)" 

1 

x* 

D ! n ! ( n - ^ 1 ) ! 

, ( x - ! ) • • + ' 

r í x+n + r i 
' " a [ ( x - l ) " ^ x"+* J 

+ c 1 | x - l 
[> f (x) = — + log  

X X 

c) Pode obter-se o desenvolvimento em série aprovei­
tando a expressão de f ' ° ' ( x ) . Assim 

f ( x ) (x + 1)" 

4 3 5 6 — a) Provar que, sendo f ( x , y ) h o m o g é n e a 
de grau a, x^f,',+2x y f , ' t 4- yzfuí = a (a — 1) / . 

6) Mostre que a e q u a ç ã o I J ! 4 ( x J + i ) > - 3 = 0 
define na v i z i n h a n ç a de P ( l , l ) uma f u n ç ã o y (x). 
Escreva a e q u a ç ã o da tangente à curva nesse ponto. 

K : a) Escrevendo a identidade de E U I . E E para 
fl(x,y) e f y ( x , y ) , funções homogéneas de grau a — 1 , 
tem-se : 

(1) 
(2) 

x £ + y C - (<* - 1 ) f, 
x f , ' T + y £ ^ < « - l ) f , 

Multiplicando (1) e (2) por x e y , resjiectivatnente, 
e somando, obtem-se 

x* f j , 4- 2 x y f „ 4 y» Ç = (x — 1 ) [« f , + y f ; ] - (a - 1 ) a f 

b) Designando por <p(x,y) o primeiro membro da 
equação, tem-se 9 ( 1 , 1 ) » 0 , As derivadas <p x (x ,y ) e 
< f j ( x , y ) «ão continuas em P ( l , l ) e ( 1 , 1 ) ^ = 0 . 
Estão pois satisfeitas as condições de existência da 

função y (x) . 
A equação da tangente é cpj (1 , 1) (x — 1) 4 

4- œj (1 , 1 ) (y — 1) — 0 OH — substituindo <pj ( 1 , 1 ) e 
< p j ( l , l ) pelos seus valores esimplificando— x4 -y —2 = 0. 

I . S . C. E. F. — MATEMÁTICAS O E B À I S 

É p o c a de M i l i c i a n o s — 14 -12 -1957 . 
Exame final 

4 3 5 7 — Resolva os seguintes problemas: 
a) Determime a f u n ç ã o f ( x ) t a l que A f ( x ) = x (A -= 1 ). 
b) U t i l i z a n d o determinantes, concluir que o sistema 

» + gf — « + < « - 1 
x — y + z — í = 2 
i 4 y + » 4 / = 0 
x + y + t •= 0 
x — y — z — í =• 3 

é i m p o s s í v e l . Com e q u a ç õ e s deste sistema construa 
outro que seja p o s s í v e l e indeterminado de g rau 1. 
E x p r i m a a ú l t i m a e q u a ç ã o como c o m p o s i ç ã o l inear 
das t r ê s p r imei ras . 

R : a) f ( x ) é da forma a x 2 4 - b x 4 - e . Então 
f ( x 4 - l ) - f ( x ) = a ( x + l)2 + b(x4l)4-c-(ax24-bx4o) = 
=» 2 a x 4- (a 4- b) e, como 2 a x 4 - ( a + b) = x , será 

1 1 
• f ( x ) 

1 1 
•= - e b = • f ( x ) = - X 2 - — x 4- c 

2 2 
• f ( x ) 

2 2 

1 1 - 1 1 

1 - 1 1 - 1 1 1 

b) Seja A = 1 1 1 1 e A = . 1 - 1 

1 1 0 1 1 1 

1 - 1 - 1 - 1 

http://Eui.ee
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o determinante principal. Como os determinantes carac­
terísticos não são todos nulos, o sistema é impossível. 

E evidente que o sistema 

x +• y — /. + t = 1 

x — y + z — t = 2 

x + y + í + t — O 

è possível (A=jtO) e indeterminado de grau 1 . 

Para exprimir a última equação como composição 
das três primeiras, considere-se o determinante carac­
terístico correspondente à última equação: 

1 1 - 1 1 

1 - 1 1 2 

1 1 1 0 

1 - 1 - 1 3 

= 0 

Calculando os complementos algébricos dos elementos 
da última coluna, obtem-se >.j = 4 , A 2 = 4 , X3 = — 4 e 
\-j= — 4 e então \ x (x + y — z + t — 1) +• X2 (x — y -t-
+ z - t - 2 ) H - X 3 ( x + y 4 - z + t ) + x 5 ( x - y - z - t - 3 ) = 0 , 
o que permite escrever x — y — z — t — 3 — ( X + y — z + 
+ t - l ) + ( x - y + z - t - 2 ) — (x + y + z + t ) . 

4 3 5 8 — a) De te rminar os m á x i m o s e m í n i m o s de 
y = a ekx -f- b e~'!J!. 

b) Calcular P x 2 - a r c t g x . 

c) Desenvolver em sé r i e de M A C L A U B I N 
1 

R : a) 

tem por 

a k e ' 1 - k b e 
1 b 

x — — loa — 
2 k J a que, 

y" = a k 2 e k x + k2be- t x j dá y " > 0 
/ 1 b , 

sença do mínimo I — log — , 2 y a b 

( x - 1 ) ( » - » ) 

equação y' = O 

substituída em 

Está-se em pre-

b) P x 2 • arclg x > 

arctgx - — P ( x — 

1 X3 
arclq x P 

7 3 1 + 3 
3 X 2 1 
- arctg x - — + — 

/017 ( x 2 + 1 

e) 

C . 

( x - l ) ( x - 2 ) 
= S ( 2 " - l ) x -

4 3 5 9 — Achar a e q u a ç ã o da tangente à curva y(x), 
def inida impl ic i t amente pela e q u a ç ã o f ( x , y ) = 
= xy1 — 2xzy — 3 = O, na v i z i n h a n ç a de P ( l , — 1 ) . 
Provar que x f x + y f y = 9 . 

R : 
d x ) , ( 2 x 

4 x y 
i ) = — e então a 

4 

tangente è v 4- 1 = — (x 
4 

2 x 2 / H . - D 

- 1) . Como f (x , y ) = 

O, com T (x , z) homogénea de grau - V ( x , y ) - 3 
3, <em-«e x «F, + y V y == 3 «y (x , y) ou x f, + y f, s 9 . 

Soluções dos uúuieros 4554 a 4559 de Fernando de Jesus. 

I . S. T. — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame de f r e q u ê n ­

cia - 1957-1958. 

4 3 6 0 — Ache o l i m i t e superior preciso e o l i m i t e 
i n f e r i o r preciso de CAUCHY para o conjunto assim def i ­
nido : 

1 
a 2 „_ , = — , a,„ - n (n = 1 , 2 , 3 , • •) . 

n 

As def in ições d ã o - s e da mesma maneira ainda que 
os conjuntos n ã o sejam l imi tados . 

4 3 6 1 — Determine um complexo z t a l que 4 das 
suas r a í z e s de índ i ce 6 s a t i s f a ç a m à e q u a ç ã o 
x* + 2 x>- + 4 = 0 . 

4 3 6 2 — Ache a der ivada de (sen x)""". 

4 3 6 3 — U m endomorfismo diz-se normal se comuta 
com os autornorfismos internos. Demonstre que, dado 
o grupo ® , se r, for endomorfismo normal , © T <\ 
i nva r i an te . 

4 3 6 4 — Determine o núc leo do homomorfismo 

eiõ _,, gitõ (j. _t i n t e i ro fixo, 0 -* n ú m e r o rea l ) . 

4 3 6 5 — Considere o conjunto unido U = At[J A2; 
mostre, em seguida, que U se pode escrever como 
u n i ã o de dois conjuntos dis juntos . 

4 3 6 6 — Mostre que as t r a n s f o r m a ç õ e s definidas 

{ x1 = ax — b y 
fo rmam grupo. Os n ú -

y' — b x + a y 
meros a e b s ã o v a r i á v e i s . 

4 3 6 7 — U m eudomoifismo dum grupo diz-se nor­
mal se comuta com todos os autornorfismos internos. 
Mostrar que o produto de dois endomorfismos normais 
é um endomorfismo normal . 

4 3 6 8 — Escreva a e x p r e s s ã o da derivada da f u n ç ã o 
y = arc cos x , suposto y um arco de terceiro qua­
drante. 

x- seny + y* sen x 
4 3 6 9 — Ver i f ique que a f u n ç ã o Z= 

é c o n t í n u a no ponto ( 0 , 0 ) . 
x-- + y* 

I . S. T. — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final — 5.* e 

6.' t u r m a s - 23-6-58. 

4 3 7 0 — Considere as formas lineares + Xj , 
2 Xz + x 4 , x j + 2 x 2 + 2 x.j , x 4 + 2 X3 — x 4 , e v e r i f i ­
que se há ou n ã o entre elas uma d e p e n d ê n c i a l inear. 
No caso a f i rma t ivo , ind ique quantas são independen­
tes e escreva um sistema m á x i m o de independentes. 
Jus t i f ique o processo. 

Nota. A j u s t i f i c a ç ã o pedida é a parte essencial do 
problema. 
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4371—Cons ide re , no e s p a ç o l inear # 5 , o sub-

- c s p a ç o E de e q u a ç õ e s 

I n + « i + x 3 + x r, = 2 

i 2 + 3 i s + i , | = 3 

3 J5j + 3*2 — 3 i j - 2 x,j + 3 x-, = 0 

e determine um s u b - e s p a ç o paralelo a E , de d imen­
são i n f e r io r de uma unidade à d i m e n s ã o de E e pas­
sando pela or igem das coordenadas. 

4 3 7 2 — Determine a e q u a ç ã o do plano tangente 
à s u p e r f í c i e x + y + z — sen (x y z) no ponto ( 0 , 0 , 0 ) 
e escreva as e q u a ç õ e s da normal no mesmo ponto. 

4 3 7 3 — Tome no plano x z , urna elipse de cen­
t ro na or igem dos coordenados e de eixos 2 e 3, 
respectivamente sobro os eixos O x e O z . Depois, 
tome uma recta do plano yz igualmente inc l inada 
sobre os dois eixos. Escreva a e q u a ç ã o do c i l i nd ro 
cu ja d i rec t r i z é a elipse e cujas geratrizes são para­
lelas à recta dada. 

4 3 7 4 — Determine a natureza da sé r i e 

0 0 r 1 \ , 1 , . ( »* ) ! " 

I. S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final — 

7." turma — 4-7-58. 

4 3 7 5 — Tendo em conta as propriedades dos deter­
minantes, prove, sem cá l cu los , que 

à3 / (» ) Ï (*) T (*) - / ' O ) ¥ (•*) *' (*) 
ôxòydz f i ( y ) n (y) f , (y) <t\(y) f i ( y ) 

h (*) ¥ 2 ( 2 ) M * ) / » ( • ) f l ( « ) 
4 3 7 6 — Ache o â n g u l o do plano Ax + By + 

+ Cz + D = 0 e d a recta x = x 0 + « < , y = 2/0 + P < , 
2 - 3o + 7 í • 

4 3 7 7 — Considere o e s p a ç o a 5 d i m e n s õ e s , de refe­
rencia l Ou (ei , , e3, e4, E 5 ) . E m seguida tome os 
dois pontos ( 1 , 1 , 1 , 0 , 0 ) , ( 1 , 1 , 0 , 1 , 0 ) . Escreva, 
depois, as e q u a ç õ e s p a r a m é t r i c a s da recta que passa 
pelos dois pontos ; e, f inalmente, a p a r t i r daquelas 
e q u a ç õ e s p a r a m é t r i c a s , escreva as e q u a ç õ e s n ã o 
p a r a m é t r i c a s . 

4 3 7 8 — Determine, para uma mul t ip l i c idade vec­
t o r i a l a 4 d i m e n s õ e s as e q u a ç õ e s da s u b - m u l t i p l i c i -
dade def inida pelos dois vectores (1 ,1 ,0 ,1 ) e ( 2 , 0 , 3 , 0 ) 

4 3 7 9 — Dada a sé r i e convergente de termos 
ao 

posi t ivos 2""; determine a natureza da s é r i e 
»=•( 

OD 

2 ( " î + ' — ><») • 

Enunciados dos números 4360 a 4379 de K. Almeida e Sá. 

G E O M E T R I A 

F . C. L . — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° exame de fre­

q u ê n c i a — (2.* chamada) 1958. 

4 3 8 0 — Considere dois pontos sobre uma recta de 
topo um dos quais sobre o segundo bissector. F ixe um 
terceiro ponto, no segundo bissector, de modo que os 
t r ê s pontos formem um t r i â n g u l o e q u i l á t e r o no e s p a ç o 
(de p r e f e r ê n c i a , sem L T ) . 

4381—Considere uma c i r c u n f e r ê n c i a no plano ver­
t i c a l e uma recta. Determine um ponto de uma super-

D E S C R I T I V A 

f í c i e gerada por uma recta móve l que encontre per­
pendicularmente a recta e encontre a c i r c u n f e r ê n c i a . 

4 3 8 2 — Dado um grupo 9) defina um novo produto 
por o | é = o 6 - ' . Mostre que se o b t é m um grupo se 
e só se os elementos são de segunda ordem. 

4 3 8 3 — Mostre que, dado um grupo, a total idade 
dos elementos de segunda ordem, se for um subgrupo, 
é invar ian te . 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F . C. L — CÁLCULO I N F I N I T E S I M A L — 1.° Exame de F r e ­

q u ê n c i a — 1.* Chamada — 11/1/57. 

4 3 8 4 — F i a c ç õ e s c o n t í n u a s : suas de f in i ção e per io­
dic idade; t ipos de periodicidade e teoremas rela t ivos 
às f r a c ç õ e s c o n t í n u a s p e r i ó d i c a s . 

4 3 8 5 — Exponha o conceito de medida dum con­
j u n t o e defina conjuntos m e n s u r á v e i s . 

4 3 8 6 — Defina a o p e r a ç ã o de r o t a ç ã o num plano 
em cá l cu lo vec tor ia l e escreva a e q u a ç ã o vector ia l de 
um ponto, com base nessa o p e r a ç ã o , em coordenadas 
cartesianas e em coordenadas polares. 
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4 3 8 7 — Dada a q u á d r i c a 

x 2 + y 2 + z 2 — 2y z + 2z x — 2 x y - f - x - l = 0 

o) Mostre que tem uma recta de centros a d i s t â n ­
c ia i n f i n i t a . 

A) Determine o plano d iamet ra l conjugado com 
a d i r e c ç ã o ( 1 , 3 , 5 ) e mostre que passa pela recta de 
centros. 

c) Classifique a q u á d r i c a e escreva uma e q u a ç ã o 
reduzida. 

4 3 8 8 — Prove que a f u n ç ã o 

(oi + () 
y - (x* - 2 B x + C) 

Bendo a, è , B, C constantes, converte em identidade 
a e q u a ç ã o 

C P « X 2 - 2 B X - L C d y 
— £ . _ + 2 (x — B) —— + y 0 
d x* 2 dx 

Deduza desta r e l a ç ã o que 

x*-2Bx+C d"+'y 2(x-B) d"+< y d"y 

(n + 1) (n + 2 ) d x ' n + 1 d x"+' dx" 
0 . 

F . C. L . — CÁLCULO INFINITESIMAL — 1." Exame de F r e ­
q u ê n c i a - 2 » Chamada — 18/1/57. 

4 3 8 9 — Def ina conjuntos conexos e conjuntos per­
fei tos e enuncie as propriedades que respeitam aos 
conjuntos conexos. 

4 3 9 0 — Def ina versor dum vector e ind ique a 
e x p r e s s ã o dum vector em f u n ç ã o do seu versor; vecto­
res fundamentais : sua de f in i ção e a p l i c a ç ã o à expres­
são de um vector e do produto externo de dois vectores. 

4391 — Def ina in f in i t amente pequeno e ordem dum 
in f in i t amente pequeno ; escreva a e x p r e s s ã o geral dum 
inf in i tamente pequeno de ordem n e defina a parte 
p r i n c i p a l e par te complementar dum t a l in f in i tamente 
pequeno. 

4 3 9 2 — Dada a q u á d r i c a 

xi + yi = ax-\-myz (a ,m =frO) 

a) Determine o plano tangente n na or igem das 
coordenadas e a d i r e c ç ã o do e s p a ç o cujo plano d i a ­
metra l conjugado em r e l a ç ã o à q u á d r i c a é paralelo a TE. 

6) Classifique a q u á d r i c a e ver i f ique que a sua 
natureza n ã o depende dos p a r â m e t r o s a e m . 

Determine as geratrizes da s u p e r f í c i e que passam 
pela or igem, se exis t i rem. 

c) H a v e r á alguns valores dos p a r â m e t r o s para os 
quais a s u p e r f í c i e seja de r e v o l u ç ã o ? Escreva uma 
e q u a ç ã o reduzida da q u á d r i c a . 

4 3 9 3 — Dada a e x p r e s s ã o d i ferencia l 

<P y 

d x* + y 

mude as v a r i á v e i s x , y em u , v, sabendo que as 
e q u a ç õ e s de l i g a ç ã o s ã o 

X = U 2 + V 2 

y «= u 2 — v* 

F . C. L . — CÁLCCLO I N F I N I T E S I M A L — Exame F i n a l — 
I grupo - ( 2 «chamada) — 2 4 - 6 - 5 7 -

4 3 9 4 — Def ina contacto de ordem n entre duas 
s u p e r f í c i e s , deduza as c o n d i ç õ e s a n a l í t i c a s para um 
ta l contacto; defina conceito de o s c u l a ç ã o para a su­
p e r f í c i e e aplique-o ao caso de uma das s u p e r f í c i e s 
ser um plano. 

4 3 9 5 — Escreva a e q u a ç ã o vector ia l das s u p e r f í ­
cies regradas, ind ique o s ignif icado das grandezas 
que nela figuram, defina s u p e r f í c i e s empenadas e a 
sua l inha de e s t r i ç ã o e enuncie a le i de CHARLES que 
respeita a tais s u p e r f í c i e s . 

4 3 9 6 — Indique como se calcula o volume de sól i ­
dos l imi tados por s u p e r f í c i e s de r e v o l u ç ã o , deduzindo 
a f ó r m u l a correspondente; ind ique se conhece outros 
casos em que a a p l i c a ç ã o do r a c i o c í n i o empregado 
pode conduzir a s i m p l i f i c a ç ã o do c á l c u l o do volume 
de só l idos que neles se consideram. 

4 3 9 7 — Def ina e q u a ç õ e s diferenciais s i m u l t â n e a s ; 
ind ique como os sistemas de tais e q u a ç õ e s se podem 
obter a p a r t i r dum sistema dado de e q u a ç õ e s que 
contenha constantes a r b i t r á r i a s . Considere o caso par­
t i cu la r dum sistema de duas e q u a ç õ e s diferenciais de 
1." ordem e defina o seu sistema de I . G., sistemas de 
I . par t iculares e sistemas de I . singulares, quando 
existam. 

4 3 9 8 — Dada a curva de e q u a ç ã o y 3 ( 2 x —a) t-
+ a 2 x 2 — x 4 = 0 , onde a é uma constante, determine 
os seus pontos singulares com e x c e p ç ã o dos seus pon­
tos de i n f l e x ã o . 

1 

4 3 9 9 - Cale 
ule j x a r c t g xdx. 

4 4 0 0 - Calcule j j ( y 2 + 2 x y - f x 2 ) dxd y onde 

A & o t r i â n g u l o de v é r t i c e s ( 1 , 1), (2, 0) , (0, 0) refe­
ridos ao sistema de eixos cartesianos ortogonais. 

4401 — Ache todos os in tegra i s da e q u a ç ã o d i f e ­
rencial 2 x y i i x + ( 3 y 2 — x 2 + 3 ) d y = 0 
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F . C. L . - CÁLCULO INFINITESIMAL — Exame final -

l . ° Grupo - Junho 1958. 

4 4 0 2 - Calcule 

JC9 dx 

0 (1 + * ) (x* + l ) 

4 4 0 3 — Determine a s o l u ç ã o geral da e q u a ç ã o d i ­
ferencia l : 

(1 - x + y) d x + (x + 1) d y — 0 . 

4 4 0 4 — Calcule o volume da r e g i ã o do e s p a ç o l i m i ­
tado pelas s u p e r f í c i e s : z=0,y = 1 , w = x J , 2 = x 2 + i / 2 . 

4 4 0 5 — Determine as a s s í n t o t a s de 

x i _ xt yz + 2 x* y - j - 4 y* + 3 x = 0 . 

4 4 0 6 — Def ina uma curva torsa num ponto e 
escreva nas formas vec to r i a l ec artesiana as f ó r m u l a s 
de FRENET e SERRET, indicando o s ignif icado das g ran ­
dezas que nelas entram. 

4 4 0 7 — Escreva a e q u a ç ã o vec tor ia l das s u p e r f í ­
cies regradas e ind ique o s igni f icado das grandezas 
que nela figuram. Def ina s u p e r f í c i e s empenadas e sua 
l i nha de e s t r i ç ã o . Enuncie a l e i de CHASLES a respeito 
de tais s u p e r f í c i e s . 

4 4 0 8 — D e f i n a contacto de ordem n entre 2 super­
f í c i e s , escreva a c o n d i ç ã o a n a l í t i c a para t a l contacto. 
D e f i n a o conceito de o s c u l a ç ã o que lhe diz respeito e 
res t r ic to ao caso duma das s u p e r f í c i e s ser um plano. 

4 4 0 9 — Enuncie os t ipos de e q u a ç õ e s diferenciais 
s u s c e p t í v e i s de abaixamento de ordem. Indique como 
se consegue o abaixamento de ordem nos dois t ipos 
de e q u a ç õ e s h o m o g é n e a s , apl icando os respectivos 
processos às e q u a ç õ e s de 2.* ordem. 

A N A L I S E M A T E M Á T I C A 

I. S. C. £ . F . — A N Á L I S E MATEMÁTICA — 1." Exame de 

F r e q u ê n c i a - 27-3-57. 

4410 — D i g a o que é a r e l a ç ã o de i n c l u s ã o entre 
conjuntos e quais as suas propriadades. 

Quais são as s u c e s s õ e s m o n ó t o n a s e seus l im i t e s? 

Def ina classe a d i t i v a de conjuntos. Porque é que 
os conjuntos de medida (X) nula n ã o const i tuem uma 
classe a d i t i v a ? 

Def ina e s p a ç o (í)) e prove que o e s p a ç o .«?„ é um 
e s p a ç o (g>). 

Demonstre que o d i â m e t r o dum conjunto l i m i t a d o 
de Sli é a d i f e r e n ç a entre os l imi tes superior e i n f e ­
r i o r de WEIERSTRASS. 

4411 — Demonstre que uma f u n ç ã o m o n ó t o n a l i m i ­
tada num in te rva lo finito é de v a r i a ç ã o l i m i t a d a . 

Def ina i n t e g r a l no sentido de LEBESGNE. E s t a b e l e ç a 
a desigualdade de SCHWABZ. 

Se / ( x ) é l i m i t e duma s u c e s s ã o / „ (x) de f u n ç õ e s 
definidas e uniformemente l imi tadas dum modo g lobal 
num conjunto g n e n s u r á v e l , demonstre que : 

J / ( x )<2x = l i m J f „ ( x ) d x 

E x p r i m i n d o a der ivada / ' (x) como l i m i t e duma 
conveniente s u c e s s ã o de f u n ç õ e s , prove que a derivada 
duma f u n ç ã o n e n s u r á v e l num in te rva lo finito é f u n ç ã o 
n e n s u r á v e l e, por tanto , i n t e g r á v e l nesse in te rva lo . 

4412 — Considere uma f u n ç ã o vec tor ia l de v a r i á v e l 
vec tor ia l ; defina d i f e r e n ç a finita, considere-lhe as 
componentes d i f e r e n c i á v e i s e defina a derivada. 

O que é e s p a ç o produto de dois e s p a ç o s cartesianos ? 
D ê exemploB. 

I . S. C. E . F . — A N Á L I S E MATEMÁTICA — Exame final — 
l.« chamada — 16-7-57. 

4413 — Estude a c o n v e r g ê n c i a do i n t eg ra l 

/ cos* x dx 
Jo 

R : Tem-se 

    

    
   

    

 

quando p = a 
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Então, por definição de limite, rem 

0 < 1 — S < ( — — x ] c o s * x < l 

- • — £ < X < -
2 2 

quando 

e daqui se tira, sucessivamente 

cos'1 x < • 

t / î t / 2 - s 

, 0 < / cos" x dx < 

dx 

Afas, fixado aquele z e fazendo tender E 1 ^"»ra sero, 
tem-se a convergência do último integral, para limite 
finito, sempre que p < l . Conclui-se a convergência do 
integral proposto sempre que x < 1 . 

4 4 1 4 — P r i m i t i v e a f u n ç ã o 

a r t c g l / a ; 2 + 2 x — 3 

(x + 1 ) 2 

R : Primitivando por partes, vem : 

f -
arctq\/xz— 2 x — 3 artcg l / x 2 + 2 x — 3 

d x = (-( x + l ) « 

x + 1 
C 1 j / x 2 + 2 x — 3 

+ I • d j 
J x + 1 l + x* + 2 x - 3 

dx 

x + 1 

a rctg v / x 2 + 2 x —3 

x T l 
+ 

( x 2 + 2 x - 2 ) \ / x 2 + 2 x - 3 

J4 função integrando está definida em ( — ° ° , 3 ) e 
( l , + oo ) , 2«<o rf, / o r a do intervalo fechado ( — 3 , 1 ) 
dos zeros de x 2 + 2 x — 3 . A primitiva que se procura 
será válida visto que os zeros de x + 1 e de x 2 + 2 x — 2 , 
caiem dentro do intervalo ( — 3 , 1 ) . 

Tem-se 

f . 

dx 

- ~ 
J [(x + 1 ) 2 -

(x 2 - ) - 2 x - 2 ) V / x 2 + 2 x — 3 

d (x + i ) r 
3] v / ( x + l ) 2 - 4 J ( t 2 - 3 ) v / t 2 - 4 

A substituição indicada por \/1* — 4 = ( t + 2) u , ou 
2 ( l - i - u 2 ) d t „ u 

melhor: t = e cuia derivada e' — = 8 
1 - u 2 du ( l - u 2 ) 2 

é decrescente em (—oo , 0 ) e crescereis em ( 0 , + oo); 

admite duas inversas, perfeitamente definidas em 
( — oo , — 2) e (2 , + oo) ; há, por tanto, uma inversa fora 
do intervalo ( — 3 , 1 ) onde se procura a primitiva. 
Efectuada a substituição, vem 

J dt 

- / i 

- j 

-J 

( t 2 - 3 ) v / t 2 - 4 

8 -
(1-u 2 ) 2 

- d u 

r 4 í i ± ^ L 2 _ 3 i T s ^ + s l u 
L ( i - « 2 ) 2 J L 1-u 2 J 

8(1—u 2 )du 

[4 (1 + u2)2 - 3 (1 - u2)2] [2 (1 + u2) + 2 ( 1 - u»)] = 

2 (1-u 2 ) du 
[2 (1 + „2) - v/3 (1 - u2) j [2 (1 + u 2 ) + v/3 (1 - u2)] 

2 ( 1 - u 2 ) du = / a ( i - u « j 
J (a + b u 2 ) (b - a u 2 ) 

onde se pôs a = 2 — v/3 e b = 2 + v / 3 . O método dos 
coeficientes indeterminados é aconselhável para obter a 
decomposição em duas fracções; deve notar-se que a 
fracção a decompor não se altera mudando u em — u ; 
vem 

í" 2 ( 1 — u 2 ) du , " M t d u , ' M j d u 

J (a + b u 2 ) (b + a u 2 ) ~J ã+b o 2 J b - r a u 2 

onde 

2 1 . 2 1 
Mi = = - e M 2 = - j= . 

z a - b / 3 a + b 2 

Em seguida, vem 

M , d u /• M i du M i Ç V a 

J 
• M 2 d u 

b + a u 2 j / j . b J j 

m , r V b du 

+ 
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e portanto m, R 

f 2 (1 —u*)dn M, / b 
/ = - arctr/ \ / — u 

J (a + b u 2 ) ( b + au 2 ) ^a-Tb " V a 
M 2 

arctq i / — u . 

Finalmente 

J 'arctg J / Ï ! + 2 X - 3 arc ip y/x s + 2 x — 3 
dx = H (* + l) 2 xH 1 

1 , l / ( x + l ) s - 4 
+ - arctg (2 + j/s) — — ^ + 

2 x + 3 

1 , „ t / ( x + l ) ' - 4 
+ -= arctg (2 - t/3) i + C . 

4415 — Calcule / xdy sendo V a f ron te i r a do 

d o m í n i o l im i t ado por 

x 2 + y1 — A 2 , «* + y* = r! , y = Mj x , y = ra2 x 
(R > r- ; mi > m 2 > 0) . 

In terprete geometricamente o valor de J x dy, com 

o a u x í l i o das f ó r m u l a s de RIEMANN. 

R : O domínio de que se fala no enunciado é for­
mado por duas regiões simetricamente dispostas em re­
lação à origem, determinadas pelas duas rectas na 
coroa circular ; a curva T decompõe-se em dois circui­
tos fechados e, se um ponto P (x , y ) descreve no sen­
tido directo o que está no 1." quadrante, o simétrico 
P' ( — x , — }•) descreverá no sentido directo o do 3." 
quadrante ; o produto x d y tem o mesmo sinal sobre os 
dois circuitos e, deduz-se que 

( x d y = 2 / d y 

onde r' é o circuito fechado do 1." quadrante. Posto 
isto, tem-se 

n n + j / m j + 1 y narctg m, 
I x d y = / — d y + I r 2 • cosz a • d aH 

JVI J m ' R m l Jarctg m, 

R 2 • cos2 a • d » = 
rctg ta, 

/ - + - / m j + l y 
— dy + J 

J •»•* ra2 Ja. 
+ V^ni | + 1 

1 I - m j r 2 m? R 2 " I 1 r m l R 2 

2 m j [ j + m 2 _ 1 + m 2 J + 2 m 2 L I + m l 

•+- ( R 2 - r 2 ) / 
l + »»íJ V . , 

.an /•:; m, 
cos2 « - d i = 

arctg m. 

_ _ av — r n — ! ! _ 
2 ' Ll + m l 1 + m? J 

( R 2 d a . 

+ 

1 r m» m. ~\ 
= — ( R 2 - r 2 ) - — + 

2 K ' I l + m 2 1 + m«_T 

( R 5 — r 5 ) r 1 arctg m,-] 
I arctg m, — arctq m 2 H (sen 2 a) 

2 L 2 arctg m, _| 

Notando que os arcos a j e a 2 cujas tangentes são 
m x e rn 2 pertencem ao 1.° quadrante e, notando ainda 

que se m — tga., se tem 
1 + m 2 ' 1 + m 2 

î r > . i r m , m 2 I 
— sen 2 a = — 
4 L J « , 2 Ll + m 2 1 + m?J 

Resulta, então 

Sri 
x d y = — ( R 2 — r 2 ) [are;<7 m t — arctg m 2 ] . 

2 

4 4 0 6 — Calcular os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 
x (y , z) def in ida por 

x* + 2/2 + z 2 — 2 x - 4 y + 2 z + 5 = 0 . 

R : Para a função x (y , z) ter extremo deverá anu-
lar-se a matriz iacobiana 
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Supondo que a equação dada define x (y , z) , deri­
vando parcialmente em ordem a y (x dependente, y e 
z independentes), vem : 

2 x — + 2 z 
d z 

á x 
2 ? - + 2 

d z 
O donde —- = — 

+ 1 

A equação define x (y , z) em todo o ponto P (O, b , c) 
onde x — 1 ̂  O ; o valor da função é dado por x* + 
+ b ' + c' - 2 s — 4 b - f - 2 c + 5 = 0 ; são, portanto 
duas as funções x (y , z) de que se procuram os extre­
mos. 

Para qualquer das funções x (y , z) definidas impli­
citamente pela equação é nula a matriz iacobiana em 
y = 2 , z = — 1 . Neste ponto as funções têm valores 
distintos (x 2 + 4 + 1 — 2 x — 8 — 2 + 5 = 0 ) . 

*1 ( 2 , - 1 ) D xt ( 2 , - 1) - 2 

e ambos estes valores, não anulam x 
fiesseanas 

1 . As matrizes 

<f x, 

devido aos valores 

<)y2 (x — 1 ) ' 

á z 2 J L ( ) z r ) v 

()- x.2 x 2 -

e)y 2 t)y<)z 

d* x s t) ! x.j 

í ) z f ) y à Z* . 

á x f ^ x , 
y ) ; * y W 

á y 2 

c)y áz 
= 0 

t)"x 

az* 

l - ( z + l ) 
^x 

<)z 

transformam-se em 

Hi 
1 on r - i on 
o i j " H o - i j 

Para a função xi (y , z) tem-se no ponto ( 2 , — 1) 
d H X l = 0 , d 2

1 x i = H H , H * > 0 . 
Para a função x 2 (_v , z) tem-se : d H x 2 = O, d* x 2 = 

H H 2 H * < 0 . 

A função X( tem em ( 2 , - 1 ) um mínimo igual a zero. 
A função x 2 tem em ( 2 , - 1 ) um máximo igual a dois. 
A confirmar estes resultados, tem-se: 

x ! + y ' + z ' - 2 x - 4 y + 2 z + 5 = ( x 2 - 2 x + l ) - l - t -

+ ( y ' - 4 y + 4 ) - 4 + (z' + 2 z + l ) - l + 5 = ( x - l ) 2 4 -

+ ( y _ a ^ + ( s + l ) « _ Í - . 0 . 

A equação dada representa uma esfera de raio um e 
centro em ( 1 , 2 — 1 ) . 

As funções X i ( y , z ) e x j ( y , z ) são relativas ás duas 
semi-esferas que se obtêm com o plano x — 1 = 0 ; elas 
estão definidas no interior do circulo (y—2) í+(z + l ) 5 = l . 
A função x j ( y , z) cuja imagem é a semi-esfera da 
esquerda, tem mínimo igual a zero, no centro do seu 
domínio ; a função x 2 ( y , z) tem o máximo no mesmo 
ponto. 

C R I T I C A D E L I V R O S 
O livro ú n i c o de Á l g e b r a — 3.° c ic lo 

A a p r o v a ç ã o , como l i v r o ú n i c o , do Compêndio de 
Algebra' da autor ia de J . SEBASTIÃO B S I L V A e J . D . 

DA S I L V A P A U L O é, em meu entender, um facto de t a l 

interesse para a v ida escolar l iceal que a Gazeta de 
M a t e m á t i c a n ã o pode deixar de assinalar a sua 
i m p o r t â n c i a . 

Quis o acaso que fosse eu o pr imei ro colaborador 
desta rev i s ta a referir-se ao Compêndio. Noto, de 
passagem, esta c i r c u n s t â n c i a , para recordar que f u i 
eu t a m b é m quem se encarregou, dentro da Gazeta de 
M a t e m á t i c a , da c r í t i c a ao l i v r o ú n i c o que precedeu 
este no exe rc í c io das suas f u n ç õ e s . F i e l a uma p o s i ç ã o 
que, e n t ã o como agora, procura o m á x i m o de inde­
p e n d ê n c i a , é com mui to gosto que fe l i c i t o os Autores 

e os J u í z e s desta obra, em contrastante a t i tude, com 
a ou t ra que tomei , h á anos, nas cond ições j á recor­
dadas. 

E minha i n t e n ç ã o publ icar , nestas p á g i n a s , uma 
a n á l i s e da segunda parte do C o m p ê n d i o . N e s t e 
n ú m e r o , vou re fer i r -me apenas à p r ime i r a parte, re la­
t i v a ao p rograma do 6." ano ; de resto, é este o sector 
em que mais vivamente se f az i a sentir a necessidade 
de um bom l i v r o de texto, j á porque alguns dos seus 
assuntos são delicados e fundamentais j á porque nada 
exis t ia em l iv ros d i d á c t i c o s portugueses, ao n í v e l 
l i cea l , que pudesse considerar-se s a t i s f a t ó r i o . 

A i n d a antes de ser tomada uma d e c i s ã o of ic ia l 
. . . i 

escrevi um c o m e n t á r i o c r í t i c o que se r e s t r i ng iu t a m -
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b é m ao p r ime i ro volume. Esse c o m e n t á r i o f o i p u b l i ­
cado h á pouco no bole t im de um co lég io onde sou 
professor (*) . Porque, de e n t ã o para cá , n ã o reconheci 
necessidade de qualquer a l t e r a ç ã o ao t rabalho r ea l i ­
zado, l im i t a r -me-e i , por agora, a fazer a t r a n s c r i ç ã o 
quase t o t a l desse c o m e n t á r i o . 

oA debi l idade da nossa l i t e r a tu r a d i d á c t i c a , que 
corresponde talvez à pobreza da nossa cu l tu ra un iver ­
s i t á r i a (salvo uma ou outra e x c e p ç ã o de u n i v e r s i t á r i o s 
culto9, p o d e r - s e - à f a la r de cu l tu r a u n i v e r s i t á r i a em 
Por tuga l ?) faz com que in i c i e geralmente a l e i t u r a 
de qualquer c o m p ê n d i o em a t i tude de d e s c o n f i a n ç a e 
cepticismo e quase sempre ver i f ico , à posteriori, a 
e x a c t i d ã o da a t i tude preconcebida. Com o l i v r o pre­
sente n ã o se passou o mesmo, porque a categoria dos 
autores e o conhecimento que deles j á t inha como 
professores eram suficiente ga ran t i a de autent icidade 
e seriedade do seu t rabalho : o Prof. S e b a s t i ã o e S i lva , 
cu j a obra m a t e m á t i c a ultrapassa as f ronte i ras do 
nosso p a í s , pois, a l ém doutras importantes c o n t r i b u i ­
ções no front da actual i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a , l i g a 
o seu nome à c o n s t r u ç ã o da m o d e r n í s s i m a Teoria das 
Distribuições e, a par da sua i n t e r v e n ç ã o nos d o m í n i o s 
da c r i a ç ã o c i en t í f i c a , t em lutado por uma a c t u a l i z a ç ã o 
sensata mas progressiva do Ensino da M a t e m á t i c a em 
Por tuga l ; e J . D . da S i lva Paulo que, entre outras 
act ividades, pode orgulhar-se de ser co-autor de uma 
Aritmética Racional que marca t a m b é m uma é p o c a 
nas nossas p u b l i c a ç õ e s l iceais e de ser u m dos funda­
dores da Gazeta de Matemática à qua l sempre tem 
prestado interessante c o l a b o r a ç ã o . 

F o i por tan to com fortes r a z õ e s de s impa t i a que me 
aprox imei desta obra. De modo a lgum fiquei des i lu­
dido ao acabar a sua l e i t u r a : pelo c o n t r á r i o , posso 
af i rmar que este l i v r o ultrapassou toda a espectativa. 
N a verdade, nele se a l i am uma e x p o s i ç ã o r igorosa , 
isenta de quaisquer d e f i c i ê n c i a s d o u t r i n á r i a s , e q u a l i ­
dades de clareza e s impl ic idade que tornam a l e i tu ra 
mais que sugest iva e atraente, porque, por vezes, 
merece o qua l i f i ca t i vo « a l i c i a n t e » (c i to , por exemplo, 
algumas das notas de i n t r o d u ç ã o aos diferentes c a p í ­
tulos e todas as notas h i s t ó r i c a s contidas no volume) . 

# 
# # 

Seguindo a ordem dos programas, o l i v r o abre com 
um c a p í t u l o referente à Evolução do conceito de número. 
Os autores, numa e x p o s i ç ã o coerente e clara, u t i l i z a m 
fundamentalmente o p r i n c í p i o de c o n s e r v a ç ã o das 
regras de cá l cu lo . É par t icularmente interessante, de 
um ponto de v is ta elementar, o estudo dos n ú m e r o s 

(*) Bolet im da Academia Cultural de JoTio de Deus, n.° 38. 
Março de 1958-

i r rac iona is a t r a v é s das d í z i m a s , o que p e r m i t i u uma 
l i g e i r a mas u t i l í s s i m a i n t r o d u ç ã o à t é c n i c a de cá l cu lo 
n u m é r i c o aproximado, de que no fim do c a p í t u l o h á 
exemplos propostos, bastante e lucidat ivos . Re l a t i va ­
mente a este assunto apenas me ocorre uma observa­
ção : por que r a z ã o os Autores , a par da d e m o n s t r a ç ã o 
de que «as d í z i m a s i n f in i t a s que representam n ú m e r o s 
racionais são sempre p e r i ó d i c a s » , n ã o fizeram a 
d e m o n s t r a ç ã o da p r o p o s i ç ã o r e c í p r o c a ? 

Tratava-se apenas de uma a p l i c a ç ã o curiosa e s i m ­
ples da n o ç ã o de l i m i t e de uma s u c e s s ã o e, desta 
forma, o corpo de dou t r ina re la t ivo às d í z i m a s ficaria 
mais consistente. 

O C a p í t u l o 2.° — Números complexos — m a n t é m o 
al to n íve l da e x p o s i ç ã o . Embora , em um outro passo, 
se torne menos f á c i l a c o m p r e e n s ã o de certas ideias, 
n ã o pode escapar ao le i to r atento a p r e o c u p a ç ã o de 
estabelecer um todo coerente. E , como sempre, os 
Autores a t ingem o objec t ivo . I m p õ e - s e , no entanto, 
uma p e r g u n t a : para que deixar reservada ao 2.° 
volume (7.° ano) a d e m o n s t r a ç ã o de que « todo o 
n ú m e r o complexo n ã o nulo tem duas e só duas r a í z e s 
q u a d r a d a s » ? <Se n ã o houve outras r a z õ e s que n ã o 
fossem a de ev i ta r a r e s o l u ç ã o de uma e q u a ç ã o 
biquadrada, podia ter-se seguido o c r i t é r i o da p á g . 
84, onde se considera a e q u a ç ã o b iquadrada como 
caso especial de uma e q u a ç ã o do 2." grau . Desta 
maneira, o assunto f icava def in i t ivamente arrumado 
no l uga r mais indicado para o fazer. 

O c a p í t u l o 3." — Funções reais de variável real — 
é a d m i r á v e l . En t re outros aspectos interessantes 
saliento a d i s t i n ç ã o estabelecida entre a c l a s s i f i c ação 
de e x p r e s s õ e s a n a l í t i c a s e a de f u n ç õ e s e o paralel ismo 
apontado com o que se passa no d o m í n i o n u m é r i c o . 
Que d i f e r e n ç a entre tudo isto e aqui lo a que e s t á v a ­
mos habituados ! 

O mesmo podemos a f i rmar quanto ao c a p í t u l o 4.° 
— limites de sucessões — , em que o r igor , a clareza e 
a sobriedade são c a r a c t e r í s t i c a s de t a l modo eviden­
tes que tornam pouco pos s íve l melhor r e a l i z a ç ã o . 
Além de tudo, o c a p í t u l o apresenta no final um con­
j u n t o de q u e s t õ e s propostas que mui to esclarecem a 
m a t é r i a nele versada. 

O c a p í t u l o 5.° — limites de funções de variável real 
— é t a m b é m um modelo do que pode e deve fazer-se, 
a este respeito, no ensino l icea l . Abandona-se, i n t e i ­
ramente, a de f in i ção de l i m i t e segundo Cauchy, a t r a v é s 
do jogo de SS e SE e u t i l iza-se , por sistema, a or ienta­
ção de Heine que recorre apenas às suces sões . F o i 
pena que o texto n ã o i n c l u í s s e a r e s o l u ç ã o de q u e s t õ e s 
do t ipo de algumas das propostas no final (por ex., as 
q u e s t õ e s 15 e 16), o que tornava mais completa a 
c o m p r e e n s ã o das noções apresentadas. 

O c a p í t u l o 6." — Funções continuas — é curto mas 
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inc i s ivo . Parece-me, apesar de tudo, que uma exem­
p l i f i c ação mais vasta, mesmo a t r a v é s de f u n ç õ e s def i ­
nidas graficamente, podia a largar o alcance d a 
e x p o s i ç ã o . 

O c a p í t u l o 7 .° — Derivadas — , que c o m e ç a por 
uma i n t r o d u ç ã o c l a r í s s i m a , é exposto com todo o 
cuidado. E m par t i cu la r , é de assinalar a d i s t i n ç ã o 
fe i ta entre o que é c o n s e q u ê n c i a l ó g i c a de p r i n c í p i o s 
e o que se admite, sem d e m o n s t r a ç ã o (**) por consi­
d e r a ç õ e s de ordem i n t u i t i v a . Quero destacar t a m b é m 
o interesse posto em relacionar a dou t r ina do c a p í t u l o 
com q u e s t õ e s de C i n e m á t i c a que, salvo erro, s ã o 
estudadas, em F í s i c a , no p r ó p r i o 6." ano. 

Passando ao c a p í t u l o 8." — Polinómios numa variá­
vel — , ve r i f ique i que e s t á exposto na jus ta medida do 
que pode interessar a alunos do ensino l icea l . U m a 
vez que f o i posto de lado o caso da e x i s t ê n c i a de 
r a í z e s m ú l t i p l a s , quase todas as d e m o n s t r a ç õ e s assu­

mem um c a r á c t e r de extrema s impl ic idade. Impunha-
-se, no entanto, uma r e f e r ê n c i a à s r a í z e s m ú l t i p l a s 
que é f e i t a só na 2.* e d i ç ã o da obra mas a t r a v é s de 
uma nota pert inente. 

O l i v r o t e rmina com o estudo de Fracções algébricas. 
Neste c a p í t u l o , depois de uma breve mas r igorosa 
e x p o s i ç ã o sobre o que h á de essencial em c á l c u l o 
o p e r a t ó r i o , é dada uma l i ç ã o mag i s t r a l referente a 
s ímbo los de impossibi l idade e s í m b o l o s de indeter­
m i n a ç ã o . 

Podem alunos e professores do ensino l icea l consi-
derar-se de p a r a b é n s por terem ao seu alcance uma 
obra m a g n í f i c a que mu i to deve a judar uns e outros. 
O x a l á todos saibamos a p r o v e i t á - l a !» 

Laureano Barros 

(**) Os Autores oão deixam, evidentemente, de se referir à 
possibilidade de d e m o n s t r a ç ã o rigorosa em estudos superiores. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção , a lém de extractos de cr í t icas aparecidas em revistas estrangeiras, se rão publicadas criticas de l ivros 

e outras publ icações de Matemát ica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à R e d a c ç ã o . 

1 2 3 — C A R I . B . BOYER - H i s to ry o f A n a l y t i c G e o ­
met ry— The Scripta Mathematica Studies — n . 0 ' 6 / 7 
— Scripta Mathematica. New Y o r k , 1 9 5 6 . 

E m qualquer obra dedicada à H i s t ó r i a da M a t e m á ­
t ica , necessariamente se faz r e f e r ê n c i a à Geometria 
A n a l í t i c a ; em especial, determinados trabalhos dest i -
nam-se par t icularmente a aspectos bem definidos de 
alguns c a p í t u l o s ou ramos da M a t e m á t i c a . O desen­
volv imento h i s t ó r i c o da Geometria A n a l í t i c a , consi­
derado como um todo, apenas, p o r é m , por duas vezes 
f o i encarado : de ambas as vezes por G I N O L O R I A e em 

revistas de m a t e m á t i c a — em 1 9 2 3 nos Memorie dei 
Lincei e em 1 9 4 2 - 4 5 na rev is ta romena Mathematica. 

Devemos no entanto dar relevo especial à obra do 
nosso GOMES T E I X E I R A , premiada em 1 8 9 9 pela Acade­
mia das C i ê n c i a s de M a d r i d , publ icada em 1 9 0 5 em 
espanhol e mais tarde em 2 . " e d i ç ã o , mui to aumen­
tada, em f r a n c ê s , in tegrada nas suas Obras sobre 
Mathematica: Tratado das Curvas Especiais Notáveis. 

A q u i , diz GOMES T E I X E I R A , «comme dans l ' éd i t i on 
p r é c é d e n t e nous é t u d i o n s la forme, la construct ion, la 
r ec t i f i ca t ion et la quadrature, les p r o p r i é t é s et l ' h i s ­
to i re de chaque c o u r b e » ; aqui , o nosso compat r io ta 
a t inge g rau de n o t á v e l desenvolvimento no que res­
pe i ta a qualquer dos aspectos a que a t r á s faz refe­
r ê n c i a . Parece por tanto jus to classificar-se a obra 
de GOMES T E I X E I R A como uma e n c i c l o p é d i a das curvas 

planas e torsas que, no que respeita à par te h i s t ó r i c a , 
c o n t r i b u i n o t à v e l m e n t e para o conhecimento da evo­
l u ç ã o e desenvolvimento dos m é t o d o s da a n á l i s e mate­
m á t i c a no estudo das curvas. 

Presentemente a Scr ip ta Mathemat ica nas suas 
p u b l i c a ç õ e s « S t u d i e s » i n c l u i uma obra do Prof. BOYER 
que nos parece n o t à v e l m e n t e o r i g i n a l pelo seu objec­
t i v o bem definido — H i s t ó r i a da Geometr ia A n a l í t i c a . 

No seu l i v r o , o Prof. B O Y E R c o m e ç a por dizer que 
a o r igem da a s s o c i a ç ã o de r e l a ç õ e s n u m é r i c a s com 
c o n f i g u r a ç õ e s espaciais é p r é - h i s t ó r i c a e encontra 
para j u s t i f i c á - l o as pr imeiras c o n t r i b u i ç õ e s na c i ê n c i a 
do E g i p t o , Caldea, China, í n d i a , etc. 

Toda a m a t e m á t i c a grega e s t á impregnada da ide ia 
da e q u i v a l ê n c i a — c o n f i g u r a ç ã o g e o m é t r i c a — r e l a ç ã o 
n u m é r i c a — e t a l facto e s t á largamente explorado pelo 
A u t o r em dois c a p í t u l o s com cerca de 4 0 p á g s . — Cap. I 
—As pr imei ras c o n t r i b u i ç õ e s , cap. I — A idade A l e x a n ­
d r ina . 

Mas é propr iamente com o despontar da Idade 
Moderna que a Geometr ia A n a l í t i c a toma corpo de 
dou t r ina ; e o A u t o r da presente obra é na realidade 
exaustivo ao analisar cinco sécu los de desenvolvimento 
e e v o l u ç ã o dum ramo de c i ê n c i a r i q u í s s i m a em aspec­
tos, perspectivas e a p l i c a ç õ e s , como é a M a t e m á t i c a . 

No Cap. I l l (12 p á g s ) , procura nas c i v i l i z a ç õ e s 
á r a b e , b izan t ina e i n d u s t â n i c a as origens das ideias 
e obras dos pr imeiros anos do p e r í o d o moderno 
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(Cap. I V , 20 p á g s . ) . Como portugueses lamentamos 
sinceramente que a obra de PEDRO NUNES seja tão pouco 
conhecida e que no caso presente só de relance e, refe-
rindo-se nomeadamente a B E R N O U L L I O Autor tenha 
escrito : ( D U R E R ) aintroduced the idea of an asympto­
tic point and illustrated it by a curve strongly 
resembling the logaritmic spiral. T h i s curve, later 
made famous by J A C Q U E S B E R N O U L L I , may have been 
suggested by the revived interest at the time in map 
construction ; i t is the plane stereographic projection 
of the loxodrome on the sphere, and the latter was 
studied in 1530 by NÚNEZ (1502-1578)» . Atr ibu ímos 
o nome escrito em espanhol ao facto de a sua 
ú l t ima obra, Livro de Algebra, ter sido publicada 
em l í n g u a castelhana em 1567 ; obra que convinha, 
por seu lado, considerar em particular pela profunda 
in f luênc ia que teve no pleno desabrochar da Geome­
tria Ana l í t i ca . 

Os trabalhos de F E R M Â T e D E S C A R T E S merecem ao 

Autor no Cap. V e em 30 p á g s . longas cons iderações 
e aná l i s e pormenorizada de conceitos originais e crí­
ticas actuais aos mesmos conceitos. 

As reacções de certos matemát i cos do século xvn 
à nova geometria só lhe vem dar força e apoio — 
Cap. V I (35 p á g s ) e os métodos da A n á l i s e desde o 
cálculo integral de NEWTON e L E I B N I Z até a represen­

tação paramétr ica das curvas, sistematizada por 
E U L E R , são largamente comentadas nas suas re lações 
com a Geometria Ana l í t i ca — Cap. V I I (55 p á g s ) . No 
Cap. V I faz-se referência , em nota de fim de p á g i n a 
à obra atrás citada de G O M E S T E I X E I R A . 

O Autor termina o livro com dois cap í tu los — V I I I 
— A formulação definitiva (32 págs . ) e I X — A idade 
de Ouro (43 p á g s . ) . 

E s t a s 75 p á g i n a s são bem aproveitadas com a 
aná l i s e minuciosa das ideias e conceitos que surgiram 
e se desenvolveram durante dois séculos , desde 
d ' A L E M B E R T até os nossos dias. 

Consideramos que em qualquer descr ição his tór ica 
da evo lução de uma c iênc ia , nomeadamente da Mate­
mát ica , o expositor deve dar o devido relevo que a 
i n f l u ê n c i a do ambiente da vida social exerce em cada 
momento sobre as ideias criadoras, e consequente evo­
lução da mesma Ciência . O Autor parece partilhar das 
mesmas cons iderações , ou pelo menos afirma não des­
conhecer que haja quem as defenda ; no entanto «a 
esta regra geral parece haver vár ias excepções» diz, 
«and the discovery of analytic geometry certainly 
seems to be one of the except ions» . Permitimo-nos 
discordar. O completo historiador é aquele que, além 
do mais, consegue descobrir as causas de origem social 
dos fenómenos his tór icos . Neste ponto portanto consi­
deramos que a obra não atinge o seu objectivo h i s tó ­
rico. No resto, porém, pensamos que se trata de trabalho 

de excepcional valor tanto na descr ição das re lações dos 
diversos estados da Geometria A n a l í t i c a em relação 
com os restantes ramos da M a t e m á t i c a como pela 
extensa bibliografia apresentada no fim do volume. 
É portanto obra que recomendamos vivamente a todo 
o estudioso da M a t e m á t i c a e julgamos necessár ia em 
qualquer biblioteca públ ica . 

J . G. T. 

124 — J . CHINTSCHIN — MathemaMsche grundlagen 
der QuanlenstaHsHk —Akademie Verlag—Berl in . 

Nesta obra encontra o leitor uma f u n d a m e n t a ç ã o 
rigorosa da Mecânica E s t a t í s t i c a Quânt i ca mediante 
a u t i l i zação de resultados relativamente recentes 
obtidos por GNEDENKO e seus colaboradores no domí­
nio do Cálculo das Probabilidades. 

O primeiro cap í tu lo destina-se precisamente a 
expor aqueles resultados refundidos, porém, no sen­
tido da sua imediata ap l i cação à e s t a t í s t i c a quân­
tica, o que lhe confere interesse próprio mesmo do 
ponto de vista do especialista da teoria das probabi­
lidades. Concretamente, são estabelecidos, usando o 
método das funções carac ter í s t i cas , teoremas que 
esclarecem o comportamento as s in tó t i co , em certas 
condições , da lei de d i s tr ibuição de uma soma de n 
var iáve i s casuais inteiras. Os conhecimentos pressu­
postos são os que constam de qualquer curso normal 
de Cálculo das Probabilidades. 

No segundo capí tu lo faz o autor uma e x p o s i ç ã o 
muito clara da prob lemát ica formal da Mecân ica 
Quânt ica , que contudo não dispensa o leitor de um 
mínimo de fami l iar i zação com o assunto. 

No terceiro cap í tu lo é que se expõe o objecto e o 
método da e s t a t í s t i c a quânt ica . Se, do ponto de vista 
f e n o m e n o l ó g i c o (não e s t a t í s t i c o ) um sistema f í s i co se 
encontra num estado perfeitamente definido (pelos 
valores de um certo número, em geral pequeno, de 
parâmetros ) , já do ponto de vista e s t a t í s t i c o esse 
estado encobre na realidade toda uma infinidade de 
estados diferentes, todos c o m p a t í v e i s com os valores 
daqueles parâmetros . Ora, uma grandeza qualquer 
relativa ao sistema deverá ter, na teoria f enomeno ló -
gica, um valor perfeitamente determinado ( função 
dos valores dos referidos parâmetros) ; ao passo que 
na teoria estatÍBtica terá valores que diferem de um 
para outro daqueles estados. E aqui que se põe o 
problema que o autor chama da representabilida.de do 
valor médio e que é um verdadeiro problema de F í s i ca 
Matemát ica . Consiste este problema em construir por 
v ia puramente teór ica uma média tal dos valores da 
grandeza que, com probabilidade próx ima da unidade 
ela coincida — ou quase coincida - com o valor pre­
visto pela teoria f enomeno lóg i ca . 

http://representabilida.de


48 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Seja Ul ,U7, ... , Um um sistema ortonormal com­
pleto de funções próprias do operador L da energia, 
correspondente a um dado valor desta (quer dizer, 
a um certo estado es tac ionár io do sistema). O autor 
define como valor médio microcanónico da grandeza 
A, a que corresponde um operador St, a média 
ar i tmét ica das esperanças m a t e m á t i c a s (£1 U b , Uk) 
da grandeza nos diferentes estados Uk : 

S (Ô 17», 17»). 
"»* - , 

Tratando-se de um sistema submetido a uma esta­
t í s t i c a s imétr ica ou ant i - s imétr ica , as funções Uk 

serão correspondentemente apenas funções s imétr icas 
ou apenas ant i - s imétr icas . 

O quarto capí tu lo é dedicado ao estudo exaustivo 
da e s t a t í s t i c a dos fotões e culmina no estabelecimento 
da fórmula de P L A N C K para a d i s tr ibu ição da energia 
do espectro do corpo negro. 

A e s t a t í s t i c a das part í cu las materiais é abordada 
no cap í tu lo seguinte. Embora o método seguido seja 
o mesmo da e s t a t í s t i c a dos fo tões , a s i tuação é aqui 
mais complexa, sobretudo porque no caso do sistema 
de fotões dotado de certa energia se dá a c i rcuns tân­
cia simplificadora de não ser constante o número de 
fotões . 

No ú l t imo cap í tu lo é dada a definição de entropia e 
estabelece-se o segundo princípio da T e r m o d i n â m i c a . 

Quanto à forma como a obra é escrita bá que 
salientar não só a clareza da expos ição propriamente 
matemát ica de um assunto que de sua natureza não 
é fáci l , como também, e principalmente, a anál i se 
profunda que o autor faz de todas as ideias que são 
postas em jogo. Trata-se enfim de um verdadeiro livro 
de f í s i c a Matemát ica , na acepção c l á s s i c a desta 
expressão . 

J . J . Dionísio 

125 — R. R I S S E H e C . E . TBAYNARD — Les Principes 
de la Statistique Mathématique — L i v r e I I — XI1 + 
418 p á g s . , 7000 f r s . - Gauthier-Vi l lars , Par is , 1958 

Neste segundo volume completam os autores, com 
a expos i ção das teorias da correlação e das séries 
crono lóg icas , a sua «vue d'ensemble» da E s t a t í s t i c a 
Matemát i ca . 

Se é importante para o investigador a redução de 
um conjunto de observações a um restrito número de 
caracter í s t i cas m a t e m á t i c a ou empiricamente t ra tá ­
v e i s — m a t é r i a de que se ocupava o primeiro volume — 
não o é menos a pesquisa de re lações de dependênc ia 
que possam apontar o caminho do esclarecimento das 

causas dos fenómenos . O instrumento e s ta t í s t i co ade­
quado é a teoria da correlação, que nesta obra se 
acha exposta nos seis cap í tu los que constituem as 
duas primeiras partes. 

A l é m dos assuntos costumados, abordam-se nume­
rosas noções e alfaias especializadas que não se 
encontram correntemente na literatura a n g l o - s a x ó -
nica, notando-se ao mesmo tempo uma s i m p á t i c a 
preocupação nacionalista em «descobrir» precursores 
gauleses na in trodução de um ou outro conceito . . . 
Exci tou particularmente o nosso interesse o cap í tu lo 
cm que se critica o coeficiente de correlação e se pro­
põem as condições a que deve satisfazer um bom 
índice de correlação, rtferindo-se os índices de G I N I 
e de JORDAN e uma classe geral de índices devida a 
F R É C H E T . É pena, porém, que se não aflore sequer o 
importante problema da d i s tr ibu ição desses índ ices , 
sem a qual não é pos s íve l ajuizar a s ign i f i cânc ia dos 
valores obtidos na prát ica . 

Na terceira parte da obra, que ocupa cerca de 
metade da sua extensão , estudam-se as séries crono­
lóg icas , encarando-se como habitualmente as suas 
carac ter í s t i cas gerais, as flutuações sasonár ias , a 
i n v e s t i g a ç ã o das l i g a ç õ e s entre termos sucessivos das 
s é r i e s (autocorrelação) e a a n á l i s e harmónica . 
É assunto que interessa especialmente aos economis­
tas, embora eventualmente encontre apl icação em 
ramos fora da sua alçada, como a meteorologia. 

Sobre a qualidade da expos ição podem fazer-se os 
mesmos reparos que se aplicaram ao primeiro volume 
(Gazeta de Matemát ica , N.° 66-67): d iscut íve l siste­
mat i zação dos assuntos, fraca i n s i s t ê n c i a nos concei­
tos e s ta t í s t i cos à custa de excessiva proeminência 
p a r a os desenvolvimentos m a t e m á t i c o s , ausênc ia 
quase completa de exemplos de ap l i cação . 

N ã o é, decididamente, livro que s irva aos princi­
piantes, ainda que providos de larga bagagem mate­
m á t i c a ; mas também não parece que possa ser muito 
út i l aos especialistas, pelo menos como obra de refe­
rência. 

M. A. Fernandes Costa 
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