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Aspectos da actualidade Matemática 
por A. Pereira Gomes * 

Como seria de esperar, vou falar-vos de 
Matemática, ou mais precisamente (pois não 
quero despertar apreensões) «acerca de Ma­
temática». 

A minha exposição terá, portanto, um 
carácter meramente descritivo, limitando-se a 
considerações muito gerais, onde procurarei 
delinear alguns aspectos actuais da Matemá­
tica— cujos traços principais são, em suma, 
um subido grau de abstracção, o apoio siste­
mático na teoria dos conjuntos, ou pelo menos 
no que se convencionou chamar «a teoria 
ingénua dos conjuntos», a axiomatização de 
diferentes teorias, a unificação numa só teoria 
de diferentes disciplinas até à pouco divor­
ciadas umas das outras, etc. 

Estas novas feições que nos mostra a 
Matemática de hoje levam, também, forçosa­
mente a encarar a questão primordial do 
ensino desta ciência. Primordial, digo, e não 
vai aqui abuso de linguagem. Há quem afirme, 
e ó muito plausível, que o embrião do conhe­
cimento científico surgiu precisamente do 
desejo ou necessidade de conservar o fruto 
de experiências acumuladas por uma geração 
e transmiti-las às gerações futuras como a 
melhor das heranças. 

A questão do ensino ó portanto inerente à 
existência da própria ciência. É por ele que 

a ciência se perpetua. Por via dele a ciência 
se renova e se mantém (ou não) um organis­
mo vivo e operante. 

Pelo que toca à Matemática, não será 
demais realçar a importância desta questão. 
A Matemática ó uma velha ciência feita por 
jovens e seria fácil confirmá-lo com exemplos 
numerosos, menos conhecidos do que os de 
G A L O I S . A B E L ou C A U C H Y . 

Já alguém afirmou que as grandes ideias 
renovadoras da Matemática foram criações de 
menores de 30 anos. A asserção não será 
estrictamente rigorosa, mas o essencial dela 
permanece. 

Tanto basta para dar relêvo à questão do 
ensino desta Ciência. Há necessidade não só 
de transmitir à juventude sólidos conheci­
mentos, mas simultaneamente imbuí-la dos 
métodos modernos, levá-la ao limiar dos 
verdadeiros problemas, impregná-la de espírito 
científico, incutir-lhe o gosto pela ciência — 
de par com uma compreensão lúcida do papel 
que a esta cabe na vida dos homens de hoje. 

Ao ensino da Ciência e, em particular, da 
Matemática, cabe assim uma dupla função: a 
de exercer uma acção informativa, tecnoló-

* A R e d a c ç ã o apresenta aos Leitores da Gazeta a 
presente conferência que constituiu a Aula Inaugural 
do ano escolar de 1957 na Universidade do Recife. 



2 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

gica e, paralelamente, numa acção formativa, 
educadora. 

Nestes termos, torna-se patente a grave 
responsabilidade dos profissionais do ensino 
— quero dizer: professores e alunos. Com 
efeito, essa responsabilidade —• nunca será 
demais sublinhá-lo — é assumida em comum, 
quaisquer que sejam as tentativas (sempre 
pueris) de separar professores e alunos em 
classes opostas, quando não hostis. Uo ponto 
de vista em que nos colocamos, professores 
e alunos estão empenhados, e são intrinseca­
mente solidários, na execução duma tarefa 
que transcende, pelos seus resultados e con­
sequências, pela sua projecção social, os sim­
ples interesses pessoais e até o âmbito duma 
geração. 

Não pretendo deter-me, neste momento, na 
análise de problema tão delicado e de reper­
cussões tão profundas como é o de adaptar 
globalmente o ensino universitário às neces­
sidades do tempo presente. Tanto mais que 
um tal programa interfere no ensino secun­
dário e até primário, enquadrando-se, neces-
sàriamente, por conseguinte, em toda uma 
política educacional. 

Quero tão somente não esquecer de o men­
cionar, como numa condição essencial ao 
progresso técnico-científico duma nação. .E 
sublinhar, a propósito, que não ó só com 
respeito às ciências naturais ou experimentais 
que tal questão se apresenta — o que é cor­
rentemente aceite — mas igualmente com 
respeito à Matemát i ca . Como aquelas, 
a Ma temá t i ca evolui, renova os seus 
problemas, os seus métodos, a sua lingua­
gem. Muda de feições, muda de roupagens. 
E torna-se indispensável que o ensino da 
Matemática leve isso em conta. Não se trata, 
como ó óbvio, de preparar cada aluno duma 
escola superior para se lançar na pesquisa 
científica. Mas seria desejável que a atitude 
de cada estudante, como de cada professor, 
fosse a de um estudioso — vale dizer, de um 
pesquisador. Uma atitude activa e não está­

tica ou passiva, crítica e não meramente 
receptiva, curiosa, indagadora, vigilante e 
não burocratizada na preparação ou execução 
de exames para a conquista, sem glória e 
sem gosto, dum almejado «Abre-te Sézamo !» 
de papel selado. 

O problema, como disse, ó delicado, com­
plexo, e ó também de extensão geográfica 
universal. Ele apresenta, além disso, o desa­
gradável inconveniente de não poder resol-
ver-se matemàticamente . . . Deixemo-lo pois 
entregue a outros cuidados. 

* 

Muitos bons espíritos nos têm deixado, 
através da história do pensamento, diversas 
expressões definidoras da Matemática, sen­
tenças brilhantes ou atraentes mas que, no 
melhor dos casos, fixam apenas uma face 
desta ciência. 

Para A R I S T Ó T E L E S , a Matemática é o estudo 
da quantidade, para B A C O . V ela ó o estudo 
que torna os homens subtis, para D E S C A N T E S a 
Matemática é a ciência da ordem e da me­
dida, para K L E I X Ó a ciência das coisas evi­
dentes, para W H I T E H E A D a Matemática é 
«o desenvolvimento de todos os tipos de 
raciocínio formal, necessário e dedutivo» ou, 
para R U S S E L L , « O assunto no qual nunca se 
sabe do que se está a falar, nem se o que se 
diz ó verdadeiro». 

«O que é a Matemática?» ó o título suges­
tivo dum excelente livro de divulgação, que 
nos seus diferentes capítulos proporciona ao 
leitor um convívio ameno com alguns proble­
mas básicos, conceitos e métodos matemáti­
cos, clássicos e modernos. 

Em guisa de resposta àquela pergunta 
excitante que encabeça o livro, os autores 
concluem o seu prefácio com a observação 
sibilina de que «apenas uma experiência 
activa com a matemática pode responder a 
tal questão.» 
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Há que reconhecer que esta observação é 
cheia de sabedoria. 

Por outro lado, para sermos precisos, a 
questão ao que é a Matemática ?» deverá 
situar-8e històricameute. Como qualquer outra 
ciência, ou ramo de saber, ou produto de 
elaboração intelectual, a Matemática «vive», 
isto é, da sua fase rudimentar, larvar, inci­
piente, tem passado, através da história da 
civilização, por fases diversas, ora brilhantes 
ora apagadas, mas sempre «changeante», 
comportando a sua parcela de contingente, 
condicionada como toda obra de pensamento 
pelas circunstâncias históricas, crescendo, 
desenvolvendo-se, aperfeiçoando-se impulsio­
nada quer por móbeis técnicos, pela pressão 
de questões oriundas de outras ciências — e 
entrelaçando-se não raro com elas — quer em 
busca de equilíbrio interior, de fundamenta­
ção sólida, criticando os seus princípios e 
métodos, de par com uma especulação de 
carácter filosófico. 

Para ser preciso, portanto, essa questão 
deveria fraccionar-se : o que foi a matemá­
tica dos egípcios, dos babilónios, dos gregos, 
dos árabes, da renascença, etc.. O que é 
a Matemática de hoje ? Quanto à Matemática 
do futuro apenas se poderá afirmar uma 
serena confiança no seu desenvolvimento e 
progresso, que não é senão a confiança na 
capacidade criadora do espírito do Homem, 
o qual continuará forjando os meios para 
uma compreensão mais profunda, ampla e 
precisa do mundo em que vive, uma mais 
eficaz intervenção e recreação desse mundo. 

O carácter abstracto, formalista que as 
teorias modernas da Matemática apresentam 
em tão alto grau, não está em contradição 
com este papel ou com as razões motoras do 
seu desenvolvimento que esquemàticamente 
lhe estou atribuindo. É, a meu ver, ainda a 
preocupação de encontrar soluções justas 
para problemas formulados correctamente 
que leva o espírito à busca do rigor, à 
crítica dos fundamentos, à formulação pre­

cisa dos princípios, dos conceitos e das 
regras de construção. 

Parece-me, contudo, não ser desprovida 
de interesse a análise de algumas daquelas 
definições lapidares a que me referi bá pouco 
e seja-me permitido considerar dentre elas a 
referida «boutade» de R U S S E L L , impregnada 
dum excelente humor inglês e extremamente 
feliz ao sintetizar uma das características 
essenciais da Matemática — a de uma teoria 
hipotético-dedutiva. 

Vale a pena integrá-la no seu contexto e 
sondar-lhe o sentido profundo e exacto. 

R U S S E L L escreveu : «A Matemática pura con­
siste inteiramente em afirmações do género 
desta: se tal proposição ó verdadeira acerca 
de alguma coisa, então tal e tal proposição é 
verdadeira acerca dessa coisa. Iti essencial 
não discutir se a primeira proposição é real­
mente verdadeira e não mencionar que coisa 
ó aquela para a qual a proposição se supôs 
ser verdadeira... Se a nossa hipótese é 
àcerca de alguma coisa e não àcerca de uma 
ou mais coisas particulares, então as nossas 
deduções constituem Matemática. Assim — 
conclui R U S S E L L —a Matemática pode ser de­
finida como assunto no qual nunca se sabe 
àcerca de que se fala, nem se o que se está 
dizendo é verdadeiro. 

Por mais chocante que possa ser tal afir­
mação para o senso comum, ela traça efecti­
vamente o que há de mais característico na 
ciência Matemática, o segredo da sua univer­
salidade e da sua eficiência como suporte de 
outras ciências, mas também a sua feição 
mais familiar a todos nós, incluindo aqueles 
para quem a Matemática está reduzida aos 
seus rudimentos. 

Considere-se por exemplo a seguinte pro­
posição : se um terreno tem 10 metros qua­
drados e vale 3 cruzeiros o metro quadrado, 
o terreno vale 30 cruzeiros. Ou esta outra: 
se cada laranja vale 3 cruzeiros, 10 laranjas 
valem 30 cruzeiros. Ou ainda: se um auto­
móvel segue à velocidade de 3 quilómetros 
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por minuto, ele percorre 30 quilómetros 
em 10 minutos. 

Estas proposições referem-se a coisas par­
ticulares e não constituem pois Matemática 
pura. A proposição Matemática correspon­
dente será: se adicionarmos 10 vezes 3 uni­
dades obtemos 30 unidades, ou, abreviada­
mente, 1 0 x 3 = 30. E é manifesto que tanto 
podemos estar a falar de cruzeiros como de 
quilómetros. 

A análise da segunda parte, quanto a 
saber «se o que se diz é verdadeiro», é um 
pouco mais subtil, embora à primeira vista 
pudesse interpretar-se como significando que 
o terreno pode valer ou não os 30 cruzeiros, 
sem que isso afecte a igualdade 1 0 x 3 = 30. 

Um outro exemplo projectará nova luz 
sobre a asserção de R U S S E L L : É bem conhe­
cida a existência de geometrias não eucli-
deanas que negam o célebre postulado das 
paralelas. K L E I N mostrou, nos fins do século 
passado, que o conteúdo duma tal geometria 
é tão aceitável quanto o da geometria eucli-
deana. De resto é sabido que a teoria da 
Relatividade Generalizada adopta precisa­
mente uma geometria não euclideana. 

Então, qualquer proposição que resulte do 
postulado das paralelas, embora verdadeira 
na geometria euclideana, ó falsa numa geo­
metria não euclideana. Tudo depende, pois, 
de serem aceites, ou não, como verdadeiras 
as hipóteses de partida. 

Estes exemplos elementares bastarão talvez 
para chamar a atenção sobre a natureza das 
proposições matemáticas. Por outro lado, 
surgem a seu respeito um certo número de 
questões. 

Uma, é a de que a validade das afirmações 
matemáticas ó condicionada; outra é a de 
saber, dentro desse condicionamento, qual o 
critério de verdade matemática. 

Estas duas questões dizem evidentemente 
respeito a toda a teoria hipotético-dedu-
tiva e logo voltaremos a elas. Mas há ainda 
uma terceira questão, quanto à interconexão 

da matemática com as ciências experimentais, 
o seu poder interpretativo do mundo físico, 
que tornam as teorias matemáticas um ins­
trumento impulsionador do conhecimento dos 
fenómenos naturais e do seu controle. 

Repare-se que historicamente as teorias 
matemáticas não aparecem geralmente como 
teorias lógico-dedutivas. Mas bem ao contrá­
rio, as suas origens são as mais das vezes 
de carácter empírico. 

Assim a geometria parece ter surgido, 
como o seu nome indica, de problemas de 
mensuração de terras no velho Egipto. Tam­
bém as origens do cálculo integral parece 
poderem situar-se na determinação, tratada 
por K E P L E R , do volume de tonéis, sólidos 
limitados por superfícies curvas de geratrizes 
não rectilíneas, se não quisermos falar do 
método de exaustão de ARQUIMEDES, utilizado 
com finalidades análogas. E muitos outros 
exemplos seria fácil apontar. 

Sòmente séculos após os primeiros estudos 
de geometria na civilização egípcia, aparece 
com E U C L I D E S uma sistematização dos conhe­
cimentos geométricos com carácter axiomá­
tico. Esta obra genial permaneceu como mo­
delo de teoria dedutiva e exerceu uma vasta 
e profunda influência na elaboração moderna 
de outras teorias científicas, nomeadamente 
na axiomatização da Mecânica e certos ramos 
da Física. 

No entanto a Análise, como a Aritmética, 
sòmente lograram uma sistematização axio­
mática no último quarte! do século passado, 
quando D E D E K I N D , W E I E R S T R A S S e outros 
conseguiram uma definição rigorosa do sis­
tema de números reais. Ligada a ela, a axio­
mática de P E A N O para os números naturais, 
a que se deverá acrescentar ainda o axioma 
de Z K R M E L O , pode constituir uma base axio­
mática de toda a Análise, e evidentemente 
também da Aritmética. Por essa época a 
Análise havia já atingido pràticamente as 
suas gigantescas proporções actuais. 

São estes, dois exemplos bem sugestivos 
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dama situação que me vejo tentado a descre­
ver da seguinte forma : não são as regras 
lógicas que promovem o desenvolvimento da 
Matemática : são os seus problemas. jEsses 
problemas podem surgir internamente, duma 
discussão dos fundamentos lógicos, ou exter­
namente por solicitação e sugestão das ciên­
cias experimentais. 

Esta parece ser também a posição assu­
mida, relativamente à natureza da Matemá­
tica, pelo notável cientista V O N N E U M A S T N , 

recentemente falecido — quando escreve sin­
teticamente : «Existe uma duplicidade inteira­
mente peculiar à natureza da Matemática. 
Tem-se de conceber esta duplicidade, aceitá-
-la e assimilá-la ao próprio pensamento sobre 
a assunto. Esta dupla face ó a face da Mate­
mática e não creio que qualquer visão unitá­
ria, simplificada da coisa seja possível sem 
sacrificar a sua essência». 

Esta posição não coincide com a de R U S S E L 

e outros logicistas, para quem a Matemática 
se reduziria a uma parte da lógica. 

O grande matemático D E V J O Y , que recebe­
mos na Universidade do Recife em 1954, 
sublinha, igualmente, numa bela frase, aquela 
duplicidade : «O racional, em Matemática 
como em outras partes — escreve ele em 
«L'innéité du transfini» —retempera-se perio­
dicamente no empírico para adquirir forças 
que não poderia encontrar em si mesmo». 

Voltemos, porém, às duas primeiras ques­
tões suscitadas hà pouco, relativas a uma teo­
ria hipotóctico-dedutiva. Já dissemos que a 
primeira teoria matemática com esta feição é 
a geometria de E U C L I D E S . Mas há a notar 
que os Elementos de E U C L I D E S não constituem 
uma solução satisfatória do problema de axio-
matizar a Geometria. 

Por um lado, as definições mais importan­
tes são meras descrições apoiadas na intuição. 
Por outro, muitos axiomas não foram expli­
citamente formulados. O trabalho de pesquisa 
duma axiomatização completa da Geometria, 
que se foi processando através dos tempos, 

recebeu um impulso vigoroso com a criação 
duma Geometria não euclediana, quase simul­
taneamente pelo húngaro B O L Y A I e pelo russo 
L O B A T S C H E W S K I , por volta de 1830. Cinquenta 
anos mais tarde P A S C H «isolou» (para usar 
um termo expressivo da Bioquímica) os axio­
mas da ordem, até então renitentemente dissi­
mulados. Finalmente, no fim do século xix, 
H I L B E R T conseguiu dar forma definitiva — 
isto é, conforme as exigências da correcção 
lógica da nossa época -— à axiomatização da 
geometria euclideana. Os seus « Orundlagen 
der Geometries) são hoje um livro clássico 
nesta matéria, encontrando-se até traduzidos 
em língua portuguesa. 

Em que consiste, então, a axiomatização 
duma teoria científica ? Consiste em fixar um 
número limitado de conceitos ditos primitivos 
e de proposições básicas dessa teoria que 
serão chamadas axiomas, de modo que a 
estrutura dessa teoria esteja totalmente defi­
nida, quer dizer, todos os novos conceitos e 
proposições se possam obter por definição e 
por dedução lógica, respectivamente, a par­
tir dos conceitos primitivos e dos axiomas. 

«Tal ó, pois, toda a arte de convencer — 
dizia P A S C A L , no seu discurso «De 1'esprit 
scientifique» — Ela está contida em dois prin­
cípios : definir todas as notações empregadas 
e provar cada coisa por substituição mental 
dos termos definidos pelas suas definições». 

Um sistema de axiomas deve ser consis­
tente ou não-coniraditôrio, isto é, dele não 
deve ser possível inferir uma proposição e a 
sua negação. 

Uma outra qualidade de um sistema de 
axiomas ó a sua independência, que não é 
contudo um atributo indispensável à axioma­
tização duma teoria. 

A questão da independência dos axiomas 
tem uma projecção histórica considerável, no 
caso da geometria euclideana. Já na antigui­
dade, o axioma das paralelas se não oferecia 
como intuitivamente evidente, o que »e pode 
atribuir — segundo V O N N E U M A S N — ao facto 
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dessa percepção intuitiva envolver de algum 
modo o conceito de contínuo e portanto de 
infinidade. 

Numerosas foram as tentativas através dos 
séculos para o estabelecer como teorema, 
isto ó, como consequência lógica dos res­
tantes axiomas. 

Os construtores duma geometria não eucli-
deana puseram fim a essa questão, mostrando 
a independência do axioma das paralelas 
relativamente aos restantes, uma vez que a 
sua negação é consistente com eles. 

A validade duma teoria dedutiva reduz-se 
pois à consistência dos seus axiomas. A ver­
dade de uma proposição, numa teoria dedu­
tiva, reduz-se à sua não contradição com as 

proposições deduzidas dos axiomas ou, em 
última análise, com os próprios axiomas. 

Tal é o critério da verdade matemática. 
Na realidade, o critério de verdade nas 

outras ciências não se afasta essencialmente 
dele. So não ó a não contradição lógica que 
intervém é, alternativamente, a não contra­
dição entre a conceituaçâo teórica dos fenó­
menos e a sua percepção experimental. 

Haveria que falar ainda da categoricida.de  
ou completude dos sistemas de axiomas. Mas 
creio ser agora mais atraente encarar esse 
assunto dum outro ponto de vista e em 
termos um tanto diferentes. 

(Conclue no próximo número) 

O ensaio x2 e os ensaios de concordância 
por J. Tiago de Oliveira 

1. Introdução. O nosso objectivo, neste 
artigo meramente expositório, ó o de chamar 
a atenção para um comportamento bastante 
vulgarizado nas aplicações práticas da Esta­
tística e pouco fundamentado : o uso da esta­
tística x2 como indicador do ajustamento de 
distribuições de variáveis aleatórias (absolu­
tamente) contínuas. Para isso começamos por 
expor o uso da estatística x2 para populações 
discretas. 

2. A estatística x2 em populações dis­
cretas. O caso mais simples de aplicação da 
estatística x2 é o seguinte : as observações 
de uma dada população discreta podem clas-
sificar-se numa e numa só de k categorias 
0\, C2, • • •, Ck supondo-se as probabilidades de 
tal classificação, respectivamente, P\,P2r • < iPk 

Pi=\^. Uma amostra de n observações 
revelou «j elementos da classe Ct , w2 de 
C 2 , • • •, nk de Ck (2 n> = «Y 

Pretende-se verificar se a amostra obser­
vada ó compatível com a hipótese posta, a 
um nível de significância a, isto ó, comportando 
o risco de se concluir erradamente que tal 
hipótese ó falsa em 100a°/ o das vezes, num 
grande número de provas. 

O ensaio baseia-se na seguinte proposição : 
a distribuição a s s i n t ó t i c a da quantidade 

Q2 — 2 n ~ & a distribuição de um 

X2 com k — 1 graus de liberdade. Se n for 
suficientemente grande (os np{>ò) o resul­
tado assintótico é usado como sendo efectiva­
mente válido para o Q2 calculado e rejeita-
-se a hipótese se Q2>y?(a,k — 1) em que 
X2(a , k — 1) é o ponto a do x2 para k — 1 
graus de liberdade. 

Esta é a regra normal de uso da estatística 
X2 nestes problemas. De facto, porém, se 
algumas das quantidades npi não são supe­
riores a õ, fundem-se uma ou mais catego-

2 

http://categoricida.de
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rias obtendo se então as categorias C'\ ,•••,(?<' 
com probabilidades p[ ,---,p't sendo os núme­
ros observados n'i, •••, n't em que os p' e 
os «' são obtidos por soma dos p e dos n 
correspondentes. Note-se porém que, de facto, 
se está agora a ensaiar a nova hipótese 
Pt, • • • . Pt relativa a C[, • • •, C't e não a posta 
inicialmente. Todavia se houver um número 
nulo de observações em dada classe há, ainda, 
algumas modificações a fazer. Não entramos 
em tais detalhes que não interessam ao pro­
blema que queremos referir. 

Podem ser dados exemplos de aplicação 
deste ensaio nos mais diversos domínios de 
Ciência e da Técnica desde a Engenharia à 
Genética, desde a Medicina à Psicologia. 

De faeto, vamos tratar apenas um exemplo 
genérico ligado à velha teoria dos jogos. 
Seja um conjunto de 3 baralhos iguais de 
cartas. Como cada baralho de cartas tem 52 
cartas, eliminemos 56 cartas, ao acaso, de 
modo a ficar um total de 100. Pretende-se 
agora verificar se as probabilidades dos 
diversos naipes são iguais, isto ó, se P\=P2= 

f Ps=Pi = — • Extraiem-se, com reposição, 

das 100 cartas n = 32 (np ; = 32. 
4 

obtendo-se, por exemplo, wj = 10, 

= 8 > 5 ) 

= 12, 
« 3 = 6, 
tirar ? 

n 4 = 4 . Que conclusões se podem 

(M< — n pi)' 
De facto, tem-se 

(10—8): 

Q2 = 2 

8 
(12 - 8 ) * (6 - 8 f 

npi 
( 4 - 8 ) * 

8 
4 + 16 + 4 + 16 40 

8 
5. Como o x.2! 

relativo a k — 1 = 4 — 1 = 3 graus de liber­
dade e para o nível de significância de 5 u / 0 

(95"/o de decisões certas de aceitação se a 
hipótese fór verdadeira), ó x2(5%,3) - 7,815>5, 
conclui a aceitação da hipótese. A descrição 
completa do ensaio x2 pode ser vista em [4]. 

3. As populações contínuas. Considere­
mos, agora, o problema análogo para uma 
população contínua. Ele enunciar-se-á assim: 
observou-se a amostra a?i, — ,xn e pretende-
-se saber se, com base na amostra observada, 
se deve aceitar ou rejeitar a hipótese de que 
a func,ão de distribuição é F (x). Para a 
fixação de êrros de 1.* e 2. a categorias, da 
teoria de N E Y M A N - P E A K S O N será, como se 
sabe, necessário fixar o conjunto de alterna­
tivas possíveis. O problema é complexo e 
incompletamente estudado. Apenas se costu­
ma fixar o êrro de l . a categoria a, isto é, fixar 
percentagem de rejeição incorrecta de hipó­
tese quando ela é verdadeira. 

Uma primeira ideia é a de aplicar o ensaio 
X? nos termos seguintes : divide-se a recta 
real por k — 1 pontos <*i, a 2, • • • , at_! de 
modo a obter k intervalos i , , 72 , • • • , lk 

de probabilidades pj = F («,•) — F(<Xj^i), em 
que se tomou, por comodidade de notação, 
«o = — oo e at •= + oo . Sngere-se imediata­
mente a questão de qual deve ser a decom­
posição a efectuar. Se tivéssemos considerado 
um só intervalo, seria 

= (w — n)2 _ Q 
pOÍ8 é I x = (— oo, + oo) 

Pi — 1 , «i = n e para uma tal partição da 
recta real qualquer hipótese seria aceitável. 
De facto, porém, ninguém faria uma escolha 
tão desacertada. 

Encontram-se, facilmente, exemplos de ca­
sos em que os mesmos dados interpretados me­
diante duas partições diferentes, sem sequer 
se ir para este caso extremo, dão lugar a 
conclusões diferentes. 

Consideremos, para exemplo, o seguinte 
problema : pretende-se ensaiar a hipótese 
de que uma variável aleatória contínua tem 
uma distribuição uniforme no intervalo [0,5] de 
densidade 1/5, a partir de uma dada amostra 
de, por exemplo, 50 observações. Suponhamos 
que o número de observações caídas no inter­
valo [0,1] é nx =10, no intervalo (1,2] é n 2 = 10, 
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(2,3] é « 3 = 2 0 , (3,4] é n 4 = 5, (4,5] é » „ - 5 
e consideremos as 2 partições seguintes: [0,2) 
[2,5] e [0,3) [3,5]. No primeiro caso é 

Q2 

20—50 

50 2 
5 

'- + 
30 - 50 • ^ 

7 o X ~ 
5 

= 0 

tribuem corn î-!—. O Q2 será então 
npt 

m - 2"^+S ( 1~ w y , ) a = « ( i -2 *) 

+ 2 (1 - n / > 0 a 

« "Pi 

no segundo caso é Q2 

(40 - 5 2 . fy = «+2 pL^as - » ^ 

50 2 

+ 
1 0 - 5 0 

50 

25 
3 

= — = 8,3 • • •, devendo no 

2." caso ser rejeitada a hipótese mesmo 
para o nível de significância de 1 "/„ pois 
X 2 (17„ , l ) = 6,635 e no 1.° caso ser aceite. 

Pode pôr-se, então, o problema de se não 
será" possível obter uma partição óptima de 
recta real. De facto, tal partição existe e foi 
estudada em [7] para certos casos. 

Podia, porém, procurar-se obter uma modi­
ficação, especialmente adaptada ao caso con­
tínuo, da estatística y_2. Em primeiro lugar, 
uma sugestão : decompor a recta real em 
grande número de intervalos Tj com proba­
bilidades pj levando cada decomposição a um 

Q2 = 2 («t — n pif 
npi 

cujo limite, quando o diâmetro dos intervalos 
tendesse para zero, se procuraria. 

Ora ó fácil ver que tal limite ó infinito. 
De facto, podemos, desde início, considerar 
uma partição tal que cada intervalo contenha 
apenas uma observação, pois elas podem sem­
pre supor-se diferentes. Se tal não suceder, a 
modificação do raciocínio que segue ó óbvia. 
Os intervalos Ij que não contêm observações 

(— n pi)2 

contribuem com 

enquanto que 
n pi 
outros 

= npi para o 

intervalos con 

, npt n pt 

Quando o diâmetro da partição tende 
para zero, p, —*• 0 , e portanto o Q2 cresce 
além de todo o limite. 

De resto, tal resultado era de esperar, pois, 
de facto, se decompusermos o intervalo / 
de probabilidade p e de número de observa­
ções m, em dois intervalos F e 1" de pro­
babilidades p' e p" e de número de obser­
vações m! e m", tem-se 

(m'—np')2 (»»" 

n p np" 

n p")2 (m n p)2 

np 
sendo p = p + p" e m = m1 + m" . 

Tal observação sugere-nos então procurar 
aquela partição menos fina que contém todas 
as observações, isto é, efectuar a partição 
dada pelas próprias observações. É fácil de 
ver que o Q2 relativo a tal partição tem 
valor médio infinito. (De resto, repare-se que 
já tínhamos abandonado a restrição de ser 
n p > 5) . 

4. Á estatística de discrepância. Resu­
mindo os resultados anteriores, pode dizer-se 
que a estatística x2 não pode ser aplicada 
ao caso contínuo, nem as sua3 modificações 
mais naturais. Deve, porém, observar-se que 
já tinha sido introduzida, uma estatística de 
discrepância por K . V O N - M I S K S e H . C B A M & B 

Q2; definida por 2 ( f ( x j ) 
'<J , cuja dis­

tribuição assintótica fora estudada em [6] . 
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E. J. GrUMBEL em [2] , porém, propôs, tendo 
em vista certas aplicações a problemas con­
cretos de Engenharia, o uso de estatística, 

2 (F(xj) —^ em que xj, como acima, 
\ n + 1 / 

representa a ja observação contada a partir 
da mais pequena (xx será, pois, a menor 
observação e xn a maior). 

Era evidentemente de supor que tal estatís­
tica tivesse uma distribuição análoga à obtida 
por N. S M I B N Ô T para a estatística de R. V O N -

- M I S E S e H . C R A M E R . De facto, provou-se em 
[5] que 

( « + i ) 2 ( ^ ) - ^ y 

tem a distribuição assintótica que N. S M I R N O V 

tinha determinado já para 

tabelada em [1] . 
Pode então formular-se a seguinte regra 

de comportamento : 

Calcula-se a quantidade 

e aceita-se ou rejeita-se a hipótese F(x) 
consoante tal quantidade é inferior ou supe­
rior a s a, em que «a . ó o ponto da distri­
buição de S M I R S O V correspondente ao nível 
de significância a. 
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A criação de um satélite artificial da Terra 
por J. Gaspar Teixeira 

No início da Era Astronáutica ( J), sentimo-
-nos no dever de apresentar aos Leitores da 
Gazeta de Matemática uma exposição ele­
mentar e esquemática dos problemas de or­
dem matemática —essencialmente de mecânica 
racional —sobre os quais se fundamentam as 
realizações recentemente efectuadas no campo 
da Astronáutica. A exposição, sob a forma 
de artigos a publicar, constitue uma dupla 
homenagem : 

(!) Cf. Sciences et Avenir — n.° 129, Nov. 1957, 
p á g . 577. 

d) de saudação aos estudantes portugueses 
que terão o seu futuro profissional profunda­
mente influenciado pelos problemas conse­
quentes, 

b) de reconhecimento aos cientistas e 
técnicos que levaram a efeito as realizações 
que marcam o início da referida Era. 

No presente artigo, estabelece-se a equa­
ção geral do movimento dum foguetão-pro-
pulsor considerado sob a forma mais esque­
mática e a trajectória mais económica em 
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casos particulares simples ; é redigido apenas 
na base dos conhecimentos adquiridos em 
vulgar tratado de mecânica racional ('). 

A Gr. M. procurará obter de especialistas 
competentes ou artigos ou elementos que lhe 
permitam desenvolver ou esclarecer qualquer 
pormenor interessante do presente artigo e 
continuá-lo no sentido de completar a expo­
sição elementar atrás referida. 

Como se sabe, a criação de um satélite ó 
possível mediante dois processos diferentes : 

1) por um processo natural 
2) por um processo artificial. 
Sobre o «nascimento» da Lua a partir da 

Terra (particularizemos o caso) existem algu­
mas teorias baseadas em factos de natureza 
geológica que podem ser confirmadas pela 
mecânica dos corpos fluidos e plásticos ( 2). 

Interessa-nos aqui considerar o segundo 
processo — o artificial. 

Qualquer corpo S que gravite ( 3) como 
satélite em torno de outro T, tem, em relação 
a T um movimento bem determinado que em 
mecânica racional, tem o nome de movimento 
central. No seu caso mais geral este movi­
mento é traduzido analiticamente pela equação 
diferencial conhecida pela fórmula de B I N E T : 

r*\_d0*XrJ r j 

— a é a aceleração ( 4) (escalar) de S(r , 0) 
em relação a T, colocado na origem dum 
referencial polar. 

( 4) Cf. p. ex. L O D I S R O Y — Cours de Mécanique 
Rationnelle — Gauthier-Vi l lars , Par i s . 

( J ) Encontra-se uma descr ição elementar de tais 
teorias no admiráve l livro de d i v u l g a ç ã o de G E O R G E 
GAMOW — Biografia da Terra, E s p a s a — Calpe, A r ­
gentina. 

(') Admite-se em tudo o que vai seguir-se que são 
nulas as acções de outros corpos sobre S. 

(*) Como se sabe, no movimento central só há 
componente radial da ace leração . 

A primeira conclusão a tirar da fórmula 
de B I J Í E T ó que o movimento central é de 
natureza c i n e m á t i c a , isto é, nele não 
intervém a noção de massa. Admitamos, 
por exemplo, que uma catástrofe univer­
sal aniquilava o planeta Marte ; o homem 
poderá criar um «herdeiro» deste planeta, 
fazendo por exemplo, com que um grão de 
chumbo o substitua no movimento ao longo 
da sua trajectória : apenas ó necessário, para 
isso, que durante um pequeno intervalo de 
tempo a posição e a velocidade do grão de 
chumbo coincida com a posição e a velo­
cidade que Marte teria se não tivesse sido 
destruído. Outro aspecto da natureza cine­
mática do movimento central : todos os 
corpos existentes à superfície da Terra 
acompanham esta no seu movimento em 
torno do Sol — têm a mesma trajectória. 
Admitindo então que seria possível anular a 
força da gravidade, os corpos terrestres não 
se afastariam da Terra a não ser que sobre 
eles actuassem outras forças estranhas. Tudo 
isto ó a aplicação do elementar principio da 
inércia. 

É esta a razão por que um compartimento 
estanque que contenha no seu interior um 
ser vivo e que acompanhe um satélite artifi­
cial na sua órbita, continuará «colado» no 
movimento ao próprio satélite mesmo que em 
determinado instante dele se separe fisica­
mente. Para reaver o ser vivo será necessário 
provocar uma «saída» do compartimento da 
órbita do satélite, como inicialmente foi pro­
vocada uma «saída» do satélite da órbita 
da Terra. 

A dificuldade da integração da fórmula de 
B I N E T — e é essa integração que determina ex­
plicitamente a trajectória e, em cada instante, 
a velocidade de S como função do tempo — 
depende apenas do tipo da função que traduz 
a atracção entre S e T. 

No caso porém da gravitação — e é apenas 
esse que se verifica em toda a mecânica 
celeste, particularmente no caso dos satélites 
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— a atracção entre S e T é de natureza 
newtoneana i}) e a fórmula de B I S E T conduz 
naturalmente ao estabelecimento das conhe­
cidas três leis de K E P L E R ( 2 ) : 

1) S descreve uma elipse de que T ocupa 
um dos focos, 

2) As áreas varridas pelo raio vector de S 
são proporcionais aos intervalos de tempo 
gastos em varrê-las, 

3) Os quadrados dos tempos das revolu­
ções são proporcionais aos cubos dos eixos 
maiores das órbitas. 

Inversamente, toda a elipse com um foco 
no centro de gravidade da Terra é uma 
órbita admissível, isto é, pode vir a ser órbita 
de um satélite da Terra — simplesmente, a 
velocidade em cada ponto da trajectória é 
univocamente determinada em função do 
tempo e independente da massa do satélite. 

Recordadas estas considerações bem vul­
gares e conhecidas, observemos que o pro­
blema da criação de um satélite artificial da 
Terra( 3) comporta, no seu aspecto matemático 
e no seu esquema geral, duas fases : 

1) Determinação da trajectória que o saté­
lite vai descrever no seu movimento central ; 

(!) Directamente proporcional às massas ãe S e T 
e inversamente proporcional ao quadrado da d i s t â n c i a 
entre os dois corpos. 

( 2 ) Consulte-se por exemplo : E. Borel — La Mé­
canique et la Gravitation Universelle, Albin Michel, 
Par i s . 

( 3 ) Supomos que o problema da trajectór ia do s a . 
té l i t e artificial é mais complexo, na realidade. N ã o se 
trata simplesmente da de terminação da trajectór ia 
dum astro que gira em torno de outro mas sim do 
estudo da trajectór ia dum ból ido que gira em volta 
da T e r r a sujeito t a m b é m à acção do campo m a g n é ­
tico terrestre ( F . L . M.). 

2) Transporte do satélite desde a super­
fície da Terra até um ponto da sua trajectó­
ria e, uma vez atingido tal ponto, lançamento 
do satélite na órbita. 

Ora, a solução do problema relativo à fase 
1) — de natureza exclusivamente cinemática, 
como se disse — obedece apenas a condições 
relacionadas com o objectivo a atingir. 

Concretamente, os instrumentos de teleme-
dida instalados no primeiro satélite artificial 
da Terra, deveriam estar ao descrever a órbita 
prevista, em boas condições para obter resul­
tados precisos de observações do espaço cós­
mico é das camadas superiores da alta atmos­
fera integradas no programa das actividades 
soviéticas do Ano Geofísico Internacional 

300 hm  900km 

F i g . 1 

Foi então escolhida para órbita teórica 
desse satélite uma circunferência com centro 
no centro de gravidade da Terra e raio cerca 
de 6.900 km. 

(*) O lançamento do sa té l i t e permite obter conclu­
sões de dois tipos diferentes : 

o) do estudo preciso da trajectór ia descrita o b t ê m -
-se ind icações sobre o atrito e portanto densidade das 
par t í cu la s de ar muito rarefeito a tão grande a l tura; 
saber a repart ição das massas no g e ó i d e (com prec isão 
dez vezes superior à obtida pelos c lás s i cos métodos 
da geodés ia ) ; sobre a forma do mesmo geó ide , etc. 

ò) os instrumentos instalados a bordo fornecem 
i n d i c a ç ã o sobre o radiamento solar (particularmente 
raios X e ultra-violeta) e sua in f luênc ia sobre a ionos-
fera; a absorpção dos raios ultra-viole tas pelas altas 
camadas da atmosfera; o radiamento cósmico fora da 
acção do campo m a g n é t i c o terrestre; a ionosfera; a 
densidade das poeiras i n t e i p lanetár ias e sua acção de 
atrito sobre a super f í c i e do sa té l i t e , etc. 
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O Observatório Astronómico Mallard Rádio 
de Cambridge obteve por medições efectuadas 
no período 6-20 de Outubro {}) as seguintes 
características da órbita: 

Inc l inação da órbita 64° 40' + 10' 

periodo entre passagens suces­
sivas pela latitude 52° 12' N 5750,0 + 0,3 seg. sol 

decrescimento médio do período 2,2 + 0,1 seg/dia 

semi-eixo maior 6937 km. 

excentricidade 0,053 + 0,001 

altura sobre o raio médio da 
T e r r a no perigeu 197 + 10 km. 

altura sobre o raio médio da 
T e r r a no apogeu 9 3 4 ^ 1 0 km. 

Quer dizer, os cientistas e técnicos encar­
regados do lançamento conseguiram assim 
realizar a órbita teórica com um êrro de cerca 
de l 0 /° , fig. 1 (2 ) . 

Em oposição, o problema do transporte do 
satélite até a sua órbita e do respectivo lan­
çamento é de natureza essencialmente dinâ­
mica pois envolve dispêndio de energia. 

Nestes termos, duas questões se levantam : 
uma de natureza técnica — escolha do veículo 
e, consequentemente, do processo de liberta­
ção, no mesmo veículo, de altas quantidades 
de energia necessárias para o transporte e 
lançamento ; outra questão, de natureza mate­
mática — balística e cálculo das variações — 
determinação da trajectória de transporte 
correspondente ao mínimo consumo de ener­
gia. 

Os técnicos ( 5) indicam o foguetão como o 
único veículo capaz de, presentemente, rea­
lizar tal função. Nos foguetões, até há pouco 
utilizados, ensaiaram-se diversos tipos de com­
bustíveis e comburentes líquidos : nas bombas 
V 2 utilizava-se respectivamente álcool metí­
lico e oxigénio líquidos, mas conhecem-se 

(i) Cf. Nature, vol. 180 N. 4592, pg. 881. 
(*) D e c l a r a ç ã o de G . A . C H E B O T A B E V . 
( 3 ) Cf. A . S T E R N F K L D — O Voo no espaço cósmico, 

pg. 81. 

outras combinações como metanol e oxigénio 
líquido ou ainda hidrogénio e fluorina líqui­
dos, se bem que o produto desta combustão 
seja tão corrosivo que até há pouco não se 
encontrava viabilidade da sua utilização. 

Equação geral do movimento dum 
foguetão propulsor 

Ora, como se sabe, um foguetão ó um 
projéctil auto-propulsionado segundo o prin­
cípio estabelecido pelo teorema da quantidade 
de movimento relativo ao escoamento de um 
fluido (!) : 

Em cada instante, é equivalente a zero o 
seguinte sistema dos vectores aplicados ao volu­
me T dum fluido contido numa superfície <s : 

resultante das forças de massa relativas 
a cada partícula do fluido, 

resultante das forças de inércia das mes­
mas partículas, 

restdtante das pressões sobre a exercidas 
do exterior de T , e 

resultante da quantidade de movimento 
por unidade de tempo, relaliva ao cau­
dal do fluido através de a . 

Consideremos então um projéctil cilindro-
-ogival, terminado por uma câmara de com­
bustão que se prolonga por uma conduta 
difusora D ; o gaz, produto da combustão 
em C escoa-se ao longo de D (fig. 2). 

Vamos admitir que o escoamento se faz 
em regime permanente e uniforme. 

Sejam m e m + d m a massa do foguetão 
nos instantes t e t + dt. Assim, — dm é a 
massa do gás expelido, isto é, dos produtos 
da combustão, no intervalo de tempo consi­
derado ; ou ainda a massa que no intervalo 
dt sai da câmara de combustão, entra no 

(*) Cf. p. ex. G . D E M A R C H I — Idraulica, p á g . 6 4 — 
Ulrico Hoepli — Milão. 
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tubo de escape e nele ocupa um volume 
elementar d TX , 

— d m = p (x) d T X = p (x) S(x) dx , 

deslocando-se em relação às suas paredes 
com velocidade v (x), dirigida segundo o eixo 
da conduta de escape. 

A massa total contida no tubo de escape é 

I p (x) S (x) d x = / — dm . 
Jo Jo 

Apliquemos o teorema anterior ao fluido 
contido no volume d TX : 

foguetão. Se representarmos por d G e d P 
respectivamente a resultante das forças de 
massa e das pressões exercidas sobre a su­
perfície elementar que limita d-zx, temos 

d v 
dG +dP + d my — dm — = 0 -

d t 

Considerando agora todo o gaz contido no 
tubo de escape, temos 

dmy+ I —dm— = 0 . 
Jo d t 

Ora os dois termos G e P equilibram, em 

1 

 

por unidade de tempo é 

1 dv 

Fig. 2 

A resultante da quantidade de movimento cada instante, a força de inércia do foguetão 
e a resultante das forças exteriores (peso, 
resistência do ar, etc.) : 

G + P — OTY+Fe = 0 , 

de modo que a equação 1) toma a forma : 

2) ĵ íw + j Q

d m \ i + J 0 ~ dm~d~t = F e 

p S[\ (x+dx) — v(x)]dx = — p S dx = 
dt dt 

= — dm — ; 
dt 

a resultante das forças de inércia 

— ç S dxy = dmy 

em que y é a. aceleração do centro de gra- em que Fe é a resultante das forças exte-
vidade do sistema constituído por todo o riores. 
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Esta é a equação geral do movimento dum 
foguetão-propulsor , estabelecida nas condi­
ções de aproximação a t rás citadas. 

Não conhecemos ainda qual o grau de pre­
cisão teórica e quais os métodos de integra­
ção da equação anterior utilizados nas últimas 
real izações. Vamos, no entanto, seguindo a 
reduzida bibliografia de que dispomos, consi­
derar alguns casos simples e fazer o respec­
tivo estudo. 

i 

Comecemos por observar que a massa 

— dm do gaz contido na conduta de escape 

ó desprezável em relação à massa restante 
m do foguetão. Por outro lado, verifica-se 
que esse mesmo gás 

— em C está a pressão muito alta e tem 
velocidade pràt icamente nula 

— em O tem pressão pràt icamente nula 
(atmosférica) e velocidade V muito ele­
vada (fig. 2). 

Nestes termos é, aproximadamente 
1 , dv dm 
dm — = V 

dt dt 
e a equação 2) torna a forma muito simples 

. .d m 
m Y = — V h F. • 

at 
t A relação entre a massa expulsa em cada 

explosão e a massa restante é muito impor­
tante, quanto ao dispêndio de combustível e 
comburente» 

Ora, considerando na equação anterior 
Fe = 0 , isto é, desprezando a gravidade e a 
resistência do ar, temos 

dv *.dm 
m — = — V 

dt dt 

Vi v0=W log — 
IR] 

ou 

ml=mQe v 

expressão que nos dá a massa do foguetão 
num instante ti em que ele adquire o acrés­
cimo de velocidade A v . 

Assim, para provocar um acréscimo de velo­
cidade igual à velocidade de escape V é 
necessário consumir 6 3 ° / 0 <^a massa inicial 

A m — m0 — mi = m0 

e — l 

e para obter A u = 2 V utilizar-se-á 8 6 , 5 % da 
massa inicial. Compreende-se por outro lado, 
que o pêso da estrutura passiva não possa 
ser reduzido além de certo limite sem com­
prometer as condições de resistência e esta­
bilidade da mesma estrutura. 

Por esta razão , os técnicos indicam que 
com um foguetão simples não se deve ultra­
passar o acréscimo A v = log 6. V 

Para atingir velocidades mais elevadas é 
necessário recorrer a um foguetão composto 
que se vai desembaraçando sucessivamente 
das massas dos depósi tos-reservatórios dos 
combustível e comburente, à medida que 
aqueles se vão esvaziando (*). 

Determinação da trajectória mais 
e c o n ó m i c a ( 2) 

Consideremos o caso de um foguetão que, 
durante determinado intervalo de tempo 
(o,T), deverá deslocar-se desde 0(o,o) até 
P{a,b), fig. 3, com velocidades inicial e 
final respectivamente ( 3 ) 

(') Cf. A . STEBNFELD — op. cit. pág. 59. 

(4) Cf. A . STERNFELD — op. cit. pág. 61. 
(J) Cf. D . F . LAWDUN — The Mathematical Gazette, 

Vol X L I , N .° 337, pág. 172, donde extraímos o resumo 
que segue. 

( 3) É fácil provar que, no caso implícito na equa­
ção 4), o movimento é plano. 
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3) 

dx\ 
d t ) í = 0 

d£\ 
d t ) í = 0 

d x 
d t 

d y 
( d t ) , 

= V T 

donde 

Fig. 3 

Admitamos ainda que o movimento é regido 
pela equação 

4 ) my — — V 
; dt 

isto é, que se desprezam os efeitos da gra­
vidade e da resistência do ar. 

A equação 4) conduz ao sistema 

d m 
mx — 

donde 

V cos a 
d t my V sen 

dm 
dt 

V X2 + y2 = _ V dm 
dt 

V l o g — = Csja* + y*dt. 
mP Jo 

Ora, como a t rás se disse, o dispêndio de 
combustível e couiburente pode exprimir-se 
por meio da re lação m0/mP. 

Interessa-nos, portanto, calcular uma tra­
jec tór ia de O a P, sujeita às condições 3), 
para a qual a razão anterior seja mínima, ou 
seja, ao longo da qual o integral 

5) / = fT\J'x2 + y'2dt 
Jo 

seja mínimo. 
As equações de E U L E R para este caso to­

mam a forma ( ') 

c£2 X d* í y 
dt? = < * 4 

0 

(*) Cf. E . GOUBSAT — Cours d'Analyse Mathéma­
tique, Tome I I I , pág. 629. 

— (cos a) = (sen a) = 0 

cos a = A t + B sen a = Ct + D 

Daqui resulta, necessàr iamente , 

A=C=0 B* + Z)2 = i 

e a = const. — o foguetão deve manter uma 
t ra jec tór ia recti l ínea. 

«É fácil mostrar que estes resultados não 
conduzem à solução correcta do problema. 
Se o lançamento é feito por forma a garantir 
a prevista variação de velocidade no inter­
valo (o, T), a t ra jec tór ia não é, em geral, 
respeitada ; se, pelo contrár io , o lançamento 
é feito por forma a realizar a t ra jec tór ia 
prevista, a variação de velocidade não é 
cumprida» ( ' ) . 

Teremos que modificar, portanto, o tipo de 
cálculo, admitindo que a solução do problema 
possa comportar pontos de descontinuidade 
para as componentes da velocidade, isto é, 
que o foguetão pode estar sujeito a impulsões. 

Estudemos em que condições o integral 5) 
toma um valor mínimo no plano p = x, q = y , 
isto é, num plano em que, como se verá , as 
descontinuidades a t rás referidas não introdu­
zem descontinuidade da t ra jec tór ia do ponto 
figurativo do movimento. 

X V ( 
d q 
dt 

dt 

representa o comprimento do arco da curva 
A B. Pretende-se então determinar o menor 
arco que liga A & B, sob a condição de 

P 
Jo 

dt f qdt = b 
Jo 

ou, o que é o mesmo, de manter ao longo do 
trajecto a mesma velocidade média 

- a • b 

(l) Cf. D. F . LANDBN — op. cit. 
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Fig. 4 

É fácil de provar (!) que a única curva que 
satisfaz à questão é constituída pelos segmen­
tos da recta AC e CB, percorridos instanta­
neamente, ao passo 
que o ponto figura­
tivo Q(p,q) perma­
nece em C durante 
todo o i n t e r v a l o 
(o , T ) . Isto signi­
fica : 

1. ° que em O deve 
dar-se uma combus­
tão muito rápida que 
faz variar a veloci­
dade, por impulsão do valor inicial (w0 , v0) ao 

valor médio (p,q). 

2. " que o foguetão deve permanecer du­
rante o intervalo (o, T) com a velocidade 
média (p,q), isto é, sem funcionamento do 
motor de reacção. 

3. ° que no instante í = T deve dar-se nova 
combustão muito rápida (portanto nova im­
pulsão) que altera a velocidade de (p,q) 
para o valor final (UT,VT)-

Retomemos de novo a fórmula de B I N E T ; 
cálculo simples ( 2 ) mostra que um corpo ani­
mado de velocidade horizontal de 7,912 km/s 
à superfície da Terra manter-se-á indefinida­
mente como satélite, descrevendo um círculo 
máximo em torno da Te r r a : 7,912 kms é a 
velocidade circular à superfície da Terra. 

Se a velocidade decrescer, o corpo cairá 
sobre a Terra. 

Se a velocidade for porém de 11,189 km/s, 
a t ra jec tór ia do corpo será arco de parábola 
tangente à superfície da Ter ra : 11,189 km/s 
ó a velocidade de fuga à superfície da Terra. 

Para velocidade intermédia entre a circular 
e a de fuga a t ra jec tór ia é elipse; enfim, 

seudo superior à de fuga o corpo descreverá 
um arco de hipérbole. 

Ora a velocidade circular à altitude de 
600 km sobre a Terra é cerca de 7,5 km/s. 

Isto é, os cientistas e técnicos soviéticos 
tiveram que calcular um foguetão capaz de 
imprimir a um corpo de 80 k g uma veloci­
dade de 7,5 km/s. 

(1) Cf. D . F . LIAWDEN, op. cit. pág. 174. 
(2) Desprezando a resistência do ar. 

Fig. 5 

Admitindo que a velocidade de saída dos 
gases do foguetão fo i de 5 km/s, que o fogue­
tão partiu do repouso e que apenas interes­
sava atingir a altitude de 600 km com a 
velocidade indicada (que nenhuma importância 
tinha a direcção dessa velocidade) quererão 
os Leitores calcular o peso de toda a estrutura 
no momento da partida e o número de 
andares do foguetão utilizado ? A imprensa 
falou em 3 andares que pesavam no conjunto 
cerca de 90 t . 

A Gazeta de Matemática teria muito pra­
zer em publicar nos próximos números as 
considerações dos seus Leitores. 
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As superficies planificáveis e as envolventes 
das [aces do triedro móvel 

por J. Ribeiro de Albuquerque 

Apresentam-se neste artigo muitos assun­
tos, relacionados intimamente entre si, no 
estudo geométrico das curvas do espaço. 

Dada uma família de curvas do espaço, 
com um só parâmet ro , cujas equações são 

fiCx >y ,z,a) = 0 
f2(x ,y ,z,o) = Q 

quando as funções / j e f 2 forem contínuas e 
admitirem derivadas relativamente ao parâme­
tro a, uniformemente em certa região do 
espaço, um raciocíneo bem conhecido permite 
achar as equações da curva envolvente, com 
a eliminação de a , entre t rês das quatro 
equações : 

/ , = 0 , ^ = 0 , / 2 = 0 , ^ = 0 quando uma 
da da 

destas equações fôr consequência das outras. 
Do mesmo modo, dada uma família de 

superfícies com um só parâmet ro 

F(sc,y,z,a) = 0 

determina-se a equação da superfície envol­
vente, eliminando o pa râmet ro no sistema : 

d a 

Este último sistema representa uma famí­
lia de curvas, ao longo de cada uma das 
quais a envolvente tem contacto com uma 
envolvida. 

Tais curvas são as curvas caracter ís t icas , 
e a envolvente das caracterís t icas ó uma curva 
situada sobre a superfície envolvente das 

superfícies, e que se chama a aresta de rever­
são. 

Isto mesmo vai ser considerado num caso 
particular notável ; é o caso da superfície 
envolvente duma família de planos do espaço . 

Chamam-se superfícies planificáveis às 
envolventes dos planos duma família de pla­
nos com um só pa râmet ro . 

Considere-se, no espaço, uma família de 
planos, que possa ser encarada como o con­
junto contínuo e ordenado de todas as posi­
ções dum mesmo plano que tivesse executado 
um determinado movimento no espaço, duran­
te um certo intervalo de tempo. 

Tomando o tempo como parâmet ro , uma 
variável t definida num intervalo finito ou 
infinito, a equação da família de planos será 

A ( t ) . X + B ( t ) . Y+C(t).Z + D(t) = Q 

com A(t), B(t), C(t), D(t) funções con­
tínuas e deriváveis de t. É possível t i rar o 
valor de uma das variáveis, por exemplo Z , 
e mudar de pa râmet ro , de modo a ter 

1) Z = *.X—Q(*)Y— ty(a) 

supondo <p e <\i funções de a, contínuas e 
com derivadas de primeira e segunda ordem, 
pelo menos numa vizinhança de certo ponto a . 

É com estas condições que vamos abordar 
alguns conceitos geométricos importantes ; 
quando as condições se não verificarem, é 
fácil de ver quais os conceitos que ficam 
sem sentido, ou quais as anormalidades, isto 
é, as singularidades que os afec ta rão , e que 
se põem à margem deste estudo. 

Dada a família de planos 1), com um para-
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metro a., as curvas caracter ís t icas são as 
rectas r(a) definidas por 

p - « z - 9 ( « ) r - « K « ) 
> {O— X — <f' («) Y — V(ec) 

e a planificável é o lugar geométrico destas 
rectas. É sempre possível resolver o sistema 
2), obtendo o valor de duas variáveis, X e Z 
por exemplo, em função da outra e do parâ­
metro a ; ter íamos uma representação para­
métrica da planificável. 

Se tomarmos para F uma função arbi t rá­
ria de a., teremos o sistema 

onde 

8) 

X = </> Y + f 
F = 0 
Z = ( « T ' _ ? ) F + ( « f — <|0 

que representa uma curva arbi t rár ia t raçada 
sobre a planificável. 

Resolvamos o seguinte problema : Quais as 
curvas t raçadas sobre a planificável às quais 
as rectas r ( a ) são tangentes? 

Determina-se a função 0 de modo que a 
tangente à curva 3) seja perpendicular aos 
eixos dos planos do sistema 2). As condições 
de perpendicularidade dão : 

0 = — 
?" 

ou 

e vê-se que esta curva ó a aresta de reversão 
da planificável, cujas equações serão obtidas 
do sistema 3) com a função determinada. 

Para procurarmos o plano osculador da 
aresta de reversão , teremos que calcular os 
menores compreendidos na matriz seguinte : 

dY dY dY 
<f"Y+<?'— + y> — « y r + ( « ?'-<?)— 

da. da da 
dY d*Y <PY dY 

da* 
a?"— + ( « ? ' - ? ) 

da* da 
d*Y 
dal 

e com cálculos muito fáceis se obtém para 
equação do plano osculador 

A ( l - X ) + B(r,— Y) + C ( Ç - Z) = O 

7 
Isto conduz a: 

aÇ,-X)-<f(r>- F ) - ( Ç - Z ) = 0 

mas, atendendo à terceira equação do siste­
ma 3) ou à segunda do sistema 2), obtém-se 
finalmente 

Ç = aX — <PYI — ip 

Conclusão : o plano osculador num ponto 
da aresta de reversão é o plano da família de 
planos envolvidos, que passa por esse ponto. 

Esta propriedade permite, evidentemente, 
achar as equações da planificável quando 
sejam dadas as equações da aresta de rever­
são . 

Com efeito, suponhamos dadas as equações 
duma curva T ; suporemos que os pontos de 
r são obtidos com a coordenada curvilínea 
* , e as equações paramétr icas são então 

x = x(s) y = y{s) a = z («) . 

O plano osculador é dado pela equação 

4) ( X — x ) l - f ( F — j t y f * + (Z — i ) v - 0 

onde i , fx, v representam os cosenos directo­
res da binormal, B. 

Temos na equação 4) uma família de planos 
com um só parâmetro s ; deveremos achar 
a envolvente e provar que T ó a aresta de 
reversão . Derivemos, em ordem a s, a equa­
ção 4) 

. , , r ^du .dv 
( X - x ) — + { Y - y ) - f + {Z -*)— = 

as da as 

= al + Pfi + yv = 0 

onde « , (3 , y são os cosenos directores da 



w 

G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 19 

tangente, 
-SEKRET 

da. 
ds 

I as 
dl__ 
ds 

T. Com os fórmulas de F K E N E T -

P 
I 
T 

a 

dji_ 
ds 
d j , 
ds 

x d s 

Tl 
T 

-
P 

d f 
ds 

dB 
ds 

dN 
d s 

dy 
ds 
dv_ 
ds 

T ds 

N 

P 

N 
T 

P 
Ç 

T 

P 

- ( H ) 
a última equação transforma-se em 

( X - + (Y-y)* + (Z - z)t = 0 

que é a equação do piano rectificante. As 
rectas característ icas são definidas pela equa­
ção 4) e esta última, e são as tangentes à 
curva T . 

Isto prova-nos, j á , que a curva T é a aresta 
de reversão da envolvente dos planos oscula-
ladores da curva dada. E com efeito, deri­
vando mais uma vez, obtemos 

ds ds ds 
= «l + (3n + = 0 

e de novo com as fórmulas de FKENET-SERRET 
e com as equações j á obtidas, vem 

(X — x) a. + (Y — y)$ + (Z — z)y = 0. 

As t rês equações obtidas dão a aresta de 
reversão . Ora no sistema, 

(X-x) >, + (Y-y)y. + (Z-z)v = 0 
(X-x)l + {Y—y) fi + (Z—z)Z = 0 
(X-x)«+(Y-y)fr + (Z-z)y=0 

de equações homogéneas nas incógnitas 
(X — x) (Y—y) (Z— z) tem-se, como ó bem 

sabido 

6) 

= 1 

o que implica uma solução nula, a única so­
lução : X = x(s), Y<=y(s), Z = z(s). 

A aresta de reversão da planificável envol­
vente dos planos osculadures duma curva dada, 
é a própria curva. 

Chegamos ao mesmo resultado com um 
terço do es forço , utilizando os vectores. A 
equação do plano osculador é o produto in­
terno nulo 

(M — P)/B = 0 

onde P(s) é o ponto de T , e M o ponto 
genérico do plano. Derivando, vem 

{M-P) 

- T 

d B 
d s 

B = 

'dB 
ds 

( M - P ) dB 
ds 

= 0 

e com as fórmulas 5) tem-se 

(M — P)/N= 0 

que é a equação do plano rectificante. Deri­
vando, ainda uma vez 

'dN 
ds 

( M - P ) f f N=(M-P) 

ou, com as fórmulas 5) e atendendo ao j á 
obtido 

(M- P)/T= 0 

que é a equação do plano normal. A aresta 
de reversão ó dada por 

( M - P ) / f = 0 ; (M-P)/N=0; (M-P)lB = 0 

e o vector M—P tem componentes nulas no 
triedro móvel, donde: M=P. 

* 

Seja dado um plano 7i cuja equação toma­
remos com a forma 

7) a b 
= 1 
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e procuremos estudar a secção feita por n 
na p 1 anificavei. 

As equações da secção serão as equações 
3) com uma função 9 (a) que se determina 
com a equação 7). A função 9 é dada por 

+ f | 8 | ( g ? ' - ? ) 9 + ( g ^ - ^ ) _ i i 

a b c 

Façamos uma mudança de coordenadas : 
mudemos o plano XOY para o plano %,0'n 
coincidente com is e conservando os outros 
planos coordenados. Na figura 1, estão re­

presentadas secções feitas pelos planos X=x 
e Y=y no tetraedro formado pelos antigos 
planos coordenados e o plano ic. 

Por semelhança de t r iângulos , tira-se 

s/W -y = K2y 

~ ( w - ' > 

As equações da curva secção, transformam-
-se em 

£ = Kx X X - t f B + f 
n = A-2 F = K2d 
5 - O 

onde 8 é determinada pela equação 8). 
Derivando esta equação 8), vem 

?"8 + <p'9'+4>" 8̂  « f õ + a f + ( « ( p ' - y ) 9 
a 6 c 

o que nos mostra o seguinte : os valores a0 

que anulam 8', fazem 

?"8 + 4>" q(?"e + 4 < " ) _ 0 

a c 
ou 

? («o) 

e inversamente. A função Y(a) é da aresta 
de reversão , ao passo que 9 («) é da secção. 

Achemos as derivadas de ^ e n , para 
estudo da tangente. 

| i = i r , (?<« 8 + f ) 8' 4 f ) ^ = A- 29' 
a a a a 

Vê-se, agora, que : se a0 é valor que con­
duz a um ponto comum à secção e à aresta 
de reversão , isto é, 6 (a 0) = Y(a0), vem : 

d % _ dn 
da. da 

Há singularidade nos pontos de encontro. 
Temos, ainda, com facilidade 

^ = Ky (<pm 8 + 2 <p" 9' + <p' 9" + f " ) 
da2 

d?n 
da? 

e portanto 

A Y) = ( a a o) 1 ~ — " - n + • • dan d «o 

Al = («_«„) + _ 
( u 0 z d ao 
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donde vem 

,. An hm = 

i r 9 e" 

Kx \_i 9" — <f" Y<] 

Estes valores estão calculados para oc = a0  

e Y representa o valor da derivada de 

vf ^ +"(«) 
*(«) — — XZ7Í P a r a a —«o 

Quando F 1 (a 0) =jfc 0' (a 0) = 0 este limite é 
perfeitamente determinado ; no caso contrár io 
haverá contacto entre a secção e a aresta de 
reversão no ponto em comum. 

Afastada a hipótese de contacto, quando 
a. cresce ou decresce para a 0 , em ambos os 
casos a partir de certa altura, o cociente 

—— tem o mesmo sinal e existem duas semi-
M 
-tangentes à secção, coincidentes, e não no 
prolongamento uma da outra ; o ponto sin­
gular é um ponto de reversão , uma cúspide. 

Em resumo : todo o plano que não tenha 
contacto com a aresta de reversão, mas que a 
corte, determina na planificável uma secção 
com um ponto de reversão, naquele ponto em 
que encontra a aresta. 

São superfícies planificáves, as superfícies 
cónicas e cilíndricas. Consideremos uma famí­
lia de planos, todos eles com o ponto fixo 
( 0 , 0 , c) e cuja equação se pode põr com a 
forma 

— + - ^ + - = 1 
a (t) b (í) c 

onde a(t), b (<) são funções dum mesmo 
parâmet ro t, o parâmet ro da família. Tirando 
o valor de Z, vem : 

Z = — A' 
a(t) ô( í ) r + c 

e, pondo a = 
a{t) 

metro, temos a equação 

, uma mudança de parâ-

Z = txX+®(a)Y+c. 

As rectas característ icas são dadas por 

V ; 10 = X+<t'(a)Y 
—* 

e, como o segundo plano passa por OZ, 
todas as rectas característ icas passam pelo 
ponto (0 , 0 , c) . 

A aresta de reversão obtém se derivando 
mais uma vez: f'(tx)Y=0 ou F = 0 . As 
equações da aresta de reversão , reduzem-se a 

Z = 0 
F = 0 
Z = c. 

A planificável é uma superfície cónica, com 
o vértice em V(0,0, c) e com a directriz 
situada no plano XOY, dada por : 

J«A + <p(a) Y+ c = 0 

ou 

X = -

Y= 

c <p 

« » — f 
c 

ou X+<t>'Y=0. 

«CP — cp 

Consideremos agora uma família de planos 
it todos paralelos a uma direcção fixa. Para 
fixar um sistema de eixos coordenados con­
veniente, tomemos um dos planos da família 
para plano XOZ, e todos os outros corta­
rão este, segundo rectas paralelas. A equa­
ção da família de planos pode então pôr-se 
sob a forma 

X 
+ + a- k(t) b(t) c • k (t) 

= 1 

onde b ( f ) e k (t) são duas funções do parâ­
metro t , da família. 
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Pode tirar-se o valor de X e temos : 

X a ^ Y - ^ - Z + ak(t) 
b(t) c ' 

A A A 

e, pondo a. = — a^y-^, mudança de parâ­

metro, temos a equação : 
X mm a Y - —Z—a$(«). 

c 

As rectas característ icas são dadas por 

a 
r (« ) 

X.— k-Y- — Z — a4»(«) 
c 

0 = Y - a y («) 

e são todas paralelas à direcção fixa, pois 
estes dois planos são paralelos a essa direc­
ção. A aresta de reversão e.stá portanto no 
infinito. 

A envolvente é um cilindro de geratrizes 
paralelas à direcção dada, e, com directriz 
situada em XOY dada pelas equações para­
métricas 
9 ) f * = <*[«+'-40 f X - a [ * y 

Se tivéssemos tomado o eixo OZ com a 
direcção dada, os resultados eram ainda os 
mesmos, bastando supor c = 4- oo . 

As equações duma curva t raçada sobre o 
cilindro, são, como j á dissemos no caso geral, 

10) 
X = a (a 4-' — 40 
r = a 4/ 
z = s 

onde 0 ó uma função arbi t rár ia de a. 
Procuremos as curvas cujas tangentes 

fazem ângulo constante V com o eixo OZ. 
Orientamos a tangente de modo que O < F < 

7t . , <" — e orientamos a curva de modo concor-
2 

dante. As equações da tangente são 

\ - X _ ri — Y = g - Z 
o « f ~ a f ~ 6' 

e então vem 

cos V 

e 

Va* 4» '» («» + 1) + 6 ' 2 

0' = coí^ F . a 4»'Y«a 4. l . 

As curvas procuradas foram chamadas hélices 
e as suas equações são as 10), com uma das 
funções 0, dadas por 

0 = a.cotgV f V Va-2 + Ida + c". 
Ja 

Orientando a directriz 9) do cilindro de 
modo concordante com a hélice fornecida por 
0 que se anula para a = a 0 ; tomando para 
origem da coordenada curvilínea s sobre a 
directriz 9) o ponto em que a hélice a encon­
tra, virá como medida do arco s da direc­
tr iz , desde essa origem até à projecção m 
do ponto M da hélice 

= J 4/' t/«2 + I d e 

A cota Z do ponto M da hélice é pro-
porcional ao comprimento S do arco, da 

directriz do cilindro, descrito, pela projecção 
m de M, desde o ponto de encontro. 

Inversamente, sejam Ss = x (#) , y «• y (») 
as equações duma curva T situada em XOYe, 

A * r = # ( « ) Z = ks 
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as equações duma curva no espaço ; esta 
curva está evidentemeute no cilindro de 
directriz T , e o terceiro coseno director da 
tangente é K 

Se T ó o vector unitário sobre a tangente 
à hélice, e se K ó o vector unitário sobre 
OZ , se rá : 

Derivando em ordem a $ , coordenada 
curvilínea sobre a hélice, temos 

e com as fórmulas 5) de FRENET-SERRET, vem 

?/*-° 
afastando a hipótese da curva rectilínea, 

p =f= oo , se rá : À 7 / K = 0 
Nas hélices a normal principal é perpendi­

cular a O Z e, inversamente, pois o raciocí­
nio se deixa inverter. 

Derivando N j K—0, de novo, em ordem 

a S , vem ; 

5), temos : 

^— I K = 0 e com as fórmulas 

( - # - ! ) A " - 0 

Ora, da figura, tira-se com facilidade que, 

BI 2 = ± s e n V, logo 

sen V cos V 

e finalmente 
P 

— = — tq V 
9 

Nas hélices é, portanto, constante o 
cociente das duas curvaturas. 

Inversamente : se T = k p , com as fórmu-
—*• - * 

las de FRENET-SERRET, vem d B = k d T e 

B = k . T + k' onde k' não é nulo. M u l t i . 
plicando internamente por N vem: k'lN=0 
e, como j á se viu, a curva é uma hélice. 

Nas hélices, é constante o cociente das duas 
curvaturas, e inversamente. 

(Continua no próximo número) 

Duas fórmulas de Análise Combinatória 
por Austregésilo Gomes Spíndolo 

A dedução apresentada foi-me sugerida pelo artigo Nota a *TJma demonstração 
por indução Jlnita* do Dr. GUSTAVO DE CASTRO, Oaz. de Mat. 54» Abril de 1953, que 
fui encarregado, pelo Prof. M. ZALUAR, de expôr em 1956 numa das sessões do Semi 
u á n o do Cálculo das Probabilidades do Instituto de Física e Matemática da Univer­
sidade do Recife. 

Problema 

Uma urna contêm n esferas negras e a 
esferas azuis. Retiram-se simultâneamente b 
esferas. Qual a probabilidade de saída de i 
esferas azuis ? 

O número N de casos igualmente possí­

veis é N = e o número Ft dos ca­

sos favoráveis ao acontecimento A{, de que 
pretendemos calcular a probabilidade, ó 

« - ( . w ) ( í ) . 
Temos então 

(n + a\ 
\ b ) 
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Consequências : 

1) Caso b > a. 
a 

É claro que o acontecimento A = 2 Ai é 
i = 0 

a certeza, isto é, p {A) = 1 . Como para 
i=fcj, é AiAj = 0, podemos escrever : 

P{A) = ^jP(A') = 1 o u 2 ~ = 1 ou ainda 

a 

2 = A% donde a fórmula da análise com-

binatória, 

( " Í ? ) - ( Í ) + ( 4 - 1 ) ( ; ) + - + 

2) Caso 6 < a 
Neste caso os acontecimentos 

Ab+i 0 '= 1,2, ••• ,a — b) 

são impossíveis, isto é, p(Ab + i ) = 0 . 
Teremos então 

donde 

2 ( ^ ) 0 = c r ) 
ou, desenvolvidamente, 

("r)-(")+(»-i)(í)+-+(;). 
fórmula bem conhecida da Análise Combina­
tória . 

Problemas fundamentais da teoria 
da aproximação funcional 

por Luis G . M. de Albuquerque 

(Continuação do número anterior) 

6. Sistema de vectores ortogonais e 
orto-normados. 

Dois sistemas de vectores linearmente 
independentes dizem-se equivalentes quando 
geram a mesma variedade linear. 

Um sistema finito ou infinito de vectores 
linearmente independentes xn de um espaço 
de H I L B E K T é ortogonal quando se verifique 
a condição 

(XÍ , Xj) = 0 para i=f=j . 

O sistema finito ou infinito de vectores 
linearmente independentes en de um espaço 
de H I L B E K T , H, diz-se orto-normado quando 

(6. 1) (e{, es) - 3ÍJ 

onde Sij é o símbolo de KROENECKER. 

TEOREMA A , De todo o sistema de vecto­
res linearmente independentes de H 

(6. 2) xi ,x2 , • • • ,x„ , • • • 

é possível deduzir um sistema orto-normado 
de vectores, equivalente'ao dado. 

Demonstração Para provar o teorema bas­
ta dar o processo de construção do sistema 
orto-normado a partir de (6. 2), por um mé­
todo devido a E . SCHMIDT ( 1 9 0 7 ) . 

Pondo C i = Xy 11| xi y , com x ^ O , é 
| | c i | j = l ; seja depois y1^=x2 — ( x 2 , e l ) e i , de 
modo que ( # á , e i ) = 0 , e fazendo e 2 = # 2 / 1 | # 2 1 | , 
fica e 2 ortogonal com e± e tal que | |eg|| = l ; 
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procedendo sempre de igual modo, obtém-se : 

k 

yk+i = Xk+i — 2(a"*-+1 ' e ò e i > 
i = l 

sendo yk+i ortogonal com cada e*(í=»lj2,« •• ,&), 
pois 

I 

(l/k+i, et) — (a?* +,, eO - 2 O^ + i > eJ') (e-> >
 e0 

«- (aífc+i, e ;) — 2 0»*+! > «0 3*> = 0 ; 
i-í 

e portanto, pondo 

= II é ll«*+iil = i 

e e t + i ortogonal com cada e,(i'= 1,2,• •-, k ) . 
Este processo conduz, como se desejava, a 

um sistema de vectores e\, e2 ,• • ek, • • -, que 
é orto-normado, pois verifica (6. 1), e além 
disso equivalente ao sistema dado, pois 

e% = 0 2 i X\ -f- â 2 £c-2 

«n = 1 « 1 + « » â « 2 + • • • + « n n # n 

com a x l = 1/|| » i y ^ t O , a** — 1 / = f = O 
( f t - 2 , . . . , « , . . . ) • 

TEOREMA B . Àfam espaço de H I L B E R T sepa-
rável, todo o sistema orto-normado é finito ou 
numerável. 

Demonstração. Seja .ET um espaço de 
H I L B E R T , separável , e \ea\xeA um sistema 
orto-normado de vectores de II, isto é, tais 
que (e œ ,eu,) = 0 ou 1 consoante se tem <x=fca' 
ou a = a' ; e a?i, a?2 , • • • , x„ , • • • o conjunto 
numerável de vectores xke H que é denso 
em H. Vamos mostrar que entre os conjun­
tos I xk \ km i , 2 , . . . © | e * ! a 6 v i se pode esta­
belecer uma correspondência bi-unívoca. Su­
ponhamos que a cada ea e j ex j se faz cor­
responder um vector xk e J xk j tal que 

( 6 . 3 ) ; ò{xk,e*)=\\xk-ea\\<±-\/2 

com esta lei de correspondência fàcilmente se 
verifica que a dois vectores distintos e„ e 
«a- de | e a | a e ^ correspondem dois vectores 
distintos xk e xki de \ xk\k = i , 2 , . . . , e isso 
basta para que o teorema fique demonstrado ; 
admitamos então que era xk = xk> ; como por 
(6. 3) se tem 

\\xk- e a \ \ < j \ / 2 e \\xk-ea,\\<±\/2 

ficaria 

(6. 4) | K — e « ' | | < . | | e * - » * | | + | |af»—«»<| |<^2; 

por outro lado 

| | « . _ e . , | p = a | | f l a | | i + ||'e«, ; |j«- 2 

visto ser (e a , eai) = O, ou seja 

II ea — ea/ 11 = 1/2 

igualdade em contradição com (6. 4). Assim, 
não pode ser xk = xki, e o teorema fica 
demonstrado. 

TEOREMA C. Se | e* j k - i , « , . . . é um sis­
tema ortogonal (não necessariamente orto-nor­
mado) de vectores de um espaço de H I L B E R T , 
a série 

(6. 5) e, + e2 + • • • + e n + • • • 

e a série de termos positivos 

(6. 6) et 2 + e2 P + . - . + e n P + . 

*âo da mesma natureza. 

Demonstração. Designemos por sn e <rn 

as somas dos n primeiros termos das séries 
(6. Õ) e (6. 6), respectivamente. Na métrica do 
espaço de H I L B E R T considerado a primeira série 
será convergente desde que || sn — sm \\ < yo 
ou II sn—sm ||2 < ò para n > m > N($) ; mas: 

2 e* 
\\k— m+l ( n n \ n n 

2 » 2 e' ) = 2 2 ( e * » e0 ; 
k = rn-\l i=m + l / k = m+l i = m + í 

file:///ea/xeA
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e como (ek , eî) = 0 para k=f^i, 
n n 

— * m | | 2 = 2 ( e f c > e * ) = 2 l l e * H 2 = ffn — °m\ 
fc=r» + l Jfc=7»+1 

esta última igualdade mostra que as séries 
(6. Õ) e (6. 6) são da mesma natureza, como 
desejávamos concluir. 

Finalmente, 

TEOREMA D . Os vectores de um sistema 
orto-normado são linearmente independentes. 

Demonstração. Se \ek\ é um sistema orto-
-normado de vectores de um espaço de H I L -
BERT, qualquer que seja n a relação 

(6. 7) 2 »k ek = 0 

só pode ter a solução t r ivial «k = 0 
(k = 1 , 2 , • • • , n) ; pois se um dos ak for 
diferente de zero, por exemplo <x-i=f=0, 
multiplicando (6. 7) escalarmente por ei vinha : 

n Ti 

o = 2a* ( e * > eò = 2a* = a < 

k=\ k = l 
o que ó impossível. 

7. Aproximação linear nos e s p a ç o s li­
neares normados-

Seja E um espaço linear normado, defi­
nido sobre ura corpo f , e considerem-se os 
m vectores linearmente independentes de E 

xk(k = 1,2, • • • , m) 

que geram a variedade linear VczE, cons­
tituída por vectores que se podem escrever 
na forma 

(7. 1) x = 2 a*Xk > 
* = 1 

com os a.k e f . 
Sendo dado um vector y e E -—V (que não 

é possível exprimir linearmente em função 

dos xk), pode-se pôr a questão de saber 
qual seja, entre os vectores (7. 1) da varie­
dade V, aquele que está à mínima distância 
de y, isto ó, pôr o problema da determina­
ção dos coeficientes a.k de modo que 

( 7 . 2 ) * ( » , . ) - a.kxk 

seja mínima. Se existir ura vector x0 nestas 
condições, diremos que ele ó o polinómio de 
melhor aproximação de y em V (*), ou que ê 
a projecção de y na variedade V : 

(7. 3) | | ; r 0 - y \ \ = min 2 a*£C* 
k=\ 

y 

O problema a resolver consiste, portanto, 
em tornar mínima a função dos parâme­
tros OLK : 

> (a, , • • • , a.) = akxk • 

y — 2 a*x* 
Notaremos, em primeiro lugar, que ç ó 

uma função contínua, dos <xk; tem-se 

I ? » • • • , * 'm) — ? ( « 1 , • • • , *m) I = 

y — 2 a*œ* 
1 

y - 2 a* w* 
e como a identidade 

m f» m 

M — 2 A '*XI = ( y — 2a* *») + 2 (**— a'*)x" 

(*) O vector x0 é um polinómio em xk(k = l ,2,-- • ,m) 
e coeficientes no corpo f ; daí a designação. Conf. I . 
SINGER, «Propriétati ale suprafetei sferei unitate si 
aplicatii la resolvarea problemei unicitatii polinomu-
lui de cea mai buna aproximatie in spatii BAHACK 
oarecare», Studii si cercetari mat., Vol. 1 (1956), 
p. 95 ess. 
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dá, por aplicação de rcg) , § 4 : 

m 1 m 

y—2
 Xk 

< # — 2 <** + 

2 («/< — 
fica 

m 

<2 Xk 

9 (a'i , • • • , tx'm) — 9 ( a , , • • • , a m ) 

m 

< 2 (a* ~ *'*)Xk 

! i 
ou ainda 

* O ' l , • • • , « « ) — «p (oti , • • - , o» ) 

< moro; 
k 

o que estabelece a continuidade da função 9 , 
De maneira análoga se mostraria que 

m 

•2 1 

+ O i > • • • 1 <*>») = 2 a*x* 
è uma função contínua dos seus argumentos. 
Assim, na superfície esférica de equação 
m 

2 I a* I 2 = 1 , que é um conjunto fechado e 
1 

limitado de um espaço euclidiano com m 
dimensões, ^ admitirá um mínimo u. > 0 
(visto serem linearmente independentes os 

m 
Xk e a relação 2 a ' ** = 0 não admitir se-

1 

não a solução tr ivial) . 
Posto isto podemos estabelecer o seguinte 

TEOREMA DE EXISTÊNCIA. Considerado o 
vector y 6 E , não pertencente à variedade V 

de base j X i , • • • , x m j , existe em V pelo me­
nos um vector à minima distância de y . Se 
a norma do espaço é forte, esse vector ê único. 

Demonstração. Retome-se a função 9 , 
não negativa, e seja } > 0 o seu limite infe­
r ior ; vamos mostrar que é possível determi­
nar uma esfera SR 

21 l 3 = R 2 

de raio tal que no exterior dela seja sempre 

<f (* i , • • • , « » ) > 1 + X • 

Seja H? = — (1 + Jl + e considere­
is 

mos os pontos de coordenadas ( | ai |, • • •, | txm \ ) 
exteriores a Sn, isto é, tais que 

2 l « 4 | 2 > i ? = ^ ( i + > + | | ^ ! l ) . 

Da relação 

m m 

2 Xk — y + l | y | | > 2 «fĉ* 1 1 

tira-se 

?(<*, , • •• , a m ) = 2 "-kXk—y >| 2aiíc* 
II 1 II ll 1 

• v i 

-IWI 

2í«*l2 

VI 
como se tem : 

<*k 

vi 
= 1 
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e 4* atinge na superfície da esfera 2la*l2 = l 
í 

o mínimo p, segue-se que 

9 . U — • « t r • ."• .'/I 

assim, no exterior da esfera S R os valores 
de s satisfazem à desigualdade 

, • • • , « » ) > - ( 1 + X + ||y H « 1 + J . 
r 1 

Deste modo, o limite inferior ). da função 
<a é o seu limite inferior no domínio fechado 
e limitado 

i 

e como a função f é aí contínua, segue-se 
que "k é um mínimo, isto é, existe pelo me­
nos um ponto (a" , - • • , o4) onde se tem 

1 = min <? (a , , • • • , ou) = a> (a? , • • • a£) = 

(7. 4) 2 <Axk — y 

os vectores nestas condições 

m 

(7. 5) ^0 = 2*^*6 V 
í 

dão o polinómio de melhor aproximação de 
y em V, e a primeira parte do teorema fica 
demonstrada. 

Provaremos agora que, se a norma do 
espaço E considerado é forte, o vector xo 
nas condições de (7. 5) é único. Suponhamos 
que existia em V um outro vector x' nas 
mesmas condições, isto é, tal que 

l = min <p (« , , • • • , « • ) — 
a* 2 a't xk — y 

para o vector de F com as componentes 

ter-se-ia : X • -Xk — y 

2 a? - y 
í 

1 2 *'* x\c — y = X 

donde : 

m V / M \ 

2 <** — y \ + ( 2 *'* * * — y ) 

M m 

2 *ï Bk — y + 2 a* « 4 — # í î 

mas sendo a norma do espaço forte, esta 
igualdade só é possível quando 

» / " \ 

2 *2 Xk — y — a / 2 a'* xk — y ) ; 

ora se a 1 , tira-se da última igualdade 

m 

( i - « ) i , = 2(«ï - *'*)*» 
i 

que dá y como combinação linear dos Xu, 
ou seja yeV, contràr iamente à h ipótese ; 
tem, pois, de ser a = 1 , e neste caso ficaria 
m 
2(a* — a'*)»* = 0 , equação que, em virtude 

i 

de serem os Xk linearmente independentes, 
só tem a solução t r iv ia l a.0

k — a\ = 0 
(k = 1 , • • • , m). Portanto : é xQ = x', e o 
vector (7. 4) é único. O teorema fica assim 
completamente demonstrado (*). 

(*) Confr. N. L Ahcieser, Vorlesungen ilber Approxi-
mationt-theorie, Berlin, 1953, pág. 10-12, e L . A. 
Ljusternik — W. I Sobolew, Etemente der Funktio-
nalanalysis, Berlin, 1955, pág. 78-81. 

(Continua no próximo número) 
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T R I B U N A D O L E I T O R 

U m a dedução elementar da forma canónica 
das equações das cónicas 

por Pedro R. de Almeida 

Cónica é o lugar geométrico dos pontos 
P cujas distâncias a um ponto fixo F {foco) 
e uma recta d, também fixa, {directriz) estão 
numa razão constante e, {excentricidade). 

Tomemos um referencial ortogonal com 
X X passando por F perpendicularmente 
a d. 

I * 

/ 
/ • 

Seja c a abscissa do foco e y = m a equa­
ção da directriz. Por definição de cónica, 
tem-se : 

P~F __ \/{x - o 2 + y2 _ 
PD \m — x\ 

donde 

{x - c ) 2 + y2 = e2{m _ x f 

x2 — 2 cx + c 2 + y2 — e2m2 — 2 e2 mx + e2x2 

(1) (1 — e2)x2-2{c — e2m)x+y*=e2m2—c2 

Conforme for e < 1 , e >• 1 ou e = 1, assim 
se tem uma elipse, uma hipérbole, ou uma 
parábola. 

1) Elipse 0 < 1 , 1 — e2 > 0 . 
Escolhamos m de modo a anular o termo 

em x : c — e2m = 0 ou m = 

A equação da directriz ó y = — , 
e2 ' 

Então (1) torna-se : 

c 211 ^ 
(2) (1 - e2) x2 + y2 = U J . 

e2 

A curva corta os eixos nos pontos 

{vértices da curva). 

•D A
 C C V l « 3 A 

Jronao — = a e = 5 , a equação 
(2) toma a forma : 

o 2 62 

que é a equação canónica da elipse. 

De —^ >-=b2 e — a , tira-se: a2-c2=b2 

e2 e 
C CL 

ou <z2_ è2^. c2 e como — = — e « < 1 , tem-se: 
e2 e 

— > a > c . Então a posição relativa de F, 
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A, e d é a indicada na figura. E como c e 
a se acompanham em sinal, ao vértice A!, 
simétrico de A com respeito à origem, 
corresponde um foco F ( — c , 0) e uma direc­
triz d' = x = — , simétricos áe F e d com 

e 
respeito à origem. 

2) Hipérbole e > 1 , e2 — 1 < 0 . 
Procedendo como anteriormente, (1) torna-se: 

ou 

( t2 _ l ) x 2 + £2 = 

(«9 — 1 ) aá —3,2 = 

_ çgQg- 1) 

C2(e2-1) 

A curva corta O X nos pontos 

e O Y nos pontos imaginários 

(vértices da curva). 

r> J C c ^ e 2 1 , 
rondo — — a e = o , 

e e 
a equação da curva toma a forma : 

- 1 
O 2 02 

que é a equação canónica de hipérbole com o 
eixo real ou transverso segundo O X. 

C 2 ( E 2 _ l ï 

De — — ^ = ô 2 t i r a - s e c 2 — a 2 = 62 o u 

c ot 
c 2 = a 3 + i 2 e como — = — e e > 1 , tem­

ei e 

-se — < a < c . Então a posição relativa de 
e 

d, A e F não é representada na figura, fi­
cando d à esquerda de i e F à direita. 

3) Parábola e = 1 . 
A equação (1) torna-se: 

— 2 (c — m) x + y2 = m2 — c 2 

Escolhamos m de modo que m 2 — c 2 = 0 ou 
m = + c . Para c = m vem $ 2 = 0 que é a 
equação de duas rectas coincidentes com ()X, 
caso particular da parábola. Para m =* — c , 
vem : 

?/2 = 4 m x ou, pondo 2m=p 

ya — 2 p x 

que é a equação canónica da parábola. 

Então tem-se: F ^ - , 0 j e d=x=—£ . 

A origem dos eixos é um ponto da curva ; ó 
precisamente o seu vértice. 

Recomendação n . ° 43 da 
Conferência Internacional da Instrução Pública 

A C o n f e r ê n c i a In ternacional da I n s t r u ç ã o P ú b l i c a , 
convocada para Genebra, pela O r g a n i í a ç ã o das N a ­
ções Unidas para a e d u c a ç ã o , para a c i ê n c i a e cu l tu ra , 
e pela Jun ta Internacional da E d u c a ç ã o , tendo-se a í 
reunido em 9 de Julho de 1956, na sua 19.* se s são , 
adopta, a 17 de Ju lho de 1956, a r e c o m e n d a ç ã o se­
gu in te : 

A C o n f e r ê n c i a : 
Considerando que a m a t e m á t i c a teve sempre um 

valor cu l tu ra l e p r á t i c o i n d i s c u t í v e l e uma f u n ç ã o 
impor t an te no desenvolvimento c i en t í f i co , t é c n i c o e 

e c o n ó m i c o e, em par t i cu la r , que a nossa é p o c a apre­
senta uma con jun tu ra m a t e m á t i c a sem precedente na 
h i s t ó r i a ; 

Considerando que a f o r m a ç ã o m a t e m á t i c a é um 
bem e um d i re i to para todo o ser humano, quaisquer 
que sejam a sua r a ç a , o seu sexo, a sua c o n d i ç ã o e as 
suas act ividades ; 

Considerando que, para assegurar o progresso e a 
prosperidade dos povos, a e l e v a ç ã o do n í v e l m a t e m á ­
t ico geral deve acompanhar o desenvolvimento t é c n i c o 
e c ien t í f i co superior ; 
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Considerando que as diversas c i v i l i z a ç õ e s desem­
penharam um papel na c r i a ç ã o e desenvolvimento da 
m a t e m á t i c a ; 

Considerando que a psicologia reconhece que todo 
o ser humano é capaz de uma certa ac t iv idade mate­
m á t i c a e que, par t icu larmente , n ã o h á nenhuma r a z ã o 
para crer que as rapar igas s ã o menos aptas que os 
rapazes para estudar a m a t e m á t i c a ; 

Considerando que a pedagogia da m a t e m á t i c a se 
torna cada d ia mais c i e n t í f i c a e mais eficaz ; 

Considerando que h á r a z õ e s para dar um pro longa­
mento à R e c o m e n d a ç ã o n.° 3 1 , respeitante à i n i c i a ç ã o 
m a t e m á t i c a na escola p r i m á r i a , adoptada pela 16.* 
C o n f e r ê n c i a In ternacional da I n s t r u ç ã o P ú b l i c a ; 

Submete aos M i n i s t é r i o s da I n s t r u ç ã o P ú b l i c a dos 
diferentes p a í s e s a r e c o m e n d a ç ã o seguinte : 

Object ivos do ensino da m a t e m á t i c a 

1 — No decurso dos estudos s e c u n d á r i o s , quer 
t é c n i c o s quer de f o r m a ç ã o geral , c o n v é m a t i n g i r , na 
mais l a rga medida p o s s í v e l , os fins educativos do 
ensino da m a t e m á t i c a que dizem respeito às f u n ç õ e s 
intelectuais e à f o r m a ç ã o do c a r á c t e r . Esses fins 
resul tam dos progressos da l ó g i c a em a c ç ã o (ref lect i r , 
analisar , abst ra i r , esquematizar, raciocinar dedu t iva ­
mente, generalizar, especializar, apl icar , c r i t i c a r , 
e t c . ) ; das qualidades racionais do pensamento e da 
sua e x p r e s s ã o (ordem, p r e c i s ã o , clareza, c o n c i s ã o , 
etc.) ; do e s p í r i t o de o b s e r v a ç ã o ; das c o n c e p ç õ e s 
especiais e q u a n t i t a t i v a s ; da i n t u i ç ã o e da i m a g i n a ­
ç ã o do d o m í n i o abstracto ; do desenvolvimento da 
a t e n ç ã o e do poder de c o n c e n t r a ç ã o ; da a q u i s i ç ã o da 
p e r s e v e r a n ç a e do h á b i t o do t rabalho ordenado e, 
enf im, da f o r m a ç ã o do e s p í r i t o c i en t í f i co ( o b j e c t i v i ­
dade, probidade in te lec tua l , gosto da pesquisa, etc.) ; 

2 — As o p e r a ç õ e s de ordem p r á t i c a , a a d a p t a ç ã o 
ao meio na tura l e a necessidade de compreender os 
problemas que suscita a v i d a t é c n i c a , e c o n ó m i c a e 
social exigem cada vez mais conhecimentos m a t e m á ­
ticos correntes ( cá l cu lo , geometr ia usual, representa­
ções g e o m é t r i c a s , f ó r m u l a s , e q u a ç õ e s , f u n ç õ e s , t á b u a s , 
e g r á f i c o s ) . Estas noções e meios fundamenta is in te r ­
v ê m t a m b é m num numero crescente de p ro f i s sões ; 

3 — A m a t e m á t i c a e o estilo de pensamento que 
lhe é pecul iar devem ser considerados como um ele­
mento essencial da cu l tu ra geral do homem moderno, 
mesmo que ele não desempenhe uma ac t iv idade 
c i e n t í f i c a ou t é c n i c a . 

E de desejar que o ensino da m a t e m á t i c a , em 
estrei ta l i g a ç ã o com o ensino de outras d isc ip l inas , 
conduza os alunos a compreender a f u n ç ã o que de­
sempenha a m a t e m á t i c a nas concepções c i e n t í f i c a s e 
filosóficas do mundo a c t u a l ; 

4 — U m dos fins p r inc ipa i s do curso adiantado de 
m a t e m á t i c a nos ú l t i m o s anos do ensino s e c u n d á r i o 
deve ser a p r e p a r a ç ã o para os estudos superiores 
c i en t í f i cos ou t é c n i c o s cu ja base m a t e m á t i c a aumenta 
d i a a d ia . 

Lugar da m a t e m á t i c a 

5 — 0 ensino da m a t e m á t i c a , o b r i g a t ó r i o nas d i f e ­
rentes classes do ciclo i n f e r io r das escolas s e c u n d á r i a s , 
deve dispor de um n ú m e r o de horas adequado; 

6 — No ciclo superior das secções c i e n t í f i c a s , o 
curso de m a t e m á t i c a deve beneficiar de um h o r á r i o 
amplo ; 

7 — É de desejar que os alunos que manifes tam 
d i s p o s i ç õ e s especiais para os estudos c i en t í f i cos 
tenham a possibi l idade de seguir u m ensino mais 
desenvolvido e que possam dedicar-se a estudos 
complementares pessoais ; 

8 — Nos p a í s e s em que o ensino da m a t e m á t i c a n ã o 
figura a t í t u l o o b r i g a t ó r i o em certas s>-,cções ( secções 
l i t e r á r i a s , por exemplo), um ensino de m a t e m á t i c a 
com t e n d ê n c i a c u l t u r a l , de p r e f e r ê n c i a a pura t é c n i c a 
m a t e m á t i c a , deveria ser organizado, pelo menos a 
t í t u l o f a c u l t a t i v o ; 

9 — A i m p o r t â n c i a a t r i b u í d a à m a t e m á t i c a , por 
o c a s i ã o da a p r e c i a ç ã o dos resultados dos alunos, 
qualquer que seja a maneira de a exp r imi r , deve ser 
proporc ional ao valor que é reconhecido a esta d i sc i ­
p l ina . Quando esta é o b r i g a t ó r i a , e especialmente em 
secções c i e n t í f i c a s , ela d e v e r á ser considerada como 
uma das discipl inas p r inc ipa i s , designadamente na 
a l t u r a das passagens de classe e da a t r i b u i ç ã o dos 
certif icados de fim de curso. 

Programas 

10 — O programa de m a t e m á t i c a de uma secção 
determinada da escola s e c u n d á r i a deve estar de har­
monia com os fins gerais do ensino deste ramo e com 
os objectivos par t iculares da s e c ç ã o ; 

11 — Os programas s e r ã o mantidos em d ia e adap­
tados aos progressos das c i ê n c i a s e à s necessidades 
da t é c n i c a e da v i d a modernas, sacrificando q u e s t õ e s 
antiquadas. T o m a r - s e - á par t icularmente em conside­
r a ç ã o o fac to de que, para elevar o n í v e l dos p rogra ­
mas das classes superiores, certos p a í s e s i n t r o d u z i r a m 
a geometr ia a n a l í t i c a , o c á l c u l o i n f in i t e s ima l , a 
e s t a t í s t i c a e as probabil idades e concedem uma 
i m p o r t â n c i a ao estudo das f u n ç õ e s e dos vectores, 
assim como às a p l i c a ç õ e s da m a t e m á t i c a . 

12 — A di f iculdade e a e x t e n s ã o das m a t é r i a s a 
ensinar e s t a r ã o em r e l a ç ã o com a idade mental m é d i a 
correspondente a cada classe e com os interesses e as 
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necessidades dos alunos. Se c o n v é m dar aos i n d i v í d u o s 
dotados para a m a t e m á t i c a complementos, é preciso 
ev i t a r provocar o desalento dos alunos fracos impondo-
-lhes m a t é r i a s cu ja complexidade ultrapassa os seus 
recursos inte lectuais ; 

13 — C o n v é m estabelecer os planos de estudo de 
maneira a organizar o ensino da m a t e m á t i c a à vo l t a 
de unidades funcionais que coordenem os seus d iver ­
sos ramos, embora destacando as noções ge ra i s ; 

14 — Nesta ordem de ideias, é de desejar determinar, 
por ensaios p e d a g ó g i c o s realizados sem preconceitos^ 
em que me l ida as estruturas amplamente polivalentes 
da m a t e m á t i c a moderna podem servir para melhorar 
o ensino s e c u n d á r i o ; 

15 — Seria d e s e j á v e l que os professores tivessem 
uma certa l iberdade de i n i c i a t i v a para prolongar 
eventualmente os programas-base por complementos 
f acu l t a t ivos . 

M é t o d o s 

16 — Quando s ã o dadas di rect ivas m e t o d o l ó g i c a s , 
convém que elas sejam conselhos e s u g e s t õ e s tenden-
tus a conformar o ensino ao mesmo tempo com o 
progresso da ps icologia da i n t e l i g ê n c i a e da peda­
gogia da m a t e m á t i c a c com a natureza e uso da 
m a t e m á t i c a , c i ê n c i a t e ó r i c a que tem uma or igem 
l igada ao real e um alcance eficaz na nossa a c ç ã o 
sobre ele ; 

17 — Tudo deve ser posto para es t imular e f avo­
recer no aluno a aprendizagem ac t iva da m a t e m á t i c a 
por uma p a r t i c i p a ç ã o pessoal t ã o vasta quanto pos­
s íve l na sua e l a b o r a ç ã o ; 

18 — É n e c e s s á r i o : 
a) despertar e manter o interesse dos alunos tanto 

pela m a t e m á t i c a em si mesma como pelas suas 
a p l i c a ç õ e s ; 

6) estar atento à marcha do pensamento m a t e m á ­
t ico j u v e n i l ; 

c) adaptar o ensino à s capacidades i nd iv idua i s e à 
e v o l u ç ã o mental dos alunos e d i f e r e n c i á - l o sucessiva­
mente segundo o seu destino ; 

19 — E preciso : 
o) p a r t i r tanto quanto p o s s í v e l do concreto para 

chegar ao abstracto sobretudo nas classes infer iores , 
e, cada vez que isso se mostre vantajoso, apelar para 
a e x p e r i m e n t a ç ã o rea l , figurada ou imaginada , para 
sugerir a de f in i ção ou a d e m o n s t r a ç ã o ; 

6) ter em conta que o conhecimento m a t e m á t i c o 
nasce e desenvolve-se pela i n t e r i o r i z a ç ã o das a c ç õ e s 
concretas e pela o r g a n i z a ç ã o dos esquemas ope­
r a t ó r i o s ; 

c) aprovei tar q u e s t õ e s suscitadas pelas s i t u a ç õ e s 
concretas, não somente para mostrar a i m p o r t â n c i a 

p r á t i c a da m a t e m á t i c a , mas sobretudo para m o t i v a r 
desenvolvimentos t e ó r i c o s ; 

20 — I m p o r t a : 
a) conduzir o aluno a f o r m u l a r as noções e a desco­

b r i r as r e l ações e as propriedades m a t e m á t i c a s , em 
vez de lhe impor um pensamento adul to completa­
mente elaborado ; 

b) assegurar a a q u i s i ç ã o das noções e dos processos 
o p e r a t ó r i o s antes de apresentar o formal ismo ; 

c) não confiar ao automatismo s e n ã o as o p e r a ç õ e s 
assimiladas ; 

21 — E i n d i s p e n s á v e l : 
a) fazer a d q u i r i r pr imeiramente ao aluno a expe­

r i ê n c i a dos seres e das r e l a ç õ e s m a t e m á t i c a s e i n i c i á - l o , 
em seguida, no r a c i o c í n i o dedut ivo ; 

é) a la rgar progressivamente a c o n s t r u ç ã o dedu t iva 
da m a t e m á t i c a ; 

c) ensinar a p ô r problemas, a buscar dados, a 
explorar e apreciar os resultados ; 

d) conceder a p r e f e r ê n c i a à i n v e s t i g a ç ã o h e u r í s t i c a 
das q u e s t õ e s e n ã o à e x p o s i ç ã o dou t r i na l dos teoremas; 

e) fazer tomar c o n s c i ê n c i a da es t rutura duma teor ia 
h i p o t é t i c o - d e d u t i v a em que, sobre a base dos postu­
lados, os teoremas s ã o c o n s t r u í d o s por d e m o n s t r a ç õ e s 
e os termos novos in t roduzidos por de f in ições , de 
maneira a chegar a uma e x p o s i ç ã o l ó g i c a dedu t iva 
da m a t é r i a estudada ; 

22 — E preciso : 
a) estudar os erros dos alunos e ver neles um meio 

de conhecer o seu pensamento m a t e m á t i c o ; 
b) conduzir à p r á t i c a do controle pessoal e da 

a u t o - c o r r e c ç ã o ; 
c) dar o sentido da a p r o x i m a ç ã o , da ordem da 

grandeza e da v e r o s i m i l h a n ç a dos resultados ; 
d) dar a pr ior idade à r e f l exão e ao r a c i o c í n i o , de 

p r e f e r ê n c i a ao « a d e s t r a m e n t o » e ao «de co r» , e l i m i t a r 
o papel da m e m ó r i a à fixação dos resultados f u n d a ­
mentais ; 

e) propor assuntos de exame que ex i j am mais f o r ­
m a ç ã o m a t e m á t i c a que p r e p a r a ç ã o in tens iva ; 

23 — Impor t a : 
a) encorajar os modos de e x p r e s s ã o pessoais, mesmo 

aproximados, e m e l h o r á - l o s g radua lmente ; 
6) levar o aluno à p r e c i s ã o e ao r i g o r pelas neces­

sidades de uma c o m u n i c a ç ã o eficaz com outrem e uma 
e x i g ê n c i a de clareza do seu p r ó p r i o pensamento ; 

r) favorecer a pesquisa e a i n i c i a t i v a ind iv idua i s 
tanto como o t rabalho de equipa ; 

d) aumentar o n ú m e r o de alunos que se interessem 
pela m a t e m á t i c a e con t r ibu i r para desenvolver a sua 
f o r m a ç ã o e os seus conhecimentos organizando c í r ­
culos, c o n f e r ê n c i a s , c o m p e t i ç õ e s e outras manifesta­
ções de c a r á c t e r f a c u l t a t i v o e d i f u n d i n d o l iv ros e 
revistas que lhes sejam a c e s s í v e i s ; 
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24 — É i n d i s p e n s á v e l : 
a) subl inhar a unidade i n t r í n s e c a da m a t e m á t i c a , 

n ã o lhe separar os ramos e relacionar os diveisoB 
m é t o d o s de r e s o l u ç ã o duma q u e s t ã o dada ; 

b) ind ica r as etapas importantes da h i s t ó r i a das 
noções e das teorias m a t e m á t i c a s estudadas ; 

25 — E n e c e s s á r i o : 
a) manter a c o o r d e n a ç ã o da m a t e m á t i c a com as 

c i ê n c i a s que dela fazem uso; 
ô) t i r a r pa r t ido das e x i g ê n c i a s do pensamento 

m a t e m á t i c o para aumentar a p r e c i s ã o , a clareza e a 
c o n c i s ã o da l i n g u a g e m ; 

c) manter o contacto da m a t e m á t i c a com a v ida real . 

Materiel d i d á c t i c o 

26 — A e v o l u ç ã o da metodologia da m a t e m á t i c a 
exige uma a d a p t a ç ã o dos manuais. Ao lado dos l iv ros 
de i n i c i a ç ã o na m a t e m á t i c a que permi tem o acesso 
progressivo às noções abstractas, o aluno d e v e r á 
poder dispor de obras de r e v i s ã o , em que as m a t é r i a s 
adquir idas s ã o retomadas e organizadas num plano 
mais elevado. D e v e r ã o ser postas à d i s p o s i ç ã o de 
cada um, nas bibliotecas de tu rma , obras de refe­
r ê n c i a , de complemento e de v u l g a r i z a ç ã o , revistas, 
etc.. 

Essa d o c u m e n t a ç ã o s e r á adaptada aos object ivos 
das diferentes secções e r e s p e i t a r á , para cada uma 
delas, a dosagem entre o ponto de v is ta p r á t i c o , as 
necessidades t é c n i c a s , os desenvolvimentos t e ó r i c o s e 
a p r e o c u p a ç ã o cu l t u r a l ; 

27 — Desempenhando os auxi l iares audio-visuais 
os modelos m a t e m á t i c o s concretos ( t i rados da v ida 
corrente, c o n s t r u í d o s pelos alunos ou pelos professores 
ou a inda fabricados por firmas comerciais) , um luga r 
cada vez mais impor tan te no ensino, c o n v é m t i r a r 
pa r t i do do seu uso para fazer a d q u i r i r act ivamente, 
pelos alunos, as a b s t r a c ç õ e s m a t e m á t i c a s . 

Pessoal docente 

28 — E m m a t e m á t i c a , mais talvez que noutras 
d isc ip l inas , o papel do professor é p r i m o r d i a l . O re­
crutamento, a f o r m a ç ã o e o a p e r f e i ç o a m e n t o dos pro­
fessores de m a t e m á t i c a devera ser objecto duma 
a t e n ç ã o e duma sol ic i tude par t iculares da par te das 
autoridades r e s p o n s á v e i s pela e d u c a ç ã o da juven tude ; 

29 — Os professores encarregados de ensinar a 
m a t e m á t i c a nas escolas s e c u n d á r i a s devem ter uma 
f o r m a ç ã o m a t e m á t i c a dum n íve l n i t idamente superior 
ao do seu ensino. Essa f o r m a ç ã o deve comportar n ã o 
só o estudo da m a t e m á t i c a t e ó r i c a , mas uma par te de 

m a t e m á t i c a apl icada, a h i s t ó r i a geral do pensamento 
m a t e m á t i c o , a p r ó p r i a metodologia da c i ê n c i a mate­
m á t i c a e o estudo da m a t e m á t i c a elementar conside­
rada dum ponto de v i s t a superior ; 

30 — U m a p r e p a r a ç ã o p e d a g ó g i c a e p s i c o l ó g i c a 
adequada deve ser o complemento i n d i s p e n s á v e l da 
f o r m a ç ã o m a t e m á t i c a do professor e inspirar-se num 
conhecimento claro e bastante profundo dos objectivos 
gerais e dos p r i n c í p i o s da e d u c a ç ã o humana. Essa 
p r e p a r a ç ã o deve i n c i d i r sobre a e v o l u ç ã o es t ru tura l 
da i n t e l i g ê n c i a em r e l a ç ã o com a e l a b o r a ç ã o do pen­
samento m a t e m á t i c o . E la d a r á um lugar às r e l a ç õ e s 
do concreto e do abstracto, de fo rma a s i tuar a meto­
dologia dos modelos no ensino m a t e m á t i c o . 

O f u t u r o professor s e r á encaminhado à o b s e r v a ç ã o 
e à e x p e r i m e n t a ç ã o em m a t é r i a de pedagogia mate­
m á t i c a . A c i m a de tudo, d e v e r á ser-lhe despertado o 
interesse pelos adolescentes e pelas suas a s p i r a ç õ e s , 
a f im de que ele possa ser o animador e o g u i a da 
juven tude ; 

31 — C o n v é m velar para que todos os alunos das 
classes infer iores e os alunos menos dotados das 
classes superiores tenham bons mestres ; 

32 — É preciso que o professor de m a t e m á t i c a em 
e x e r c í c i o possa estar a par ao mesmo tempo da evo­
l u ç ã o moderna das c i ê n c i a s m a t e m á t i c a s t e ó r i c a s , das 
a p l i c a ç õ e s actuais importantes da m a t e m á t i c a e dos 
progressos recentes da d i d á c t i c a da sua d i sc ip l ina . 

É de desejar que sejam tomadas medidas com vis ta 
a f a c i l i t a r o a p e r f e i ç o a m e n t o dos professores : confe­
r ê n c i a s , cursos de f é r i a s , s e m i n á r i o s , grupos de t raba­
lho, e s t á g i o s , p u b l i c a ç õ e s , etc. ; 

33 — As s u g e s t õ e s de inspectores especializados ou 
de conselheiros p e d a g ó g i c o s e o exemplo do t rabalho 
de professores experimentados s ã o meios excelentes 
para aumentar o rendimento do ensino ; 

34 — 0 professor de m a t e m á t i c a deve gozar, na 
sociedade moderna, da c o n s i d e r a ç ã o e da categoria 
social a que lhe d ã o d i r e i t o a sua f o r m a ç ã o c i e n t í f i c a 
e a sua m i s s ã o de educador ; 

35 — Vis to que em todos os p a í s e s um ensino ade­
quado da m a t e m á t i c a é um elemento essencial da 
e d u c a ç ã o , i m p o r t a assegurar o recrutamento dum 
n ú m e r o suficiente de professores competentes, tanto 
mais que e s t á nisso uma c o n d i ç ã o para o desenvolvi­
mento c i en t í f i co , t é c n i c o , e c o n ó m i c o e social de todos 
os povos. 

C o l a b o r a ç ã o internacional 

Os Governos e os organismos cu l tura i s ou educa­
t ivos in ternacionais , ta is como a Unesco, a Jun ta 
In te rnac iona l da E d u c a ç ã o , a C o m i s s ã o In ternacional 
do Ensino da M a t e m á t i c a , a C o m i s s ã o In ternacional 
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para o Estudo e Melhoramento do Ensino da Mate­
m á t i c a , devem favorecer, por todos os meios ( p u b l i ­
c a ç õ e s , c o n f e r ê n c i a s , r e u n i õ e s , e x p o s i ç õ e s , viagens de 
estudo e e s t á g i o s no estrangeiro, etc.) o i n t e r c â m b i o 
in ternacional das ideias, dos trabalhos, das pesquisas 

M O V I M E N T O 

D R . J O Ã O J O S É 

No d ia 1 9 de Outubro faleceu numa c l í n i c a de 
Paris , o D r . JOÃO JOSÉ LOPES F A R I N H A , membro do 

corpo redactor ia l da Gazeta de Matemática — e ele­
mento de p r ime i ro plano no nosso reduzido quadro de 
investigadores e professores de M a t e m á t i c a . 

JOÃO F A R I N H A licenciou-se na Univers idade de 
Coimbra, com d i s t i n ç ã o , em 1 9 3 4 . Os seus m é r i t o s 
ficaram inaprovei tados durante muitos anos, em que 
a sua act iv idade se l i m i t o u ao ensino méd io em v á r i o s 
co l ég io s par t iculares daquela cidade. Só em 1 9 5 0 a 
Faculdade de C i ê n c i a s de Coimbra o chamou para 
ocupar um lugar de segundo assistente, que v i r i a a 
oferecer-lhe a oportunidade de se dedicar, com desvelo 
e sentido das responsabilidades, à i n v e s t i g a ç ã o c ien­
t í f i c a . Do seu labor neste campo deu provas na disser, 
t a ç â o de doutoramento ( 1 9 5 4 ) , sobre a c o n v e r g ê n c i a 
de f r a c ç õ e s c o n t í n u a s , e em cerca de uma dezena de 
trabalhos o r ig ina i s publicados em diversas revistas 

Mas ao lado das suas qualidades de inves t igador 
probo e arguto , r e a l ç a r a m em JOÃO F A R I N H A dons 
pouco vulgares de professor —com uma e x p o s i ç ã o a l i ­
ciante, bom senso na maneira de a conduzir , e uma 
v i g i l a n t e a t e n ç ã o na o r g a n i z a ç ã o dos seus cursos. As 
l ições do curso de « P r o b a b i l i d a d e s , Erros e E s t a t í s ­
t i c a » s ã o modelares, e bem mereciam ser edi tadas; 
porque se um l i v r o n ã o pode, na f r i eza das suas p á g i ­
nas, t r a n s m i t i r o entusiasmo e o calor humano com 
que JOÃO F A R I N H A faz ia as suas aulas, p o d e r á ao 
menos revelar com que exemplar a t e n ç ã o as escolhia 
e preparava. 

A morte surpreendeu-o prematuramente quando^ 
beneficiando de uma bolsa da F u n d a ç ã o CALOUSTE 
G U L B E N K I A N , se especializava em M e c â n i c a Q u â n t i c a , 
no I n s t i t u t o H E N R I POINCARÉ. Com o seu desapareci­
mento perde a Faculdade de C i ê n c i a s de Coimbra um 
dos seus colaboradores de maior p r é s t i m o . Mas da 
vaga que deixou em aberto n ã o sofre apenas a Escola 
que serv iu : sentimo-lo todos os que à v a l o r i z a ç ã o do 

e dos resultados obtidos no ensino da m a t e m á t i c a , 
a fim de que a juventude de todo o Mundo possa 
beneficiar o mais cedo pos s íve l das e x p e r i ê n c i a s e dos 
progressos realizados pelos professores de todos os 
p a í s e s . 

M A T E M Á T I C O 

L O P E S F A R I N H A 

Estudo da M a t e m á t i c a temos procurado dar, na me­
dida das,nossas possibil idades, o melhor dos nossos 
e s f o r ç o s . 

Registo b i b l i o g r á f i c o 

N a Gazeta de Matemática pub l i cou o D r . JoÃo F A ­
RINHA os seguintes t raba lhos : 

«O teorema dos r e s í d u o s e o c á l c u l o da soma de 
uma sé r i e» , N.° 4 4 - 4 5 ( 1 9 5 0 ) , p á g . 1 5 . 

« S o b r e um caso de c o n v e r g ê n c i a de f r a c ç õ e s c o n t í ­
nuas de elementos c o m p l e x o s » , N.° 5 0 ( 1 9 5 1 ) , p á g . 8 1 . 

E is os t í t u l o s dos restantes trabalhos publicados 
pelo D r . JOÃO F A R I N H A : 

Exercícios de Algebra e Geometria Analítica (de cola­
b o r a ç ã o com L u í s ALBUQUERQUE), Coimbra , 1 9 4 6 . 

Exercícios de Geometria Descritiva (Idem), Co im­
bra, 1 9 5 1 . 

Sobre a convergência de fracções continuas de ele­
mentos complexos (Tese), Coimbra, 1 9 5 3 . 

« S o b r e dois teoremas de 1'INCHERLE», Rev. da Fac. 
Cien. de Coimbra , 2 1 ( 1 9 5 2 ) , p á g . 1 6 1 . 

« S u r les l imi tes des zé ros d 'un p o l y n ô m e » , Rev. da 
Fac. Cienc de Lisboa , 2.* s é r i e , A , 3 ( 1 9 5 3 ) , 1 8 1 . 

« F r a c ç õ e s continuas ascendentes p e r i ó d i c a s » , Rev. 
da Fac. Cienc. de Coimbra, 2 2 ( 1 9 5 3 ) , 1 1 0 . 

« S u r la convergence de 4 > a j / l » , Port. Math. 1 3 
( 1 9 5 4 ) , 1 4 5 . 

« Q u e l q u e s proposi t ions concernant les zé ros d 'un 
p o l y n ô m e » , Rev. da Fac. Cienc. de Lisboa, 2.* sé r i e , 
A , 4 ( 1 9 5 4 - 5 5 ) , 1 8 7 . 

« S u r la moyenne a r i t h m é t i q u e » , Rev. da Fac. Cienc 
de Coimbra , 2 3 ( 1 9 5 4 ) , 1 4 . 

« U n e condi t ion de c o n v e r g e n c e » , Ibidem, p á g . 1 7 . 
« S u r la p r o b a b i l i t é max imum d'accord de deux 

é t a t s » , Ibidem, p á g . 2 1 . 
« S o b r e o valor p r e f e r í v e l de uma sé r i e de observa­

ções» ( c o m u n i c a ç ã o ) . Assoc. Port, para o Progresso 
das Ciências. XXIII Congresso Luso-Espankol — Co im­
bra , 1 9 5 6 , v o l . I l l , p á g . 4 1 . L . A . 
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C I C L O A N U A L D E C O N F E R Ê N C I A S D O L I C E U N O R M A L D E P E D R O N U N E S 

A i n i c i a r o ciclo anual de c o n f e r ê n c i a s do L iceu 
PEDRO NUNES, O professor efect ivo do mesmo liceu 
D r . JOSÉ JORGE GONÇALVES CALADO pronunciou a 19 de 

Novembro ú l t i m o uma l ição i n t i t u l a d a « S o b r e o E n ­
sino das M a t e m á t i c a s E l e m e n t a r e s » . 

Servindo-se da sua prosa a g r a d á v e l , d i c ç ã o fluente, 
vastos conhecimentos m a t e m á t i c o s e l a rga e x p e r i ê n ­
cia p e d a g ó g i c a , o Prof. CALADO focou pr inc ipa lmente 
dois aspectos gerais relacionados com o ensino das 
m a t e m á t i c a s : «o problema do recrutamento de profes­
sores de m a t e m á t i c a , por um lado; e o problema da 
f o r m a ç ã o de largas « e q u i p e s » de m a t e m á t i c o s , so l i c i ­
tadas insistentemente, e cada vez mais, por variados 
sectores da A d m i n i s t r a ç ã o , quer p ú b l i c a , quer p r i v a ­
da, por o u t r o » . 

Quanto à p r i m e i r a q u e s t ã o , ve r i f i ca o Prof . CALADO 
que ela « c o n s t i t u e um problema inquie tan te e nacio­
nal que urge resolver, fazendo uma r e v i s ã o dos m é t o ­
dos de recrutamento e de p r e p a r a ç ã o c i e n t í f i c a dos 
professores do ensino l iceal , no sentido de a ac tua l i ­
z a r » . 

O ensino das m a t e m á t i c a s - seja qual fo r o seu g rau 
— deve subordinar-se a duas e s p é c i e s de e x i g ê n c i a s : 
de c o n t e ú d o (programa) e de fo rma ( m é t o d o ) e estes 
devem ser condicionados por fo rma que ver i f iquem 
os t r ê s axiomas seguintes: 

I ) O ?>osso ensino deve vizar a iniciar os alunos no 
espírito da ciência contemporânea. 

I I ) Qualquer que seja o seu grau, o ensino deve 
sempre decorrer ao nível da evidência dos nos­
sos alunos. 

I I I ) O acto de aprender, deve ser um acto criador e 
e não um acto meramente receptivo. 

Quanto à a c t u a l i z a ç ã o , o Prof. C A L A D O preconiza 
que o ensino l iceal seja impregnado do e s p í r i t o das 
m a t e m á t i c a s modernas ; nesse sentido e x p õ e , em ter­
mos a c e s s í v e i s a alunos do 7." ano, os conceitos f u n ­
damentais e i n t r o d u t ó r i o s à A l g e b r a : o p e r a ç ã o a l g é ­
b r i ca , es t rutura a l g é b r i c a , e es t ru tura de grupo, dos 
quais d á v á r i o s e sugestivos exemplos. 

Conclue que « c a r e c e m o s em mui tos casos, de actua­
l i za r a nossa cu l tu ra c i e n t í f i c a (envolvendo neste 
v o c á b u l o a p r ó p r i a pedagogia) pois só assim cr ia re­
mos as c o n d i ç õ e s que poss ib i l i t am a r e n o v a ç ã o do 
ensino em termos de o tornar c o m p a t í v e l com os nos­
sos axiomas i n i c i a i s » , e so l i c i t a ao M i n i s t r o da E d u ­
c a ç ã o Nac iona l 

a) a c t u a l i z a ç ã o dos problemas de m a t e m á t i c a dos 
cursos complementares, de acordo com o axioma I ) 

b) 6 horas semanais para o ensino da m a t e m á t i c a 
nos mesmos cursos 

c) a i n s t i t u i ç ã o nos Liceus Normais de cursos ou 
co lóqu ios de i n i c i a ç ã o à A l g e b r a da L ó g i c a , 
Fundamentos da M a t e m á t i c a e Á l g e b r a Moderna 

d) que tais cursos sejam de f r e q u ê n c i a o b r i g a t ó r i a 
aoB e s t a g i á r i o s do 8 . ° grupo e facultados aos 
professores de m a t e m á t i c a e f í s i c a 

e) que as l i ções profer idas sejam publicadas e dis­
t r i b u í d a s g ra tu i tamente aos professores do 8." 
grupo que as so l ic i tem. 

A R e d a c ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » f e l i c i t a v i ­
vamente o L i c e u PEDRO NUNES e o Prof. D r . CALADO, 
seu i l u s t r e colaborador pela actual idade dos proble­
mas tratados e f o r m a como fo ram abordados. 

J . G . T . 

O P R I M E I R O C O L Ó Q U I O 

Sob o p a t r o c í n i o do Conselho Nac iona l de Pesqui­
sas (CNPq) e da Campanha Nac iona l de A p e r f e i ç o a ­
mento do Pessoal de Níve l Superior ( C A P E S ) r e a l i -
zou-se em Julho de 1957 em P o ç o s de Caldas, Minas 
Gerais, o p r ime i ro co lóqu io brasi le i ro de m a t e m á t i c a , 
p romovido por um grupo de professores e pesquisado­
res de v á r i a s universidades e centros de estudos ma­
t e m á t i c o s dentre os quais o In s t i t u to de M a t e m á t i c a 
Pura e A p l i c a d a do C N P q . Duran te 20 dias es t iveram 
reunidos cerca de 50 m a t e m á t i c o s num ambiente de 
t rabalho e c o o p e r a ç ã o ; mu i to deve o ê x i t o do con­
gresso ao entusiasmo do coordenador Prof . C H A I M S. 

B R A S I L E I R O D E M A T E M Á T I C A 

H O N I O , jovem m a t e m á t i c o bras i le i ro , professor da U n i ­
versidade de S ã o Paulo. 

Foram at ingidos os objectivos do c o l ó q u i o : propor­
cionar o contacto entre os pesquisadores e os que se 
i n i c i a m na i n v e s t i g a ç ã o da M a t e m á t i c a Moderna e 
estabelecer c o l a b o r a ç ã o entre v á r i o s centros de estu­
dos m a t e m á t i c o s do B r a s i l (Porto Aleg re , S. Paulo, 
S. Carlos, S. J o s é dos Campos, Belo Hor izonte , Re­
cife , Fortaleza, etc.). 

A l é m de c o n f e r ê n c i a s c i e n t í f i c a s e de outras sessões 
de t rabalho, real izaran -se os cursos: 1) I n t r o d u ç ã o à 
Geometr ia D i f e r enc i a l e à Á l g e b r a M u l t i l i n e a r e V a -
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r i edad t s D i f e r e n c i á v e i s (Profs . A N T Ó N I O RODHIOUBS, 
ALEXANDRE A . M A R T I N S RODRIGUES, M A U R Í C I O MATOS 

PEIXOTO e C H A I M SAMUEL H O N I G ) ; 2 ) Teor i a dos N ú m e ­

ros A l g é b r i c o s o Teor ia dos Ideais (Profs FERNANDO 
F U R Q U I M DE A L M E I D A , L U I Z H . J A C Y MONTEIRO e PAULO 

R I B E M B O I M ) ; 3 ) I n t r o d u ç ã o à A n á l i s e Func iona l—Es­
p a ç o s Vectoriais T o p o l ó g i c o s , Funcionais A n a l í t i c a s e 
Teor i a das D i s t r i b u i ç õ e s — (Profs. CÂNDIDO DA S I L V A 
D I A S , A . PEREIRA GOMES, DOMINGOS P I Z A N E L L I , JOSÉ 

BARROS N E T O e NELSON O N U C H I U ) O 4 ) I n t r o d u ç ã o à 

Topo log ia A l g é b r i c a (Profs . C. B . DE L Y R A , A L E X A N ­
DRE A . M A R T I N S RODRIGUES). Estes cursos f o r a m red i ­
gidos, mimeografados e d i s t r i b u í d o s aos par t ic ipantes 
no i n í c i o da r e u n i ã o o que p e r m i t i u serem realizados 
nas melhores c o n d i ç õ e s . T i v e r a m t a m b é m luga r os 
dois cursos especializados: Complex Homogeneous 

Spaces pelo Prof. M O R I K U M I GOTO da Universidade de 
T ó q u i o e V a r i é t é s F e u i l l e t é e s pelo Prof. GEORGES R E E B 
da Univers idade de Grenoble. 

A o r a ç ã o de encerramento do co lóqu io , f o i p re fe r i ­
da pelo nosso colaborador Prof. A . PEREIRA GOMES, 
um dos componentes da C o m i s s ã o Organizadora e que 
representou o Ins t i t u to de F í s i c a e M a t e m á t i c a da 
Universidade do Recife. 

A r e a l i z a ç ã o do co lóqu io é um acontecimento bem 
digno de nota e é d e s n e c e s s á r i o f r i z a r a i m p o r t â n c i a 
para o f u t u r o do desenvolvimento dos estudos mate­
m á t i c o s no Bras i l e da i n v e s t i g a ç ã o neste campo. 
E s t á previs to novo c o l ó q u i o dentro de 2 anos sendo 
ampliado o d o m í n i o dos assuntos a t ra ta r . 

M. Zalaar Nunes 

R É U N I O N D E S M A T H É M A T I C I E N S D ' E X P R E S S I O N L A T I N E 

De 1 2 a 1 9 de Setembro de 1 9 5 7 teve luga r em Nice 
a « R é u n i o n des M a t h é m a t i c i e n s d 'Expression L a t i n e » , 
cujos trabalhos se d i s t r i b u í r a m pelos seguintes d o m í ­
nios : 1 ) geometr ia d i ferencia l e topologia ; 2 ) á l g e b r a 
e geometria a l g é b r i c a ; 3 ) e q u a ç õ e s em derivadas 
parciais ; 4 ) probabi l idades e f í s i c a m a t e m á t i c a . As 
c o n f e r ê n c i a s profer idas foram as seguintes: 

A D E M (JOSÉ) — Operaciones cohomór/icas de ordem 
superior. 

E C K M A N N ( B E N O ) — Jlomotopie et dualité. 

GAETA (F . ) — Sur le calcul effectif de la forme asso­
ciée à l'intersection de deux cycles en fonction de celles 
des sécants et questions qui s'y rattachent. 

G I L L I B ( P A U L ) — Propriétés et existence des solutions 
de certaines classes d'équations du type elliptique. 

M I R A N D A ( C A R L O ) — Alcuni aspectti delia teoria délie 
equazioni ellittiche. 

SEGRE ( B E N I A M I N O ) — lïecenti prospettive nella teoria 
délie corrispondenze. 

L I O N S (JACQUES) — Equations différentielles à coeffi­
cients opérateurs non bornés. 

V I L L E ( J E A N ) — Processus stochastiques et réseaux 
ramifiés. 

Para real izar a c o n f e r ê n c i a ( ú n i c a ) sobre cá l cu lo 
das probabil idades, t inha sido anteriormente conv i ­
dado o Prof. M A N U E L Z A L U A R NUNES, que, infe l izmente , 
por r a z õ e s estranhas à sua vontade, n ã o poude aceitar 
o convite, o que f o i lamentado, na s e s s ã o de encerra­
mento, pelo Presidente do C o m i t é de O r g a n i z a ç ã o , 
Prof. ANDRÉ MARCHAUD. 

As c o n f e r ê n c i a s eram seguidas de d i s c u s s ã o , durante 
cerca de uma hora. 

Pa r t i c i pa r am na R e u n i ã o cerca de duzentos con­
gressistas, dos seguintes p a í s e s : B é l g i c a , C a n a d á , 
Espanha, E . U . A . , F r a n ç a , I r ã o , Israel, I t á l i a , México , 
P o l ó n i a , Po r tuga l , R o m é n i a , S u í ç a e Y u g o s l á v i a . 

Como delegado p o r t u g u ê s , o autor desta n o t í c i a 
pres id iu à se s são em que teve luga r a c o n f e r ê n c i a 
do Prof. P. G I L L I S . A F u n d a ç ã o CALOUSTE G U L B E N K I A N 

deixo aqu i expresso o meu reconhecimento pela con­
ces são dum s u b s í d i o que, jun tamente com o concedido 
pelo C o m i t é da O r g a n i z a ç ã o , me p e r m i t i u pa r t i c ipa r 
na re fer ida R e u n i ã o . 

J . tiebastiao e Silva 

P R O F . G O T T F R I E D K Õ T H E 

F o i nomeado Presidente da Sociedade A l e m ã de 
M a t e m á t i c a o Prof. GOTTFRIED K O T H E , que, em 1 9 5 4 , 
a convite do I n s t i t u t o de A l t a Cu l tu ra , esteve em 
Lisboa prestando a sua val iosa c o l a b o r a ç ã o ao Cen­
t ro de Estudos M a t e m á t i c o s , com uma sé r i e de confe­

r ê n c i a s sobre a Teor i a dos E s p a ç o s Localmente Conve­
xos e q u e s t õ e s afins. Es ta n o t í c i a n ã o pode deixar de 
interessar v ivamente a todos os que e n t ã o , t i ve ram a 
fe l iz oportunidade de conhecer de perto o ins igne 
m a t e m á t i c o . j . Sebastião e Silva 
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D O U T O R A M E N T O S N A F. C . L. 

Nos dias l õ e 1 6 de Julho deste ano t i ve ram lugar 
na Faculdade de C i ê n c i a s de Lisboa as provas de 
doutoramento em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s dos assisten­
tes daquela Faculdade JOSÉ T I A G O DE O L I V E I R A e R A I ­

MONDO DB O L I V E I R A VICENTE. O p r ime i ro candidato 

apresentou a d i s s e r t a ç ã o « R e s i d u a i s de Sistemas e 
radicais de a n é i s » que f o i a rgu ida pelos Profs. 
A L M E I D A COSTA e A R N A L D O MADUREIRA. A d i s s e r t a ç ã o 

do segundo candidato versou o tema «A i n f l u ê n c i a 
da c o n s t i t u i ç ã o do in t e r io r da Te r r a no valor das n u -
t ações» e teve como arguentes os Profs. FRANCISCO 
N A Z A R É e M A N U E L DOS R E I S . 

Ambos os doutorandos f o r a m aprovados com a 
c l a s s i f i c a ç ã o de dezoito valores. 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » f e l i c i t a os novos D o u ­
tores, j . j . D . 

C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D O S M A T E M Á T I C O S 1 9 5 8 

F m E d i m b u r g o , de 1 4 a 2 1 de Agosto de 1 9 5 8 , sob 
o p a t r o c í n i o das Munic ipa l idade e Univers idade 
de E d i m b u r g o e da Sociedade Real de Londres, 
r e a l i z a r - s e - á o Congresso In ternacional dos Mate ­
m á t i c o s . 

A C o m i s s ã o de O r g a n i z a ç ã o p r o p õ e - s e convidar 
certo n ú m e r o de m a t e m á t i c o s para real izarem confe­
r ê n c i a s de 1 a l ' / î horas. H a v e r á t a m b é m r e u n i õ e s 
cotidianas consagradas à a p r e s e n t a ç ã o de comunica­
ções de í / j hora. 

Os membros do Congresso que desejarem apresen­
tar c o m u n i c a ç õ e s f á - l o - ã o a p a r t i r de Janeiro de 1 9 5 8 . 

0 Congresso t e r á oi to s e c ç õ e s : 

1 — L ó g i c a e fundamentos das m a t e m á t i c a s 

2 — Á l g e b r a e teor ia dos n ú m e r o s 

3 — A n á l i s e 

4 — Topo log ia 

5 — Geometr ia 

6 — C á l c u l o das probabil idades e E s t a t í s t i c a 

7— M a t e m á t i c a s aplicadas, f í s i c a m a t e m á t i c a e 
a n á l i s e n u m é r i c a 

8 — H i s t ó r i a e ensino. 

O C o m i t é p r e v ê durante o Congresso uma s é r i e de 
r e c e p ç õ e s , r e u n i õ e s de ordem recreat iva, e x c u r s õ e s , etc. 

O Congresso c o m p o r t a r á duas categorias de mem­
bros : 

Membros ordinários, tendo o d i re i to de p a r t i c i p a r 
em todas as actividades do Congresso e de receber as 
C o m u n i c a ç õ e s . 

Membros associados, acompanhando os membros 
o r d i n á r i o s e gosando de todos os p r i v i l é g i o s excepto 
os de p a r t i c i p a r nas r e u n i õ e s c i e n t í f i c a s e receber as 
C o m u n i c a ç õ e s 

Mais i n f o r m a ç õ e s p o d e r ã o ser obtidas quer por i n ­
t e r m é d i o da Gazeta de M a t e m á t i c a quer pela Secre­
t a r i a do Congresso: 

S e c r e t á r i o — F R A N K SMITHIES , Mathemat ica l I n s t i ­
tu te , 1 6 , Chambers Street, E d i n b u r g h , 1 , Scotland. 

j . G . T . 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I . S. C . E. F. — MATEMÁTICAS G E R A I S 

f r e q u ê n c i a o r d i n á r i o — 2 9 - 6 - 5 7 . 
2.» exame de 

4311 — o) Def ina l i m i t e m í n i m o e l i m i t e m á x i m o 
duma s u c e s s ã o u„ e d i g a em que caso estes l imi tes 
coincidem, respectivamente, com o l i m i t e i n f e r i o r e o 

l i m i t e superior de (u„) . Quando n ã o se d á essa co in ­
c i d ê n c i a quais s ã o os l imi tes de WEIERSTRASS de («„) ? 

Calcule 

1 i m 
J l - » 0 0 

n l og ( l H  
V " 

l o g n 
e l i m 

"-•ao - V — 
n V l og n 
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6) Enuncie a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente de 
c o n v e r g ê n c i a duma sé r i e e prove a sua necessidade. 
Enuncie os c r i t é r i o s da raiz e da r a z ã o , demonstre 
este ú l t i m o e exemplif ique com a s é r i e h a r m ó n i c a que 

as c o n d i ç õ e s \fã„ < 1 e 1 1 + 1 < 1 n ã o garantem con-

v e r g ê n c i a . 

Se « = l i m ^ / a , , , ind ique os valores de u. para os 
quais a s é r i e Z a „ ( x — x0)n é : (1) convergente para 
todos os valores de x; (2) divergente para todo o 
x ^ i o i (3) convergente em certo in te rva lo ( a , 6) 
( indique os valores de a e 6 ) . 

Estude a natureza da sé r i e 2 a' 0 0" (considere os 
casos a > 1 e a < 1 ) . 

R : a) lim 

n/og ( l + - i ^ ; 0.7 ^ 1 -(-

log n 

= — = 0 . Apl icando um teorema de CAUCHY, cal-
co 

cule-se 

Hm 

lim 

«„ n" logn 

(n + 1) ! n" log a 

n̂ -oo ( n - i - l ) " + 1 log ( n 4 1) n ! ~ 

/ n \ " log • 1 
= lim ( — I — — = — . 

n-»oo \ n + 1 / log (n + 1) e 

" / — 1 

Como este limite existe, então lim / x„ = — . 
n-*ao e 

b) Com a > 1 o termo geral u„ = a' 0 0 • é um infi­
nitamente grande e a se'rie é divergente. 

Considerando a < l , aplique-se o critério de R A A B E -

/ u„ „ \ r a""° „ 1 Hm n — 1 1 ™i ltm n I 1 =• 

= lim n a'^n+t — i l " Hm n I e' 0 1" ' ""'ITM - 1 I -
n-»-a> n-*ao 

n 
= limn r r " log a log 

n + 1 

•= lim rr*' log a log ( -
n->oo \ n + 1 

— log a = log —. 
a 

1 1 
Se log—>1 ou a < — , o serie é convergente ; se 

a e 

log—<C 1 ou a > — a série è diverqente. Se a = — 
a e e 

é fácil ver que zaf0"" se reduz à série 2 — divergente. 
n 

1 
Resumindo: a série é convergente se a < — e diver-

e 
1 

gente se a ^ — . 

4312—Enuncie e demonstre o teorema que garante 
a cont inuidade de F (x) * [ / ( x ) ] em x = a . Mos­
tre que, exis t indo / ' (a) e * ' (b) , é F1 (o) = « ' (è) • 
• / ' ( a ) , com 6 — / ( a ) , e d iga como pode concluir 

desta regra que a der ivada de uma f u n ç ã o é a inversa 
a r i t m é t i c a da der ivada da f u n ç ã o inversa. 

Calcule 

p i 3 + i ' — x + 1 

(a - \y~(x* + 1) ' 

b) Demonstre o teorema de LAOBANGE para as f u n ­
ções regulares e ind ique a sua i n t e r p r e t a ç ã o g e o m é ­
t r i c a . 

Escreva a f ó r m u l a de T A Y L O R para a f u n ç ã o f (x) , 
referente a x — a , e mostre a sua a p l i c a ç ã o ao es­
tudo dos m á x i m o s e m í n i m o s . 

R : Decomponha-se previamente a fracção proposta 
em elementos simples. 

x3 -+ x 2 — x -(- 1 a 0 + a i ( n - 1 ) 

(x - l ) 2 ( x ' + 1) ( x _ l ) 2 + 
So 

X S + 1 

O polinómio ao + a j (x — 1) obtem-se, ordenando 
segundo as potências crescentes de (x — 1) o numera­
dor e o denominador da fracção auxiliar R, (x) = 

x 3 + x« - x + 1 
= — e efectuando a divisão algébrica 

x 2 + 1 
até obter um cociente do grau 1 . Ter-se-á então 

2 + 4 (x - 1) + • R, (x) que permite obter o poli-
2 + 2 (x - 1) + 

nòmio 1 + (x — 1 ) . 
Para obter So (expressão linear) considere-se a frac­

ção auxiliar R^ (x) = 
x a -+- x» x -r 1 

e proceda-se 
(x - 1 ) ' 

à ordenação do numerador e denominador segundo as 
potências crescentes de A = x 3 + 1 . Obtem-se 

R 4 M = • 
2 x + • 

2 x + 
e S 0 = 1 . 

Então 
•s? + x ' - x 4- 1 

(x - 1 ) ' ( x 2 + 1) 

e P 
x" + x* x + 1 

1 + ( * - l ) 
( X - l ) 2 

1 

+ 

+ p 

(x - l ) 2 (x 2 + 1 ) 

1 1 

- r P 

x» + 1 

1 

X 2 + 1 X — 1 

(x - l ) 2 X - 1 

+ log I x — 1 I - f arctg x + C . 

4313 — Responda a uma das seguintes a l í n e a s : 
a) Deduza o teorema dos a c r é s c i m o s finitos para 

a f u n ç ã o de duas v a r i á v e i s f ( x , y ) . 
Escreva a f ó r m u l a que d á a derivada de f ( x , y ) 

ao longo da curva de e q u a ç õ e s x = <f (t) e y = (<) 
e d i g a o que é a der ivada de f ( x , y ) segundo uma 
d i r e c ç ã o r . 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 30 

Qual a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente para que a 
der ivada de f ( x , y ) em P(a,b) se anule em todas 
as d i r e c ç õ e s ? 

6) Demonstre o teorema fundamenta l do Cá lcu lo 
In t eg ra l . 

E s t a b e l e ç a as d i f e r e n ç a s e analogias entre o in t e ­
g r a l indef in ido e a f u n ç ã o p r i m i t i v a de f ( x ) no i n ­
tervalo (a , b) . 

I . S. C. E . F. — MATEMÁTICAS O B R A I S — 2." exame de 

f r e q u ê n c i a e x t r a o r d i n á r i o — 8-7-957. 

4314 — a) Enuncie a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e su f i ­
ciente de c o n v e r g ê n c i a de uma s u c e s s ã o e prove que 
s u c e s s ã o m o n ó t o n a l i m i t a d a ver i f ica essa c o n d i ç ã o . 

Prove que [ / P t • P 2 • • P „ -e P quando P „ - > - P e 
apl ique esta p r o p o s i ç ã o ao c á l c u l o de 

l i m 1 -
1 1 2 

1 — 

6) Demonstre que se o b t é m uma s é r i e convergente, 
mul t ip l i cando os termos de uma sé r i e convergente 
por n ú m e r o s posi t ivos decrescentes. 

Def ina sé r i e absolutamente convergente e prove 
que a sua soma é independente da ordem dos seus 
termos. 

Supondo que — tende para l i m i t e finito com un 

qualquer e a „ > 0 prove que 2 u„ é absolutamente 

convergente se 2 an f ° r convergente. 
n + 1 

Calcule 8„ para a sé r ie 2 j ' ° g e conclua que 
n 

ela é divergente. 

= Um ( 1 ) = e~ * . 
«•** \ n / 

a 
b) S„ = 2 [log (n + 1 ) - log n ] = log (n + 1) 

1 

Como lim S n = - f - c o , a série é divergente. 

4315 — Demonstre que f u n ç ã o c o n t í n u a num in te r ­
valo n ã o passa de um valor a outro sem passar pelos 
valores i n t e r m é d i o s . 

Def ina o s c i l a ç ã o da f u n ç ã o f (x) em x = a e prove 
que em ponto de cont inuidade a o s c i l a ç ã o é nula . 
A r e c í p r o c a é verdadeira? P o r q u ê ? 

Prove que num ponto in t e r io r de m á x i m o ou m í n i m o 
de f { x ) a der ivada f (x) é nula ou i n f i n i t a de duplo 
s ina l . 

Determine intervalos de monotonia, extremos e sen­
se 

t ido da concavidade de y = 
x — 1 

R : Como v = 1 + 
x - 1 

( x - 1 ) 

vem facilmente 

< 0 

o que indica que a função é sempre decrescente. 
2 

y " = e portanto a concavidade está voltada 
(x - 1 ) ' 

para baixo em ( — » , 1) e para cima em (1 , + oo) . 

4316 — Prove que f ( x , y ) é c o n t í n u a num ponto 
onde tem derivadas finitas desde que em torno desse 
ponto uma das derivadas se conserve l i m i t a d a . 

Considerando x = tp (u) e y — <|/ («) d i f e r e n c i á v e i s 
em u = u0 e f (x , y) d i f e r e n c i á v e l em P (a , b) 
(a = cp (u0), 6 = iji (w 0 )) escreva a e x p r e s s ã o da p r ime i r a 
derivada de F (u) = /[cp, i/] em « = UQ . Deduza a 
e x p r e s s ã o da segunda derivada. 

Enuncie as c o n d i ç õ e s em que a e q u a ç ã o f (x ,y)=0 
define uma f u n ç ã o i m p l í c i t a y = cp (x) na v i z i n h a n ç a 
do ponto P ( a , ò ) e prove que, sendo f ( x , y ) d i f e ­
r e n c i á v e l em Pi ( a i , ôj) e ( a 4 , bi) =f= 0 , e n t ã o 
y = cp(x) é d i f e r e n c i á v e l para as — O j . 

I . S. C. E . F. — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final—• 
É p o c a de J u l h o — ( 1 . * chamada)—15-7-1957. 

4317 — 1 ) Separe os zeros de x 3 — 3 as2 — 4 x +- 13 , 
u t i l i zando a s u c e s s ã o de FOURIER e calcule o menor 
pelo m é t o d o de NEWTON, em p r i m e i r a a p r o x i m a ç ã o . 

2) Sejam A1, • • • A" e B n + 1 vectores do es­
p a ç o a n d i m e n s õ e s . Mostre que o ú l t i m o é compo­
s ição l inear dos pr imeiros sempre que estes sejam 
independentes. Qua l é a c o n d i ç ã o de i n d e p e n d ê n c i a ? 

A d m i t i d a a i n d e p e n d ê n c i a quais são os valores de 
Xj na c o m p o s i ç ã o B = X ( A'? 

R : Os limites excedente e deficiente, calculados pelo 
método de NEWTON, são, respectivamente, L = 3 e 1 = —3 . 

Construindo o quadro - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 

f - + + •*• +• + 
f + + + - — - + 
f " - — - - 0 + + 
f i l l + + + + + + + 

var. 3 2 2 2 2 2 

verifica-se que a sucessão de FOURIER perde uma varia­
ção no intervalo (— 3 , - 2 ) e duas no intervalo ( 2 , 3 ) . 
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Então existe um zero no primeiro intervalo e dois ou 
nenhum no segundo. 

Como em ( 2 ,3) f " =fc 0 , todas as condições de FODRIKR 
são necessárias mas, como se verificam, nada esclarecem. 

Calculando o zero da primeira derivada em ( 2 , 3 ) , 
que é x ' = 2 , 5 , conclui-se pela existência de dois zeros 
para f ( x ) pois f ( 2 ) > 0 e f ( 2 , 5 ) < 0 . 

Existem assim três zeros reais nos intervalos 

( - 3 , - 2 ) , ( 2 , ^ - ) e f — , 3 
2 / \ 2 

A menor raiz, calculada em primira aproximação, é 
f ( - 3) 29 94 

x j = - 3 ! = - 3 + = - - 2 , 8 — 
' r ( - 3) 41 41 

2) Representando por A a matriz [ A 1 A* •• 
a condição de independência e' | A | =f= 0 . Considerando 
o sistema A X = B , os valores de X serão (x j , x ' 2 , • • • xj,) 1 
solução do sistema. 

4318 — Deduza o desenvolvimento em s é r i e de 
/ l + x \ 

log I I , segundo as p o t ê n c i a s de í / x e apro-
V * / 

veite-o para achar o verdadeiro valor de 
T Ae + 1 \ "1 

x x log I ) — 1 para x = 00 . 

R : log ( ç ^ j = l°9 (í + -

= + + | s t | > 1 

x 2x» 3 x ' 4 x i ^ 1 1 

lim x 

= lim x 

x log 

1 1 1 
2~i + 3 ? 4x3 + - 1 

/ l l \ 1 
. lim 1 • • • ) — . 

x-*» V 2 3 x ) 2 

4319 — Considere a f u n ç ã o 

/ ( x , y ) = x y ' s e n — , f ( 0 , 0 ) = 0 
y 

calcule f x (0,0), f„ ( 0 , 0 ) e mostre que / ; ,

1 , Í 0 , 0 ) = 
=/;;(o,o). 

Calcule t a m b é m f ï y ( x , y ) em qualquer ponto dis­
t i n t o da or igem e mostre que esta der ivada rec tangu­
lar é d e s c o n t í n u a nesse ponto. Que conclui deste 
resultado sobre a val idade da r e c í p r o c a do teorema 
de SCHWARZ? P o r q u ê ? 

R : Ç ( 0 , 0 ) = lim 

f ; ( 0 , 0 ) - lim 

{•(0,y) = lim 

f ' , (x ,0) = lim 
y-*0 

f ( x , 0 ) - f ( 0 , 0 ) 

X 

f ( 0 , y ) - f ( 0 , 0 ) 

y 
f ( x , y ) - f(o .y) 

X 

f ( x , y ) - f ( x , 0 ) 

o 

- o 
1 

y 

r-*o y 

C ( o , o ) = ^ ^ ^ m = 0 
*-*0 X 

Como f,'y ( x , y ) = 2 y sen cos — , verifica-se que 
y y 

i í ' m f " y ( x , y ) não existe e portanto ^ ( x , ) - ) é descon-
X-M> 
»-t>0 
tinua em ( 0 , 0 ) . A reciproca do teorema de SCHWARZ 
não é verdadeira pois, como se vê, pode dar-se a igual­
dade das derivadas mistas num ponto sem que f j ' ( x , y ) 
seja continua nesse ponto. 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final — 

Época de Julho — (2.* Chamada) - 19-7-57. 

4 3 2 0 — 1) A f u n ç ã o r(x) ve r i f i ca a propriedade 
r ( x -t- 1) = xT (x) . 

U t i l i z e - a para provar que S T ( i ) •= ( x - l ) l ' ( i ) e 
para achar a f u n ç ã o cu ja p r i m e i r a d i f e r e n ç a é l o g x 
(considere h = 1 ) . 

2) Determine m por fo rma que o sistema homo­
g é n e o 

x+ y + z + t = 0 

2x + 3y + z - < = 0 

x + 2y — s +• í = 0 

x + 2y + m í = 0 

tenha so luções n ã o nulas. Qual é neste caso o seu 
g rau de i n d e t e r m i n a ç ã o ? Quantas so luções indepen­
dentes existem? 

R : 1) i r ( x ) = r ( x + l ) — r ( x ) - x r ( x ) - r ( x ) = 
- ( x - l ) r ( x ) . 

Como r ( x + 1) = x r ( x ) , tomando logaritmos em 
ambos os membros obtem-se logT ( x - f - l ) =logn + logT (x) 
ou & log V (x) = tog x . A função pedida é pois log r ( x ) . 

2) A condição para que admita soluções não nulas 
é que 

= 0 

o que dá m — — 2 . Como existe um determinante de 3." 
ordem diferente de zero o grau de indeterminação é 1, 
existindo assim 1 solução independente. 

4321 — 1) Determine os valores de « e 0 por 
fo rma que a f u n ç ã o x 6 + a.x5 + 3 x 4 tenha extremos 
para x = 2 e x = 3 . Qual é a natureza desses extre­
mos ? 

2) Calcule P—-— e P e ' i " . 
1 + x* 
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3) Desenvolva em sé r i e de M A C LATJRIN a 

f u n ç ã o e determine o in te rva lo onde é 
(x + 1) (x + 2) 

v á l i d o esse desenvolvimento. 

R : 1) Calculando a derivada 6 x5 + 5 a. x4 + 4 { i x 3

; 

terá de ser í 6-(2)'--r-5a-2+4j3 = 0, sistema que 

l 6 • (3)2 +• 5 « • 3 + 4 B - G 
tem a solução a. = — 6 3 = 9. 

A segunda derivada 30 x 4 — 120 x 3 + 108 x2 e nega­
tiva para x = 2 e positiva para x = 3 . Assim x = 2 
« wm máximo e x = 3 um mínimo 

X 3 / X \ X 2 1 
2) P - P ( x ) = % ( l r r 

; 1 +- x2 V 1 + x V 2 2 * V 

- f x 2 ) + C P e , x ! = e ' i ' - 2 P e ' 5 = e' x'1 — 
— 2 ( e ' x - P e " ) = e x x* - 2 e x x + e x + C . 

1 1 1 
3 ^ (x + 1) (x + 2) "* x T Ï ~ )T+2 = 

ao ° ° v D 

= 2 ( - i r x " - 2 ( - i ) » 2 - = 

= 2 I 1 ) (— 1)» x" . 
7 \ 2»+7 v ; 

O intervalo onde é válido o desenvolvimento 
è ( - 1 , 1 ) . 

4 3 2 2 — Considere o d o m í n i o l i m i t a d o pela curva 
simples fechada r = ! p ( x , « ) = 0 , in terceptada em 
dois pontos pela recta r = [ x = i í ( » s + p = 1) . 

\y - P< 
Sendo z = f ( x , y ) f u n ç ã o d i f e r e n c i á v e l nesse d o m í n i o 
e constante sobre r , prove que a sua der ivada ao 
longo da recta r se anula pelo menos uma vez no 
d o m í n i o considerado. 

Sendo k o valor constante assumido por z = f ( x , y ) 
sobre r , onde e s t á si tuado P (a ,b) se na sua v i z i ­
n h a n ç a se ve r i f i cam as cond ições de e x i s t ê n c i a de uma 
f u n ç ã o i m p l í c i t a para a e q u a ç ã o / (x ,y) — k = 0 ? 

R : Sendo t , t t | os valores do parâmetro t cor­
respondentes à intersecção de r com r tem-se, em vir­
tude da hipótese, f (a t 0 , (5 to) = f (x t\ , P t | ) . A deri-

d 1 <) f 
«arfa rfe f (x , y ) segundo a direcção r , a -) p , 

e)x d y 
anular-se-à (teorema de R O L L E ) pelo menos uma vez 
entre t 0 e t j , 

P (a , b) estará situado sobre V . 
Enunciados e soluções dos números 4311 a 4322 de Fernando 

de Jesus. 

A N Á L I S E M A T E M Á T I C A 

I . S. C. E . F . — A N A L I S E MATEMÁTICA — Exame final 

- 20-7-56. 

4 3 2 3 — a) F a ç a no i n t e g r "X —1 d x 
j0 (2 - s e n 2 x ) 2 

a m u d a n ç a de v a r i á v e l def inida por x + y = is e 
calcule-o. 

.6) Estude a c o n v e r g ê n c i a de 

- dx 
X — xz 

E s t a b e l e ç a para / „ uma f ó r m u l a de r e c o r r ê n c i a ; 
relacione / „ com a f u n ç ã o Beta ; 
calcule I n . 

Por ser d x - t - d y - = 0 vem 

is — y) sere3 (is — y ) 

[2 - sen' (is - y)P 

J f* «en 3 y fis y • sen3 y 

„ ( 2 - * e n 2 y ) * d y _ J 0 (2 - sere 2 y) 2 

J o (2 

— y) «ère3 y 

— sere- y ) 2 

d y . 

d y 

J i •• sen3 y 
d y fazendo cos y = t 

o ( -2-sere 2 y) 2 

monótona no intervalo ( 0 , i r ) ; D M — seraydy = d t e 
então o integral transforma-se em 

f - ' (1 — t 2 ) «en y d t 

r 1 i - t 2 f i + t 2 - 2 t 2 

= 77 I d t = i r / d t = 
J - . ( l + t 2 ) 2 J_t (1 + t 2 ) 2 

f d t r 1 

—J_ frT7 2-UA 2 t ( l + t ! ) - 2 d t = 
r+' d t r t ~\+< r+< d t 

= ir I •+ is I I — is I =is 
j _ , i + t 2 L i + t 2 J _ , J - , î + f 

Então, o integral dado, representado por I , tem 
o valor 

•X * ( w — y ) s e n 3 y 1 = ( d y = i t — I donde 1 = — . 
(2 — sen 2 y ) 2 J 2 

x" 
2Vo integral I„ = / , =r d x , quando x se 

J l / a x — x 2 

aproxima de a, a função não se conserva limitada 
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Já o mesmo não sucede quando x se aproxima de zero, 
porque sendo regulares o numerador e o denominador, 
em qualquer intervalo ( a , x ) , com a regra de CAUCHY 
tem-se 

n x" 

Tem-se 

lim = lim 
*=o+ 1/ a x — x 2 x-04- ( a - 2 x ) { ( a x - x 2 ) - " 5 

, 0 . 

Atribuindo a função integrando, no ponto zero, o seu 
valor verdadeiro., isto é, defiuindo-a com continuidade 
o integral I„ só é impróprio devido ao extremo supe­
rior x — a. 

Sabe-se que 

/•» d x 1 r í l i 
J , (a - x)<* = 1 - a L ( a — X ) * - 1 ~ a«-«J 

portanto I é convergente com ». < 1 , diver-
J 0 ( a - x ) a 

<?en<e com ».^>1 . 
Daqui se deduzem as seguintes proposições. 

M 
Com O . < f f x ) < [ íem-se | f (x) d x con-

(a - x)« J „ 
ver gente se a < l . 

Com iî'm f (x) (a — x ) a — L (finito) e a < 1 , en í ão 
x=a 

i f ( x ) d x é convergente. 
• .'o 

Aplicaremos esta última: 
1 i 1 

lima"- 2 (a — x ) a 2 = L (finito) se • = - (qualquer 
x—1 2 

ot/e se/a n^ . 
/*» t _ J_ 

Então, o integral I„ = I x" s (a —x) 1 dx é con-
JB 

vergen te. 
Para achar uma fórmula de recorrência, temos 

. / O 
• X 

Jo 

2 x " - " 
- 1 

: d x = 
,/„ v/a-x J 0 2v^a-x 

[ I " • • . '» 3  

— 2 x " - T v / a — x + 2 ( n - - i - ) i x " - T ^ a - x d x 
Jo J o 

+• 2 — —^ / x" - T 1/a—x dx . 

Fem, en i ão 

I„ = 2 | r 

= 2 

- 2 | n 

, '• ( a - x ) x " ~ « 
I / d X = 

. / o y/a—3 

v/a x — x : 

dx -

8 li • • x - : 
2 n — 1 

I„ = —s a I„- i 
2 n 

dx 

( n > l ) 

8 ( a , b ) = / x - ' ( l - x ) ' - ' d s 
Jo 

pondo em l „ , x = a t vem: I n = | x"~ 2 (a — x ) ~ 2 ds 

• f . = J a" t" - T (1 

donde 

Calculemos I 0 = 

- t )~Tdt 

a "- P ( n + ^ ' ^ ) -
dx 

J o V / x ( a - x ) 

de variáveis y/x (a — x) = x t ou x = 

fazendo a mudança 

a 

vac/a e 
dx 
dt 

2 a t 
1 + t» 

cu/a rferi-

. Daqui resulta que a função 
( 1 4 - t 2 ) 2 * 

a 
x = è decrescente de O a 4- 00 e, tranforma este 

1 -f t 2 ' 
intervalo (O,+00) no intervalo ( a , 0 ) . Vem, portanto : 

Ç* d x r° 2 d t 

J o i / x ( a - x ) ~ ~ / + x 1 + * ~ 

- 2 [orfc<7 tj+'" = 2 arfe? 1 - y . 

4 3 2 4 — Calcule a á r e a da parede c i l í n d r i c a do 
só l ido l i m i t a d o por 

x 2 4- « 2 — 2 x = O e por x 2 4- z2 — y* « 0 . 

R : x 2 4 - z ? — 2 x = 0 representa um cilindro de gera­

trizes paralelas a O Y ; podemos pôr (x — l ) 2 4-z 2 —1 . 
A equação x 2 4- z 2 — y 2 «• 0 dá com y = c circunfe­

rências, e representa pois uma superfície de revolução 

em torno de O Y ; como a meridiano é o par de rectas 
reais x 2 — y 2 = 0 , trato-se duma superfície cónica de 

revolução em torno de O Y . 
Os pontos comuns às duas superfícies estão no cilin­

dro y 2 — 2 x = 0 (pontos das duas superfícies com a 
mesma cota z) obtido, eliminando z . Estes pontos 
projectam-se, sobre O X Y , na parábola de equação 
y 2 = 2 x . Os pontos da parede cilíndrica do sólido 
projectam-se num domínio 4 do plano O X Y , que é o 
sector determinado na parábola y 2 = 2 x pela recta 
x = 2 . 

Calcule-se a área da parte superior da parede cilín­
drica. A normal ao cilindro tem parâmetros directores 
que se vão buscar à equação do plano tangente 

dV d F 
«)x dy 

d F 
y) + 3 - (Z 

d z 
2 (x - 1) ( X — x) 4- 2 z (Z — z) 

8 ) - 0 ; 

0 
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2 (x - 1) O 2 z 

Orientando a normal de modo a ser, do primeiro 

quadrante, o seu ângulo com O Z , temos os cosenos 
directores (normal exterior) 

( x - 1 ) 
0 

+ V / ( X - Í ) 2 + Z 2 ' ' + / ( x - l ) í + Z * 

ir » 
Temos, com 0 <J -y - , cos y = 

+ v / ( x - l ) ? 4 z2 
Finalmente, tem-se 

2fj* cos T

 2JJi 
V ( x - l ) 2 - r z 2 

dx dv 

onrfe z = + ^2 x — x 2 , e A e o domínio plano atrás 
indicado. 

dx dy 

\f1 x - 3 

dx r+vs 
= 2 / — / dy 

Jo ( / 2 x - x* 

/ , s / 2 x / - 5 d x 
= 4 / \ / dx = 4 t / 2 / 

Jo V 2 x - x 2 V Jo { / 2 - y . 
f * — dx 

A = - 8 ^ 2 / - 16. 
v J o 2 v / 2 ^ 

4 3 2 5 — Mostre que, se a curva definida por 
x = x (í) 

y = y (t) for plana, o Wronsk i ano 

a - a ( 0 

TK = 

é nulo. 

Prove que, quaisquer que sejam os coeficientes 
* í ) a l > " 0 ) h i f o t h f 72 j 71) 7o 1 a curva def inida por 

X = a 2 í 2 + 2 m t + ao 

2/ = p 2 «2 + 2 p t < + po 

a = 72 t2 + 2 7l t + To 

é plana. Determine o plano da curva . Estude em par­
t i c u l a r o caso 

«2 Pj 72 

*i Pi 71 

R : Se a curva é plana, as funções satisfazem 
A x + B y + Cz -í- D = 0 onde A , B , C não simultâ-
neameyite nulos em nenhum t do intervalo considerado ; 
Derivando em or Jem a t , vem A x ' +• By ' + Cz' + D — 0 
qualquer que seja t no intervalo, com A , B , C não 
nulos, sempre os mesmos; as funções x r , y ' , z ' são 

linearmente dependentes, no intervalo considerado, e 
vem a condição bem conhecida W (x' y 1 z') = 0 . 

O plano osculador da curva, é, sempre o mesmo, 
qualquer que seja t 

2 a 2 1 + 2 «t 2 t + 2 0, 2 f 2 1 + 2 f , = 0 

2 . j 2 p 2 2 T 2 

0 0 0 

C i 72 — P2 71) ( x — x o) + («2 71 - «172) (y - yo) + 

+ (*1 S 2 - «2 Pl) (Z - Zo) - 0 

sendo para isso necessário que um dos menores: 
Pi 72 — fe 7l t «2 71 — «1T2 > a l — «2 Pl «e/a diferente 

de zero. Se são todos nulos, é: — = — = — e tem-se 
«1 Pl 71 

directamente das equações 

x = a j (k t 2 +- 2 t ) + a 0 

y - Pi (k t« f- 2 t ) + Po 
z - T l (k t2 + 2 t ) + T o 

To 

«1 Pi Ti 

4 3 2 6 — In tegre a e q u a ç ã o d i ferencia l 

y' — 1 = (ao — y + 1)2 x . 

R : Jù uma equação de R I C C A T I , admite visivelmente 
o integral particular : x — y + 1 = 0 . 

Para a resolver faça-se u = x — y + 1 e vem 

logo 

e portanto 

du 

àk * 

du 
= U 2 X 

dx 

du 
= x dx 

U 2 

dy 

dx 

x - y + 1 = 

+ C 

I . S. C. E . F . — A N A L I S E MATEMÁTICA — Exame final 
18-10-56. 

4 3 2 7 — a) Calcular o m á x i m o volume dos e l i p s ó i ­

des de r e v o l u ç ã o em torno de OZ, cujos eixos somem 

um comprimento constante. 
Ind ique a d e d u ç ã o da e q u a ç ã o dos e l i p s ó i d e s ; i n d i ­

que o cá l cu lo do volume de qualquer deles e, em par­
t i cu l a r , o do volume m á x i m o . 
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b) Se A é um d o m í n i o l im i t ado , fechado, c u b á v e l , 
compreendido entre os planos z = a , z — b , e é cor­
tado por a = c ( a < ^ c < ^ 6 ) em f iguras planas q u a d r á ­
veis de á r e a <S (c) , sabe-se que, o volume de 4 é 

dado por / S (z) dz. 

Enuncie a p r o p o s i ç ã o generalizada ao e s p a ç o lit 

e calcule o hipervolume de 

6* 
.1 . 

x* z 2 

ose 1 = 1 e dê-se a 
a* b 2 

B : Considere-se a 

rotação em tôrno de OZ obtem-se 

I z * \ x* y 2 z 2 

x 2 -(- y* = a* 1 ) ou h h - 1 . 
V b» ) a* a* b« 

/*» / z 2 \ 
O volume i dado por V = I TC a 2 [ 1 i d z = 

. / - » \ W 
4 

= — it a a b . 
8 \ 

Pondo 2 ( 2 a + b) = 2 K , vem: b = K — 2 a , e 
4 

eí / íão : V = — K a 2 (IC — 2 a) e cZeíermina-se o máximo 
desta função. Tem-se 

V - - 8 ir a 
K 

V " Tc K — 16 Tc a . 
3 

K 
Há mínimo para a = 0 e máximo para a — — 

O elipsóide correspondente é: 

z 2 

x 2 

K \ 2 

~3 

m i 

4 K K 
1 , e o volume : V = — TC ' 3 3 3 

v/ 
Se A e um domínio de R 4 , limitado, fechado, men­

surável, compreendido entre os hiperplanos x t = a , 
X4 *= b , e e' cortado por x 4 - = c (a ^ c <^ b) em sólidos 
tridimensionais cubáveis de volume V (c) , o hipervo-

/*» _ x ^ , 
íiime rfe A e dado por I V ( x 4 ) d x 4 ( / u n ç ã o V (x) 

integrável no intervalo (a , b ) ) . 
A equação 

-4 + - Í + T f + b 2 
= 1 

e t í7« elipsóide de R 4 , de revolução em torno de O X 4 ; 
os hiperplanos x 4 = c cortam-no segundo esferas de equa­
ção 

x ; + x 

com volume 

Então, o volume do elipsóide de R4 , e' rfarfo por ; 

•/ i 
dx 4 

Faça-se a substituição x 4 = b sen «p, monóíoraa cres­

cente (b >• 0) no intervalo I — 

V = — TC a' 3 

2 ' 2 

d x 4 

TC 

4 /* T " 
— — TC a 3 b I cos* <p d o . 3 J _ J L 

2 

Com integração por partes, tem-se 

r , , 1 r 3 3 i 

I co» 4 ç d <p = — I sen <p cos3 9 + — ç + — sen 2ip 

e finalmente 
V = - Î - T C 2 a 3 b 2 

.4 hiperesfera x j + x* -f- x | + x | — r* íem um uoiume 
dado por 

V = — « 2 r 4 

2 

çue se deduz, do anterior, com a = b = r . 

4 3 2 8 - a) Calcular J J (x + y - y1) dx d y , 

sendo A l i m i t a d o por x = y 2 e ÍC + 3/ «- 1. 
6) Calcule o mesmo i n t e g r a l depois da m u d a n ç a de 

u = y 2 — x . . . f" 
v a r i á v e i s i 

l v V 
c) em que se t r ans fo rma o d o m í n i o A ? 
d) i nd ique o valor do i n t e g r a l duplo por meio dum 

i n t e g r a l c u r v i l í n e o ao longo da f r o n t e i r a dum dos 
d o m í n i o s , de p r e f e r ê n c i a , do transformado de A ; i n ­
dique o sentido do percurso. 

e) calcule directamente o i n t e g r a l c u r v i l í n e o . 
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R : O domínio A é o sector da parábola x =y- de­
terminado pela recta x + y -= 1 ; as ordenadas dos 

2 ~ 2 
pontos de encontro que representaremos 

por y 0 e y i . 
Temos 

f j (* r y - y 2 ) dx d y ^ . J y' á y J , y ( x + y - y J ) d ) 

- J , ( T - T ^ + T ) d \ -

L 2 • 4 ' l O j y , 

d ( x , y ) 1 
Temos 

( ) ( u , v ) ( M u , v ) 
1 ; a transformação 

do plano (x , y) no plano (u , v) é unívoca, reciproca 
mas inversa porque o iacrbiano è negativo. 

A parábola x = y 2 transforma-se na recta u = 0 ; 
a recta x-)-y = l transforma-se na parábola v 2 + v — 

1 
— (u •+- 1 ) = 0 , que tem o eixo na recta u >= 

2 
5 

e os seus pontos de u = — ate' u = + oo . 
O domínio A transforma-se, portanto, no domínio 

A 1 , que è o sector da parábola v 2 +- v — (u •+- 1) = 0 
de'erminado pela recta u = 0 . 

O integral duplo, transforma-se em: 

j j (x + y - y 2 ) d x d y = J j \ y - u ) 11^ | du dv 

= / / (v — o)-dn-dv—• / dv Ç du = 

J i / y , « / v ' + v - l 

= r [ - v ( v í + v - ^ í ^ ± ^ ] d v = 

[ 1 1 V 5 " l y ' 
— v v 3 H  2 4 1 0 J y . 

Para indicar o valor com um integral curvilinio, 
recorre-se à fórmula de IÍIEMÀNN : 

Vem 
y y ^ S d x d y - J*Q(x,y)dy. 

/ X ( v " u ) d u d v = X ( v u _ í ) d v 

(r' n o sentido directo). 
Calcula-se o integral curvilinio, separando em dois 

—• 
integrais, um ao longo do eixo OV e faz-se u = 0 na 
função, outro ao longo da parábola e faz-se u = v 2 •+ 
+ v — 1 no função 

"7< 1 f v u - — ) d v - / O • dv 

/ , y * r (v 2 + v — i ) 2 i 

+ J i v ( v 2 + v - l ) - ^ L\ 

L 2 4 «a . 
4329 — Resolva a equação diferencial: i/y' — xy'2 — 

- y ' 3 = 0. 
R: y' (y — xy ' — y' 2 ) = 0 donde y 1 = 0 o que dá 

y = c e também y — xy 1 — y ' 2 = 0 . Pondo y1 = p , 
vem : 

Y _ X P _ P 2 _ o 
dp dp 

e derivando em ordem a x : p — p — x 2 p — = 0 
V y dx * d x 

i v 

dp 
(x - 2 p ) / - 0 

d x p = c 

que conduz ao integral geral y — xc — c2 = 0 e ao 
1 1 

integral particular y — — x 2 = 0 . 

O integral geral da equação proposta é: 

(y - c) • (y - x c - c2) = 0 
Enunciados e so luções dos números 4323 a 4329 de J . Ribeiro 

de Albuquerque. 

Á L G E B R A S U P E R I O R 
F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — Exame final — (2.* 

chamada) — 7-1955. 

4330 — Mostre que a característ ica duma matriz 
simétrica real é igual ao número de valores próprios 
significativos dessa matriz. 

4331 — Saja / (z) um polinómio de grau n e « 
um número real ou imaginário diferente de n. Mostre 

que se todos os zeros de / ( z ) se encontram no inte­
rior duma circunferência C, toda e qualquer raiz z 
da equação: 

/ » - « . / ( • ) - z / ' ( z ) ~ 0 
pode pôr-se na forma: 

a — ft 

onde £ é um ponto interior a C. 
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4332 — Diz-se que o módulo 351 é ligado a ©„ 
(grupo simétrico) se para: 

a) m e l e o e 6 , se tem m" e 3JI. 
ò) (TO a) T = m • o t com i e 6 , (associativa). 
c) (m + m') o «• TO a -t TO' O (distributiva). 
d) m e = m , i elemento unidade de ©„ . 
e) Se os elementos de <3„ são automorflsmos de 9JÍ . 

/ ) z e 2Jt é simétrico se z a = z . 
g) z e SDl é anti-simétrico se zo = i z consoante 

o é permutação par ou impar. 

Provar: 
à) z ê simétrico se e só se z T = z para qualquer 

transformação x. 
6) z é anti-simétrico se sx = —z para qualquer t . 
o) o elemento ï j _ z o com o s S , é anti-simétrico. 

4333 — Dividir a matriz T~x* + 3 x 1 ~l 
x» 2 x* 

L 1 2 3 j 

- 2 0 0 "1 
0 x - 2 0 
0 0 x - 2 j . 

pela matriz Tas — 2 0 0 
- 2 
0 x 

4334 — Partindo do conhecimento da noção de 
elementos a s s o c i a d o B mostrar que: 

a) s e ( a , 6 ) e ( a , c) são associados da unidade, 
( ò a , 6 ) também o é. 

b) (a , 6 ) e (a , c) sendo associados também o é 
(a ,b c). 

c) ( a , 6 ) e (c,d) são associados desde que o seja 
(ac ,b d) . 

G E O M E T R I A 

F. C. P. — GEOMETRIA SUPERIOR — Exame final — 
7-957. 

4335 — Seja E um conjunto arbitrário, e desi­
gnem A 1 e f partes de E"1. Representemos por 
Xo Y a totalidade dos elementos (a, é) de E* tais 
que existe em elemento « e E para o qual (a ,c) e X 
e (c , 6) e Y. Mostrar que é associativa a lei de com­
posição assim definida sobre P (E~l) • 

4336 — Seja E um espaço vectorial de dimensão 
finita. Mostrar que, sendo / e g dois endomorfisraos 

S U P E R I O R 

de E tais qne g o f = l ( I , identidade), então g e 
/ possuem inversas. 

4337 — Mostrar que, se uma parte X de um es­
paço vectorial E é uma variedade linear afim, toda 
a recta que contem dois pontos distintos de X está 
contida em X . 

4338 — Num espaço vectorial real E chama-se 
cone de vértice x0 toda a parte X de E que é reu­
nião de semi-rectas, abertas ou fechadas, de origem 
x0. Mostrar que, para que um cone C de vértice 0 
seja convexo, é necessário e suficiente que, quaisquer 
que sejam x e y em C , se tenha x + y e C. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editoros enviarem dois exemplares à Redacção. 

119 — FRANKLIN GUERRA — Análise Matricial das 
Redes e Máquinas Eléctricas, — 50 págs. Edição 
do Autor, Braga, 1956. 

O presente livro, dedicado a estudantes e engenhei­
ros electrotécnicos, pretende chamar a atenção para 
a simbiose da electrotecnia e das matemáticas e foi 
escrito como contributo para atulhar, um pouco que 

seja, o fosso bem largo que em Portugal separa a teo­
ria da prática — diz o Autor. 

A seriedade com que se tenta realizar o objectivo ex­
posto, obriga-nos, só por si, a considerar mais uma vez 
o problema do ensino das matemáticas (o mesmo se 
pode dizer a respeito da física) aos futuros técnicos 
e a reconhecer que a politica seguida na resolução 
de tal problema tem contribuído, fundamentalmente, 
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essencialmente, para o descrédito, junto da gente nova, 
das possibilidades e necessidades das aplicações das 
matemáticas (e igualmente da fítica) aos problemas 
de ordem técnica. 

Passa-se isto em pleno 1957 ! 
Estas são questões, porém, que apenas pela sua 

considerável importância nos afloram necessariamente 
ao pensamento quando tratamos de simples crítica 
dum livro. 

O Autor dá-nos as noções de matriz e operações 
algébricas sobre matrizes (4 págs.), aplicando-as 
imediatamente em seguida à resolução dos sistemas 
lineares sob a forma matricial. No capítulo I I trata do 
estudo de Topologia das redes e sua análise matri­
cial com várias aplicações sob a forma de exemplos; 
no último capítulo (III) aplica as noções apresenta­
das anteriormente, fazendo a análise das máquinas 
rotativas. 

Julgamos que no parágrafo 2. 8 o Autor exagerou, 
talvez influenciado par KRON, a aplicação do forma­
lismo matemático, sem ter tido a preocupação de 
apresentar o significado preciso, se bem que elemen­
tar, dos seres que uti l iza: os tensores. 

De KRON apenas conhecemos Tensor Analysis of 
Networks; a este livro, porém, opomos vivamente a 
admirável obra dé ZURMULH, citada na bibliografia, 
Matrizen. Eine Darstelluny fur Ingenieure, profunda­
mente honesta sob o ponto de vista teórico e exemplo 
flagrante da preparação matemática exigida aos técni­
cos dos países que, como a Alemanha, caminham à 
frente no campo das realizações industriais. 

Ao terminar, desejamos exprimir ao Autor o nosso 
desejo de que na sua vida de engenheiro prossiga 
corajosamente na via em que já obteve resultados bem 
positivos : a via duma boa compreensão e melhor cola­
boração entre os «matemáticos» e os «físicos» por um 
lado, e entre entre os «teóricos» e os «práticos», por 
outro. 

J . G . T . 

120 — RENÉ GARNIER — C o u r s de Cinématique — To­
me I I 342 pág. — Gauthier-Villars, — Paris. 

Não conhecemos o vol. I desta obra, composta de 
3 tomos, e que contém o curso da Faculdade de 
Ciências de Paris regido, supomos, em 1956. 

A avaliar por crítica lida, nesse Vol. I apresenta 
o Autor as noções fundamentais da cinemática, tra-
tando-as por uma combinação entre a análise vectorial 
e o método do triedro móvel. 

Mantendo no Vol. I I a mesma orientação, o Autor 
utiliza ainda em certos casos a teoria das transforma­

ções de contacto, a teoria do movimento do plano ou 
do complexo tangentes-característ icas. A teoria do 
movimento esférico ó apresentada de forma própria e 
não a partir do movimento plano. 

Uma grande parte, talvez a maior, dos resultados 
apresentados não são vulgares num livro com objecti­
vos de ordem didáctica ; são no entanto perfeitamente 
acessíveis a leitores coma preparação correspondente 
ao curso de Matemáticas Gerais. 

Entre tais resultados, alguns dos quais são j á 
clássicos, (como os trabalhos de RESAL sobre rola­
mento), encontram-se outros, como as fórmulas de 
GAUTEHO, que regra geral exigem longos cálculos para 
o seu estabelecimento, ou ainda os notáveis trabalhos 
de Koenigs sobre a curvatura das curvas associadas 
e superfícies regradas associadas. Apesar, porém, da 
diversidade dos assuntos tratados, o Autor consegue 
dar-lhe unidade de conjunto, apresentando, além do 
mais, resultados próprios como a extensão ao espaço 
da fórmula de SAVARY, extensão essa considerada 
impossível por KOENIGS. 

A presente edição difere da anterior pela inclusão 
de vários aditamentos (4 notas que se estendem por 
27 págs.) e modificações que põem mais em destaque 
ainda os métodos geométricos característicos da 
exposição do Autor. 

O conteúdo o profusão dos assuntos tratados dão à 
Cinemática amplidão e relevo que não conhecemos 
em qualquer outra obra similar. 

J . G . T . 

121 — MAURICE D'OCAGNE — Histoire des Sc iences 
Mathématiques — 406 págs. — Librairie Vuibert — 
Paris, 1955. 

Trata-se da última obra do ilustre autor dos 
«Hommes et choses de Science» : os seus manuscritos 
foram cuidadosamente recolhidos pela família, orga­
nizados em livro por RENÉ DUGAS e a obra quase 
inteiramente revista pelo Autor. 

O primeiro capítulo (40 págs.) é inteiramente dedi­
cado à matemática e aos matemáticos do período 
helénico ; ao papel dos árabes e dos indianos destina 
o Autor o mesmo espaço que aos romanos (2 págs . 
a cada). O período final da Idade Média, importante 
para a compreensão da penetração da ciência grega 
na Europa Ocidental, é estudado com mais pormenor, 
entrando-se em seguida com relativo desenvolvimento 
nos predecessores de DESCARTES e iniciadores da 
Álgebra (cerca de 30 págs.) . Daqui em diante a 
História da Matemática é dividida em s é c u l o B e 
subdividida em matemáticos e respectivas biografias! 



•18 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Aqui e ali há uma excepção : pequeno parágrafo i n t i ­
tulado «Fundação da Academia das Ciências» (em 
que na realidade quase exclusivamente se faz a bio­
grafia do P. MERSENNE) OU «Adversários e partidários 
do Cálculo Infinitesimal», ou ainda «Progresso do 
Cálculo das Probabilidades», mas onde há sempre 
observações como esta: ABRAÃO DE MOIVRE nasceu em 
1667 . . . morreu em 1754 . . . e era hugenote f r a n c ê s . . . ! 
Assim se f a z descrição convencional de cerca de 120 
matemáticos e suas obras, (muitas v e z e B das vidas 
particulares), a maior parte dos quais franceses. Ao 
período contemporâneo dedica o Autor apenas 12,5 
págs. (!) em que em algumas linhas fala da 
criação e desenvolvimento da teoria das funções 
analíticas (2 págs.) teoria das funções de variável 
real (1,5 pág.), álgebra e teoria dos números ( 1 1 
linhas), equações diferenciais ( 1 pág.), equações às 
derivadas ( 1 2 linhas), etc. 

Na realidade, não estamos de acordo com este 
«método» de encarar a história. Supomos de interesse 
reduzido o facto de a. . . MARQUISE DU CHÂTELKT, née à 
Paris le 1 7 décembre 1706, morte à Lunéville le 1 0 
septembre 1749, dont la célébrité a tenu surtout à sa 
liaison publiquement affichée avec V O L T A I R E . . . ter 
sido aluna de MAUCERTUIS e CLAIR»UT; principalmente 
quando se diz apenas que a topologia «est une étude 
des propriétés qualitatives des f igures. . . JORDAN et 
POINCARÉ l'ont étudiée tout par t icu l iè rement . . .» e « A 
l'époque contemporaine i l faut mentionner les travaux 
de LEBESGUE, ANTOINE, MARCHAUD, ZORETTI, HILBERT, 
BROUWER, ALEXANDER e ERRERA (ao todo 9,5 linhas). 

De Álgebra: MONTEL reprend les propriétés de LUCAS-
-GAUSS et LANDAU et précise la grandeur des racines 
d'une équation d'après la densité des termes de celle-
-c i ; i l étudie les rapports entre les racines des équa­
tions et des dérivées, et les fonctions rationnelles 
entrelacées. De ce point de vue sont issus des travaux 
de FAYARD, DIEUDONNÉ, BIERNACHI, TCHAKALOFF. 

De facto, receamos que o leitor desprevenido adqui­
ra uma ideia totalmente deturpada do que são a mate­
mática e a sua evolução, principalmente no período 
contemporâneo, época de realizações extraordinárias 
cujo alcance nem de longe podemos antever. 

j . G . T . 

122 — W .BLASCHKE — Kreis und Kugel —166 págs.— 
Walter de Gruyter & C.°, — Berlim, 1956. 

Esta segunda edição da obra do prof. BLASCHKE 
mantém as mesmas características fundamentais da 
primeira publicada há precisamente 4 0 anos, que 
marcou uma posição de destaque no estudo dos 
problemas de extremo em domínios convexos. Desde 

há 4 0 anos pois que esta obra vem agitando, na for­
mação dos jovens geómetras, velhos problemas que 
remontam a ARQUIMEDES. 

Como diz o Autor, no prefácio, vários matemáticos, 
STEINER, BRUNN, MINKOWSKI, SCHWARZ contribuíram 
poderosamente para o desenvolvimento do estudo de 
tais probltmas, criando métodos específicos ; por 
outro lado a nova edição beneficia ainda de resultados 
de HILBERT, AI.EXANDROW, HADWIGER. 

Trata-se portanto de obra, considerada prima, ne­
cessária aos iniciantes nos referidos problemas isope-
rimétricos e afins. 

O livro divide-se em quatro partes : nas duas pr i ­
meiras estudam-se as propriedades de mínimo do 
círculo e da esfera com base no método de STEINER 
(Viergelenkverfahren) ; a terceira expõe os resultados 
de SCHWARZ, BRUNN e MINKOWSKI sobre os corpos 
convexos; a quarta apresenta novos resultados da 
mesma teoria obtidos por intermédio da geometria 
diferencial «im grossen». Termina com um capítulo 
onde se dá uma visão de conjunto dos assuntos tra­
tados e suas relações com a Geometria Projectiva e 
Topologia. A obra está recheada de utilíssimas notas 
históricas e bibliográficas. 

J . G . T . 

No próximo número da Gazeta serão criticadas as 
obras seguintes : 

WILHELM SPECHT — Elementare Beweise der Prin-
zahhiitze — 78 págs. — Deutsche Veilag der Wissen-
schaften — Berlin, 1956. 

CARL B. BOYER — History of Analitic Geometry — 
292 págs. — The Scripta Mathematica Studies — New 
York, 1956. 

A. J . CHINSTSCHIN — Mathematisch Grundlagen der 
Quantenstatistik — 2 0 0 págs. — Akademie-Verlag — 
Berlin, 1956. 

IWANENKO-SOKOLOW — Klassische Feldtheorie — 348 
págs. — Akademie Verlag — Berlin, 1953. 

Corrigenda ao artigo 

Aspectos da Actualidade Matemática 

1 — Trata-se da Aula Inaugural na Faculdade de 
Filosofia da Universidade do Recife e não da 
Aula Inaugural na Universidade do Recife, que 
foi outra sessão diferente ! 

2 — Na 1.* pág , 1.* coluna, 4.» linha a contar do fim, 
deve 1er-se: . . . e transmiti-lo à s . . . 

3 — Na 2.» pág., 1.* coluna, 28.* linha, deve ler-se: 
. . . , como uma cond ição . . . 
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