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Aspectos

por A. Pereira

Como seria de esperar, vou falar-vos de
Matematica, ou mais precisamente (pois ndo
quero despertar apreensdes) «acerca de Ma-
tematica».

A minha exposicdo ter4, portanto, um
caracter meramente descritivo, limitando-se a
consideragcBes muito gerais, onde procurarei
delinear alguns aspectos actuais da Matema-
tica— cujos tragos principais sdo, em suma,
um subido grau de abstrac¢do, o apoio siste-
maético na teoria dos conjuntos, ou pelo menos
no que se convencionou chamar «a teoria
ingénua dos conjuntos», a axiomatizacdo de
diferentes teorias, a unificagdo numa so teoria
de diferentes disciplinas até a pouco divor-
ciadas umas das outras, etc.

Estas novas feicbes que nos mostra a
Matematica de hoje levam, também, forc¢osa-
mente a encarar a questdo primordial do
ensino desta ciéncia. Primordial, digo, e ndo
vai aqui abuso de linguagem. H& quem afirme,
e 6 muito plausivel, que o embrido do conhe-
cimento cientifico surgiu precisamente do
desejo ou necessidade de conservar o fruto
de experiéncias acumuladas por uma geracdo
e transmiti-las as gera¢bes futuras como a
melhor das herangas.

A questdo do ensino 0 portanto inerente a
existéncia da prépria ciéncia. E por ele que

da actualidade

Matematica

Gomes *

a ciéncia se perpetua. Por via dele a ciéncia
se renova e se mantém (ou ndo) um organis-
mo vivo e operante.

Pelo que toca & Matemdtica, ndo serd
demais realcar a importancia desta questéo.
A Matematica 6 uma velha ciéncia feita por
jovens e seria facil confirma-lo com exemplos
numerosos, menos conhecidos do que os de
GALOIS.

J& alguém afirmou que as grandes ideias
renovadoras da Matemética foram criacbes de
menores de 30 anos. A asser¢cdo nao sera
estrictamente rigorosa, mas o essencial dela
permanece.

Tanto basta para dar relévo a questdo do
ensino desta Ciéncia. H& necessidade néo s6
de transmitir a juventude sélidos conheci-
mentos, mas simultaneamente imbui-la dos
métodos modernos, leva-la ao limiar dos
verdadeiros problemas, impregna-la de espirito
cientifico, incutir-lhe o gosto pela ciéncia—
de par com uma compreensdo lucida do papel
gue a esta cabe na vida dos homens de hoje.

Ao ensino da Ciéncia e, em particular, da
Matemaética, cabe assim uma dupla funcéo: a
de exercer uma accdo informativa, tecnol6-

ABEL ou CAUCHY.

* A Redaccdo apresenta aos Leitores da Gazeta a
presente conferéncia que constituiu a Aula Inaugural
do ano escolar de 1957 na Universidade do Recife.
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gica e, paralelamente, numa acc¢do formativa,
educadora.

Nestes termos, torna-se patente a grave
responsabilidade dos profissionais do ensino
— quero dizer: professores e alunos. Com
efeito, essa responsabilidade — nunca sera
demais sublinha-lo —é assumida em comum,
quaisquer que sejam as tentativas (sempre
pueris) de separar professores e alunos em
classes opostas, quando néo hostis. Uo ponto
de vista em que nos colocamos, professores
e alunos estdo empenhados, e sdo intrinseca-
mente solidarios, na execucdo duma tarefa
que transcende, pelos seus resultados e con-
sequéncias, pela sua projecc¢do social, os sim-
ples interesses pessoais e até o &mbito duma
geracdo.

N&o pretendo deter-me, neste momento, na
analise de problema té@o delicado e de reper-
cussbes tdo profundas como é o de adaptar
globalmente o ensino universitario as neces-
sidades do tempo presente. Tanto mais que
um tal programa interfere no ensino secun-
dario e até primério, enquadrando-se, neces-
sariamente, por conseguinte, em toda uma
politica educacional.

Quero tdo somente nao esquecer de 0 men-
cionar, como numa condi¢do essencial ao
progresso técnico-cientifico duma nacdo. .E
sublinhar, a propdsito, que nao 6 sé com
respeito as ciéncias naturais ou experimentais
que tal questdo se apresenta — o que é cor-
rentemente aceite — mas igualmente com
respeito a Matematica. Como aquelas,
a Matematica evolui, renova o0s seus
problemas, os seus métodos, a sua lingua-
gem. Muda de fei¢cBes, muda de roupagens.
E torna-se indispensavel que o ensino da
Matematica leve isso em conta. Nao se trata,
como 6 ébvio, de preparar cada aluno duma
escola superior para se langar na pesquisa
cientifica. Mas seria desejavel que a atitude
de cada estudante, como de cada professor,
fosse a de um estudioso — vale dizer, de um
pesquisador. Uma atitude activa e ndo estéa-
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tica ou passiva, critica e ndo meramente
receptiva, curiosa, indagadora, vigilante e
ndo burocratizada na preparagdo ou execucao
de exames para a conquista, sem gléria e
sem gosto, dum almejado «Abre-te Sézamo !»
de papel selado.

O problema, como disse, ¢ delicado, com-
plexo, e 6 também de extensdo geografica
universal. Ele apresenta, além disso, o desa-
gradavel inconveniente de ndo poder resol-
ver-se matematicamente ... Deixemo-lo pois
entregue a outros cuidados.

*

Muitos bons espiritos nos tém deixado,
através da histéria do pensamento, diversas
expressdes definidoras da Matematica, sen-
tencas brilhantes ou atraentes mas que, no
melhor dos casos, fixam apenas uma face
desta ciéncia.

Para aristoTeLes, @ Matematica é o estudo
da quantidade, para esaco.v ela 0 o estudo
gue torna os homens subtis, para pescantes a
Matematica é a ciéncia da ordem e da me-
dida, para «xLeix o a ciéncia das coisas evi-
dentes, para wwniTeHeap a Matemética é
«0 desenvolvimento de todos os tipos de
raciocinio formal, necessario e dedutivo» ou,
para russeLL, «o assunto no qual nunca se
sabe do que se esta a falar, nem se o que se
diz 6 verdadeiro».

«O que é a Matematica?» 0 o titulo suges-
tivo dum excelente livro de divulgacdo, que
nos seus diferentes capitulos proporciona ao
leitor um convivio ameno com alguns proble-
mas bdsicos, conceitos e métodos matemati-
cos, classicos e modernos.

Em guisa de resposta aquela pergunta
excitante que encabeca o livro, os autores
concluem o seu prefacio com a observacdo
sibilina de que «apenas uma experiéncia
activa com a matematica pode responder a
tal questdo.»
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Ha que reconhecer que esta observacdo é
cheia de sabedoria.

Por outro lado, para sermos precisos, a
questdo ao que é a Matemética ?»» devera
situar-8e historicameute. Como qualquer outra
ciéncia, ou ramo de saber, ou produto de
elaboracdo intelectual, a Matemética «vive»,
isto é, da sua fase rudimentar, larvar, inci-
piente, tem passado, através da histéria da
civilizacéo, por fases diversas, ora brilhantes
ora apagadas, mas sempre «changeante»,
comportando a sua parcela de contingente,
condicionada como toda obra de pensamento
pelas circunstancias historicas, crescendo,
desenvolvendo-se, aperfeicoando-se impulsio-
nada quer por mobeis técnicos, pela pressdo
de questdes oriundas de outras ciéncias — e
entrelagando-se ndo raro com elas — quer em
busca de equilibrio interior, de fundamenta-
cdo solida, criticando os seus principios e
métodos, de par com uma especulacdo de
carécter filosofico.

Para ser preciso, portanto, essa questdo
deveria fraccionar-se: o que foi a matema-
tica dos egipcios, dos babilénios, dos gregos,
dos é&rabes, da renascenca, etc.. O que €
a Matematica de hoje? Quanto a Matemaética
do futuro apenas se poderad afirmar uma
serena confianga no seu desenvolvimento e
progresso, que ndo é sendo a confianga na
capacidade criadora do espirito do Homem,
o qual continuara forjando os meios para
uma compreensdo mais profunda, ampla e
precisa do mundo em que vive, uma mais
eficaz intervencdo e recreacdo desse mundo.

O caracter abstracto, formalista que as
teorias modernas da Matematica apresentam
em tdo alto grau, ndo esta em contradicdo
com este papel ou com as razbes motoras do
seu desenvolvimento que esquematicamente
Ihe estou atribuindo. E, a meu ver, ainda a
preocupacdo de encontrar solucdes justas
para problemas formulados correctamente
que leva o espirito a busca do rigor, a
critica dos fundamentos, a formulacdo pre-

cisa dos principios, dos conceitos e das
regras de construcao.

Parece-me, contudo, ndo ser desprovida
de interesse a anélise de algumas daquelas
definicdes lapidares a que me referi ba pouco
e seja-me permitido considerar dentre elas a
referida «boutade» de russeLL, impregnada
dum excelente humor inglés e extremamente
feliz ao sintetizar uma das caracteristicas
essenciais da Mateméatica —a de uma teoria
hipotético-dedutiva.

Vale a pena integra-la no seu contexto e
sondar-lhe o sentido profundo e exacto.

RUSSELL escreveu : «A Matemética pura con-
siste inteiramente em afirmacdes do género
desta: se tal proposicdo 6 verdadeira acerca
de alguma coisa, entdo tal e tal proposicao €
verdadeira acerca dessa coisa. Iti essencial
ndo discutir se a primeira proposicdo € real-
mente verdadeira e ndo mencionar que coisa
6 aquela para a qual a proposicdo se sup0s
ser verdadeira... Se a nossa hipdtese €
acerca de alguma coisa e ndo acerca de uma
ou mais coisas particulares, entdo as nossas
deducdes constituem Matematica. Assim —
conclui russeLt —a Matemética pode ser de-
finida como assunto no qual nunca se sabe
acerca de que se fala, nem se 0 que se esta
dizendo é verdadeiro.

Por mais chocante que possa ser tal afir-
mac¢do para 0 senso comum, ela traca efecti-
vamente o que h& de mais caracteristico na
ciéncia Matemaética, o segredo da sua univer-
salidade e da sua eficiéncia como suporte de
outras ciéncias, mas também a sua feicdo
mais familiar a todos nd@s, incluindo aqueles
para quem a Matematica estd reduzida aos
seus rudimentos.

Considere-se por exemplo a seguinte pro-
posicdo : se um terreno tem 10 metros qua-
drados e vale 3 cruzeiros o metro quadrado,
o terreno vale 30 cruzeiros. Ou esta outra:
se cada laranja vale 3 cruzeiros, 10 laranjas
valem 30 cruzeiros. Ou ainda: se um auto-
movel segue a velocidade de 3 quilémetros



por minuto, ele percorre 30 quilémetros
em 10 minutos.

Estas proposi¢cbes referem-se a coisas par-
ticulares e ndo constituem pois Matematica
pura. A proposicdo Matematica correspon-
dente serd: se adicionarmos 10 vezes 3 uni-
dades obtemos 30 unidades, ou, abreviada-
mente, 10x 3 = 30. E é manifesto que tanto
podemos estar a falar de cruzeiros como de
quilémetros.

A andlise da segunda parte, quanto a
saber «se 0 que se diz é verdadeiro», é um
pouco mais subtil, embora a primeira vista
pudesse interpretar-se como significando que
o terreno pode valer ou ndo os 30 cruzeiros,
sem que isso afecte a igualdade 10x3 = 30.

Um outro exemplo projectard nova luz
sobre a assercdo de russeLL: E bem conhe-
cida a existéncia de geometrias ndo eucli-
deanas que negam o célebre postulado das
paralelas. kLeirn mostrou, nos fins do século
passado, que o conteldo duma tal geometria
¢ tao aceitdvel quanto o da geometria eucli-
deana. De resto é sabido que a teoria da
Relatividade Generalizada adopta precisa-
mente uma geometria nédo euclideana.

Entdo, qualquer proposicdo que resulte do
postulado das paralelas, embora verdadeira
na geometria euclideana, ¢ falsa numa geo-
metria ndo euclideana. Tudo depende, pois,
de serem aceites, ou n&o, como verdadeiras
as hipoteses de partida.

Estes exemplos elementares bastardo talvez
para chamar a atencdo sobre a natureza das
proposi¢cBes matematicas. Por outro lado,
surgem a seu respeito um certo nimero de
questdes.

Uma, é a de que a validade das afirmacgdes
matematicas O condicionada; outra é a de
saber, dentro desse condicionamento, qual o
critério de verdade matematica.

Estas duas questbes dizem evidentemente
respeito a toda a teoria hipotético-dedu-
tiva e logo voltaremos a elas. Mas héa ainda
uma terceira questdo, quanto a interconexdo
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da matematica com as ciéncias experimentais,
0 seu poder interpretativo do mundo fisico,
que tornam as teorias matematicas um ins-
trumento impulsionador do conhecimento dos
fendmenos naturais e do seu controle.

Repare-se que historicamente as teorias
matematicas ndo aparecem geralmente como
teorias l6gico-dedutivas. Mas bem ao contré-
rio, as suas origens sdo as mais das vezes
de caracter empirico.

Assim a geometria parece ter surgido,
como 0 seu nome indica, de problemas de
mensuracdo de terras no velho Egipto. Tam-
bém as origens do célculo integral parece
poderem situar-se na determinacdo, tratada
por kerpLer, do volume de tonéis, solidos
limitados por superficies curvas de geratrizes
ndo rectilineas, se ndo quisermos falar do
método de exaustdo de ARQUIMEDES, utilizado
com finalidades anédlogas. E muitos outros
exemplos seria facil apontar.

Somente séculos ap6s os primeiros estudos
de geometria na civilizacdo egipcia, aparece
com euccLipes Uma sistematizacdo dos conhe-
cimentos geométricos com caracter axioma-
tico. Esta obra genial permaneceu como mo-
delo de teoria dedutiva e exerceu uma vasta
e profunda influéncia na elaboracdo moderna
de outras teorias cientificas, nomeadamente
na axiomatizagcdo da Mecénica e certos ramos
da Fisica.

No entanto a Andlise, como a Aritmética,
somente lograram uma sistematizagdo axio-
mética no Ultimo quarte! do século passado,
guando DEDEKIND, WEIERSTRASS € OULros
conseguiram uma definicdo rigorosa do sis-
tema de nimeros reais. Ligada a ela, a axio-
mética de peano para 0s nimeros naturais,
a que se devera acrescentar ainda o axioma
de zkrmeLo, pode constituir uma base axio-
mética de toda a Analise, e evidentemente
também da Aritmética. Por essa época a
Anélise havia ja atingido praticamente as
suas gigantescas propor¢des actuais.

Sdo estes, dois exemplos bem sugestivos
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dama situacdo que me vejo tentado a descre-
ver da seguinte forma: ndo sdo as regras
I6gicas que promovem o desenvolvimento da
Matematica : sd80 o0s seus problemas. jEsses
problemas podem surgir internamente, duma
discussdo dos fundamentos logicos, ou exter-
namente por solicitacdo e sugestdo das cién-
cias experimentais.

Esta parece ser também a posicdo assu-
mida, relativamente & natureza da Matemé-
tica, pelo notavel cientista von NEuUMASTN,
recentemente falecido — quando escreve sin-
teticamente : «Existe uma duplicidade inteira-
mente peculiar & natureza da Matematica.
Tem-se de conceber esta duplicidade, aceita-
-la e assimild-la ao proprio pensamento sobre
a assunto. Esta dupla face 6 a face da Mate-
mética e ndo creio que qualquer visdo unita-
ria, simplificada da coisa seja possivel sem
sacrificar a sua esséncia».

Esta posi¢do néo coincide coma de russeL
e outros logicistas, para quem a Matematica
se reduziria a uma parte da légica.

O grande matematico peviov, que recebe-
mos na Universidade do Recife em 1954,
sublinha, igualmente, numa bela frase, aquela
duplicidade : «O racional, em Matematica
como em outras partes — escreve ele em
«L'innéité du transfini» —retempera-se perio-
dicamente no empirico para adquirir forgas
que nao poderia encontrar em si mesmo».

Voltemos, porém, as duas primeiras ques-
tbes suscitadas ha pouco, relativas a uma teo-
ria hipotdctico-dedutiva. J& dissemos que a
primeira teoria matemética com esta feigdo é
a geometria de eucLipes. Mas ha a notar
que os Elementos de euciLipes ndo constituem
uma solugdo satisfatéria do problema de axio-
matizar a Geometria.

Por um lado, as definicbes mais importan-
tes sdo meras descri¢cdes apoiadas na intuigao.
Por outro, muitos axiomas néo foram expli-
citamente formulados. O trabalho de pesquisa
duma axiomatizacdo completa da Geometria,
que se foi processando através dos tempos,

recebeu um impulso vigoroso com a criagédo
duma Geometria ndo euclediana, quase simul-
taneamente pelo hingaro soLvar e pelo russo
LosaTscHEwsKI, por volta de 1830. Cinquenta
anos mais tarde pascH «isolou» (para usar
um termo expressivo da Bioquimica) os axio-
mas da ordem, até entdo renitentemente dissi-
mulados. Finalmente, no fim do século xix,
HiLBERT conseguiu dar forma definitiva —
isto é, conforme as exigéncias da correccdo
l6gica da nossa época — a axiomatizacdo da
geometria euclideana. Os seus « Orundlagen
der Geometries) sdo hoje um livro cléssico
nesta matéria, encontrando-se até traduzidos
em lingua portuguesa.

Em que consiste, entdo, a axiomatizacdo
duma teoria cientifica? Consiste em fixar um
numero limitado de conceitos ditos primitivos
e de proposicdes basicas dessa teoria que
serdo chamadas axiomas, de modo que a
estrutura dessa teoria esteja totalmente defi-
nida, quer dizer, todos 0s novos conceitos e
proposicdes se possam obter por defini¢do e
por deducdo ldégica, respectivamente, a par-
tir dos conceitos primitivos e dos axiomas.

«Tal 6, pois, toda a arte de convencer —
dizia pascaL, no seu discurso «De 1'esprit
scientifique» — Ela estd contida em dois prin-
cipios : definir todas as notacBes empregadas
e provar cada coisa por substituicdo mental
dos termos definidos pelas suas definicdes».

Um sistema de axiomas deve ser consis-
tente ou ndo-coniraditdrio, isto é, dele néo
deve ser possivel inferir uma proposicdo e a
sua negacao.

Uma outra qualidade de um sistema de
axiomas O a sua independéncia, que nao €
contudo um atributo indispensavel a axioma-
tizacdo duma teoria.

A questdo da independéncia dos axiomas
tem uma projeccdo histdrica consideravel, no
caso da geometria euclideana. Ja na antigui-
dade, o axioma das paralelas se ndo oferecia
como intuitivamente evidente, 0 que »e pode
atribuir — segundo von Neumasn —ao facto
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dessa percepc¢do intuitiva envolver de algum
modo o conceito de continuo e portanto de
infinidade.

Numerosas foram as tentativas através dos
séculos para o estabelecer como teorema,
isto 6, como consequéncia ldgica dos res-
tantes axiomas.

Os construtores duma geometria ndo eucli-
deana puseram fim a essa questdo, mostrando
a independéncia do axioma das paralelas
relativamente aos restantes, uma vez que a
sua negacdo é consistente com eles.

A validade duma teoria dedutiva reduz-se
pois & consisténcia dos seus axiomas. A ver-
dade de uma proposicdo, numa teoria dedu-
tiva, reduz-se a sua nao contradicdo com as

O ensaio

por J. Tiago

1. Introducd@o. O nosso objectivo, neste
artigo meramente expositério, 6 o de chamar
a atencdo para um comportamento bastante
vulgarizado nas aplicagbes praticas da Esta-
tistica e pouco fundamentado : 0 uso da esta-
tistica x* como indicador do ajustamento de
distribui¢bes de varidveis aleatérias (absolu-
tamente) continuas. Para isso comegamos por
expor o uso da estatistica X para populacdes
discretas.

2. A estatistica X em populagdes dis-
cretas. O caso mais simples de aplicagdo da
estatistica X € o0 seguinte : as observacgfes
de uma dada populacdo discreta podem clas-
sificar-se numa e numa s6 de k categorias
0\, C,, ¢+, Ck supondo-se as probabilidades de
tal classificacdo, respectivamente, P\,P2r < <iPk

2Pi:\". Uma amostra de n observacdes
revelou <« elementos da classe C,,w, de

C, eee,n de C, (2'> =Y

X* e 0S ensaios
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proposi¢ées deduzidas dos axiomas ou, em
Gltima andlise, com os proprios axiomas.

Tal é o critério da verdade matematica.

Na realidade, o critério de verdade nas
outras ciéncias ndo se afasta essencialmente
dele. So ndo 6 a ndo contradicdo logica que
intervém é, alternativamente, a ndo contra-
dicdo entre a conceituacao teodrica dos fené-
menos e a sua percepgdo experimental.

Haveria que falar ainda da categoricida.de
ou completude dos sistemas de axiomas. Mas
creio ser agora mais atraente encarar esse
assunto dum outro ponto de vista e em
termos um tanto diferentes.

(Conclue  no préximo nimero)

de concordancia

de Oliveira

Pretende-se verificar se a amostra obser-
vada 6 compativel com a hip6tese posta, a
um nivel de significancia a, isto 6, comportando
0 risco de se concluir erradamente que tal
hipotese O falsa em 100a°/, das vezes, num
grande nimero de provas.

O ensaio baseia-se na seguinte proposicao :
a distribuicdo assintdtica da quantidade

Q —2 '~

X' com k —1 graus de liberdade. Se n for
suficientemente grande (os np>0) o resul-
tado assintotico é usado como sendo efectiva-
mente valido para o Q° calculado e rejeita-
-se a hipo6tese se Q>y?(ak —1) em que
X(a,k —1) é oponto a do x* para k—1
graus de liberdade.

Esta é a regra normal de uso da estatistica
X' nestes problemas. De facto, porém, se
algumas das quantidades npi n&o sdo supe-
riores a 8, fundem-se uma ou mais catego-

& a distribuicdo de um
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rias obtendo se entdo as categorias C'\ jeee,(?<’

com probabilidades p[ ,---,p't sendo os nime-
ros observados n'i, eee, N em que oS p' e
0s «' sd0 obtidos por soma dos p e dos n
correspondentes. Note-se porém que, de facto,
se estd agora a ensaiar a nova hipotese

Pt, e« Pt relativaa C[,***, C' endo a posta

inicialmente. Todavia se houver um ndmero
nulo de observacdes em dada classe ha, ainda,
algumas modificacGes a fazer. Ndo entramos
em tais detalhes que ndo interessam ao pro-
blema que queremos referir.

Podem ser dados exemplos de aplicacédo
deste ensaio nos mais diversos dominios de
Ciéncia e da Técnica desde a Engenharia a
Genética, desde a Medicina a Psicologia.

De faeto, vamos tratar apenas um exemplo
genérico ligado a velha teoria dos jogos.
Seja um conjunto de 3 baralhos iguais de
cartas. Como cada baralho de cartas tem 52
cartas, eliminemos 56 cartas, ao acaso, de
modo a ficar um total de 100. Pretende-se
agora verificar se as probabilidades dos
diversos naipes sdo iguais, isto 0, se P\=P2=

f Ps=Pi = — ¢ Extraiem-se, com reposicéao,
das 100 cartas n= 32 (np.= 32. 4 =8>5)
obtendo-se, por exemplo, wj= 10, = 12,

« = 6, n,=4. Que conclusdes se podem
tirar ?

De facto, tem-se o = 2" n i)
Q npi
(10—8) (12-8)* (6- 8f (4-8)*
8 8
4+ 16+ 4+ 16 480 5. Como o x.!

relativo a k—1=4 — 1= 3 graus de liber-
dade e para o nivel de significancia de 5°/,
(95"/o de decisGes certas de aceitacdo se a
hipotese for verdadeira), 6 x’(5%,3) - 7,815>5,
conclui a aceitacdo da hipotese. A descricdo
completa do ensaio x* pode ser vista em [4].

7

3. As populacdes continuas. Considere-
mos, agora, o problema analogo para uma
populacdo continua. Ele enunciar-se-a assim:
observou-se a amostra a?,— ,X, e pretende-
-se saber se, com base na amostra observada,
se deve aceitar ou rejeitar a hipotese de que
a func,do de distribuicdo é F (x). Para a
fixacdo de érros de 1.* e 2.* categorias, da
teoria de nevman-PEAKsonN SEra, COMO Se
sabe, necessario fixar o conjunto de alterna-
tivas possiveis. O problema é complexo e
incompletamente estudado. Apenas se costu-
ma fixar oérro de | . *categoria a, isto é, fixar
percentagem de rejeicdo incorrecta de hipo-
tese quando ela é verdadeira.

Uma primeiraideia é a de aplicar o ensaio
X? nos termos seguintes : divide-se a recta
real por k— 1 pontos <*,a,, **°*,a_! de
modo a obter k intervalos i,,7,,%°°, |
de probabilidades pj = F («,¢) — F(<XjN), em
gue se tomou, por comodidade de notacéo,
«0= — 00 € ate=+ 00. Sngere-se imediata-
mente a questdo de qual deve ser a decom-
posicdo a efectuar. Se tivéssemos considerado
um sO intervalo, seria

(W—n)2_ e pOig8 ¢ |, = (— oo, + 00)

Pi —1, «i = n e para uma tal particdo da
recta real qualquer hipGtese seria aceitavel.
De facto, porém, ninguém faria uma escolha
tdo desacertada.

Encontram-se, facilmente, exemplos de ca-
Sos em que 0s mesmos dados interpretados me-
diante duas particGes diferentes, sem sequer
se ir para este caso extremo, déo lugar a
conclusdes diferentes.

Consideremos, para exemplo, o seguinte
problema : pretende-se ensaiar a hipdtese
de que uma variavel aleat6ria continua tem
uma distribuicdo uniforme no intervalo [0,5] de
densidade 1/5, a partir de uma dada amostra
de, por exemplo, 50 observac¢bes. Suponhamos
gue o numero de observacdes caidas no inter-
valo [0,1] é n, =10, no intervalo (1,2] é n,=10,
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(2,31 ¢ «3=20, (3,41é n,=5, (45]¢é »,-5
e consideremos as 2 parti¢Ges seguintes: [0,2)
[2,5] e [0,3) [3,5]. No primeiro caso é

20—50 30 - 50 N
Q2 2 4 =0
50 70X~
5

5
(40 - 52. fy

no segundo caso é Q° )
50

10-50 5
+ = ?5= 8,3 ¢ ¢ » devendo no
50

2" caso ser rejeitada a hip6tese mesmo
para o nivel de significancia de 1"/, pois
X*(17,,1) = 6,635 e no 1.° caso ser aceite.

Pode pbr-se, entdo, o problema de se ndo
serd" possivel obter uma particdo 6ptima de
recta real. De facto, tal particdo existe e foi
estudada em [7] para certos casos.

Podia, porém, procurar-se obter uma modi-
ficacdo, especialmente adaptada ao caso con-
tinuo, da estatistica y * Em primeiro lugar,
uma sugestdo : decompor a recta real em
grande nimero de intervalos Tj com proba-
bilidades pj levando cada decomposi¢cdo aum

2 («t — n pif
Q2 = npi
cujo limite, quando o didmetro dos intervalos
tendesse para zero, se procuraria.

Ora ¢ fécil ver que tal limite 6 infinito.
De facto, podemos, desde inicio, considerar
uma particdo tal que cada intervalo contenha
apenas uma observacgdo, pois elas podem sem-
pre supor-se diferentes. Se tal ndo suceder, a
modificacdo do raciocinio que segue O Gbvia.
Os intervalos Ij que ndo contém observacdes

_ (— n piy
contribuem com ] =npi para o Q2
n pi
enquanto que outros intervalos con
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tribuem corn i-I— O Q° sera entdo

npt
M- 2" A+S0~ = (-2 %)

+ 2(1 -n/>0°
« "Pi

—«+2 pL’\aS - »N

., np, n pt

Quando o diametro da particdo tende
para zero, p, —*+ 0, e portanto o Q° cresce
além de todo o limite.

De resto, tal resultado era de esperar, pois,
de facto, se decompusermos o intervalo /
de probabilidade p e de nimero de observa-
¢Bes m, em dois intervalos F e 1" de pro-
babilidades p' e p" e de numero de obser-
vacdes m!'e m", tem-se

(»»"

(m'—np’)’ np") (m
np np" np

sendo p=p +p" em=m+m".

Tal observacdo sugere-nos entdo procurar
aquela particdo menos fina que contém todas
as observacdes, isto €, efectuar a particédo
dada pelas proprias observacdes. E facil de
ver que o Q° relativo a tal particdo tem
valor médio infinito. (De resto, repare-se que
ja tinhamos abandonado a restricdo de ser
np > 5).

n p)

4. A estatistica de discrepancia. Resu-
mindo os resultados anteriores, pode dizer-se
que a estatistica X* ndo pode ser aplicada
ao caso continuo, nem as sua3 modificacBes
mais naturais. Deve, porém, observar-se que
ja tinha sido introduzida, uma estatistica de
discrepancia por K. von-misks € H. cBaM&sB
definida por 2 (('j)  cuja dis-
tribuicdo assintdtica fora estudada em [6].
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E. J. crumeeL em [2], porém, propés, tendo
em vista certas aplicacdes a problemas con-
cretos de Engenharia, o uso de estatistica,

2 (F(x) —~ em que Xj, como acima,

\ n+1/
representa a j° observagdo contada a partir
da mais pequena (X, sera, pois, a menor
observagdo e x, a maior).

Era evidentemente de supor que tal estatis-
tica tivesse uma distribuicdo analoga a obtida
por N.smisnoT para a estatistica de R. von-
-M1ses e H.cramer. De facto, provou-se em
[5] que

(«.i)2(n)-"y

tem a distribuicdo assintotica que N. smirnov
tinha determinado ja para

tabelada em [1].
Pode entdo formular-se a seguinte regra
de comportamento :

A criacao

por J. Gaspar

No inicio da Era Astronautica ('), sentimo-
-nos no dever de apresentar aos Leitores da
Gazeta de Matematica uma exposi¢do ele-
mentar e esquematica dos problemas de or-
dem matemaética —essencialmente de mecanica
racional —sobre os quais se fundamentam as
realizacdes recentemente efectuadas no campo
da Astronautica. A exposicdo, sob a forma
de artigos a publicar, constitue uma dupla
homenagem :

() Cf. Sciences
pag. 577.

et Avenir — n.° 129, Nov. 1957,

de um satélite

Calcula-se a quantidade

e aceita-se ou rejeita-se a hipdtese F(X)

consoante tal quantidade é inferior ou supe-
rior a s,, em que «a.6 o ponto da distri-
buicdo de smirsov correspondente ao nivel
de significancia a.
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of the number
of the chi

artificial da Terra

Teixeira

d) de saudagdo aos estudantes portugueses
que terdo o seu futuro profissional profunda-
mente influenciado pelos problemas conse-
quentes,

b) de reconhecimento aos cientistas e
técnicos que levaram a efeito as realizagfes
que marcam o inicio da referida Era.

No presente artigo, estabelece-se a equa-
¢cdo geral do movimento dum foguetdo-pro-
pulsor considerado sob a forma mais esque-
mética e a trajectéria mais econémica em
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casos particulares simples ; é redigido apenas
na base dos conhecimentos adquiridos em
vulgar tratado de mecénica racional (‘).

A Gr. M. procurard obter de especialistas
competentes ou artigos ou elementos que lhe
permitam desenvolver ou esclarecer qualquer
pormenor interessante do presente artigo e
continud-lo no sentido de completar a expo-
sicdo elementar atras referida.

Como se sabe, a criacdo de um satélite 6
possivel mediante dois processos diferentes :

1) por um processo natural

2) por um processo artificial.

Sobre o «nascimento» da Lua a partir da
Terra (particularizemos o caso) existem algu-
mas teorias baseadas em factos de natureza
geolégica que podem ser confirmadas pela
mecéanica dos corpos fluidos e plasticos (7).

Interessa-nos aqui considerar o segundo
processo — o artificial.

Qualquer corpo S que gravite (*) como
satélite em torno de outro T, tem, em relacéo
a T um movimento bem determinado que em
mecanica racional, tem o nome de movimento
central. No seu caso mais geral este movi-
mento é traduzido analiticamente pela equacéo
diferencial conhecida pela formula de sineT :

r*\_d0*XrJ rj

—a é a aceleracdo (") (escalar) de S(r , 0)
em relagdo a T, colocado na origem dum
referencial polar.

() Cf. p. ex. LODIS ROY — Cours de
Rationnelle  — Gauthier-Villars, Paris.

(') Encontra-se uma descri¢cdo elementar de tais
teorias no admiravel livro de divulgacdo de GEORGE
GAMOW — Biografia da Terra, Espasa — Calpe, Ar-
gentina.

(") Admite-se em tudo o que vai seguir-se que sao
nulas as acgdes de outros corpos sobre S.

(*) Como se sabe, no movimento central s6 ha
componente radial da aceleracé&o.

Mécanique
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A primeira conclusdo a tirar da formula
de sisier 6 que o movimento central é de
natureza cinematica, isto €, nele néo
intervém a nogdo de massa. Admitamos,
por exemplo, que uma catastrofe univer-
sal aniquilava o planeta Marte; o homem
podera criar um «herdeiro» deste planeta,
fazendo por exemplo, com que um grdo de
chumbo o substitua no movimento ao longo
da sua trajectoéria: apenas O necessario, para
isso, que durante um pequeno intervalo de
tempo a posicdo e a velocidade do grdo de
chumbo coincida com a posicdo e a velo-
cidade que Marte teria se néo tivesse sido
destruido. Outro aspecto da natureza cine-
matica do movimento central: todos os
corpos existentes a superficie da Terra
acompanham esta no seu movimento em
torno do Sol — tém a mesma trajectoria.
Admitindo entdo que seria possivel anular a
forca da gravidade, os corpos terrestres néo
se afastariam da Terra a ndo ser que sobre
eles actuassem outras forcas estranhas. Tudo
isto 6 a aplicacdo do elementar principio da
inércia.

E esta a razdo por que um compartimento
estanque que contenha no seu interior um
ser vivo e que acompanhe um satélite artifi-
cial na sua oOrbita, continuard «colado» no
movimento ao proprio satélite mesmo que em
determinado instante dele se separe fisica-
mente. Para reaver 0 ser vivo serd necessario
provocar uma «saida» do compartimento da
Orbita do satélite, como inicialmente foi pro-
vocada uma «saida» do satélite da orbita
da Terra.

A dificuldade da integracdo da férmula de
BINET — € é essa integracdo que determina ex-
plicitamente a trajectoria e, em cada instante,
a velocidade de S como fungdo do tempo—
depende apenas do tipo da funcdo que traduz
a atraccdo entre S e T.

No caso porém da gravitagdo — e € apenas
esse que se verifica em toda a mecénica
celeste, particularmente no caso dos satélites
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—a atraccdo entre S e T € de natureza
newtoneana i}) e a formula de s1set conduz
naturalmente ao estabelecimento das conhe-
cidas trés leis de kerLER (') :

1) S descreve uma elipse de que T ocupa
um dos focos,

2) As éreas varridas pelo raio vector de S
sdo proporcionais aos intervalos de tempo
gastos em varré-las,

3) Os quadrados dos tempos das revolu-
¢cBes sao proporcionais aos cubos dos eixos
maiores das Orbitas.

Inversamente, toda a elipse com um foco
no centro de gravidade da Terra é uma
Orbita admissivel, isto é, pode vira ser drbita
de um satélite da Terra — simplesmente, a
velocidade em cada ponto da trajectéria é
univocamente determinada em funcdo do

tempo e independente da massa do satélite.

Recordadas estas consideracdes bem vul-
gares e conhecidas, observemos que o0 pro-
blema da criacdo de um satélite artificial da
Terra(®) comporta, no seu aspecto matematico
e no seu esquema geral, duas fases :

1) Determinacdo da trajectéria que o saté-
lite vai descrever no seu movimento central ;

(1) Directamente proporcional as massas & S e T
e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre os dois corpos.

(°) Consulte-se por exemplo :
caniqgue et la Gravitation Universelle,
Paris.

(°) Supomos que o problema da trajectéria do sa.
télite artificial é mais complexo, na realidade. Nao se
trata simplesmente da determinacdo da trajectéria
dum astro que gira em torno de outro mas sim do
estudo da trajectéria dum bdlido que gira em volta
da Terra sujeito também & ac¢do do campo magné-
tico terrestre (F.L . M.).

E. Borel — La Mé-
Albin Michel,
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2) Transporte do satélite desde a super-
ficie da Terra até um ponto da sua trajecto-
ria e, uma vez atingido tal ponto, lancamento
do satélite na orbita.

Ora, a solucdo do problema relativo afase
1) — de natureza exclusivamente cinematica,
como se disse — obedece apenas a condicdes
relacionadas com o objectivo a atingir.

Concretamente, os instrumentos de teleme-
dida instalados no primeiro satélite artificial
da Terra, deveriam estar ao descrever a drbita
prevista, em boas condi¢des para obter resul-
tados precisos de observacdes do espaco cos-
mico € das camadas superiores da alta atmos-
fera integradas no programa das actividades
soviéticas do Ano Geofisico Internacional

300hm 900km

Fig. 1

Foi entdo escolhida para Orbita tebrica
desse satélite uma circunferéncia com centro
no centro de gravidade da Terra e raio cerca
de 6.900 km.

(*) O langamento do satélite permite obter conclu-
s0es de dois tipos diferentes :

0) do estudo preciso da trajectéria descrita obtém-
-se indicagOes sobre o atrito e portanto densidade das
particulas de ar muito rarefeito a tdo grande altura;
saber areparticdo das massas no ge6ide (com precisédo
dez vezes superior a obtida pelos classicos métodos
da geodésia) ; sobre a forma do mesmo geodide, etc.

0) os instrumentos instalados a bordo fornecem
indicacdo sobre o radiamento solar (particularmente
raios X e ultra-violeta) e suainfluéncia sobre a ionos-
fera; a absorpg¢do dos raios ultra-violetas pelas altas
camadas da atmosfera; o radiamento c6smico fora da
accdo do campo magnético terrestre; aionosfera; a
densidade das poeiras intei planetarias e sua accdo de
atrito sobre a superficie do satélite, etc.
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O Observatorio Astronémico Mallard Radio
de Cambridge obteve por medigdes efectuadas
no periodo 6-20 de Outubro {}) as seguintes
caracteristicas da érbita:
Inclinacdo da orbita 64° 40" + 10°

periodo entre passagens suces-

sivas pela latitude 52° 12" N 5750,0 + 0,3 seg. sol

decrescimento médio do periodo 2,2+ 0,1 seg/dia

semi-eixo maior 6937 km.
excentricidade 0,053+ 0,001
altura sobre o raio médio da

Terra no perigeu 197 + 10 km.
altura sobre o raio médio da

Terra no apogeu 934710 km.

Quer dizer, os cientistas e técnicos encar-
regados do lancamento conseguiram assim
realizar a drbita teérica com um érro de cerca
de 1,/°, fig. 1(2).

Em oposicdo, o problema do transporte do
satélite até a sua Orbita e do respectivo lan-
camento é de natureza essencialmente dina-
mica pois envolve dispéndio de energia.

Nestes termos, duas questdes se levantam :
uma de natureza técnica — escolha do veiculo
e, consequentemente, do processo de liberta-
¢do, no mesmo veiculo, de altas quantidades
de energia necessarias para o transporte e
langamento ; outra questdo, de natureza mate-
mética — balistica e calculo das variacdes —
determinacdo da trajectéria de transporte
correspondente ao minimo consumo de ener-
gia.

Os técnicos (°) indicam o foguetdo como o
Unico veiculo capaz de, presentemente, rea-
lizar tal funcdo. Nos foguetdes, até ha pouco
utilizados, ensaiaram-se diversos tipos de com-
bustiveis e comburentes liquidos : nas bombas
V, utilizava-se respectivamente alcool meti-
lico e oxigénio liquidos, mas conhecem-se

(i) Cf. Nature, vol. 180 N. 4592, pg. 881.
(*) Declaracdo de G.A. CHEBOTABEV.
(°) Cf. A. STERNFKLD — O Voo no espago

pg. 81.

cdsmico,
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outras combinagfes como metanol e oxigénio
liquido ou ainda hidrogénio e fluorina liqui-
dos, se bem que o produto desta combustio
seja tdo corrosivo que até ha pouco ndo se
encontrava viabilidade da sua utilizagéo.

Equacdo geral do movimento dum
foguetdo propulsor

Ora, como se sabe, um foguetdo 6 um
projéctil auto-propulsionado segundo o prin-
cipio estabelecido pelo teorema da quantidade
de movimento relativo ao escoamento de um
fluido (1) :

Em cada instante, é equivalente a zero o
seguinte sistema dos vectores aplicados ao volu-
me T dum fluido contido numa superficie <s:

resultante das forcas de massa relativas
a cada particula do fluido,

resultante das forcas de inércia das mes-
mas particulas,

restdtante das pressdes sobre a exercidas
do exterior de T, e

resultante da quantidade de movimento
por unidade de tempo, relaliva ao cau-
dal do fluido através de a.

Consideremos entdo um projéctil cilindro-
-ogival, terminado por uma cdmara de com-
bustdo que se prolonga por uma conduta
difusora D; o gaz, produto da combustdo
em C escoa-se ao longo de D (fig. 2).

Vamos admitir que o escoamento se faz
em regime permanente e uniforme.

Sejam m e m+dm a massa do foguetdo
nos instantes t e t+dt. Assim,—dm ¢é a
massa do géas expelido, isto é, dos produtos
da combustdo, no intervalo de tempo consi-
derado ; ou ainda a massa que no intervalo

dt sai da cidmara de combustdo, entra no
(*) Cf. p. ex. G.DE MARCHI — Idraulica, pag. 64—
Ulrico Hoepli — Milé&o.
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tubo de escape e nele ocupa um volume
elementar d T,,

—dm=pXdr. = p(X) S(X) dx ,

deslocando-se em relagdo as suas paredes
com velocidade v (x), dirigida segundo o eixo
da conduta de escape.

A massa total contida no tubo de escape é

I pX)SKx)ydx= [/ —dm .
Jo

Jo

Apliqguemos o teorema anterior ao fluido
contido no volume dT,:

18

foguetdo. Se representarmos por dG e dP
respectivamente a resultante das forgas de
massa e das pressGes exercidas sobre a su-

perficie elementar que limita d-z, temos
dv
G +dP + dmy —dm — = O-
dt

Considerando agora todo o gaz contido no
tubo de escape, temos

| —dm— = 0.
Jo dt

dmy+

Ora os dois termos G e P equilibram, em

Fig. 2

A resultante da quantidade de movimento
por unidade de tempo é

! pS[\ (xtdx) —v(X)]dx = dlp Sdx =
dt dt

= —dm —;
dt

a resultante das forgcas de inércia
— ¢Sdxy = dmy

em que y é a.aceleracdo do centro de gra-
vidade do sistema constituido por todo o

cada instante, a forca de inércia do foguetdo
e a resultante das forcas exteriores (peso,
resisténcia do ar, etc.):

G+P — OTY+Fe = 0,

de modo que a equacdo 1) toma a forma:

2) m+jcum\\'\]u~um~d~tfre

em que F, é a resultante das forgas exte-
riores.
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Esta é a equagdo geral do movimentodum
foguetdo-propulsor, estabelecida nas condi-
cOes de aproximacdo atras citadas.

N&o conhecemos ainda qual o grau de pre-
cisdo teodrica e quais os métodos de integra-
cdo da equacgdo anterior utilizados nas tltimas
realizacfes. Vamos, no entanto, seguindo a
reduzida bibliografia de que dispomos, consi-
derar alguns casos simples e fazer o respec-
tivo estudo.

Comecemos por observar que a massa

—dm do gaz contido na conduta de escape
|
0 desprezidvel em relacdo a massa restante
m do foguetdo. Por outro lado, verifica-se
que esse mesmo gas

—em C esta a pressdo muito alta e tem
velocidade praticamente nula

—em O tem pressdo praticamente nula
(atmosférica) e velocidade V muito ele-
vada (fig. 2).

Nestes termos é, aproximadamente

Y, dv dm
dnm — = \Y
dt dt
e a equacdo 2) torna a forma muito simples

..dm
my= —V

at

tA relagdo entre a massa expulsa em cada

explosdo e a massa restante é muito impor-

tante, quanto ao dispéndio de combustivel e
comburente»

Ora, considerando na equacdo anterior

hF.e

F. = 0, isto é, desprezando a gravidade e a
resisténcia do ar, temos
dv *.dm
m— = —V
dt dt

() Cf. A. STEBNFELD — op. cit. pag. 59.
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Vi v=W log —
IR]

ou
m=m.e v

expressdo que nos dad a massa do foguetdo
num instante ti em que ele adquire 0 acrés-
cimo de velocidade Av.

Assim, para provocar umacréscimo de velo-
cidade igual & velocidade de escape V é
necessario consumir 63°/, <’ massa inicial

i e— |
Am—m, —mi = m,

e para obter Au=2V utilizar-se-a 86,5% da
massa inicial. Compreende-se por outro lado,
que o péso da estrutura passiva ndo possa
ser reduzido além de certo limite sem com-
prometer as condi¢Ges de resisténcia e esta-
bilidade da mesma estrutura.

Por esta razdo, os técnicos indicam que
com um foguetdo simples n&o se deve ultra-
passar o acréscimo Av = log6.V

Para atingir velocidades mais elevadas é
necessario recorrer a um foguetdo composto
que se vai desembaracando sucessivamente
das massas dos depodsitos-reservatorios dos
combustivel e comburente, a medida que
aqueles se véo esvaziando (*).

Determinacao da trajectoria mais
econ6mica ()

Consideremos o caso de um foguetdo que,
durante determinado intervalo de tempo
(0,T), deverd deslocar-se desde 0(0,0) até
P{a,b), fig. 3, com velocidades inicial e
final respectivamente (%)

() Cf. A. STERNFELD — op. cit. pag. 6Ll

() Cf.D.F. LAWDUN — The Mathematical Gazette,
Vol XL1, N.°337, pag. 172,donde extraimos o resumo
que segue.

() E fécil provar que, no caso implicito na equa-
¢cdo 4), o movimento é plano.
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dx\
dt) .,
df\
dt), .,
d x
dt
dy
(dt),

3)

= Vv,
Fig. 3

Admitamos ainda que o movimento é regido
pela equacao

4) my ——V
dt

isto €, que se desprezam os efeitos da gra-
vidade e da resisténcia do ar.
A equacdo 4) conduz ao sistema

dm
V cos a my

_ V sen
mx dt dt
donde
dm
2.y2. _V
v dt
Viog— = Csja* +  y*dt
m, Jo

Ora, como atrds se disse, o dispéndio de
combustivel e couiburente pode exprimir-se
por meio da relacédo m,/m.,.

Interessa-nos, portanto, calcular uma tra-
jectoria de O a P, sujeita as condigdes 3),
para a qual a razdo anterior seja minima, ou
seja, ao longo da qual o integral

5) /= f\J'x2
Jo

+ y'2dt

seja minimo.
As equacOes de EULER para este caso to-
mam a forma (')

2 X d*
dt? c < x4

(*) Cf. E. GOUBSAT — Cours d'Analyse
tique, Tome Ill, pag. 629.

Mathéma-
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donde

— (cosa) = (sena)= 0

cosa= At+ B sena= Ct + D

Daqui resulta, necessariamente,

A=C=0 B* + 2)2. i

e a = const. —o foguetdo deve manter uma
trajectoria rectilinea.

«E féacil mostrar que estes resultados néo
conduzem a solucdo correcta do problema.
Se o langamento é feito por formaa garantir
a prevista variacdo de velocidade no inter-
valo (o, T), a trajectoria ndo é, em geral,
respeitada ; se, pelo contrario, o lancamento
¢ feito por forma a realizar a trajectdria
prevista, a variacdo de velocidade ndo ¢
cumprida» ().

Teremos que modificar, portanto, o tipo de
calculo, admitindo que a solucdo do problema
possa comportar pontos de descontinuidade
para as componentes da velocidade, isto &,
que o foguetdo pode estar sujeito a impulsdes.

Estudemos em que condicbes o integral 5)
toma um valor minimo no planop = x, g=vY,
isto ¢, num plano em que, como se vera, as
descontinuidades atras referidas ndo introdu-
zem descontinuidade da trajectéria do ponto
figurativo do movimento.

daq

XV( i

representa o comprimento do arco da curva

A B. Pretende-se entdo determinar o menor
arco que liga A &B, sob a condi¢do de

P dt f
Jo
ou, o qt]% € 0 mesmo, de manter ao longo do

trajecto a mesma velocidade média
a b

dt

qdt = b

() Cf. D. F. LANDBN — op. cit.
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E facil de provar (1) que a Gnica curva que
satisfaz a questdo é constituida pelos segmen-
tos da recta AC e CB, percorridos instanta-

neamente, ao passo
que o ponto figura-
tivo Q(p,q) perma-
nece em C durante
todo o intervalo
(0,T). Isto signi-
fica :

1.° que em O deve
dar-se uma combus-
tdo muito rdpida que
faz variar a veloci-
dade, por impulsdo do valor inicial (w,,v,) ao

(p.0).

Fig. 4

valor médio

2." que o foguetdo deve permanecer du-
rante o intervalo (o, T) com a velocidade
média (p,q), isto é, sem funcionamento do
motor de reacgdo.

3.° que no instante i = T deve dar-se nova
combustdo muito rapida (portanto nova im-
pulsdo) que altera a velocidade de (p,9)
para o valor final (UT,VT)-

Retomemos de novo a féormula de BINET ;
calculo simples (*) mostra que um corpo ani-
mado de velocidade horizontal de 7,912 km/s
a superficie da Terra manter-se-a indefinida-
mente como satélite, descrevendo um circulo
maximo em torno da Terra: 7,912 kms é a
velocidade circular & superficie da Terra.

Se a velocidade decrescer, 0 corpo caira
sobre a Terra.

Se a velocidade for porém de 11,189 km/s,
a trajectdria do corpo serd arco de pardbola
tangente a superficie da Terra: 11,189 km/s
0 a velocidade de fuga a superficie da Terra.

Para velocidade intermédia entre a circular
e a de fuga a trajectéria é elipse; enfim,

(1) Cf. D. F. LIAWDEN, op. cit. pag. 174.
() Desprezando a resisténciado ar.
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seudo superior a de fuga o corpo descrevera
um arco de hipérbole.

Ora a velocidade circular a altitude de
600 km sobre a Terra é cerca de 7,5 km/s.

Isto é, os cientistas e técnicos soviéticos
tiveram que calcular um foguetdo capaz de
imprimir a um corpo de 80 kg uma veloci-
dade de 7,5 km/s.

Fig. 5

Admitindo que a velocidade de saida dos
gases do foguetdo foide 5 km/s, que o fogue-
tdo partiu do repouso e que apenas interes-
sava atingir a altitude de 600 km com a
velocidade indicada (que nenhuma importancia
tinha a direccdo dessa velocidade) quererdo
os Leitores calcular o peso de toda a estrutura
no momento da partida e o numero de
andares do foguetdo utilizado? A imprensa
falou em 3 andares que pesavam no conjunto
cerca de 90 t.

A Gazeta de Matematica teria muito pra-
zer em publicar nos préximos nimeros as
consideragdes dos seus Leitores.
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As superficies

das [aces

planificaveis e as
do triedro
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envolventes
movel

por J. Ribeiro de Albuquerque

Apresentam-se neste artigo muitos assun-
tos, relacionados intimamente entre si, no
estudo geométrico das curvas do espaco.

Dada uma familia de curvas do espacgo,
com um sO parametro, cujas equagdes sao

ficCc >y,za) =0
f(x ,y.,zo) =0Q

quando as funcdes /j e f, forem continuas e
admitirem derivadas relativamente ao parame-
tro a, uniformemente em certa regido do
espaco, um raciocineo bem conhecido permite
achar as equacdes da curva envolvente, com

a eliminacdo de a, entre trés das quatro

equacdes :

/[,=0,~=0, /,=0,7~=0 quando uma
da da

destas equacOes fOr consequéncia das outras.
Do mesmo modo, dada uma familia de
superficies com um sé parametro

F(sc,y,z,a) =0

determina-se a equag¢do da superficie envol-
vente, eliminando o parametro no sistema :

da

Este Gltimo sistema representa uma fami-
lia de curvas, ao longo de cada uma das
quais a envolvente tem contacto com uma
envolvida.

Tais curvas sdo as curvas caracteristicas,
e a envolvente das caracteristicas 6 uma curva
situada sobre a superficie envolvente das

superficies, e que se chama a aresta de rever-
sdo.

Isto mesmo vai ser considerado num caso
particular notavel ; é o caso da superficie
envolvente duma familia de planos do espago.

Chamam-se superficies planificaveis as
envolventes dos planos duma familia de pla-
nos com um s parametro.

Considere-se, no espac¢o, uma familia de
planos, que possa ser encarada como 0 con-
junto continuo e ordenado de todas as posi-
¢bes dum mesmo plano que tivesse executado
um determinado movimento no espaco, duran-
te um certo intervalo de tempo.

Tomando o tempo como parametro, uma
variavel t definida num intervalo finito ou
infinito, a equacdo da familia de planos seré

A(t). X+B(t).Y+C(t).Z + D) = Q

com A(t), B(t), C(), D(t) funcgdes con-
tinuas e derivaveis de t. E possivel tirar o
valor de uma das varidveis, por exemplo Z,
e mudar de parametro, de modo a ter
1) Z = *X—Q(*)Y— ty(a)
supondo < e <\ifuncBes de a, continuas e
com derivadas de primeira e segunda ordem,
pelo menos numa vizinhanca de certo ponto a.
E com estas condi¢des que vamos abordar
alguns conceitos geométricos importantes;
guando as condi¢des se ndo verificarem, é
facil de ver quais os conceitos que ficam
sem sentido, ou quais as anormalidades, isto
é, as singularidades que os afectardo, e que
se p6em a margem deste estudo.
Dada a familia de planos 1), com um para-
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metro a., as curvas caracteristicas sdo as
rectas r(a) definidas por

P-«z-9(«)r-«Kc«)

> {O— X —<f'(«) Y — V(ec)
e a planificavel é o lugar geométrico destas
rectas. E sempre possivel resolver o sistema
2), obtendo o valor de duas varidveis, X e Z
por exemplo, em funcdo da outra e do paréa-
metro a; terfamos uma representacdo para-
métrica da planificavel.

Se tomarmos para F uma funcgdo arbitra-
ria de a., teremos o sistema

X=<>Y+ f
8) F=0
Z =(«,"_,)F+ («f—<

que representa uma curva arbitraria tracada
sobre a planificavel.

Resolvamos o seguinte problema : Quais as
curvas tracadas sobre a planificavel as quais
as rectas r(a)sdao tangentes?

Determina-se a fun¢do 0 de modo que a
tangente a curva 3) seja perpendicular aos
eixos dos planos do sistema 2). As condigdes
de perpendicularidade dao:

0=— ou
on

e vé-se que esta curva 6 a aresta de reversédo
da planificavel, cujas equacBes serdo obtidas
do sistema 3) com a funcdo determinada.

Para procurarmos o plano osculador da
aresta de reversdo, teremos que calcular os
menores compreendidos na matriz seguinte :

dy dy dy
<Y< — 4+ y> —  «y r+(« ?2'-<?)—
da. da da

dy a*y  <PY dy da*y

o 219
da*  da* a da * (e ')dal

e com calculos muito faceis se obtém para
equacdo do plano osculador

A(l-X)+B@r— Y)+ C(C- 2)=0
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onde

2

Isto conduz a:

aG,X)-<f(r>- F)-(C-2)=0

mas, atendendo a terceira equa¢do do siste-
ma 3) ou a segunda do sistema 2), obtém-se
finalmente

C= aX — <PYI— ip

Concluséo : o plano osculador num ponto
da aresta de reversdo é o plano da familia de
planos envolvidos, que passa por esse ponto.

Esta propriedade permite, evidentemente,
achar as equacOes da planificavel quando
sejam dadas as equacles da aresta de rever-
sao.

Com efeito, suponhamos dadas as equagdes
duma curva T ; suporemos que os pontos de
r sdo obtidos com a coordenada curvilinea
*, e as equagOes paramétricas sao entao

X=X y=y) a=z(9.

O plano osculador é dado pela equagédo
4)  (X—x)I -f(F—jtyf*+ (Z—i)v-0

onde i, fx, v representam o0s cosenos directo-
res da binormal, B.

Temos na equacdo 4) uma familia de planos
com um s6 parametro s; deveremos achar
a envolvente e provar que T 0 a aresta de

reversdo. Derivemos, em ordem a s, a equa-
cdo 4)
. , ~du .dv
X-x)y—+1{Y- -f+ {Zz -*)— =
(X=X )=+ [V oy) {2 9=

=al + Pfi+yv =0

onde «, @,y sdo os cosenos directores da



vy

GAZETA DE MATEMATICA

tangente, T. Com os férmulas de FKENET-

-SEKRET
da. dji_ dy
ds p ds ds
| dj, Tl dv_

| as T ds T ds T

d__ a _

ds X ds p T ds p
df N
ds P
dB N
ds T
dN

ds - ( H )
a ultima equacdo transforma-se em

(X - + (Y-y)* +(Z- 9t =0

que é a equacdo do piano rectificante. As
rectas caracteristicas sdo definidas pela equa-
cdo 4) e esta ultima, e sdo as tangentes a
curva T.

Isto prova-nos, ja, que acurva T é a aresta
de reversdo da envolvente dos planos oscula-
ladores da curva dada. E com efeito, deri-
vando mais uma vez, obtemos

ds ds ds
=« + 3n+ =0

e de novo com as formulas de FKENET-SERRET
e com as equacdes ja obtidas, vem

X—x)a+ (Y —y)$ + (Z—2y = 0.
As trés equagBes obtidas d&do a aresta de
reversdo. Ora no sistema,
Xx) > + (Yy)y. + (Zzv =0
(X-x)I + {Y—y) fi+ (Z—2)Z =0
(X-x)«c+(Y-y)fr + (Z-2)y=0

homogéneas nas incégnitas
(Z— z) tem-se, como 6 bem

de equacgles
X =x) (Y—=y)

19

sabido
6)

0 que implica uma solucdo nula, a Unica so-
lucdo : X = x(s), Y<=y(s), Z = z(s).

A aresta de reversdo da planificavel envol-
vente dosplanos osculadures duma curva dada,
é a propria  curva.

Chegamos ao mesmo resultado com um
terco do esforco, utilizando os vectores. A
equacdo do plano osculador é o produto in-
terno nulo

M —P)B =0

onde P(s) é o ponto de T, e M o0 ponto
genérico do plano. Derivando, vem
(M-P) dB dB
ds ds
- T B=(M-P) dB =0
ds

e com as féormulas 5) tem-se
(M —P)N= 0

que é a equacgdo do plano rectificante. Deri-
vando, ainda uma vez

'dN

(M-P) ff N=(M-P)

ds
ou, com as férmulas 5) e atendendo ao ja
obtido

M- P)YT= 0

que é a equagdo do plano normal. A aresta
de reversdo 6 dada por

(M-P)/f=0;(M-P)/N=0; =0
e o vector M—P tem componentes nulas no

triedro mével, donde: M=P.
*

(M-P)IB

Seja dado um plano 7i cujaequacdo toma-
remos com a forma

7) =1
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e procuremos estudar a sec¢do feita por n
na planificavei.

As equacdes da seccdo serdo as equagdes
3) com uma funcdo 9(a) que se determina
com a equag¢do 7). A funcdo 9 é dada por

+f 8, (,.'-)9+ (L,A-M)
a b c

Facamos uma mudanca de coordenadas :
mudemos o plano XOY para o plano %,0'n
coincidente com is e conservando 0s outros
planos coordenados. Na figura 1, estdo re-

presentadas seccdes feitas pelos planos  X=x
e Y=y no tetraedro formado pelos antigos
planos coordenados e o plano ic.

Por semelhanca de triangulos, tira-se

GAZETA DE MATEMATICA

As equacdes da curvasecg¢do, transformam-
-se em

£= K X X-tfB+ f
n= A, F= Kd
5- 0

onde 8 é determinada pela equacédo 8).
Derivando esta equagdo 8), vem

M8 +<p'9'+4>"
a 6 C

«fd+af +(«(p'-,)9

0 que nos mostra o seguinte : os valores a,
que anulam 8', fazem

78+ AT (e + 4<")_,

a c
ou

? («0)

e inversamente. A funcdo Y(a) é da aresta
de reversdo, ao passo que 9(«) é da seccéo.

Achemos as derivadas de ~ e n, para
estudo da tangente.

o= ir, (&« 8+ f)84 f) A =A-0
aa aa

Vé-se, agora, que : se a, € valor que con-
duz a um ponto comum a sec¢do e a aresta

de reversdo, isto é, 6(a,) = Y(a), vem :
d% _ dn
da. da

Ha singularidade nos pontos de encontro.
Temos, ainda, comfacilidade

;I\ = Ky(p8+ 29'9+ 99"+ ")
a
d?n
da?
e portanto
AY)= (a "o)da‘" 1 ~—"-an+ oo
«
Al = (« «,,) + _
(u, z dao
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donde vem

hm An =
ir,e"
K \ig"— <f'" Y<]

Estes valores estdo calculados para oc= a,

e Y representa o valor da derivada de
vi ~ +""(«)
*«) ——Z71 P** " —«o0

Quando F'(a,) 5fc 0'(a,) = 0 este limite é
perfeitamente determinado ; no caso contrario
havera contacto entre a sec¢cdo e a aresta de
reversdo no ponto em comum.

Afastada a hipotese de contacto, quando
a. cresce ou decresce para a,, em ambos 0s
casos a partir de certa altura, o cociente

—— tem o mesmo sinal e existem duas semi-
M

-tangentes a seccdo, coincidentes, e ndo no
prolongamento uma da outra; o ponto sin-
gular é um ponto de reversdo, uma cuspide.

Em resumo : todo o plano que nao tenha
contacto com a aresta de reversdo, mas que a
corte, determina na planificdvel uma seccéo
com um ponto de reversdo, naquele ponto em
que encontra a aresta.

Sdo superficies planificaves, as superficies
cbnicas e cilindricas. Consideremos uma fami-
lia de planos, todos eles com o ponto fixo
(0,0, c) e cuja equacdo se pode pOr com a
forma

-N + - =1

— +
a() b)) ¢

onde a(t), b(<) sdo fun¢gdes dum mesmo
pardmetro t, opardmetro da familia. Tirando
o valor de Z, vem:

Z = — A

o) "FC

a(t)
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e, pondo a = , uma mudanca de para-
a{t)

metro, temos a equacéo

Z = txXX+®(a)Y+c.

As rectas caracteristicas sdo dadas por

Y10 = X+<t'(a)Y

e, como o segundo plano passa por OZ,
todas as rectas caracteristicas passam pelo
ponto (0,0,c).

A aresta de reversdo obtém se derivando
mais uma vez: f(tx)Y=0 ou F=0. As
equacdes da aresta de reversdo, reduzem-se a

Z=0
F= 0
Z = cC.

A planificdvel é uma superficie cénica, com
o vértice em V(0,0, c¢) e com a directriz
situada no plano XOY, dada por:

J«A + <p@ Y+ c=0

ou

X=- C¥

«» —f ou X+<t>'Y=0.

Y= ¢
«CP — @

Consideremos agora uma familia de planos
it todos paralelos a uma direccéo fixa. Para
fixar um sistema de eixos coordenados con-
veniente, tomemos um dos planos da familia
para plano XOZ, e todos os outros corta-
rdo este, segundo rectas paralelas. A equa-
¢cdo da familia de planos pode entdo pér-se
sob a forma

X

a k® T b Tooek(@

onde b(f)e k(t) sdo duas funcdes do para-
metro t, da familia.
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Pode tirar-se o valor de X e temos :

anyY-n-27Z + ak()
b(t) c
A A A
e, pondo a. = —a~y-~, mudanca de paréa-

metro, temos a equagéo :

Xmmay - —Z—a$(«).
c

As rectas caracteristicas sdo dadas por

kY- A7
(<) X. k-Y . Z ad»(«)
0=Y-ay (

e sdo todas paralelas a direcgdo fixa, pois
estes dois planos sdo paralelos a essa direc-
¢cdo. A aresta de reversdo e.std portanto no
infinito.

A envolvente é um cilindro de geratrizes
paralelas a direc¢do dada, e, com directriz
situada em XOY dada pelas equacdes para-
métricas
. fX =a €*[x+'-40

Se tivéssemos tomado o eixo OZ com a
direccdo dada, os resultados eram ainda os
mesmos, bastando supor ¢ = 4- 00.

As equacOes duma curva tragada sobre o
cilindro, sdo, como ja dissemos no caso geral,

X= a(@as —40
10) = a4
z =S
onde 0 6 uma funcdo arbitraria de a.
Procuremos as curvas cujas tangentes

fazem angulo constante V com o eixo OZ.
Orientamos a tangente de modo que O< F<

. Tt . ,

<" — e orientamos a curva de modo concor-
2

dante. As equacdes da tangente sdo

\ - X _ri—Y_. g- Z
o«f ~ af ~ 6'
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e entdo vem

cos V
Va* 4) w(e» + 1)+ 6"
e 0'= coi"F.ad'Y«ad l

As curvas procuradas foram chamadas hélices
e as suas equagBes sdo as 10), com uma das
funcdes 0, dadas por

fv Va'+
Ja

0 = a.cotgV Ida + c".

Orientando a directriz 9) do cilindro de
modo concordante com a hélice fornecida por
0 que se anula para a= a,; tomando para
origem da coordenada curvilinea s sobre a
directriz 9) o ponto em que a hélice a encon-
tra, vira como medida do arco s da direc-
triz, desde essa origem até a projeccdo m
do ponto M da hélice

=) Wy lde

A cota Z do ponto M da hélice é pro-

porcional ao comprimento S do arco, da

directriz do cilindro, descrito, pela projeccéo

m de M, desde o ponto de encontro.
Inversamente, sejam Ss= X (#),y «oy (»)

as equagBes duma curva T situada em  XOYe,

A*r=#(«) Z= ks
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as equacOGes duma curva no espago ; esta
curva esta evidentemeute no cilindro de
directriz T, e o terceiro coseno director da
tangente é K

Se T 6 o vector unitdrio sobre a tangente
a hélice, e se K O o vector unitario sobre
0Oz , sera:

Derivando em ordem a $, coordenada

curvilinea sobre a hélice, temos

e com as formulas 5) de FRENET-SERRET, vem

o*-°

afastando a hipo6tese da curva rectilinea,
p=f=o00, sera: A'/ K=0
Nas hélices a normal principal ¢é perpendi-

cular a O Z e, inversamente, pois o racioci-
nio se deixa inverter.

Derivando N j K—O0, de novo, em ordem

Duas formulas

por Austregésilo

de Andlise

Gomes
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a S, vem; ~~1 K = 0 e com as formulas

5), temos :

(_#_!) A"-0

Ora, da figura, tira-se comfacilidade que,

Bl 2 = +tsen V, logo
sen V cosV
P
e finalmente
—= —tq V
9
Nas hélices é, portanto, constante o

cociente das duas curvaturas.
Inversamente : se T= kp, comas féormu-

—% -*

las de FRENET-SERRET, vem dB = kd T e

B= k. T+ k' onde k' ndoé nulo. Multi.
plicando internamente por N vem: k'IN=0
e, como ja se viu, a curva € uma hélice.

Nas hélices, é constante o cociente das duas
curvaturas, e inversamente.

(Continua no préximo numero)

Combinatoria

Spindolo

A deducdo apresentada foi-me sugerida pelo artigo Nota a *TJma demonstracéo

por indugdo Jlnita*

do Dr. GUSTAVO DE CASTRO, Oaz. de Mat. 5> Abril de 1953, que

fui encarregado, pelo Prof. M. ZALUAR, de expdr em 1956 numa das sessdes do Semi
uano do Calculo dasProbabilidades do Instituto de Fisica e Matematica da Univer-

sidade do Recife.

Problema

Uma urna conttm n esferas negras e a
esferas azuis. Retiram-se  simultineamente b
esferas. Qual a probabilidade de saida de i

esferas azuis ?
O nimero N de casos igualmente possi-

veis € N = e o nimero F, dosca-

sos favoradveis ao acontecimento A, deque
pretendemos calcular a probabilidade, 6

«-(.w)(i).

Temos entédo

(n + a\
\' b )
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Consequéncias :

1) Caso b> a.
a
E claro queoacontecimento A= 2 Aié
i=0
p{A) = 1. Como para
= 0, podemos escrever :

a certeza, isto é€,
i=fcj, & AiAj

P{Y = "NPA) =*°" 2~"1 ouainda

a

2 = A% donde a férmula da analise com-

binatoria,

(1) -(D+(-)G)+-+

Problemas

fundamentais
da aproximacgéo
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2) Caso 6<a
Neste caso os acontecimentos
A, 0'=1,2,eec.a —h)

sdo impossiveis,
Teremos entéo

isto é, p(A,..))= 0.

donde
2(")0=cr)
ou, desenvolvidamente,

("r)-()+ -0 ()+-+(5).

formula bem conhecida da Analise Combina-
téria.

da teoria
funcional

por Luis G.M. de Albuquerque

(Continuagdo do numero anterior)

6. Sistema de vectores ortogonais e
orto-normados.

Dois sistemas de vectores linearmente
independentes dizem-se equivalentes quando
geram a mesma variedade linear.

Um sistema finito ou infinito de vectores
linearmente independentes X, de um espago
de HILBEKT é ortogonal quando se verifique
a condicdo

(Xi,Xj) =0 para i=f5j .

O sistema finito ou infinito de vectores
linearmente independentes e, de um espago
de HILBEKT, H, diz-se orto-normado quando

(6. 1) (e, e) - 300

onde Sij é o simbolo de KROENECKER.
TEOREMA A, De todo o sistema de vecto-

res linearmente independentes de H
(6 2) Xi X, o, vee X, e
é possivel deduzir um sistema orto-normado

de vectores, equivalente'ao dado.

Demonstracéo Para provar oteorema bas-
ta dar o processo de construgdo do sistema
orto-normado a partir de (6.2),porum mé-
todo devido a E. SCHMIDT (1907).

Pondo Ci= Xyllxiy, com x ~ O , é
[lcil]j= 1 ; seja depois y~=x, —(x2,e,)ei, de
modo que (#,,ei)=0, e fazendo e.,=#2/1|#21],
fica e, ortogonal com ez e tal que |leg|| =1 ;
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procedendo sempre deigual modo, obtém-se :

k
B 10
yH = Xkt — = REPIIN
i= |
sendoy+i ortogonal com cada e*(i=»lj2,« ¢¢ &),
pois
I

(I/k+i, et) —(a?*.,, O - 2 ON+i >7) (= >0

« (aifcti, ) — 2070 >z = - .
i

i
e portanto, pondo
= e le*+iil = i
e e,.li
Este processo conduz, como se desejava, a
um sistema de vectores e\, e,,** e, °°-, que
é orto-normado, pois verifica (6. 1), e além
disso equivalente ao sistema dado, pois

e% = 02i X\ -f- &2 &2
«n = 1«l + «»8«2 + oo + «nn#n

com a, = 1/|| »iy~tO,

(ft-2, ..., «,...)°

TEOREMA B. Afamespaco de HILBERT sepa-

ravel, todo o sistema orto-normado € finito ou
numeravel.

Demonstracao. Seja ET um espago de

HILBERT, separavel, e \ealxeA um sistema
orto-normado de vectores de 1l, isto &, tais
que (e,,eu,) =0 ou 1 consoante se tem <x=fca'
ou a=a'; e a?, a2, ***,X,,, *** oOconjunto
numeravel de vectores xe H que é denso
em H. Vamos mostrar que entre osconjun-
tos Ix, \kmi,2,... © |e*la6vi se pode esta-
belecer umacorrespondéncia bi-univoca. Su-
ponhamos que a cada e,e je, j se fazcor-
responder um vector X, e Jx, j tal que

(6.3); 0{x,e*)=\\x,-e \\<+-\/2

ortogonal com cada e,(i'=1,2,¢ -, k).

a*—1/=1f=20
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com esta lei decorrespondéncia facilmente se
verifica que a dois vectores distintos e,, e
« de |ealae”™ correspondem dois vectores
distintos x, e xi de \ x\ e isso
basta para que o teorema fiqgue demonstrado ;
admitamos entdo queera X, = x> ; cOmo por
(6. 3) se tem

=1, 2,

\\X,- e \\<j\/2 e \\x,-e,, \\<+\/2
ficaria

(6. 4) |[K—e«'|

<.lle*-»*|| + ||af»—«»<||<"2;
por outro lado

e fpflhon i, [lre« je- 2

visto ser (e,,e,i)= O, ou seja

le,—e, L= 12

igualdade em contradicdo com (6.4). Assim,
ndo pode ser X, = Xi, € o teorema fica
demonstrado.

TEOREMA C. Se |e*jk-i,«,... é um sis-
tema ortogonal (n&o necessariamente orto-nor-
mado) de vectores de umespaco de HILBERT,

a série

(6. 5) e, + e, + ceet+ g + oo
e a série de termos  positivos

(6. 6) et '+ e, P+.-.+ e, P+.
*a0 da mesma  natureza.

Demonstracao. Designemos por s, e <r,
as somas dos n primeiros termos das séries
(6. O)e (6. 6), respectivamente. Namétrica do
espaco de HILBERT considerado aprimeira série
serd convergente desde que ||s, —s, \< yo

ou ls—s, |F< o para n> m> N($); mas:

2*

\\k—m-+|
\ m n

2 ))2e'): 2 2 (*»0;

k=rn-\I i=m+1 / k=m+l i=m+i
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e como (e ,eN)= 0 para k=fi,
n n
—*m|l'= 2 (“fec>*)= 2  II'*H'='n — °m\
fc=r» +| Jfc=7»+1
esta Ultima igualdade mostra que as séries

(6. O)e (6. 6) sdo da mesma natureza, como
desejavamos concluir.
Finalmente,

TEOREMA D.
orto-normado  séo

Os vectores de um sistema
linearmente independentes.

Demonstracéo. Se \e\ é um sistema orto-
-normado de vectores de um espago deHIL-
BERT, qualquer que seja n a relagdo

6. 7) 2 »ke = 0

s6 pode ter a solugdo trivial « = 0
(k =1,2,¢¢,n); pois se um dos a, for
diferente de zero, por exemplo <x-i=f=0,

multiplicando (6. 7) escalarmente por eivinha:

n Ti
. =%k =a<
o= 23* (* >0 —2
k=\ k=1

0 que 6 impossivel.

7. Aproximacdo linear nos espagos li-
neares normados-

Seja E um espago linear normado, defi-
nido sobre ura corpo f, e considerem-se o0s
m vectores linearmente independentes de E

x(k = 1,2, eo+, m)

que geram a variedade linear VczE, cons-
tituida por vectores que se podem escrever
na forma

(7. 1)
com os a.ef.

Sendo dado um vector y e E -——V (que néo
é possivel exprimir linearmente em fungdo
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dos x), pode-se pbr a questdo de saber
qual seja, entre os vectores (7. 1) da varie-
dade V, aquele que esta a minima distancia
de y, isto 6, por o problema da determina-
cdo dos coeficientes a.. de modo que

(7.2) *(»,.)- ax,

seja minima. Se existir ura vector X,
condigdes,

nestas
diremos que ele 6 o polinébmio de

melhor aproximacdo de y em V (*), ou que é
a projeccdo de y na variedade V:
(7. 3)]l;r, -y\\= min 2%&5* y

k=\
O problema a resolver consiste, portanto,

em tornar minima a funcdo dos parame-
tros OL,:
>(a, ,**+,a.) = ax,
y_ 2""***
Notaremos, em primeiro lugar, que ¢ 6

uma func¢do continua, dos <x,; tem-se

[? » oo

y

e como a identidade

M o O Atkxi: (g/— >k ’3§1+ 2 edral*)xll

,*'m) — ? («1, ---,*m)\ =

, - D

23*05*

1

(*) Ovector x, € um polinémio em x(k =1,2,--+,m)
e coeficientes no corpo f; dai a designacdo. Conf.I.
SINGER, «Propriétati ale suprafetei sferei unitate si
aplicatii la resolvarea problemei unicitatii polinomu-
lui de cea mai buna aproximatie in spatii BAHACK
oarecare», Studii  si cercetari mat., Vol. 1 (1956),
p. 95 ess.
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da, por aplicacdo derc), 8§ 4:

m

y—2

Xk #LZ&
2 (K —

fica

s (@i e, X')—9(a,,***,a,)
<2 ~*l*><k<2 Xk
2~
ou ainda

*O'l ,e0e ««)— @ (oti,**-,0»)

2

0 que estabelece a continuidade da fun¢do 9,
De maneira andloga se mostraria que

< moro;

0I5 e 1emy = DK

¢ uma fung¢do continua dos seus argumentos.
Assim, na superficie esférica de equacéo
m

2 la*l* =
1

limitado de um espa¢o euclidiano com m
dimensdes, ~ admitird& um minimo u.> 0
(visto serem linearmente independentes o0s

m
2 al gk =

1, que é um conjunto fechado e

Xk e a relacéo 0 néo admitir se-
1
ndo a solucdo trivial).

Posto isto podemos estabelecer o seguinte

TEOREMA DE EXISTENCIA.
vector y 6 E, n&o pertencente

Considerado o]
a variedade V
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de base jXi,ees,Xx, j, existe em V pelo me-
nos um vector a minima distdncia de y. Se
a norma do espaco ¢é forte, esse vector € Unico.

Demonstracao. Retome-se a funcdo 9,
ndo negativa, e seja } >0 o seu limite infe-
rior ; vamos maostrar que é possivel determi-
nar uma esfera SR

21 1=+

de raio tal que no exterior dela seja sempre

<f(*i,000,«»)> 1+ Xe

Seja H?= —(1 + J+
[§
mos 0s pontos de coordenadas (|ail, ** *,|tx,\)

e considere-

exteriores a Sn, isto é, tais que

21« |?>1? = ~(i+ >+ (|20,

Da relacéo
m m
2 eyt 2
tira-se

2(<*, 000, a,)= 2"-ka—y >| 2aiic*-|W|

1 n I

o v j2f V I

como se tem:

<*k

VI
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e 4 atinge na superficie da esfera 21°*1*

0 minimo p, segue-se que

-«t?'-U'- - N

assim, no exterior da esfera S, os valores

de s satisfazem a desigualdade

yeee «»)>-(1 + X+ |l[yH« 1+ 7.
r

Deste modo, o limite inferior ). da funcdo
<aé o seu limite inferior no dominio fechado
e limitado

e como a funcdo f é ai continua, segue-se
que "ké um minimo, isto é, existe pelo me-
nos um ponto (a", -+, 04) onde se tem

1= min<®¥(a,, ***,0u)= @ @?,**af) =

(7. 4) 2 <Ax, —y

0s vectores nestas condigdes

m
A= 2%N*E V

(7. °5)

ddo o polinémio de melhor aproximacdo de
y em V, e a primeira parte do teorema fica
demonstrada.

Provaremos agora que, se a norma do
espago E considerado é forte, o vector xo
nas condi¢des de (7.5) é Unico. Suponhamos
que existia em V um outro vector x' nas
mesmas condicdes, isto é, tal que

= min(«,, sos,«o) — ,
a* 2atxk—y
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para o vector de F com as componentes

ter-se-ia : X e

2a? -y !
i

Xk —Y

Z’ycx\c—y =X

donde :

m Vv /' M \
2&_y\+(2’***7y)
M m

Z*TBk—y Za*«z;f #

mas sendo a norma do espago forte, esta
igualdade so é possivel quando

» /" \
X
2*ZXk—y—a/2 kK —Y);
ora se a 1, tira-se da ultima igualdade

m

(i-«)i, = 2(<<'|' B )

que da y como combinagdo linear dos Xu,

ou seja yevV, contrariamente a hipotese;
tem, pois, de ser a = 1, e neste caso ficaria
m

2(@* —a'*)»* = 0, equacgdo que, em virtude
i

de serem os Xk linearmente independentes,
s6 tem a solucdo trivial a’.—a\ = 0
(k= 1,¢ee,m). Portanto: é x, = x', e 0
vector (7. 4) é Unico. O teorema fica assim
completamente demonstrado (*).

(*) Confr. N. L Ahcieser, Vorlesungen ilber Approxi-
mationt-theorie, Berlin, 1953, pag. 10-12, e L. A.
Ljusternik —W. | Sobolew, Etemente der Funktio-
nalanalysis, Berlin, 1955, pag. 78-81.

(Continua no préximo namero)
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TRIBUNA

Uma deducéo
das equacdes

por Pedro

Conica é o lugar geométrico dos pontos
P cujas distancias a um ponto fixo F {foco)
e uma recta d, também fixa, {directriz) estédo
numa razdo constante e, {excentricidade).

Tomemos um referencial ortogonal com
X X passando por F  perpendicularmente
a d.

Seja ¢ a abscissa do foco e y = m a equa-

cdao da directriz. Por definicdo de conica,
tem-se :
P~F _V{x - o +y _
PD \m — x\
donde
x-c)y+y =¢em_ . f
X —2cX + ¢C'+y —em —2e mx + ex

(1) (1 —e)x-2{c — em)x+y*=e'm'—c’

elementar

R. de
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o LEITOR

da forma canonica
das conicas
Almeida

Conforme for e< 1,e>1 ou e= 1, assim
se tem uma elipse, uma hipérbole, ou uma
parabola.

1) Elipse 0< 1, 1—e >0.
Escolhamos m de modo a anular o termo
em X: c—em =0 ou m=

A equagdo da directriz 6 y = —,

e
Entao (1) torna-se :

211 A

(2) 1-e)x +y = ° ’
o

A curva corta os eixos nos pontos
D A © VI «* A
Jronao — = a e =5, a equacdo

(2) toma a forma:
{vértices da curva).

o’ 62

que é a equacdo candnica da elipse.

De — >-=h’ e —a, tira-se: a-c=b’
e e
R c cL
ou <z_e2”n.2, como —=— e «<1, tem-se:
e e

— > a > c¢. Entdo a posicdo relativa de F,
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A, e d ¢é aindicada na figura. E como c e
a se acompanham em sinal, ao vértice Al,
simétrico de A com respeito a origem,
corresponde um foco F (—c,0) e uma direc-

triz d'= x = —, simétricos 4e F e d com
e
respeito a origem.
2) Hipérbole e> 1, ee—1< 0.

Procedendo como anteriormente, (1) torna-se:

(2 _ 12 £  -¢9Q9-1)

ou , c2(e2-1)
(«9— 1)aa —32 =

A curva corta OX nos pontos

e OY nos pontos imaginarios

(vértices da curva).

> J ° cre’ 1 ,

rondo ——a e =o,

e e
a equacgdo da curva toma a forma:
-1
(o} 02
Recomendacéao

Conferéncia Internacional

A Conferéncia Internacional da Instrugdo Publica,
convocada para Genebra, pela Organifagdo das Na-
¢des Unidas para a educacédo, para a ciéncia ecultura,
e pela Junta Internacional da Educagédo, tendo-se af
reunido em 9 de Julho de 1956, na sua 19.* sesséo,
adopta, a 17 de Julho de 1956, a recomendagédo se-
guinte :

A Conferéncia:

Considerando que a mateméatica teve sempre um
valor cultural e pratico indiscutivel e uma funcéo
importante no desenvolvimento cientifico, técnico e
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que é a equacdo canonica de hipérbole com o

eixo real ou transverso segundo O X.
2(.2 _ i
De — —~N=0%"tira-se ¢’ —a’'= 62 ,,
i c ot
cc=a+i1°’ecomo —= —e e> 1, tem-
el e

-se —< a< c. Entdo a posicdo relativa de
e
d, A e F nao é representada na figura, fi-
cando d a esquerda de i e F a direita.
3) Pardbola e= 1.
A equacdo (1) torna-se:

—2(Cc—mXxX +y = m —c’
Escolhamos m de modo que m*—c* = 0 ou
m=+c. Para c=m vem $ =0 que é a
equacao de duas rectas coincidentes com ()X,
caso particular da pardbola. Para m =* —c,
vem :

?F = 4mx ou, pondo 2m=p

y. —2p X
que é a equagdo candnica da parabola.
Entdo tem-se: F~-,0j) e d=x=—£

A origem dos eixos é um ponto da curva; 0
precisamente o seu vértice.

n.°43 da

da Instrucao Pablica
econémico e, em particular, que a nossa época apre-
senta uma conjuntura matematica sem precedente na
historia ;

Considerando que a formacdo matemadatica é um
bem e um direito para todo o ser humano, quaisquer
gue sejam a sua raga, O seu sexo, a sua condigdo e as
suas actividades ;

Considerando que, para assegurar O progresso e a
prosperidade dos povos, a elevacdo do nivel mateméa-
tico geral deve acompanhar o desenvolvimento técnico
e cientifico superior ;
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Considerando que as diversas civilizagdes desem-
penharam um papel na criacdo e desenvolvimento da
matematica ;

Considerando que a psicologia reconhece que todo
o ser humano é capaz de uma certa actividade mate-
matica e que, particularmente, ndo ha nenhuma razéo
para crer que as raparigas sao menos aptas que 0s
rapazes para estudar a matematica ;

Considerando que a pedagogia da matematica se
torna cada dia mais cientifica e mais eficaz;

Considerando que héa razdes para dar um prolonga-
mento a Recomendacgdo n.° 31,respeitante a iniciacgdo
mateméatica na escola priméaria, adoptada pela 16.*
Conferéncia Internacional da Instrugcdo PUblica;

Submete aos Ministérios da Instrugdo Publica dos
diferentes paises a recomendagdo seguinte :

Objectivos do ensino da matematica

1 —No decurso dos estudos secundarios, quer
técnicos quer de formacdo geral, convém atingir, na
mais larga medida possivel, os fins educativos do
ensino da matematica que dizem respeito as fungdes
intelectuais e a formacdo do caracter. Esses fins
resultam dos progressos da légica em accdo (reflectir,
analisar, abstrair, esquematizar, raciocinar dedutiva-
mente, generalizar, especializar, aplicar, criticar,
etc.); das qualidades racionais do pensamento e da
sua expressdo (ordem, precisdo, clareza, concisédo,
etc.) ; do espirito de observacdo ; das concepcoOes
especiais e quantitativas; da intuicdo e da imagina-
¢do do dominio abstracto ; do desenvolvimento da
atencdo e do poder de concentracdo; da aquisigdo da
perseveran¢ga e do habito do trabalho ordenado e,
enfim, da formacdo do espirito cientifico (objectivi-
dade, probidade intelectual, gosto da pesquisa, etc.) ;

2 — As operagdes de ordem pratica, a adaptacgdo
ao meio natural e a necessidade de compreender o0s
problemas que suscita a vida técnica, econdmica e
social exigem cada vez mais conhecimentos matemé-
ticos correntes (calculo, geometria usual, representa-
¢des geométricas, féormulas, equacdes, fungdes, tabuas,
e graficos). Estas nogdes e meios fundamentais inter-
vém também num numero crescente de profissdes ;

3 — A mateméatica e o estilo de pensamento que
lhe é peculiar devem ser considerados como um ele-
mento essencial da cultura geral do homem moderno,
mesmo que ele ndo desempenhe uma actividade
cientifica ou técnica.

E de desejar que o ensino da mateméatica, em
estreita ligagdo com o ensino de outras disciplinas,
conduza os alunos a compreender a funcdo que de-
sempenha a matematica nas concepgdes cientificas e
filoséficas do mundo actual;
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4 — Um dos fins principais do curso adiantado de
matematica nos Gltimos anos do ensino secundario
deve ser a preparacdo para os estudos superiores
cientificos ou técnicos cuja base matematica aumenta
dia a dia.

Lugar da matematica

5 —0 ensino da matematica, obrigatério nas dife-
rentes classes do ciclo inferior das escolas secundarias,
deve dispor de um nimero de horas adequado;

6 — No ciclo superior das secgdes cientificas, o
curso de mateméatica deve beneficiar de um horario
amplo ;

7 —E de desejar que os alunos que manifestam
disposicdes especiais para os estudos cientificos
tenham a possibilidade de seguir um ensino mais
desenvolvido e que possam dedicar-se a estudos
complementares pessoais ;

8 — Nos paises em que o ensino da mateméatica ndo
figura a titulo obrigatdrio em certas s>-,ccbes (seccgdes
literarias, por exemplo), um ensino de matemaética
com tendéncia cultural, de preferéncia a pura técnica
matematica, deveria ser organizado, pelo menos a
titulo facultativo ;

9 — A importancia atribuida a matemética, por
ocasido da apreciagdo dos resultados dos alunos,
qualquer que seja a maneira de a exprimir, deve ser
proporcional ao valor que é reconhecido a esta disci-
plina. Quando esta é obrigatdria, e especialmente em
secgOes cientificas, ela devera ser considerada como
uma das disciplinas principais, designadamente na
altura das passagens de classe e da atribuicdo dos
certificados de fim de curso.

Programas

10 — O programa de mateméatica de uma secgdo
determinada da escola secundaria deve estar de har-
monia com os fins gerais do ensino deste ramo e com
os objectivos particulares da seccéo;

11 — Os programas serdo mantidos em dia e adap-
tados aos progressos das ciéncias e as necessidades
da técnica e da vida modernas, sacrificando questdes
antiquadas. Tomar-se-4 particularmente em conside-
racdo o facto de que, para elevar o nivel dos progra-
mas das classes superiores, certos paises introduziram
a geometria analitica, o calculo infinitesimal, a
estatistica e as probabilidades e concedem uma
importdncia ao estudo das fungdes e dos vectores,
assim como as aplicag6es da matematica.

12 — A dificuldade e a extensdo das matérias a
ensinar estardo em relacdo com a idade mental média
correspondente a cada classe e com os interesses e as



33

necessidades dos alunos. Se convém dar aos individuos
dotados para a matematica complementos, é preciso
evitar provocar o desalento dos alunos fracos impondo-
-lhes matérias cuja complexidade ultrapassa os seus
recursos intelectuais;

13 —Convém estabelecer os planos de estudo de
maneira a organizar o ensino da mateméatica a volta
de unidades funcionaisque coordenem os seus diver-
sos ramos, embora destacando as noc¢des gerais;

14 — Nesta ordem de ideias, é de desejar determinar,
por ensaios pedagdgicos realizados sem preconceitos”
em que me lida as estruturas amplamente polivalentes
da mateméatica moderna podem servir para melhorar
0 ensino secundario;

15 — Seria desejavel que os professores tivessem
uma certa liberdade de iniciativa para prolongar
eventualmente os programas-base por complementos
facultativos.

Métodos

16 — Quando sdo dadas directivas metodologicas,
convém que elas sejam conselhos e sugestdes tenden-
tus a conformar o ensino ao mesmo tempo com o
progresso da psicologia da inteligéncia e da peda-
gogia da matemdatica c¢c com a natureza e uso da
matematica, ciéncia tedrica que tem uma origem
ligada ao real e um alcance eficaz na nossa acgdo
sobre ele;

17 — Tudo deve ser posto para estimular e favo-
recer no aluno a aprendizagem activa da matematica
por uma participacdo pessoal tdo vasta quanto pos-
sivel na sua elaboracéo ;

18 — E necesséario :

a) despertar e manter o interesse dos alunos tanto
pela matemdatica em si mesma como pelas suas
aplicacdes ;

6) estar atento a marcha do pensamento matemaéa-
tico juvenil;

c) adaptar o ensino as capacidades individuais e a
evolucdo mental dos alunos e diferencia-lo sucessiva-
mente segundo o seu destino ;

19 — E preciso :

0) partir tanto quanto possivel do concreto para
chegar ao abstracto sobretudo nas classes inferiores,
e, cada vez que isso se mostre vantajoso, apelar para
a experimentacdo real, figurada ou imaginada, para
sugerir a definicdo ou a demonstragéo ;

6) ter em conta que o conhecimento matematico
nasce e desenvolve-se pela interiorizacdo das acc¢des
concretas e pela organizacdo dos esquemas ope-
ratorios ;

c) aproveitar questdes suscitadas pelas situagdes
concretas, ndo somente para mostrar a importancia
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pratica da matemadtica, mas sobretudo para motivar
desenvolvimentos teéricos ;

20 —Importa :

a) conduzir o aluno a formular as noc¢des e a desco-
brir as relacdes e as propriedades mateméaticas, em
vez de lhe impor um pensamento adulto completa-
mente elaborado ;

b) assegurar a aquisicdo das nogdes e dos processos
operatdérios antes de apresentar o formalismo ;

c¢) ndo confiar ao automatismo sendo as operagdes
assimiladas ;

21 —E indispensavel:

a) fazer adquirir primeiramente ao aluno a expe-
riéncia dos seres e das relacdes matematicas e inicia-lo,
em seguida, no raciocinio dedutivo;

é) alargar progressivamente a construcdo dedutiva
da matemaética ;

c¢) ensinar a por problemas, a buscar
explorar e apreciar os resultados ;

d) conceder a preferéncia a investigacdo heuristica
das questdes e ndoa exposi¢cdo doutrinal dos teoremas;

e) fazer tomar consciéncia da estrutura duma teoria
hipotético-dedutiva em que, sobre a base dos postu-
lados, os teoremas s&do construidos por demonstragdes
e os termos novos introduzidos por defini¢des, de
maneira a chegar a uma exposi¢cdo l6gica dedutiva
da matéria estudada ;

22 — E preciso :

a) estudar os erros dos alunos e ver neles um meio
de conhecer o seu pensamento matemaético ;

b) conduzir a pratica do controle pessoal
auto-correcgdo ;

c¢) dar o sentido da aproximacdo, da ordem da
grandeza e da verosimilhanca dos resultados ;

d) dar a prioridade a reflexdo e ao raciocinio, de
preferéncia ao «adestramento» e ao «decor», e limitar
o papel da memoéria a fixagdo dos resultados funda-
mentais ;

e) propor assuntos de exame que exijam mais for-
magdo matematica que preparac¢do intensiva;

23 —Importa :

a) encorajar os modos de expressao pessoais, mesmo
aproximados, e melhora-los gradualmente;

6) levar o aluno a precisdo e ao rigor pelas neces-
sidades de uma comunicacdo eficazcom outrem e uma
exigéncia de clareza do seu préprio pensamento ;

r) favorecer a pesquisa e a iniciativa individuais
tanto como o trabalho de equipa ;

d) aumentar o nimero de alunos que se interessem
pela mateméatica e contribuir para desenvolver a sua
formacdo e os seus conhecimentos organizando cir-
culos, conferéncias, competicdes e outras manifesta-
¢0es de caracter facultativo e difundindo livros e
revistas que lhes sejam acessiveis;

dados, a

e da
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24 —E indispensavel:

a) sublinhar a unidade intrinseca da matemaética,
ndo lhe separar os ramos e relacionar os diveisoB
métodos de resolucdo duma questdo dada;

b) indicar as etapas importantes da histéria das
nocdes e das teorias mateméaticas estudadas ;

25 —E necessario :

a) manter a coordenagcdo da matemdatica com as
ciéncias que dela fazem uso;

0) tirar partido das exigéncias do pensamento
matematico para aumentar a precisdo, a clareza e a
concisdo da linguagem;

¢) manter o contacto da mateméatica com a vida real.

Materiel didactico

26 —A evolucdo da metodologia da matematica
exige uma adaptagdo dos manuais. Ao lado dos livros
de iniciacdo na mateméatica que permitem o acesso
progressivo as noc¢des abstractas, o aluno devera
poder dispor de obras de revisdo, em que as matérias
adquiridas sdo retomadas e organizadas num plano
mais elevado. Deverdo ser postas a disposicdo de
cada um, nas bibliotecas de turma, obras de refe-
réncia, de complemento e de vulgarizacdo, revistas,
etc..

Essa documentacdo serd adaptada aos objectivos
das diferentes seccdes e respeitard, para cada uma
delas, a dosagem entre o ponto de vista pratico, as
necessidades técnicas, os desenvolvimentos tedricos e
a preocupacédo cultural ;

27 — Desempenhando os auxiliares audio-visuais
os modelos mateméaticos concretos (tirados da vida
corrente, construidos pelos alunos ou pelos professores
ou ainda fabricados por firmas comerciais), um lugar
cada vez mais importante no ensino, convém tirar
partido do seu uso para fazer adquirir activamente,
pelos alunos, as abstracg6es matematicas.

Pessoal docente

28 — Em matematica, mais talvez que noutras
disciplinas, o papel do professor é primordial. O re-
crutamento, a formacédo e o aperfeicoamento dos pro-
fessores de matemdatica devera ser objecto duma
atencdo e duma solicitude particulares da parte das
autoridades responsaveis pela educacédo dajuventude ;

29 — Os professores encarregados de ensinar a
mateméatica nas escolas secundéarias devem ter uma
formacdo matematica dum nivel nitidamente superior
ao do seu ensino. Essa formacdo deve comportar ndo
s6 o estudo da matematica tedrica, mas uma parte de
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matematica aplicada, a histéria geral do pensamento
matematico, a prépria metodologia da ciéncia mate-
matica e o estudo da mateméatica elementar conside-
rada dum ponto de vista superior ;

30 — Uma preparagdo pedagdgica e psicologica
adequada deve ser o complemento indispensavel da
formagdo mateméatica do professor e inspirar-se num
conhecimento claro e bastante profundodos objectivos
gerais e dos principios da educagdo humana. Essa
preparacdo deve incidir sobre a evolugdo estrutural
da inteligéncia em relagcdo com a elaboracdo do pen-
samento mateméatico. Ela dard um lugar as relacdes
do concreto e do abstracto, de forma a situar a meto-
dologia dos modelos no ensino matemético.

O futuro professor sera encaminhado a observacéao
e a experimentacdo em matéria de pedagogia mate-
mética. Acima de tudo, devera ser-lhe despertado o
interesse pelos adolescentes e pelas suas aspiragoes,
afim de que ele possa ser o animador e o guia da
juventude ;

31 —Convém velar para que todos os alunos das
classes inferiores e os alunos menos dotados das
classes superiores tenham bons mestres ;

32 —E preciso que o professor de matematica em
exercicio possa estar a par ao mesmo tempo da evo-
lucdo moderna das ciéncias mateméaticas tedricas, das
aplicagfes actuais importantes da matematica e dos
progressos recentes da didactica da sua disciplina.

E de desejar que sejam tomadas medidas com vista
a facilitar o aperfeicoamento dos professores : confe-
réncias, cursos de férias, seminarios, grupos de traba-
lho, estagios, publicagdes, etc. ;

33 — As sugestdes de inspectores especializados ou
de conselheiros pedagégicos e o exemplo do trabalho
de professores experimentados sdo meios excelentes
para aumentar o rendimento do ensino ;

34 — 0 professor de mateméatica deve gozar, na
sociedade moderna, da consideracdo e da categoria
social a que lhe dao direito a sua formacédo cientifica
e a sua missdo de educador ;

35 — Visto que em todos os paises um ensino ade-
quado da mateméatica é um elemento essencial da
educacdo, importa assegurar o recrutamento dum
nimero suficiente de professores competentes, tanto
mais que estd nisso uma condi¢cdo para o desenvolvi-
mento cientifico, técnico, econémico e social de todos
0S poVvos.

Colaboracédo internacional

Os Governos e os organismos culturais ou educa-
tivos internacionais, tais como a Unesco, a Junta
Internacional da Educagdo, a Comissdo Internacional
do Ensino da Mateméatica, a Comissdo Internacional
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para o Estudo e Melhoramento do Ensino da Mate-
matica, devem favorecer, por todos os meios (publi-
cacdes, conferéncias, reunifes, exposicdes, viagens de
estudo e estagios no estrangeiro, etc.)o intercambio
internacional das ideias, dos trabalhos, das pesquisas

MOVIMENTO

DR. JOAO
No dia 1 9de Outubro faleceu numa clinica de
Paris, o Dr. JOAO JOSE LOPES FARINHA, membro do
corpo redactorial da Gazeta de Matemitica — e ele-
mento de primeiro plano no nosso reduzido quadro de
investigadores e professores de Matematica.

JOAO FARINHA licenciou-se na Universidade de
Coimbra, com distingdo, em 1934.0Os seus méritos
ficaram inaproveitados durante muitos anos, em que

a suaactividade se limitou ao ensino médio em varios
colégios particulares daquela cidade. S6 em 1950 a
Faculdade de Ciéncias de Coimbra o chamou para
ocupar um lugar de segundo assistente, queviria a
oferecer-lhe aoportunidade de se dedicar, com desvelo
e sentido das responsabilidades, a investigagdo cien-
tifica. Do seu labor neste campo deuprovas na disser,
tacdo de doutoramento (1954), sobre a convergéncia
de fraccbes continuas, e em cerca de umadezena de
trabalhos originais publicados em diversas revistas

Mas ao lado das suas qualidades de investigador
probo e arguto, realgaram em JOAO FARINHA dons
pouco vulgares de professor —com uma exposigdo ali-
ciante, bomsenso na maneira de a conduzir, e uma
vigilante atencdo naorganizagdo dosseus cursos. As
licées do curso de «Probabilidades, Erros e Estatis-
tica» sdomodelares, e bem mereciam ser editadas;
porque se umlivro ndo pode, nafrieza das suas pagi-
nas, transmitir o entusiasmo e o calor humano com
que JOAO FARINHA fazia as suas aulas, poderad ao
menos revelar comque exemplar atencdo as escolhia
e preparava.

A morte surpreendeu-o prematuramente quando”®
beneficiando de uma bolsa da Fundagdo CALOUSTE
GULBENKIAN, se especializava em Mecéanica Quéntica,
no Instituto HENRI POINCARE. Como seu desapareci-
mento perde a Faculdade de Ciéncias de Coimbraum
dos seus colaboradores de maior préstimo. Masda
vaga quedeixou em aberto ndo sofre apenas a Escola
gue serviu : sentimo-lo todos os que a valorizacdo do

JOSE LOPES
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e dos resultados obtidos noensino da matematica,
a fim de que a juventude de todo o Mundo possa
beneficiar o mais cedo possivel dasexperiéncias e dos
progressos realizados pelos professores de todos os
paises.

MATEMATICO

FARINHA

Estudo da Matematica temos procurado dar,na me-
dida das,nossas possibilidades, o melhor dos nossos
esforgos.

Registo bibliografico

Na Gazeta de Matematica
RINHA os seguintes trabalhos:

«O teorema dos residuos e o calculo da soma de
N.° 44-45 (1950), pag.15.

«Sobre umcaso de convergéncia de fracgfes conti-
nuas de elementos complexos», N.°50(1951), padg.81.

Eis os titulos dos restantes trabalhos publicados
pelo Dr. JOAO FARINHA:

Exercicios  de Algebra e Geometria Analitica  (de cola-
boracdo com Luis ALBUQUERQUE), Coimbra,1946.

publicou o Dr. JoAo FA-

uma série»,

Exercicios de Geometria  Descritiva (ldem), Coim-
bra, 1951.
Sobre a convergéncia de fracgbes continuas de ele-

mentos complexos (Tese), Coimbra, 1953.

«Sobre dois teoremas de l'INCHERLE», Rev. da Fac.
Cien. de Coimbra, 21(1952), pag. 161.

«Sur les limites des zéros d'unpolyndome», Rev. da
Fac. Cienc de Lisboa, 2.*série, A,3 (1953),181.

«Fracgfes continuas ascendentes periddicas», Rev.
da Fac. Cienc. de Coimbra, 22(1953), 110.

«Sur la convergence de 4>aj/l», Port.
(1954),145.

«Quelques propositions concernant les zéros d'un
polynéme», Rev. da Fac. Cienc. de Lisboa, 2.* série,
A, 4 (1954-55), 187.

«Sur la moyenne arithmétique», Rev.da Fac. Cienc
de Coimbra, 23 (1954), 14.

«Une condition de convergence»,
«Sur la probabilité
états», lbidem, péag. 21.
«Sobre o valor preferivel de umasérie de observa-

Math. 1 3

Ibidem, péag.17.
maximum d'accord de deux

¢des» (comunicagdo). Assoc. Port, para o  Progresso
das Ciéncias. XXIIl ~ Congresso  Luso-Espankol — Coim-
bra, 1956, vol.lll, pag.41. L. A.
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CICLO ANUAL DE CONFERENCIAS DO

A iniciar o ciclo anual de conferéncias do Liceu
PEDRO NUNES, O professor efectivo do mesmo liceu
Dr. JOSE JORGE GONGALVES CALADO pronunciou a 19 de
Novembro Gltimo uma licdo intitulada «Sobre o En-
sino das Mateméaticas Elementares».

Servindo-se da sua prosa agradavel, diccdo fluente,
vastos conhecimentos mateméaticos e larga experién-
cia pedago6gica, o Prof. CALADO focou principalmente
dois aspectos gerais relacionados com o ensino das
matematicas: «o problema do recrutamento de profes-
sores de mateméatica, por um lado; e o problema da
formacdo de largas «equipes» de mateméaticos, solici-
tadas insistentemente, e cada vez mais, por variados
sectores da Administragcdo, quer publica, quer priva-
da, por outro».

Quanto a primeira questdo, verifica o Prof. CALADO
que ela «constitue um problema inquietante e nacio-
nal que urge resolver, fazendo uma revisdo dos méto-
dos de recrutamento e de preparacgdo cientifica dos
professores do ensino liceal, no sentido de a actuali-
zar».

O ensino das matematicas - seja qual foroseu grau
— deve subordinar-se a duas espécies de exigéncias:
de conteddo (programa) e de forma (método) e estes
devem ser condicionados por forma que verifiquem
os trés axiomas seguintes:

1) O ?>0ss0 ensino  deve
espirito  da ciéncia
Qualquer  que seja
sempre decorrer  ao
sos  alunos.

O acto de aprender,
e ndo um acto meramente

vizar a iniciar os alunos no
contemporanea.
0 seu grau, O ensino deve

nivel da evidéncia dos nos-

)

deve ser um acto criador e
receptivo.

1)

O PRIMEIRO COLOQU

Sob o patrocinio do Conselho Nacional de Pesqui-
sas (CNPq) e da Campanha Nacional de Aperfeigoa-
mento do Pessoal de Nivel Superior (CAPES) reali-
zou-se em Julho de 1957 em Pogos de Caldas, Minas
Gerais, o primeiro coléquio brasileiro de matematica,
promovido por um grupo de professores e pesquisado-
res de varias universidades e centros de estudos ma-
tematicos dentre os quais o Instituto de Matematica
Pura e Aplicada do CNPq. Durante 20 dias estiveram
reunidos cerca de 50 mateméticos num ambiente de
trabalho e cooperacdo ; muito deve o éxito do con-
gresso ao entusiasmo do coordenador Prof. CHAIM S.

(0]
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LICEU NORMAL DE PEDRO NUNES

Quanto a actualizacdo, o Prof. CALADO preconiza
que o ensino liceal seja impregnado do espirito das
matematicas modernas ; nesse sentido expde, em ter-
mos acessiveis a alunos do 7." ano, os conceitos fun-
damentais e introdutérios a Algebra: operagdo algé-
brica, estrutura algébrica, e estrutura de grupo, dos
quais da varios e sugestivos exemplos.

Conclue que «carecemos em muitos casos, de actua-
lizar a nossa cultura cientifica (envolvendo neste
vocabulo a prépria pedagogia) pois s6 assim criare-
mos as condigBes que possibilitam a renovagdo do
ensino em termos de o tornar compativel com os nos-
sos axiomas iniciais», e solicita ao Ministro da Edu-
cacdo Nacional

a) actualizagcdo dos problemas de matemética dos
cursos complementares, de acordo com o axiomal)
6 horas semanais para o ensino da matematica
Nnos mesmos Ccursos

a instituicdo nos Liceus Normais de cursos ou
coléquios de iniciagdo a Algebra da Lodgica,
Fundamentos da Matematica e Algebra Moderna
que tais cursos sejam de frequéncia obrigatéria
aoB estagiarios do 8.° grupo e facultados aos
professores de matematica e fisica

que as licdes proferidas sejam publicadas e dis-
tribuidas gratuitamente aos professores do 8.
grupo que as solicitem.

b)

c)

d)

e)

A Redaccdo da «Gazeta de Matemética» felicitavi-
vamente o Liceu PEDRO NUNES e o Prof. Dr. CALADO,
seu ilustre colaborador pela actualidade dos proble-
mas tratados e forma como foram abordados.

BRASILEIRO DE MATEMATICA

HONIO, jovem matematico brasileiro, professor da Uni-
versidade de Sdo Paulo.

Foram atingidos os objectivosdo coldquio: propor-
cionar o contacto entre os pesquisadores e 0s que se
iniciam na investigagcdo da Mateméatica Moderna e
estabelecer colaboracdo entre varios centros de estu-
dos mateméaticos do Brasil (Porto Alegre, S. Paulo,
S. Carlos, S. José dos Campos, Belo Horizonte, Re-
cife, Fortaleza, etc.).

Além de conferéncias cientificas e de outras sessdes
de trabalho, realizaran -se os cursos: 1) Introducdo a
Geometria Diferencial e 4 Algebra Multilinear e Va-
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riedadts Diferenciaveis (Profs. ANTONIO RODHIOUBS,
ALEXANDRE A. MARTINS RODRIGUES, MAURICIO MATOS
PEIXOTO e CHAIM SAMUEL HONIG) ; 2) Teoria dos NuUme-
ros Algébricos o Teoria dos ldeais (Profs FERNANDO
FURQUIM DE ALMEIDA, LUIZ H.JACY MONTEIRO e PAULO
RIBEMBOIM); 3) Introducdo a Anéalise Funcional—Es-
pacos Vectoriais Topol6gicos, Funcionais Analiticas e
Teoria das Distribuigdes — (Profs. CANDIDO DA SILVA
DIAS, A. PEREIRA GOMES, DOMINGOS PIZANELLI, JOSE
BARROS NETO e NELSON ONUCHIU) O 4) Introdugdo a
Topologia Algébrica (Profs. C. B.DELYRA, ALEXAN-
DRE A. MARTINS RODRIGUES). Estes cursos foram redi-
gidos, mimeografados e distribuidos aos participantes
no inicio dareunido o quepermitiu serem realizados
nas melhores condigbes. Tiveram também lugar os
dois cursos especializados: Complex Homogeneous

REUNION

De 12a19de Setembro de 1957 teve lugar em Nice
a «Réunion des Mathématiciens d'Expression Latine»,
cujos trabalhos se distribuiram pelos seguintes domi-
nios: 1)geometria diferencial etopologia; 2) algebra
e geometria algébrica; 3) equagdes em derivadas
parciais ; 4)probabilidades e fisica matematica. As
conferéncias proferidas foram as seguintes:

ADEM (JOSE) — Operaciones
superior.

ECKMANN (BENO) — Jlomotopie et

GAETA (F.) —Sur le calcul effectif

cohomor/icas de ordem

dualité.

de la forme  asso-

ciée a l'intersection de deux cycles enfonction de celles
des sécants et questions qui s'y  rattachent.

GILLIB (PAUL) — Propriétés et existence des solutions
de certaines classes d'équations  du type elliptique.

MIRANDA (CARLO) —Alcuni aspectti delia teoria  délie
equazioni ellittiche.

SEGRE (BENIAMINO) —liecenti prospettive  nella  teoria
délie corrispondenze.

LIONS (JACQUES) — Equations  différentielles a  coeffi-

cients opérateurs non bornés.

PROF. GOTTFRIED

Foi nomeado Presidente da Sociedade Aleméd de
Matematica o Prof. GOTTFRIED KOTHE, que,em 1954,
a convite do Instituto de Alta Cultura, esteve em
Lisboa prestando a sua valiosa colaboragdo ao Cen-
tro de Estudos Mateméticos, com umasérie de confe-

DESMATHEMATICIENS D'EXPRESSION
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Spaces pelo Prof. MORIKUMI GOTO da Universidade de
Toéquio eVariétés Feuilletées pelo Prof. GEORGES REEB
da Universidade de Grenoble.

A oragcdo de encerramento do coldquio, foi preferi-
da pelo nosso colaborador Prof. A.PEREIRA GOMES,
um doscomponentes da Comissdo Organizadora eque
representou o Instituto de Fisica e Matematica da
Universidade do Recife.

A realizacdo do coléquio é um acontecimento bem
digno de nota e é desnecessario frizar a importancia
para o futuro do desenvolvimento dos estudos mate-
maticos no Brasil e da investigagdo neste campo.
Estd previsto novo coléquio dentro de 2 anos sendo
ampliado o dominio dos assuntos a tratar.

M. Zalaar Nunes

LATINE

VILLE
ramifiés.

Para realizar a conferéncia (Unica) sobre célculo
das probabilidades, tinha sido anteriormente convi-
dado o Prof. MANUEL ZALUAR NUNES, que, infelizmente,
por razdes estranhas a suavontade, ndo poude aceitar
o convite, o que foi lamentado, na sessdo de encerra-
mento, pelo Presidente do Comité de Organizagéo,
Prof. ANDRE MARCHAUD.

(JEAN) — Processus  stochastiques et  réseaux

As conferéncias eram seguidas dediscussdo, durante
cerca de uma hora.

Participaram na Reunido cerca de duzentos con-
gressistas, dos seguintes paises : Bélgica, Canada,
Espanha, E.U.A.,Franca, Irdo, Israel, Itdlia, México,
Polénia, Portugal, Roménia, Suica e Yugoslavia.

Como delegado portugués, o autor desta noticia
presidiu a sessdo em que teve lugar a conferéncia
do Prof. P. GILLIS. A Fundagdo CALOUSTE GULBENKIAN
deixo aqui expresso o meu reconhecimento pela con-
cessdo dum subsidio que, juntamente com o concedido
pelo Comité da Organizagdo, me permitiu participar
na referida Reunido.

J. tiebastiao e Silva

KOTHE

réncias sobre a Teoria dosEspacos Localmente Conve-
x0s e questdes afins. Esta noticia ndo pode deixar de
interessar vivamente a todos os que entdo, tiveram a
feliz oportunidade de conhecer de perto o insigne
matematico. j . Sebastido e Silva
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DOUTORAMENTOS

Nos dias 186 e 16deJulho deste anotiveram lugar
na Faculdade de Ciéncias de Lisboa as provas de
doutoramento emCiéncias Mateméaticas dos assisten-
tes daquela Faculdade JOSE TIAGO DE OLIVEIRA e RAI-
MONDO DB OLIVEIRA VICENTE. O primeiro
apresentou a dissertagdo «Residuais de Sistemas e
radicais de anéis» que foi arguida pelos Profs.
ALMEIDA COSTA e ARNALDO MADUREIRA. A dissertacéo

candidato

CONGRESSO

Fm Edimburgo, de14a 21 de Agosto de 1958, sob
o patrocinio das Municipalidade e Universidade
de Edimburgo e da Sociedade Real de Londres,
realizar-se-& o Congresso Internacional dos Mate-
maticos.

A Comissdo de Organizacdo propde-se convidar
certo nimero de mateméaticos para realizarem confe-
réncias de 1 a |I'/Thoras. Havera também reunides

cotidianas consagradas a apresentacdo de comunica-
¢oes de i/j hora.

Os membros do Congresso quedesejarem apresen-
tar comunicacdes fa-lo-do apartir deJaneiro de 1958.

0 Congresso tera oito secgdes:

1 —Loégica e fundamentos das mateméaticas
2 — Algebra e teoria dos nimeros

3 — Anélise

4 —Topologia

5 — Geometria

6 —Calculo das probabilidades e Estatistica

MATEMATICAS
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N AF.C.L.

do segundo candidato versou o tema «A influéncia
da constituicdo dointerior da Terra novalor dasnu-
tacbes» e teve como arguentes os Profs. FRANCISCO
NAZARE e MANUEL DOS REIS.

Ambos os doutorandos foram aprovados
classificagdo de dezoito valores.

A «Gazeta de Matemética» felicita os novos Dou-
tores, j.j.D.

coma

INTERNACIONAL DOSMATEMATICOS 1958

7— Matematicas aplicadas, fisica matematica e

analise numérica

8 —Histdéria e ensino.

O Comité prevé durante o Congresso uma série de
recepcOes, reunides deordem recreativa, excursdes, etc.

O Congresso comportarda duas categorias de mem-
bros :

Membros  ordinarios, tendo o direito de participar
em todas as actividades do Congresso e dereceber as
Comunicacdes.

Membros  associados, acompanhando o0s membros
ordinarios e gosando de todos osprivilégios excepto
os de participar nasreunides cientificas e receber as
Comunicacdes

Mais informacdes poderdo ser obtidas quer por in-
termédio da Gazeta de Matemadtica quer pela Secre-
taria do Congresso:

Secretario —FRANK SMITHIES, Mathematical Insti-
tute, 16, Chambers Street, Edinburgh, 1, Scotland.

i, G. T.

SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS 2.» exame de

frequéncia ordinario — 29-6-57.

4311 — o) Defina limite minimo e limite maximo
duma sucessdo u,, e diga emquecaso estes limites
coincidem, respectivamente, com o limite inferior eo

GERAIS

limite superior de (u,,). Quando ndo se daessa coin-
cidéncia quais sdo oslimites de WEIERSTRASS de («,,) ?
Calcule

nlog (IH
\Y

1im

J1-»00 logn .20
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6) Enuncie a condi¢cdo necessaria e suficiente de
convergéncia duma série e prove a sua necessidade.
Enuncie os critérios da raiz e da razdo, demonstre
este Ultimo e exemplifique com a série harménica que

as condigdes \fa,, < 1 e "' <1 ndogarantem con-
vergéncia.
Se « = lim~/a,, , indique os valores de wu. para os

quais a série Za,(x —Xx)
todos os valores de x;
xNioi

é: (1) convergente para
(2) divergente para todo o
(3) convergente em certo intervalo (a, 6)
(indique os valores de a e 6).

Estude a natureza da série
casos a>1 e a<1).

2a"™" (considere os

nlog (1 + -i" 0w M-(-
R: a) lim
log n
= — = 0. Aplicando um teorema de CAUCHY, cal-
co
cule-se
Hm
“, n"logn
. (n + 1) !'n"log a
lim
Mmoo (n-i-1)""*log (n41)n! ~
/ n \" log * 1
= lim ( —1 —_ —=
n»0 \ n+ 1/ log (n + 1) e
wy_
Como este limite existe, entdo Ilim / x, = — .
n-*ao e
b) Com a> 1 otermo geral wu, = a"” e« éum infi-
nitamente  grande e a se'rie é divergente.
Considerando a <1, aplique-se o crittrio de RAABE-
anmo
Hm n F_u. Il ™ Itm n|r ”ll =.
= lim n a”™n+t—i |l ™ Hm n I e™ "M - 11 -
n>»-a> n-*ao
n
= limn rr" log a lo
9 9 n+ 1
= lim rr*" log a log (- — loga= log —.
=00 \n + 1 a
1 1
Se log—>1 ou a < — , o serie é convergente ; se
a e
log—<C 1 ou a > — a série e divergente. Se a= —
a e e
é facil ver que zaf"" se reduz a série 2 — divergente.
n
1
Resumindo: a série é convergente se a<— e diver-
e
1

gente se a”® — .
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4312—Enuncie e demonstre o teorema que garante
a continuidade de F (x) * [/(x)] em x = a. Mos-
tre que, existindo /' (a) e *'(b), € F (0) = «'(e)~
«/'(a), com 6—/(a), e diga como pode concluir
desta regra que a derivada de uma funcdo é a inversa
aritmética da derivada da fungdo inversa.
Calcule
pit + i '—x+ 1
(a - \y~(x* + 1)°

b) Demonstre o teorema de LAOBANGE para as fun-
¢des regulares e indique a sua interpretacédo
trica.

Escreva a férmula de TAYLOR para a funcdo f (x) ,
referente a x —a, e mostre a sua aplicagdo ao es-
tudo dos maximos e minimos.

R : Decomponha-se
em elementos simples.

geomé-

previamente a fraccédo proposta
X+ X' —x (-1

(x - 1):(x'+ 1)

a, + ai (n-1) So
(x 1y T ox s

O polinémio ao + aj (x — 1) obtem-se,
segundo  as poténcias crescentes de (x —1) o
dor e o denominador da fraccdo  auxiliar
X + 1

ordenando

numera-
R, (x) =
X+ X« -

e efectuando a divisdo algébrica
X+ 1
até  obter um

R, (x)

cociente
2 + 4 (x -
2 + 2 (x-

1+ (x —1).
Para obter So (expressdo

do grau 1.
1) + »
1) +

Ter-se-&4 entao

que permite  obter o poli-

nomio

linear) considere-se a frac-

R’\(X):x —+ X» X -ri .
(x - 1)

do numerador e denominador

crescentes de A= x'+ 1.

¢do auxiliar proceda-se

a ordenacédo
poténcias

segundo  as
Obtem-se
2X +e
R, M =« e S, = 1.
2x +
Entdo
s? + X' - X 4-1 1+ (*-1)
x - 1)'(x*+ 1) x - 1)
X+ 1 1 1

T P
X-1): X- 1

X" + X*
F’(x - )X+ 1)
1
+ p + log Ix—11-farctg x + C.
X+ 1 X —1
4313 — Responda a uma das seguintes alineas:
a) Deduza o teorema dos acréscimos
a funcdo de duas variaveis f(x,y).
Escreva a féormula que déa a derivada de f(x,y)
ao longo da curva de equagdes x = <f(t) e y= (<)
e diga o que é a derivada de f(x,y) segundo uma
direcgdo r.

finitos para
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Qual a condigdo necessaria e suficiente para que a
derivada de f(x,y) em P(ab) se anule em todas
as direccdes ?

6) Demonstre o teorema fundamental do Calculo
Integral.

Estabelega as diferencas e analogias entre o inte-
gral indefinido e a fun¢do primitiva de f(x)noin-
tervalo (a,b).

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS OBRAIS — 2. exame de
frequéncia extraordinario — 8-7-957.

4314 —a) Enuncie a condicdo necessaria e sufi-
ciente de convergéncia de uma sucessdo e prove que
sucessdo mondtona limitada verifica essa condicéo.

Prove que [/P,*P, s P, ,-e P quando P,->-P e
aplique esta proposigdo ao calculo de
lim 1 - 1 —
1 ' 2

6) Demonstre que se obtém uma série convergente,

multiplicando os termos de uma série convergente
por numeros positivos decrescentes.
Defina série absolutamente convergente e prove

gque a sua soma é independente da ordem dos seus
termos.

Supondo que — tende para limite finito com u,

qualquer e a, >0 prove que 2%, é absolutamente

convergente se 2 'n f°' convergente.

n+ 1

Calcule 8,, para a série 2j'°g * conclua que

ela é divergente.

= Um (1 ) = e~ *.
«oF* n/

a
b) S, = 2[Iog (n+1)- log n]=1log (n + 1)
1

Como lim S, = -f-co, a série é divergente.

4315 — Demonstre que fungdo continua num inter-
valo ndo passa de um valor a outro sem passar pelos
valores intermédios.

Defina oscilagdo da funcdo f (X) em Xx= a e prove
que em ponto de continuidade a oscilacdo é nula.
A reciproca é verdadeira? Porqué?

Prove que num ponto interior de maximo ou minimo
de f{x) a derivadaf (x) é nula ou infinita de duplo
sinal.

30

Determine intervalos de monotonia, extremos e sen-

*
tido da concavidade de y = 1
X —
R: Como v =1 + 1 vem facilmente
X -
<0
(x-1)
0 que indica que a funcdo ¢ sempre decrescente.
2
y" = e portanto a concavidade estd  voltada
(x - 1)

para baixo em (—» ,1) epara cima em (1, + 00).

4316 —Prove que f(x,y) é continua num ponto
onde tem derivadas finitas desde que em torno desse
ponto uma das derivadas se conserve limitada.

Considerando x = p(u) e y —<(«) diferenciaveis
em u=u e f (xx,y) diferencidvel em P (a,b)
(a=@(u,), 6= iji(w,)) escreva a expressdao da primeira
derivada de F (u) = /[cp,i/] em « = UQ. Deduza a
expressdo da segunda derivada.

Enuncie as condi¢cdes em que a equacdo f (x ,y)=0
define uma funcgédo implicita y = @(x) na vizinhanga
do ponto P(a,0) e prove que, sendo f(x,y) dife-
rencidvel em Pi (ai, 06j) e (a., bi) =f=0, entéo
y = cp(x) é diferenciavel para &— Oj.

|. S. C. E.F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final—s
Epoca de Julho—(1.* chamada)—15-7-1957.

4317 —1) Separe os zeros de X° —3as —4 x +- 13,
utilizando a sucessdo de FOURIER e calcule o menor
pelo método de NEWTON, em primeira aproximagéo.

2) Sejam A, e««A"™ e B n+ 1 vectores do es-
paco a n dimensdes. Mostre que o uUltimo é compo-
sicdo linear dos primeiros sempre que estes sejam
independentes. Qual é a condicdo de independéncia?

Admitida a independéncia quais sdo os valores de
Xj na composicdo B = X A'?

R : Os limites excedente e deficiente,
método de NEWTON, sdo, respectivamente,

calculados pelo
L=3el=—3.

Construindo 0 quadro -3 -2-1 0 1 2 3
foo. + L
f + + + - - - 4
f* - — - — 0 + +
fill + + + + + + +
var. 3 2 2 2 2 2
verifica-se  que a sucessdo de FOURIER perde uma varia-

¢do no intervalo (—3,-2) eduas no intervalo (2,3).
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Entdo existe um zero no primeiro  intervalo e dois ou
nenhum no segundo.
Como em (2,3) f" =fc 0, todas as condi¢des de FODRIKR
sd0 necessarias  mas, como se verificam, nada esclarecem.
Calculando o zero da primeira  derivada em (2,3),
que é x'= 2,5, conclui-se pela existéncia de dois zeros
para f(x) pois f(2)>0 e f(2,5)<0.
Existem assim  trés  zeros  reails  nos intervalos
(-3,-2), (2,7-) e f—,3
2/ \2
A menor raiz, calculada em primira  aproximagcéo, é
3) 29 94
Xj=-3 ! =-3+ = --2,8 —
"r(-3) 41 41
2)  Representando por A a matriz [A'A* ee
a condicdo de independéncia e'|A|=f=0. Considerando
osistema A X= B, os valores de X serdo (xj,x',,***xj,)1
solugdo do  sistema.
4318 — Deduza o desenvolvimento em série de
I+ x\
log | |, segundo as poténcias de i/x e apro-
v o* o/
veite-o para achar o verdadeiro valor de
T Ae+ 1\ "1
x xlogl )—1 para x = 00.
R : log(¢c™j=1°9(@{ + -
T X 2x» 3x' 4 i~
lim x x log
= limx 1 1 1 + -1
2~ 37 4x3
i [ \ 1
. lim 1 oo ) —
x*»V 2 7 3x )) 2
4319 — Considere a fungéo
/(x,y) = xy'sen — ,f(0,0) = 0
y
calcule f,(0,0), f,(0,0) e mostre que /;,i0,0) =

=/;;(0,0).

Calcule também fi (x,y) em qualquer ponto dis-
tinto da origem e mostre que esta derivada rectangu-
lar é descontinua nesse ponto. Que conclui deste
resultado sobre a validade da reciproca do teorema
de SCHWARZ? Porqué?

~ f(x,0)-f(0,0)
m

R: C(0,0) = i )
f - f
£:(0,0) - lim (0.y)-1(0.0) -
y
~Oy) = lim (XY f(0.y) !
X y
f.0x,0) = fim ' (X:Y)- f(x.0)

y-+0
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r-*o y
— NN\N
.,0,0)= m _,
*_*0 X

Como f,', (x,y)= 2ysen cos — , verifica-se que

;f’:/lrlwf"y(x,y) ndo existe e pgrtanto "y(x,)-) é descon-
»t>0

tinua em (0,0). A reciproca
ndo é verdadeira pois,
dade das derivadas

seja continua  nesse

do teorema de SCHWARZ
como se vé, pode dar-se a igual-
mistas num ponto sem que fj'(x,y)
ponto.

I.S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
Epoca de Julho — (2.* Chamada) - 19-7-57.

4320 — 1) A fungédo r(x)
r(x -t-1) = xT (x) .

Utilize-a para provar que ST (i)e=(x-1)I"(i) e
para achar a fun¢do cuja primeira diferenca ¢ logx
(considere h= 1).

2) Determine m por forma que o sistema homo-
géneo

verifica a propriedade

X+ y+z+ t=0
2x + 3y + z- <=0
X+ 2y —s+e =10
X + 2y +mi=0

tenha solugbes nédo nulas. Qual é neste caso o seu
grau de indeterminacdo? Quantas solucfes indepen-
dentes existem?

R: 1) ir(x)=r(x+1)—r(x)-xr(x)-r(x) =
S(x-l)yr(x).

Como r (x+ 1) = xr (x), tomando logaritmos em
ambos os membros obtem-se logT (x-f-1) =logn + logT (x)
ou &log V(x)= togx. A fungdo pedida é pois logr (x).

2) A condicdo para que admita solu¢es n&o nulas
é que

=0
o que dd m——2. Como existe um determinante  de 3.
ordem diferente  de zero o grau de indeterminacéo é 1
existindo  assim 1 solugéo independente.

4321 —1) Determine os valores de « e 0 por

forma que a funcdo x°+ ax + 3x° tenha extremos
para x = 2 e x = 3. Qual é a natureza desses extre-
mos ?

2) Calcule P—— e Pe'i ™"
1+ x*
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3) Desenvolva em série de MACLATIRIN a

funcéo e determine o intervalo onde é
x+ 1) x+2)

valido esse desenvolvimento.

R: 1)
terd de ser

Calculando a derivada 6x°+5ax"'+ 4 {ix’
i 6-(2)'--r-5a-2+4j3 = 0, sistema que
| 6¢(3) #5«+3+4B- G

a=—6 3= 9.
30 x' — 120 x* + 108 x* e nega-

tem a solugéo
A segunda derivada

tiva para X = 2 e positva para x= 3. Assim Xx= 2
« wm maximo e x = 3 um minimo
2 p X iy X o\ X 10/ |
- X = rr
)P e P e T 2 %
-f x*)+ C Pex'=e'i'-2Pe'5 = e'x" —
— 2(e'x-Pe") = e x*- 2e'x+ e + C.
1 1 1
NO(X+D) (Xt 2) XTI ~ )T+2
a o vD
:2(-irx"-2(-i)»2- =
=211 ) — D»x".
7\ >+
ANALISE

I. S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — Exame final
- 20-7-56.

4323 —a) Faca no integr"x — d x
1 (2- sen’x)’
a mudanca de variavel definida por x + vy =is e
calcule-o.

.6) Estude a convergéncia de

- dx
X — X

Estabeleca para /,, umafdérmula de recorréncia;
relacione /,, coma funcdo Beta;
calcule 1.

Por ser dx-t-dy-=0 vem

is—y) sere’ (is—y) —y) «ére’y q

[2- sen' (is- Y)P Jo (2 —sere-y)”
Jf* «en'y fis yesen' y dy.

» (2-*en2y)*” - J , (2-sere’y)’

41

O intervalo onde é valido o desenvolvimento

¢ (-1,1).

4322 —Considere o dominio limitado pela curva
simples fechada r = Ip(x,«)=0, interceptada em
dois pontos pela recta r= [x=ii(»+ p =1).

\y - P<
Sendo z=f(x,y) funcdodiferenciavel nesse dominio
e constante sobre r, prove que a sua derivada ao
longo da recta r se anula pelo menos uma vez no
dominio considerado.

Sendo k o valor constante assumido porz=f(x,y)
sobre r, onde esta situado P (a,b) se na sua vizi-
nhanca se verificam as condi¢cdes de existéncia de uma
funcdo implicita para a equagdo / (x,y) —k=07?

R: Sendo t, t t| osvalores do parametro t cor-
respondentes  a interseccdo de r com r tem-se, em Vvir-
tude da hipétese, f(at,,6to) = f(xt\,Pt|). A deri-

d: 9 f
«arfa rfe f (x,y) segundo a direccdo r, a-) o

e)x dy
anular-se-a (teorema de ROLLE) pelo menos uma vez
entre t, e tj,

P (a,b) estara situado sobre V.

Enunciados e solugdes dos numeros 4311 a 4322 de Fernando
de Jesus.

MATEMATICA

dy fazendo cosy=t

iee sen’ vy
Jo (-2-sere’y)’
mondtona no intervalo  (0,ir); D M — seraydy=dte

entdo o integral transforma-se em

f-r (l—t)wny dt

r-i-t° f i+t°-2t°
771 dt = il'J/ dt =
I-.(I +v) . @+vy
! dt 2 r 2t(1+t!)  2dt
+t! —
—J rT7:-UA= 2=
r+' dt r t ~\+< r+< dt
= irl o+ is | I —is =is
i, i+t Li+t'Jd_, J-, 0+ f
Entdo, o integral dado, representado por 1, tem
o valor
1=.X 7 oY) Ygyzit—1 donde 1= —.
@—sen'y): 2

. «

2Vo integral l,=_/ , =rdx, quando X se
J I/ax — x

a funcdo né&o se conserva

aproxima de a, limitada
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Ja o mesmo ndo sucede quando x se aproxima de zero,
porque sendo regulares 0 numerador e o denominador,
em qualquer intervalo (a,x), com a regra de CAUCHY
tem-se

n x"

lim ,0.
x04- (a-2x){(ax - x*)"

lim
*o+ lax —Xx°

Atribuindo  a fungdo integrando, no ponto zero, o seu
valor verdadeiro., isto é, defiuindo-a com continuidade
o integral I, s6 é impréprio  devido ao extremo  supe-
rior X — a.

Sabe-se que

I» dx 1r i i
J, (a- X< l-a L(a—X)*-'~ ax-«J
portanto | é convergente com »<1, diver-

J, (a-x)a
<Xn<e com »./">1 .
Daqui se deduzem as seguintes
M

proposi¢des.

Com O.< ffx)<[ fem-se |

(a- x)« J.,

f(x)dx con-

vergente se a<|.

Com i'm f(x) (a —x)* —L (finito) e a< 1, enido

X=a
i f(x)dx é convergente.

«'o
Aplicaremos  esta  Ultima:
i 1
lima"- 2 (a—x)" 2 = L (finito) se * = > (qualquer
x—1
ot/e sela n".
[*» t 5
Entdo, o integral I,,= | x" s (a—x) 1 dx é con-
JB
vergen te.
Para achar uma férmula de recorréncia,  temos
-1
2x"-" wdx =
b via-x .f”( 2via-x
o

| Moo .

— 2x"-Tv/a—x +2(n--i-)i x" T”Na-xdx
Jo Jo
+o 2 — " X" T la—x dx.
Fem, enido
,-(a-x)x ~ «
l,= 2|r ; ax =
/o  Yyla—3
= 2 ax -
via x —x
- 2|n Ii dx
8 OQX_
2n —1
= —s al,-i (n>1)
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Tem-se
8(a,b) = / x-'(l- x)'-'ds
Jo
pondo em I,,,x=at vem: In= | X"~ 2 (a—x)~ 2 ds
—_ - t)~Tdt
—.;], a't'-T (1 )
donde
all_P(n+ /\I/\) _
dx
Calculemos | ,= fazendo a mudanca
J o V/x(a-x)
a
de varidveis  y/x (a — x) = xt ou x = cu/a rferi-
1+t
dx 2at .
vac/a e . Daqui resulta que a funcéo
dt (14-17)" *
a
X = 14t ¢ decrescente de Oa 4- 00 e, tranforma  este
intervalo  (O,+00) no intervalo (a,0). Vem, portanto
c* dx re 2d t
Joilx(a-x) ~~ /., 1+* ~
- 2 [orfe<7tj+" =2 arfe?l - vy

4324 — Calcule a 4area da parede cilindrica do
solido limitado por

X' 4-«*—2x=0 epor X 47 —y*« 0.

R: x*4-z" —2x =0 representa um cilindro de gera-

trizes paralelas a O Y ; podemos por
A equacdo X' 4-7° —y'« 0 d& com y = ¢
réncias, e representa pois uma superficie de

x—1)"4-z22 —1 .
circunfe-
revolucédo
em torno de OY ; como a meridiano
reais x° —y’ = 0, trato-se duma superficie

é o par de rectas
conica de

revolugdo em torno de OY .

Os pontos comuns as duas superficies
dro y* —2x = 0 (pontos das duas superficies
mesma cota z) obtido, eliminando z . Estes
projectam-se, sobre O X Y, na pardbola de equacdo
y* = 2x. Os pontos da parede cilindrica do  s6lido
projectam-se ~ num dominio 4 do plano O XY, que éo0

estdo no cilin-
com a
pontos

sector determinado na pardbola y' = 2x pela recta
X = 2.

Calcule-se  a area da parte superior da parede  cilin-
drica. A normal ao cilindro tem parametros directores
que se vdo buscar a equagdo do plano  tangente

dv dF F

y) + %- (Z a)_ov

«)X dy dz

2(x- 1) (X—x)4-2z2(Z—1z) o0
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2 (x - 1) o 2z
Orientando a normal de modo a ser, do primeiro
quadrante, 0 seu angulo com O Z, temos 0S cOsenos
directores  (normal exterior)
(x-1)

0
+ VI(X-D)2. 2 T (x-1)i+Z*

T »
com 0<Jy -, cosy =

Temos,
+v/(x-1)'4 22
Finalmente, tem-se
26 % ) . V(x-1)2-rz2 dx d
X dv
fi* cos, “JJi
onrfe z= + 2 x —x’, e A e o dominio plano  atras
indicado.
dx dy dx r+vs
=2/ — / dy
\fl x - 3 Jo (/2x - x*
/" / 2X /-5 dx
=4/ \/ dx = 4t/2 /
Jo V. 2x-x* v Jo {/2-y.
8’\2/“ — dx
A = - -
©Jo 2v/2”N
4325 — Mostre que, se a curva definida por
x = x (i)
y =y (t) forplana, o Wronskiano
a- a (0
K =
é¢ nulo.
Prove que, quaisquer que sejam os coeficientes

*i)'1>"0) hifothf 72j71) 701 a curva definida por
X = a, i + 2mt+ ao
2= p, @+ 2p,<+ po
a= 72t +° 7lt+ To

é plana. Determine o plano da curva. Estude em par-
ticular o caso

« P} 72

*i Pi 71
R : Se a curva ¢é plana, as fungles satisfazem
Ax + By + Cz -i-D =0 onde A,B,C nao simulta-

neameyite nulos em nenhum t do intervalo considerado
Derivando emorJem a t, vem Ax'#+By'+Cz'+ D—0
qualquer que seja t no intervalo, com A,B,C nao
nulos, sempre 0SS mMesmMos; as funcdes X',y',z' sé&o
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linearmente dependentes, no intervalo  considerado, e
vem a condicdo bem conhecida W (x'y'z') = 0.
O plano osculador da curva, &, sempre O mesmo,
qualquer que seja t
2a,1 +2« 2 t+ 20, 2f,1+2f, =0
2.j 2p, 2.,
0 0 0

Ci—PR71) (- —0) + («71 - «172)(y - yo) +
+ *1S,- «@Pl)(z- zo- O

sendo para  issO  necessario que um dos menores:
Pi72—fe 71t «271 — «1T2>"1 — «2 Pl «e/a diferente
de zero. Se sdo todos nulos, é: —= —= — e tem-se
« Pl 7
directamente  das  equagdes
Xx = aj(kt* +21t)+ a,
y- Pi(ktc - 2t) + Po
z- ., (k2+ 2t)+
To
«1 Pi Ti
4326 — Integre a equacédo diferencial
y ' —1= @—y + 1)2x .
R : Juuma equacdo de RICCATI, admite visivelmente

o integral  particular X—y+ 1=0.
Para a resolver faca-se u=x—y+ 1 e vem
du dy
ak * dx
logo
du
= U'X
dx
du
= x dx
e portanto
X-y+ 1=
+ C

I. S. C.E.F.— ANALISE MATEMATICA — Exame final
18-10-56.

4327 — a)

des de revolugdo em torno de OZ,

Calcular o méaximo volume dos elipsoi-
cujos eixos somem
um comprimento constante.

Indique a dedugdo da equacgdo dos elipsdides; indi-
que o cdalculo do volume de qualquer deles e, em par-
ticular, o do volume méaximo.
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b) Se A é um dominio limitado, fechado, cubéavel,
compreendido entre os planos z= a,z—b, eé cor-
tado por a= c(a<”c<”6) em figuras planas quadréa-
veis de area <S(c), sabe-se que, o volume de 4 ¢
dado por / S (z) dz

Enuncie a proposicdo generalizada ao espago i
e calcule o hipervolume de

1.
6*
X*
B : Considere-se a ose 1 =1 dé-se a
a
rotagdo em torno de OZ  obtem-se
| z*\ X* y’ z
2 -(y*=a 1 ) ou h h -1
V b» ) a* a* b«
[*» / z:\
O volume i dado por V= 1 Ta [1 idz =
d-» \ wW
4
= —itaab.
8 \
Pondo 2(2a + b)= 2K, vem: b= K—2a, e
4
ef/ffao: V= — Ka’ (IC—2a) e cZeiermina-se 0 maximo
desta funcéo. Tem-se
K
V - - 8ira A K — 16T a .
3
K
H& minimo para a = 0 e m&ximo para a— —
. . Xz
O elipsdide  correspondente é: K\
~3
g 1 | Vv ‘ c KoK
e o volume : = —
" 3 3 3

m i
v/

Se A e um dominio de R4, limitado, fechado, men-

suravel,  compreendido entre  os hiperplanos X = a,
X4 *=b, ee€cortado por x,-=c(a” c<”b) em solidos
tridimensionais cubaveis de volume V (c), o hipervo-

*

[*» N )
fiime rfe A e dado por | 'V (x,)dx, (/funcdo V (x)

integravel  no intervalo
A equacdo

(a,b)).

R + g =1
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e ti7« elipséide
os hiperplanos
¢ao

em torno de OX,;
segundo esferas de equa-

de R,, de revolucéo
X, = C cortam-no

com  volume

Entdo, o volume do elipséide de R4, € rfarfo por;
ofi
/ dx,
Faca-se  a substituicdo X, = b sen «p, mondioraa cres-
cente (b ><0) no intervalo 1 — .
2'2
V=—rmad dx,
3
TC
4 * Tw
——Ta b 1| cos* pdo.
3 J_
2
Com integragdo  por partes, tem-se
ro, ., 1r 3 3 i
lco»gcdpPp=— lsenpcos9+ —¢ + —sen 2
e finalmente
V=-icahb
.4 hiperesfera xj + x*-f-x| + x| —r* iem um uoiume
dado por
V= —x«r
2
cue se deduz, do anterior, com a= b = r.
4328 - a) Calcular J J (x + vy -y) dx dy ,

sendo A limitado por x = y* e IC+ 3 « 1.
6) Calcule o mesmo integral depois da mudanca de
. . frm=yl—X
variaveis i
[

c) em que se transforma o dominio A?

d) indique o valor do integral duplo por meio dum
integral curvilineo ao longo da fronteira dum dos
dominios, de preferéncia, do transformado de A; in-
dique o sentido do percurso.

e) calcule directamente o integral curvilineo.
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R : O dominio
terminado  pela

A é o sector da parabola
recta X+ vy-=1;

X =y- de-
as ordenadas dos

pontos de encontro P que representaremos
por y, eyi.

Temos

Fi (ry-y’) dxdyr. 37ty d o (Cry-y)

I (T-TAT)N-

L2e 4" 10jy,
d(x, 1 .
Temos (x.¥) 1; a transformacgdo
O (u,v) (Mu,v)
do plano (x,y) no plano (u,vVv) éunivoca, reciproca
mas inversa porque o iacrbiano € negativo.
A pardbola x = y* transforma-se na recta u = 0;
a recta x-)-y =1 transforma-se na pardbola Vv'+ v—
1
— (ue1)= 0, que tem 0 eixo na recta u >=
2
5
e 0s seus pontos de u = —ate'u= + 00.
O dominio A transforma-se,  portanto, no dominio

A, que é o sector da pardbola Vv* +v — (ue~1) =0

de'erminado pela recta u= 0.
O integral duplo, transforma-se  em:
j ] X+y-y?)dxdy=J j \y-u) 11» | du dv
= [/ | (v—o0)-dn-dv—e / dv C du =
J ily, «/v'+v-I
=r[ vi(ivitv ATAEATOV:
1 1 V5"
—V 4 Vb
J,.
ALGEBRA

F. C. L.—ALGEBRA SUPERIOR — Exame final — (2.*
chamada) — 7-1955.

4330 — Mostre que a caracteristica duma matriz
simétrica real é igual ao nimero de valores proprios
significativos dessa matriz.

4331 — Saja / (z) um polinbmio de grau n e «
um numero real ou imaginario diferente de n. Mostre
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Para indicar o valor com um integral curvilinio,
recorre-se & férmula  de IIEMANN :
yy~Sdxdy- *Q(x.y)dy.
Vem
/X(vllu)dudvzx(vu_l’)dv
(r' nosentido directo).
Calcula-se o integral curvilinio, separando em dois
integrais, um ao longo doeixo OV efazse u=0 na

funcdo, outro ao longo da pardbola efaz-se u = v’et+
+ v —1 no funcdo
ng
lfvu- —)dv- / O-dv
/y* Z+ _' 23
r (v v—i)’i i
+J iv(v: +v-1)-~n L\
L ! «a.

4329 — Resolva a equacdo diferencial: ily' —xy" —
-yt = 0.
R: y'(y —xy'—y")= 0 donde y'= 0 o queda
y = ¢ e também y —xy'—y'*= 0. Pondo y' = p,
vem :
2 _ o0

. dp dp
ederivando emordem a x: p—p—Xx 2p— =20
! dx dx

dp
G-2p) /-0 pec

que conduz ao integral geral y —xc —c’'= 0 e ao
1 1

integral particular y — —X'=0.

O integral geral da equacdo proposta é:

(y-o©+(y- xc-¢)=0
Enunciados e solucdes dos nimeros 4323 a 4329 de J. Ribeiro
de Albuquerque.

SUPERIOR

gque se todos os zeros de /(z) se encontram no inte-
rior duma circunferéncia C, toda e qualquer raiz z
da equacédo:
I»-«./(*)
pode por-se na forma:

-z/'(z)~0

a— ft
onde £ é um ponto interior a C.
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4332 — Diz-se que o moédulo 3l é ligado a ©,,
(grupo simétrico) se para:

a) mel

0) MaT= meot com ie6, (associativa).

c) (M+ m')o«eTOa-tTO'O (distributiva).

d) me=m, i elemento unidade de ©,, .

e) Se os elementos de <3, s&o automorflsmos de 9Ji.

/) ze?2}t é simétrico se za=z.

e oe6, setem m"e 3JI.

g) ze D é anti-simétrico se zo = i
0 é permutacdo par ouimpar.

consoante

Provar:
a) z & simétrico se e s6se zT= z para qualquer
transformacgdo Xx.
6) z é anti-simétrico se sx=—z para qualquer t.

0) oelemento ij_zo com 0sS, é anti-simétrico.

GEOMETRIA

F. C. P. — GEOMETRIA SUPERIOR — Exame final —
7-957.

4335 —Seja E um conjunto arbitrario, e desi-
gnem A' e f partes de E™. Representemos por
Xo Y a totalidade dos elementos (a, é) de E* tais
gue existe em elemento «e E para o qual (a,c) e X
e (c,6)e Y. Mostrar que é associativa a lei de com-
posicdo assim definidasobre P (E~) e

4336 —Seja E um espago vectorial de dimensédo
finita. Mostrar que, sendo / e g dois endomorfisraos

BOLETIM
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4333 — Dividir a matriz T~x*+ 3 x 1 ~I
X» 2 X*
L 1 2 3j

pela matriz Tas —2 (0] 0o "
0 X - 2 0
0 0 X- 2j.

4334 — Partindo do conhecimento da nogdo de
elementos associadoB Mostrar que:

a) se (a,6) e (a,c) sdo associados da unidade,
(0a,6) também o é.

b) (a,6) e (a,c) sendo associados também o é
(a,b o).

¢) (a,6)e (cd)
(ac ,b d).

sdo associados desde que o seja

SUPERIOR

de E taisgne gof=1
/ possuem inversas.

(1, identidade), entdo g e

4337 — Mostrar que, se uma parte X de um es-
pago vectorial E € uma variedade linear afim, toda
a recta que contem dois pontos distintos de X esta
contida em X .

4338 —Num espa¢o vectorial real E chama-se
cone de vértice x, toda a parte X de E que éreu-
nido de semi-rectas, abertas ou fechadas, de origem
X. Mostrar que, para que um cone C de vértice 0
seja convexo, € necessario e suficiente que, quaisquer
que sejam x ey em C, setenha x + ye C.

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros

e outras publicacdes de Matematica de que os Autores ou Editoros enviarem dois exemplares a Redacgéo.

119 — FRANKLIN GUERRA — Anéalise Matricial das
Redes e Maquinas Eléctricas, —50 pags. Edicédo
do Autor, Braga, 1956.

O presente livro, dedicado a estudantes e engenhei-
ros electrotécnicos, pretende chamar a atencdo para
a simbiose da electrotecnia e das mateméticas e foi
escrito como contributo para atulhar, um pouco que

seja, o fosso bem largo que em Portugal separa a teo-
ria da pratica —diz o Autor.

A seriedade com que se tenta realizar o objectivo ex-
posto, obriga-nos, s6 por si, a considerar mais uma vez
o problema do ensino das matematicas (0 mesmo se
pode dizer a respeito da fisica) aos futuros técnicos
e a reconhecer que a politica seguida na resolucdo
de tal problema tem contribuido, fundamentalmente,
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essencialmente, para odescrédito, junto da gente nova,
das possibilidades e necessidades das aplicagcdes das
matematicas (e igualmente da fitica) aos problemas
de ordem técnica.

Passa-se isto em pleno 1957'!

Estas sdo questbes, porém, que apenas pela sua
consideravel importancia nos afloram necessariamente
ao pensamento quando tratamos de simples critica
dum livro.

O Autor da-nos as nogles de matriz e operagdes
algébricas sobre matrizes (4 pags.), aplicando-as
imediatamente em seguida a resolugdo dos sistemas
lineares sob a forma matricial. No capitulo Il trata do
estudo de Topologia das redes e sua analise matri-
cial com varias aplicagdes sob a forma de exemplos;
no ultimo capitulo (I11)aplica as nogbes apresenta-
das anteriormente, fazendo a andlise das maquinas
rotativas.

Julgamos que no paragrafo 2. 8 o Autor exagerou,
talvez influenciado par KRON, a aplicacdo do forma-
lismo matematico, sem ter tido a preocupacdo de
apresentar o significado preciso, se bem que elemen-
tar, dos seres que utiliza: os tensores.

De KRON apenas conhecemos Tensor Analysis of
Networks; a este livro, porém, opomos vivamente a
admirdvel obra dé ZURMULH, citada na bibliografia,
Matrizen. Eine Darstelluny fur Ingenieure, profunda-
mente honesta sob o ponto de vista teérico e exemplo
flagrante da preparacdo matematica exigida aos técni-
cos dos paises que, como a Alemanha, caminham a
frente no campo das realizacdes industriais.

Ao terminar, desejamos exprimir ao Autor 0 nosso
desejo de que na sua vida de engenheiro prossiga
corajosamente na viaem que ja obteve resultados bem
positivos: a via duma boa compreensdo e melhor cola-
boracdo entre os «matematicos» e os «fisicos» por um
lado, e entre entre os «tedricos» e o0s «praticos», por
outro.

. G.T.

120 — RENE GARNIER — Cours de Cinématique — To-
me | 1342 pag. — Gauthier-Villars, — Paris.

Ndo conhecemos o vol. | desta obra, composta de
3 tomos, e que contém o curso da Faculdade de
Ciéncias de Paris regido, supomos, em 1956.

A avaliar por critica lida, nesse Vol. | apresenta
o Autor as nocBes fundamentais da cinematica, tra-
tando-as por uma combinacdo entre a analise vectorial
e o0 método do triedro movel.

Mantendo no Vol. Il a mesma orientacdo, o Autor
utiliza ainda em certos casos a teoria das transforma-
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¢cdes de contacto, a teoria do movimento do plano ou
do complexo tangentes-caracteristicas. A teoria do
movimento esférico 6 apresentada de formapropria e
ndo a partir do movimento plano.

Uma grande parte, talvez a maior, dos resultados
apresentados nao sdo vulgares num livro com objecti-
vos de ordem didactica ; sdo no entanto perfeitamente
acessiveis a leitores coma preparagdo correspondente
ao curso de Matematicas Gerais.

Entre tais resultados, alguns dos quais sdo ja
classicos, (como os trabalhos de RESAL sobre rola-
mento), encontram-se outros, como as foérmulas de
GAUTEHO, que regra geral exigem longos calculos para
0 seu estabelecimento, ou ainda os notaveis trabalhos
de Koenigs sobre a curvatura das curvas associadas
e superficies regradas associadas. Apesar, porém, da
diversidade dos assuntos tratados, o Autor consegue
dar-lhe unidade de conjunto, apresentando, além do
mais, resultados préprios como a extensdo ao espago
da férmula de SAVARY, extensdo essa considerada
impossivel por KOENIGS.

A presente edicdo difere da anterior pela incluséo
de varios aditamentos (4 notas que se estendem por
27 pags.) e modificagdes que pdem mais em destaque
ainda os métodos geométricos caracteristicos da
exposicdo do Autor.

O contetdo o profusdo dos assuntos tratados déo a
Cineméatica ampliddo e relevo que ndo conhecemos
em qualquer outra obra similar.

J.G. T.

121 — MAURICE D'OCAGNE Histoire des Sciences
Mathématiques — 406 pags. — Librairie Vuibert —
Paris, 1955.

Trata-se da Ultima obra do ilustre autor dos
«Hommes et choses de Science» : 0s seus manuscritos
foram cuidadosamente recolhidos pela familia, orga-
nizados em livro por RENE DUGAS e a obra quase
inteiramente revista pelo Autor.

O primeiro capitulo (40 pags.) éinteiramente dedi-
cado a matematica e aos matematicos do periodo
helénico ; ao papel dos arabes e dos indianos destina
0 Autor 0 mesmo espagco que aos romanos (2 pags.
a cada). O periodo final da ldade Média, importante
para a compreensdo da penetragdo da ciéncia grega
na Europa Ocidental, é estudado com mais pormenor,
entrando-se em seguida com relativo desenvolvimento
nos predecessores de DESCARTES e iniciadores da
Algebra (cerca de 30 pags.). Daqui em diante a
Historia da Matematica é dividida em séculos €
subdividida em matematicos e respectivas biografias!
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Aqui e ali ha uma excepg¢do : pequeno paragrafo inti-
tulado «Fundacdo da Academia das Ciéncias» (em
gue na realidade quase exclusivamente se faz a hio-
grafia do P. MERSENNE) OU «Adversarios e partidarios
do Calculo Infinitesimal», ou ainda «Progresso do
Célculo das Probabilidades», mas onde ha sempre
observacées como esta: ABRAAO DE MOIVRE nasceu em
1667. .. morreu em 1754, .. e era hugenote francés...!
Assim se faz descricdo convencional de cerca de120
matematicos e suas obras, (muitas vezes das vidas
particulares), a maior parte dos quais franceses. Ao
periodo contemporaneo dedica o Autor apenas 12,5
pags. (!) em que em algumas linhas fala da
criacdo e desenvolvimento da teoria das funcdes
analiticas (2 pags.) teoria das funcdes de variavel
real (1,5 pag.), algebra e teoria dos numeros (11
linhas), equagOes diferenciais (1 pag.), equagbes as
derivadas (12linhas), etc.

Na realidade, ndo estamos de acordo com este
«método» de encarar a histéria. Supomos de interesse
reduzido o facto de a. .. MARQUISE DU CHATELKT, née a
Paris le 17décembre 1706, morte a Lunéville le10
septembre 1749, dont la célébrité a tenu surtout a sa
liaison publiquement affichée avec VOLTAIRE... ter
sido aluna de MAUCERTUIS e CLAIR»UT; principalmente
guando se diz apenas que a topologia «est une étude
des propriétés qualitatives des figures... JORDAN et
POINCARE I'ont étudiée tout particuliérement...» e « A
I'époque contemporaine ilfaut mentionner les travaux
de LEBESGUE, ANTOINE, MARCHAUD, ZORETTI, HILBERT,
BROUWER, ALEXANDER e ERRERA (a0 todo 9,5 linhas).

De Algebra: MONTEL reprend les propriétés de LUCAS-
-GAUSS et LANDAU et précise la grandeur des racines
d'une équation d'aprés la densité des termes de celle-
-ci; il étudie les rapports entre les racines des équa-
tions et des dérivées, et les fonctions rationnelles
entrelacées. De ce point de vue sont issus des travaux
de FAYARD, DIEUDONNE, BIERNACHI, TCHAKALOFF.

De facto, receamos que o leitor desprevenido adqui-
ra uma ideia totalmente deturpada do que sdo a mate-
matica e a sua evolucdo, principalmente no periodo
contemporaneo, época de realizacdes extraordinarias
cujo alcance nem de longe podemos antever.

| G.T.

122 — W .BLASCHKE — Kreis und Kugel —166 pags.—
Walter de Gruyter & C.°,— Berlim, 1956.

Esta segunda edicdo da obra do prof. BLASCHKE
mantém as mesmas caracteristicas fundamentais da
primeira publicada h& precisamente 40 anos, que
marcou uma posi¢do de destaque no estudo dos
problemas de extremo em dominios convexos. Desde
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ha 40 anos pois que esta obra vem agitando, na for-
macdo dos jovens gedmetras, velhos problemas que
remontam a ARQUIMEDES.

Como diz o Autor, no preféacio, varios matematicos,
STEINER, BRUNN, MINKOWSKI, SCHWARZ contribuiram
poderosamente para o desenvolvimento do estudo de
tais probltmas, criando métodos especificos; por
outro lado a nova edicdo beneficiaainda de resultados
de HILBERT, AI.EXANDROW, HADWIGER.

Trata-se portanto de obra, considerada prima, ne-
cessaria aos iniciantes nos referidos problemas isope-
rimétricos e afins.

O livro divide-se em quatro partes: nas duas pri-
meiras estudam-se as propriedades de minimo do
circulo e da esfera com base no método de STEINER
(Viergelenkverfahren) ; a terceira expde os resultados
de SCHWARZ, BRUNN e MINKOWSKI sobre os corpos
convexos; a quarta apresenta novos resultados da
mesma teoria obtidos por intermédio da geometria
diferencial «im grossen». Termina com um capitulo
onde se da uma visdo de conjunto dos assuntos tra-
tados e suas relagbes com a Geometria Projectiva e
Topologia. A obra esta recheada de utilissimas notas
histéricas e bibliograficas.

J.G.T.

No préximo nimero da Gazeta serdo criticadas as
obras seguintes:

WILHELM SPECHT — Elementare  Beweise der Prin-
zahhiitze — 78 pags. — Deutsche Veilag der Wissen-
schaften —Berlin, 1956.

CARL B.BOYER — History of Analitic Geometry —
292 pags. — The Scripta Mathematica Studies — New
York, 1956.

A. J. CHINSTSCHIN — Mathematisch ~ Grundlagen der
Quantenstatistik —200 pags. — Akademie-Verlag —
Berlin, 1956.

IWANENKO-SOKOLOW — Klassische  Feldtheorie — 348
pags. — Akademie Verlag —Berlin, 1953.

Corrigenda ao artigo

Aspectos da Actualidade Matematica

1 —Trata-se da Aula Inaugural na Faculdade de
Filosofia da Universidade do Recife e ndo da
Aula Inaugural na Universidade do Recife, que
foi outra sessdo diferente!

2 —Na 1.*pag, 1* coluna, 4.» linha a contar do fim,
deve ler-se: ... e transmiti-loas...

3 —Na 2.» pag., 1* coluna, 28.* linha, deve ler-se:
..., como uma condigdo...
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WILUELM SI'ECHT — Elementare Heiceise der Primzahls'dtze.

PAUL WOLF — Algebraische Théorie der Galoissehen ~ A/gebren.

W. I.SMIBNOW — l.ehrgang der htheren Mathemalik, Teller | bis IV.
P. S. ALEJANDROFF — Einfuhung  in die Mengenlehre.

A. .T.CHINSTSCHIN — Grundziige der In/ormationstheorie.

Editor —THE SCRIPTA MATHEMATICA STUDIES, NewYork
CARL. li. BOYER — History  of Analitic Geometry.

Editor - GAUTHIER VILLARS, Paris
A. DENJOY — Un Demi-Siecle (1907-1950) de Notes, | et II.
A. TRESSE — Théorie Elémentaire  des Geometries non Euclidiennes,  Tome 1.
Ij, BBOQLK — Mécanique Ondu'atnire du Photon et Théorie Quantique des champs, Deuxieme édition revue et corrigée.

Cahiers scientifiques
J. DIXMIER— Les Algebres d'Ojiérateiirs dans I'Espace Hilbertien.
Collection de monographies  sur la théorie des Fonctions

P. MOXTEL — Levons sur les Récurrences etleurs  applications.

Manuels de Calculs Techniques

1) CONFFIUNAL — Résolution numérique des Sistémes d'Equations Linéaires.
J. PELTIER —Résolution numérique des Equations Algébriques.

Traité de Physique Théorique et de Physique Mathématique

M. PARODI — Introduction  a I'Etude de I'Analyse  Symbolique-

Les Grands Probléemes des Sciences

1J. BBOQLI»— La théorie de la Mesure en Mécanique Ondulatoire

0. CISTA DE BEAUREGARD — 'Théorie synthétique de la Relativité Restreinte et des Quanta.

Etudes  Relalivistes
Il. ARZKI.IES— La Dynamique Relaticiste et ses applications - Eas. 1.

Mémorial des Sciences Mathématiques
Fas. CXXXYI —F. POLLALLZKK - Problémes Stochastiques.
Fas. CXXXVIl —D.DUGUE — Arithmétique des Lois de Probabilités.

Editor - WALTER DE GRUYTER & CO.,Berlin
Sammlung Gd&schen

1. E. HOFMANN — Gtschiehtt der Malhcmatih; 11 e III.

Il. IIASSE — Hbherc Algebra — | — lineare Gleichungen.

K KNOI'P — Eunhtionentheorie — /.

HKSSENBERG-KXESER — Ebene und S phérische I'rigonometrile.

MOTAS 1»i: MAT I3MAT U A

FILTROS E IDEAIS )
por A. A. MONTEIRO Cr$ 70,00
TOPOLOGIA DOS ESPACOS METRICOS
por ELON LAGES UMA Cr$ 100,00
CURSO DE TOPOLOGIA GERAL

por SAUNDERS MAC LANE- (traducdo  de JOVIANO C VALADARES) Cr$ 100,00
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Assinatura

Assinatura

PONTOS DE EXAME

Uma das secgdes permanentes da Gazeta de Mate-
matica € constituida pelos pontos de Matematica do
exame do 3." ciclo do ensino liceal e de exames de
aptiddo as Universidades e pontos de exames de fre-
quéncia e finais das cadeiras de matematica das
escolas superiores.

2+ EDICAO DO VOL. Il (N." 5 a 8)

Continua aberta a inscricdo para a nova edicdo do
ano |l da Gazeta de Matematica (n.°'5 a 8) ao preco
de escudos 30. Esta nova edicdo oferece aos leitores
da Gazeta de Mateméatica a possibilidade de comple-
tarem as suas colecgbes no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscricdes atinjam onumero de 300, proceder-
-se-a4, a composicdo, impressao e distribuicdo da nova
edicdo do ano 11. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 serd vendida ao pre¢o de escu-
dos 40.

CONDIGCOES DE ASSINATURA

A administragdo da Gazela de Mateméatica aceita,
durante 1957, quando pedidas directamente, assinatu-

para o estrangeiro,

MATEMATICA

escudos e 50 centavos

relativa a 1958 (4 numeros) 50 escudos

80 =escudos

ras de quatro numeros, ao pre¢o de escudos 50, para
0 que basta indicar o nome, a morada e o local da
cobranca As assinaturas sdo renovadas automatica-
mente no seu termo, salvo aviso prévio em contrario.
Todas as assinaturas téminicio com o primeiro nimero
publicado em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS
Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Mateméatica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRASADOS
Estdo completamente esgotados os nimeros 5 all,
13 e 14 da Gazeta de Matematica. Os restantes nu
meros sdo vendidos aos pre¢os seguintes :
N.” 1-4 (2.*edicdo do ano I, no formato

actual e com o texto cuidadosamente reviBto) ~ 40/00
N.°" 12 e 15 a 49, cada numero 12/60
N.» 50 60*00
N°* 51 a 69i** "mero simples 17/50

| » » duplo 35/00

A administracdo da Gazeta de Matematica executa
qualquer encomenda a cobranca pelo correio.

ANGARIE ASSINANTES PARA
A «GAZETA DE MATEMATICA ».
Concorrera, assim, para o melhoramento

de uma revista sem

DA
4,

ADMINISTRACAO

Avenida Joao Cris6stomo, 7.

«GAZETA

objectivos comerciais

PRECO ESC. 35$%$00

MATEMATICA»
Telefone 771943

DE
LISBOA-N.

D.



