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Introdução às álgebras de Boole 
por J. A. Vinha Novais 

A leitura dos artigos da D r . a T E O D O K A 
A L V E S publicados na G . M . (n . o s 40-42 e 49) 
despertaram-nos o interesse pela Algebra de 
B O O L E . Sob a orientação do Dr. J O S É 
MORGADO estudamos, durante alguns meses 
do ano passado, a Teoria dos Reticulados 
(Estruturas na nomenclatura de O . O R E e V . 
G L I V E N K O ) de que as Algebras de B O O L E são 
um caso particular : 

Uma Álgebra de B O O L E é um Reticulado 
distributivo e complementado. 

1. Denomina-se Reticulado todo o sis­
tema R[R,\J,/\] constituído por um con­
junto R e por duas operações , V-supremo 
e A-ínfimo, satisfazendo aos axiomas se­
guintes : 

R 1 (Comutatividade) : Para todo o par 
x , y de elementos de R tem-se 

x \ / y = y \ J x e x / \ y = y / \ x . 

R2 (ÂssociaUvidade) • Para todos os 
x ,y, s de R tem-se 

» V i y V z ) = ( « V y ) \ J z e x/\(y/\z) = (x/\y)/\z 

R3 (Absorção): Para todo o par x , y 
de R tem-se 

x V 0» A y) = « A (x V íí) — x 

Os axiomas da Álgebra de B O O L E compre­
enderão , portanto, os axiomas R1-R3 e 
mais t rês axiomas que (i) exprimirão que o 
Reticulado R é distributivo ; (ii) garant i rão 
a existência de um complemento de cada 
elemento do Reticulado, para a definição do 
qual é necessário introduzir (iii) um terceiro 
axioma garantindo a existência de dois ele­
mentos extremos. 

E X E M P L O 1. Consideremos o conjunto dos 
números reais e nele definidas as operações 
* V y = sup (as, y) e x A y = inf ( x , y), isto 
é, x V y designa o maior dos números x , y 
o x A y designa o menor dos números x,y 
É imediato que o conjunto dos números reais 
assim algebrizado constitui um reticulado, isto 
é, satisfaz R1 — R3 . 

E X E M P L O 2. Consideremos o conjunto fun­
damental E e seja Si o conjunto dos sub-
-conjuntos (ou partes) de E. Definindo entre 
os elementos de Si as operações U (reunião 
de conjuntos) e f"| ( intersecção de conjuntos), 
fàcilmente se verifica que o conjunto assim 
algebrizado goza das propriedades RI —R3, 
isto é, é um Reticulado. É ainda um reti­
culado todo o anel de conjuntos, isto é, um 
sistema de conjuntos que, com A e B, con­
tém A (J B e A D B . Um anel de conjuntos 
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que, com A e B, contém a diferença A—B, 
diz-se um corpo de conjuntos. 

E X E M P L O 3. Consideremos o conjunto 
£ = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 1 2 ) e difinamos entre os 
seus elementos as operações V 8 A pelas 
tábuas I e I I . Verifica se que o conjunto E 
assim algebrizado goza das propriedades 
RI— RS (O conjunto E é o conjunto dos 
divisores de 12). 

I 

V _L 2 3 4 6 12 

1 1 2 3 4 6 12 

2 2 2 6 4 6 12 

3 3 6 3 12 6 12 

4 4 4 12 4 12 12 

6 6 6 6 12 6 12 

12 12 12 12 12 12 12 

I I 

A 1 2 3 4 6 12 

1 1 1 1 1 1 1 

2 1 2 1 2 2 2 

3 1 1 3 1 3 3 

4 1 2 1 4 2 4 
~6~ 1 2 3 2 6 6 

12 1 2 3 4 6 12 

E X E R C Í C I O 1. C o n s i d e r e o c o n j u n t o 
E=(a ,b, c) e forme o conjunto Si dos sub-
-conjuntos de E. Algebrize o conjunto Si 
pelas operações |J e f l © forme as tábuas 
destas operações. 

E X E R C Í C I O 2. Algebrize o conjunto dos 
divisores de 30 de maneira análoga à usada 
no E X E M P L O 3 ( x \ / y é o m. m. c. e x f \ y é 
o m. d. c. calculados dentro do conjunto). 
Considere o conjunto E constituído pelos 
divisores primos de 30 e o conjunto ® = | 0 , 
(2), (3), (5), (2,3), (2,5), (3,5), (2 ,3 ,5) | dos sub-
-conjuntos de E. Mostre que os reticulados 
dos divisores de 30 e o reticulado que se 

obtém da algebrização do conjunto Si, por 
meio das operações (J e f l > são isomorfos. 

E X E R C Í C I O 3. Mostre que no caso do 
E X E M P L O 3 não existe tal isomorfismo. 

2 . Á lgebras de Boole . 

Nos exemplos 2 e 3 e no conjunto dos 
divisores de 30 ( E X E R C Í C I O 2) existem dois 
elementos, a e b, gosando das seguintes 
propriedades a\/ x = x e a A x = a , e 
b/\x = x e b\/x-—b quaisquer que sejam os 
elementos a? do reticulado : no E X E M P L O 2 
é a = 0 (sub conjunto vazio de E) e b = E; 
no E X E M P L O 3 é a = l e 6 = 12; e no con­
junto dos divisores de 30 é a—l e £> = 3 0 . 
Além disso, no E X E M P L O 2 e no E X E R C Í C I O 2 
(mas não no E X E M P L O 3 ) , verifica-se ainda 
que, para cada elemento x, existe um outro 
elemento, x', tal que x\/x' = b e x/\x' = a: 
no E X E M P L O 2, se x representa determinado 
conjunto de Si , x' representa o conjunto for­
mado por todos os elementos de E que não 
pertencem a M; no E X E R C Í C I O 2 tem-se 
l ' = 3 0 , 2 ' = 1 5 , 3 ' = 1 0 , . . . pois que 1V30=* 
= 30 e 1 A 3 0 = 1 , 2 V 1 5 - 3 0 e 2 A 1 5 = 1 , 
3 V 10=30 e 3 A 1 0 = 1 , • • • . No E X E M P L O 3 
há somente dois elementos que gozam desta 
propriedade, a saber, 3 e 4. 

A existência de reticulados nas condições 
anteriores legitima a seguinte 

DEFINIÇÃO 1. Uma Álgebra de B O O L E é 
ura sistema V» A ] > constituído por 
um conjunto R, de elementos x,y,z,---, 
e por duas operações V (supremo) e A 
(ínfimo) satisfazendo aos seguintes axiomas : 

I G r u p o : 

RI. x\/y=y\/x e x/\y=y/\x 

R2. x\/(yyz) = (x\/y)Vz 
e x/\(y/\z)=:{x/\y)/\z 

R3. x\J{xJ\y)—x/\{x\/y) = x 
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II G r u p o : 

D. a :VÙ/Az)=0*V30A(a?V*) 

e * A ( y V * ) = (*AîOV(a?A«) (') 

III G r u p o : 

BI. Existe um elemento 0 e um elemento 
/ de St tal que x\J 0 = x e a; A 0 = 0 e 
x\/I=I e x /\1'= x , qualquer que seja x 
de si. 

B2. Para todo o elemento x de Si existe 
um elemento x' de St tal que 

x\jx'=I e x/\x'=0. 

Comparando as duas expressões que cons­
tituem cada um dos axiomas verificamos que 
cada uma delas se transforma na outra 
quando trocamos as operações V 6 A © 
os elementos 0 e / ; deste facto resulta o 

Princípio da d u a l i d a d e : Numa Álgebra 
de B O O L E , de uma proposição verdadeira de-
duz-se uma outra proposição verdadeira permu­
tando as operações \/ e /\ e os elementos 
0 e I . 

À proposição assim deduzida dá se o nome 
de proposição dual da primitiva ; se a per­
mutação das operações e de 0 e 1 não al­
tera a proposição, a proposição diz-se auto-
-dual. O leitor reconhece imediatamente que 
todo o corpo finito de conjuntos é uma Álge­
bra de B O O L E . 

Uma Álgebra de B O O L E admite uma repre­
sentação gráfica muito simples que permite 
visualizar as suas propriedades. Tomemos 
para representação de 1 o conjunto dos pon­
tos do quadrado (f ig. 1) ; para 0 o sub-con-
junto vazio dos pontos do quadrado; os ele-

(*) Para manter a simetria entre as duas expres­
sões que const i tuem cada um dos axiomas, considera­
mos as duas e x p r e s s õ e s de D como axiomas embora, 
como a seguir veremos, qualquer delas possa ser dedu­
zida da ou t ra e do I Grupo de axiomas. 

mentos x , y , • •• , serão representados por 
sub-conjuntos de pontos do quadrado. Para 
complemento de um elemento x toma­
mos o conjunto complementar do conjunto 
que representa x , isto é, o conjunto dos 
pontos do quadrado que não pertencem a x. 
O supremo e o ínfimo de dois elementos se­
rão representados, respectivamente, pela reu­
nião e pela intersecção dos conjuntos que 
representam x e y. Esta representação é 
conhecida por Diagrama de V E N N e será jus­
tificada, para o caso das Álgebras de B O O L E 
finitas, pelo último teorema demonstrado 
neste artigo (Representação das Álgebras de 
B O O L E , § 5). 

Na figura estão representados dois elemen­
tos, x e y, por meio de circulos e os seus 
complementos, x' representada pela parte 
tracejada horizontalmente e y' pela parte 
tracejada verticalmente. A simples análise 
do diagrama sugere-nos imediatamente que, 
por exemplo, x'\Jy' (parte tracejada) é o com­
plemento de x/\y. E isto é realmente verdade 
como veremos adiante. 

3 . A l g u n s teoremas das á lgebras de 
Boole . 

A) Consequências de Ei-RZ e D. 
Os teoremas que vamos demonstrar são 

válidos em qualquer Reticulado distributivo. 
Comecemos por demonstrar que a propo­

sição x/\(y\/z)=(xAy)V(»AZ) é, na reali­
dade, deduzível de R 1-R 3 e œ V A = 
= (a>V?)A(*V2) •••(£*)• 

Com efeito, 

( * A » ) V ( * A « ) - [ ( » A » ) V * ] A [ ( * A » W « ] . - B* 
- [ * V ( * A » ) ] A F « V ( * A y ) ] - . - J » i 
- a > A [ ( » V » ) A ( " V y ) ] ...Rte D» 
- [ » A 0 » V « ) ] A ( « V » ) ...BíeSi 
- x A ( « V » ) 
= x\(ySJz) ...RI 

Da proposição que acabamos de demons­
trar e de R1 — R 'â deduz-se, igualmente, 
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D* para o que basta notar que estamos em 
presença de teoremas duais. 

T E O R E M A 1. Sex\Zy = z V y e x / \ y = 
= z/\y então x = z. 

Este teorema é um exemplo de um teore­
ma auto-dual. 

Dem. Por um lado tem-se 

x/\(x\/y)~x (1) B3 

Por outro lado 

xA(x\/y)=x/\(z\Jy) Hip. 

= ( x A * ) V ( x A 2 / ) D 

= ( * A « ) V ( » A ? ) H i p . 

- [ ( * A « ) V « ] A [ ( « A » ) V » ] D . 
- « A K « > V y ) A ( » V y ) ] BI,B3,D 
- [ • A ( » V v ) ] A ( » V y ) BI,B2 
= z A ( * V y ) B3 
= aA («V2/ ) H i p . 
= « (2) i ?2 

De (1) e (3) resulta x = z. 

T E O R E M A 2. Para todo o elemento x tem-se 

x\/x = x/\x=x 

Dem. (1) x\J[xA(x\ry)] = x\/(x/\z)=x 
pondo z = x\Jy. 

(2) x/\(x\/y) = x donde x \/[x A (x Vy)] = 
S B £C V * • 

De (1) e (2) resulta x V x = a?. 
A igualdade x/\x—x fica também demons­

trada, pois é dual de x\Jx=-x. 

T E O K E M A 3. Se x\/y=x/\y então x=y. 

Dem. x\j{x/\y)=x 

x V O A y )=a? V Q» V # ) = x V «/ 
donde 

x = x\Jy (1) 

yV(*Aír)=0 
yV(xAy)=-y\/(x\/y)=x\/y 

donde 

y = ^ V ? (2) 

De (1) e (2) resulta x = y. 

B) Consequências de R1 — R3 , D e 
B I — 5 2 . 

i 
T E O R E M A 4. A correspondência â? = a?' 

é uma correspondência biunívoca e involu-
tiva de St sobre Si. 

Dem. A demonst ração divide-se em duas 
partes 

i . A correspondência é biunívoca : a) Se 
x = y então x' = y' e b) Se x — y' então 
x = y . 

i i . A correspondência ó involutiva : 

/. (k x) = l2 x = x 

i. a) x\x'—y\J y' e xf\x'=y/\y' B1-2 

y V z ' = y V y ' e yt\x'=yl\y' H i p . 
donde x' = y' Tl 

b) x\Jx' = y\]y' e x/\x' = y/\y<.. '. B l - 2 

x\Zy'=-yVy' e x/\y' = y/\y'. H i p . 

donde x — y Tl 

i i . a s ' V ( * ' ) ' — « V * 1 e x< /\(x')' = x/\x'... Bl-2 
donde (a:')'=a; T l 

T E O R E M A 5. (Leis de MOKGAN). 

(x\yy)' = x'Ay' e (se/\y)'-=x'V>' 

As duas igualdades são duais ; basta, pois 
demonstrar uma delas. 

Dem. Em 7 ,4 ficou provado que cada 
elemento tem um só complemento. Para de­
monstrar o Teorema basta provar que x'/\y' 
é o complemento de x \ / y . Com efeito, 

( x V y ) V ( x ' A v ' ) - [ ( œ V y ) V x ' ] A [ ( * V y ) V y ' ] = 

= [ ( x V x ' ) V y ] A [ x V ( y V y ' ) ] = 

- ( / V y ) A ( J Y * W A ' - ' 
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e 
(x v y) A (*' A y1) - [* A (*' A y')] V [y A (*» AV)1-

-«a'A^Ay'lV^'Aû'A»')]-
-(OAy')V(*'A0)-OV0-0 

T K O K E M A 6. 0'--=/ e i ' = 0 

Z?e?n. 0\/I=I e 0 A / = 0 , donde 0' = 7 
e / ' = 0 . 

4 . A s álgebras de Boole c o m o sisremas 
parc ia lmente o r d e n a d o s . 

Um conjunto A=(x ,y ,z , •••) diz-se par­
cialmente ordenado quando e só quando entre 
os seus elementos é possível definir uma re­
lação binária x/y verificando os seguintes 
axiomas : 

0 l . x/x 
0 2. x/y e y/x implica x=y 
0 3 . x/y e y/z implica x/z 

E X E M P L O 4. O conjunto dos números reais 
pode ser parcialmente ordenado pela relação 
< (menor ou igual); o conjunto dos números 
inteiros não negativos é um outro exemplo 
de conjunto parcialmente ordenado quando 
nele se define a mesma relação < , ou a re­
lação -< (divide). Vemos assim que, num 
mesmo conjunto, podem estar definidas várias 
relações de ordem parcial. 

Num reticulado (e, portanto, numa álgebra 
de B O O L E ) é possível definir uma ordem par­
cial < . Para isso introduzamos a seguinte 

. D E F I N I Ç Ã O 2. Diz-se que x<y quando e 
só quando x\/y=y. 

Demonstremos quo a relação assim defi­
nida é, realmente, uma relação de ordem 
parcial. 

Com efeito, 

0 1 . x\/x=x (T2) donde x<x (Def. 2) 
0 2 . Se x<y e y<x tem-se x\/y=y e 

y\/x=x donde 

0 3 . Se x<y e y<z tem-se x\Jy=y e 
y\J'z—z donde (x\Jy)\Jz=x\f (y\/z) — 
— x\Jz=z ou x<z. 

A mesma relação de ordem parcial pode 
ser introduzida pela 

D E F I N I Ç Ã O 2*. Diz-se que x<y quando 
e só quando x/\y = x a qual é equivalente 
à def. 2 como vamos demonstrar : 

Basta demonstrar que as igualdades 

x\Jy — y e x/\y=x 

são equivalentes. 

Suponhamos que x\J y = y ; então 

x/\(x\/y)—x/\y = x . 

Suponhamos que x/\y = x; então 
y\/(xAy)=yAx=y 

Definindo y>x como equivalente a xZ^y, 
a def. 2* pode escrever-se 

D E F I N I Ç Ã O 2**. Diz-se que x>y quando 

e só quando xf\y~y-
Comparando as def. 2 e 2** vemos que as 

relações x<y e x>y são duais; portanto 
quando numa expressão intervém o sinal < 
ou > para passar à expressão dual devemos 
permutar estes sinais. 

O facto de um reticulado ser um conjunto 
parcialmente ordenado permite-nos obter unia 
nova representação gráfica para os reticula­
dos com um número finito de eleinontos 
(reticulados finitos) chamada diagrama de 
H A S S E . 

Para isso notemos, em primeiro lugar, que 
todo o reticulado finito tem um primeiro e 
um último elemento (0 e I ) . Com efeito 
V Xi = xï V x2\/ • • • segue qualquer xr, e 
A Xi = xl A A • • • procede qualquer x-, ; 
logo 0 = A * i e 7 = V « ; -

Designemos por letras — a ,b , c , • • • — 
os elementos do reticulado ; quando dois ele­
mentos a e b estão ligados pela relação 
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a < 6 , mas com a=f=b, e são tais que entre 
a e b não existe algum elemento c , as duas 
letras representativas são ligadas por uma 
flecha dirigida de a para b . 

Por exemplo, o reticulado constituído pelos 
elementos a,b,c,d com a < ò < < £ e o < c < d 
será representado pelo diagrama I e o reti­
culado dos divisores de 30 (Exercício 2) pelo 
diagrama I I . 

Demonstremos algumas proposições onde 
intervém a relação < . 

A) Proposições válidas em qualquer Reti­
culado : 

T E O K E M A 7. x<x\/y qualquer que seja y. 
Dem. De x/\(x\/y)=x resulta imediata­

mente x<x\/y. 
Dualmente, 

T E O K E M A 7*. x/\y<x qualquer que seja y. 

T E O R E M A 8. Se x<y e x<z então x'<y/\z 
Dem. A hipótese é equivalente a x/\y=x 

e x /\z = x; então tem-se x = x /\ z = 
= (a?A#)Az=#AO/A«) donde x<yAz-

Dualmente, 

T E O R E M A 8*. Se y<.x e z<a; então 
y \Jz<x. 

B) Proposições válidas em Álgebras de 
B O O L E . 

T E O R E M A 9. Numa Álgebra de B O O L E 
x\Jy=y é equivalente a x'\/y = l . 

Dem. Admitamos que x V y = V > então 
x'\Jy=x'\J(x\jy) = (x<\Jx)\Jy=I\/y = I . 

Admitamos que x'\/y = I; então x\jy=* 
= lA(x\Zy) = (x'\/y)A(x\/y) = y\/(x'Ax) = 
-yS/o^y 

Dualmente, 

T E O R E M A 9* Numa álgebra de B O O L E 
xAy=y é equivalente a x'Ay = 0. 

Os T E O R E M A S 8-9 mostram que numa álge­
bra de B O O L E as def. 2-2* podem ser subs­
tituídas pelas definições que lhes são equiva­
lentes : x < ? / quando e só quando x ' \ / y = I i > 
ou « x < y quando e só quando x A . y ' = 0 » . 

T E O R E M A 10. Se x<.y então y'<x'. 
Dem. A hipótese x<y é equivalente a 

x\jy=y; então y'= (x\Jy)'= x'f\y' donde 
y < * ' • 

E X E R C Í C I O 4. Demonstre que 0 < a ; e a?<7 
qualquer que seja x . 

E X E R C Í C I O 5. Demonstre que se a:<M e 
y<.v então x A y<u/\v e xAy<u/\v. 

E X E R C Í C I O 6. Desenhe o diagrama de 
H A S S E do reticulado do exercício 1. 

E X E R C Í C I O 7. Desenhe o diagrama de 
H A S S E do reticulado do Exemplo 3 e procure 
os elementos não complementados desse reti­
culado. Verifique que, neste caso, os elemen­
tos complementados são os vértices do «qua­
dri láteros» (3, 4, 1 e 12). 

5 . Representação das álgebras de Boo le . 

Neste pa rág ra fo vamos dar uma generali­
zação do Exercício 1, isto é, demonstrar que 
toda a á lgebra de B O O L E finita é isomorfa ao 
conjunto dos sub-conjuntos (ou partes) do 
conjunto dos átomos da á lgebra . 

D E F I N I R Ã O 3. Diz-se que o elemento Oj 
dum Reticulado é um átomo quando e só 
quando a.-^O e 0<a?<a,- implica x = 0 
ou x = ai\ quer dizer, quando ai segue ime­
diatamente 0 ou at é um sucessor de 0 . 

Dualmente, 

DEFINIÇÃO 3*. Diz-se que o elemento nii 
de um Reticulado é uma molécula quando e 
só quando m(=j=I e TO, < » < ! implica 
x~mi ou x=I; quer dizer, quando wi< pre-
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cede imediatamente 7 on me é um anteces­
sor de I . 

A existência de tais elementos num Reti­
culado finito é evidente. 

Posto isto demonstremos o 

T E O R E M A 10. Num reticulado finito e com­
plementado o supremo \j a ; de todos os 
átomos é o supremo do reticulado: \ y a £ = 7 . 

Notemos, em primeiro lugar, que existem 
reticulados finitos em que o supremo dos 
átomos não é o supremo do reticulado (Dia­
grama I I I ) . 

Dem. Designemos por a o supremo dos 
átomos de um reticulado finito e complemen­
tado e seja a' um seu complemento (a unici­
dade do complemento deriva do axioma 
D — reticulados distributivos — e, portanto, 
não se exigindo na hipótese que o reticulado 
seja distributivo, pode a ter vários comple­
mentos (Diagrama I V ) ) . Ora, at<a (Teo­
rema 7) e como qualquer elemento do reti­
culado ou é 0 , ou é átomo ou é precedido 
por algum átomo, a' só pode ser 0 pois que 
se ajk<o' seria ak<.a/\a' = 0. Logo, sendo 
a' = 0 será (Teorema 6) a — I . 

Dualmente, 

T E O R E M A 10*. Num reticulado finito e 
complementado e ínfimo mt de todas as mo­
léculas é o ínfimo do reticulado. 

Estamos agora em condições de demons­
trar um teorema que oferece certa analogia 
com o teorema da decomposição de números 
inteiros em factores primos : 

T E O R E M A 11 . Todo o elemento de uma 
álgebra de B O O L E finita, diferente de 0, admite 
uma decomposição atómica da forma V a « ( 

(em que a,- são elementos tomados do con­
junto dos índices dos átomos e * = 1,2,« • 
sendo n o número de átomos da álgebra) e 
tal decomposição é única. 

O teorema que vamos demonstrar baseia-se 
no Teorema 10 e no axioma D, logo, é 
válido nas álgebras de B O O L E . 

Dem. Seja x um elemento da álgebra dife­
rente de 0 ; então x = / A a? = V a í A » = 
= V(*tA'*) (Axioma D). Ora a, A # = 0 , caso 
não seja ai<x, ou ai/\x=ai se ai<.x; logo, 
a expressão V ( a í A * ) fica reduzida ao supremo 
dos átomos que precedem x : x=\J at repre­
sentando por at os átomos que precedem x. 

Dualmente, 

T E O R E M A 11*. Todo o elemento de uma 
álgebra de B U O L E diferente de 1 admite uma 
decomposição da forma A'"/ e tal decompo­
sição é única : x = A mi representando por 
wi( as moléculas que seguem x. 

Antes de demonstrarmos a proposição fun­
damental deste parágra fo , recordemos a defi­
nição de isomorfismo-algébrico. Um isomor­
fismo algébrico e uma t rans formação biuní-
voca de um espaço X sobre um espaço Y 
que respeita as leis de composição definidas 
em cada um dos espaços. Para demonstrar 
a existência de um isomorfismo entre dois 
espaços temos que demonstrar: (i) A trans­
formação é biunívoca, isto é, a cada elemento 
de X corresponde um e ura só elemento de 
Y e cada elemento de Y é o transformado 
de um e um só elemento de X; (ii) A trans­
formação respeita as leis de composição, isto 
é, se em A' está definida uma operação ( . ) 
e em Y uma operação (o) tem-se, repre­
sentando por x1 o transformado de x, {x.y)- = 
= x' o y • 

T E O R E M A 12. Toda a álgebra de B O O L E 
finita ê isomorfa ao conjunto dos subconjuntos 
do conjunto dos seus átomos. 

Dem. Consideremos a álgebra de B O O L E 
Sl{R , y , A ) © o conjunto Si dos subcon­
juntos do c o n j u n t o dos seus átomos, 
E= \al, a2 , « 5 , • • • O u ] , algebrizado pelas ope­
rações U (reunião) e f l ( intersecção). 

Es tabeleçamos entre St e Si a correspon­
dência / assim definida : 

k k 

í 11 
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isto é, a correspondência que faz correspon­
der ao supremo de átomos de a reunião 
dos conjuntos de <® formados por esses átomos. 

( i ) Vejamos, em primeiro lugar, que se 
trata de uma correspondência biunívoca : 

1) Se x=y então as suas decomposições 
atómicas só diferem, quando muito, pela 
ordem dos seus elementos : 

a? = aa,V«a,V--- a** 
y<*fcVagpV • • «B» 

e cada a%i é igual a um dg . En tão 

>a?=> (oj.Vox.V • • •<***)= > «a,, • • • a^l 
í y = » («3Í V «fe V • • • «íó = I aft > «fe » • • • «0*1 

conjuntos que diferem, quando muito, pela 
ordem dos seus elementos e, portanto, são 
iguais; lx = ~ky; 

2) Sejam J x = ja a, aa, • • • aa* j e ^ y = 
— I a3! a p 2 ' ' ' ap, I elementos iguais de í8 , isto 
é, elementos que, quando muito, diferem pela 
ordem dos átomos. 

O elemento >a? é imagem de elemento 
t 

i = V « l i e o elemento ~ky é imagem do ele-
k 

mento y = V « 8 ? elementos que, quando 
>-» p ' 

muito, diferem pela ordem dos átomos e, por­
tanto, são iguais. Fica assim provado que 
\x = ly implica x = y. 

(ii) Provemos agora, que a t ransformação 
> respeita as leis de composição. 

* í 
Seja x=\JaaLi e ç = V « j . Pretendemos 

i= l ' j=i v' 
demonstrar que 
a) l(x\Jy)--=lx\J'),y 
b] /(a?Ay)=Xa?rU.V 
Ora, por um lado, 

a = / f v » ! . i ) = U I«a,| = (««, ,««. i ' " a*/.! 
\ Í = I / ;=i 

y = M V f l p ( - U |a3J = ja p , a p , • •. a f t | 
donde 
(1) ^n> .^= iaa , ••• aak| U |fflft •• «p,| = 

= | « 7 , ••• «T»l _ 
e (m , m! < Z + Á-) 

(1') l a r O i y — | « x , — " « i l D • • • «p,| = 

= l«e. • • • « e - l 
em que os a-f, e os aõ i representam, respec­
tivamente, os elementos a a, e ap. sem repe­
tições e os elementos a^. e a^ iguais; donde, 
m = 1 -\- k e m' = O quando esses elementos 
são todos diferentes, isto é, x/\y = 0 e »i = 
= m' = k quando esses elementos são todos 
iguais, isto é, x=y. 

Por outro lado, 

(2) >( a ?Vy)=>(vaœ,V Va..) = 
\ Í = I í 

( m V m 
V « 7 ( ) = U | « 7 , i = | « T . •••«TTml 
<_1 / Í = I 

e 

(2') / ( » A ^ ) = > (v f l« i A V a g ) = 

» ' 
= U | a * | = ] « í , • Oh.,1 • 

De (1) e (2) resulta l(x\yy)=ïx\Jïy e 
de ( l ' ) e (2') resulta À ( a ; / \ j / ) = l ! i ! f | ^ que 
são as igualdades que pretendíamos provar. 

Em particular, tem-se ). (0) = 0 e í ( I ) = E. 
Com a demonstração deste teorema fica 

justificado o Diagrama de V E N X como repre­
sentação de álgebras de B O O L E finitas. Ficou 
afinal, provado que toda a á lgebra de B O O L E 

finita é isomorfa a um corpo de conjuntos 
(precisamente ao corpo dos subconjuntos do 
conjunto dos seus átomos). Utilizando o axi­
oma de Z E R M E L O , mostra-se que toda a álge­
bra de B O O L E é isomorfa a um corpo de 
conjuntos. 

B I B L I O G R A F I A 

V A L È H E G L I V E N C O , T h é o r i e G é n é r a l e des Structures, 
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Porto. 
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J o s é Morgado acabado de publ ica r . 
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Grupos de Isotopia 
por Élon Lages Lima* 

1. I n t r o d u ç ã o . 

As t ransformações que se obtêm defor­
mando continuamente uma figura sem rasgar 
nem colar são homeomorfismos desta figura. 
Mas é evidente que existem homeomorfismos 
(por exemplo, a re f lexão num espelho) que 
não podem ser obtidos por meio de uma 
deformação do objecto. Põe-se então o pro­
blema de determinar os homeomorfismos 
(isto é, t ransformações biunívocas e bicon-
tinuas) que podem ser obtidos a partir da 
t rans formação identidade por intermédio de 
uma deformação contínua, sem rasgar nem 
colar. Mais geralmente, dados dois homeo­
morfismos / , g de um objecto X, procura-se 
saber se o homeomorfismo f o g - 1 pode ser 
obtido por deformação . Se tal for o caso, é 
natural considerar f e g como equivalentes. 
A composição de homeomorfismos induz entre 
as classes de equivalência assim obtidas uma 
estrutura de grupo, que chamaremos o grupo 
de isotopia de X , e representaremos por 
7 ( Z ) . 

O grupo de isotopia de um espaço ó por­
tanto um invariante algébrico natural e de 
fácil descrição. Todavia ele não tem mere­
cido a atenção dos topólogos . A razão para 
isto pode talvez ser encontrada no facto de 
que os grupos de isotopia não se enquadram 
nos padrões abstratos e gerais da topologia 
moderna. Por exemplo, um dos aspectos 
peculiares de I ( X ) é que este grupo não 
satisfaz nenhum dos axiomas de E I L E X B E R G 
e S T E E N R O D . 

Em [3] calculamos o grupo de isotopia de 

* Bols is ta do Conselho Naciona l de Pesquisas, 
B r a s i l . 

S 2 . No presente trabalho, demonstraremos 
os isomorfismos entre os grupos de isotopia 
de li'1, Sn e Bn+1. Determinaremos também 
a modificação que sofre o grupo de isotopia 
de uma variedade compacta quando dela se 
omite um número finito de pontos. Queremos 
agradecer ao nosso colega M . H I R S C H por 
muitas discussões estimulantes. 

2 . Def inições e notações. 

Indicaremos com 7?" o espaço euclideano 
de dimensão n ; Rl ó a recta e R2 o plano. 
O símbolo 0 indica o ponto ( 0 , 0 , • • •, 0) 6 Rn. 
Com I x [ indicaremos a norma de x = (x^ , 
, • • • , xn) e Rn , isto é, I x |— [x\ -j HO 1 ' 2 . 
7?" e S"-1 representam respectivamente a 
bola de dimensão n e a esfera de dimensão 
n—l , i s t o é , Bn=\xeRn ; 1 * | < 1 | e Sn~l = 
= \xe Rn; |a?| = l j . Bl ó o intervalo fechado 
[ — 1 , + 1 ] e S° consta dos pontos — 1 , + 1 . 
Em geral, S"-1 é a fronteira de Bn. O sím­
bolo 7 significará o intervalo fechado [0 , 1 ] . 
O equador de Sn é o conjunto dos seus pon­
tos com última coordenada igual a zero. Ta l 
conjunto é evidentemente homeomorfo a Sn~l, 
razão pela qual o indicaremos com S"-1. 
Representaremos por HN (resp. Hs) o hemis­
fério norte (resp. o hemisfério sul) de S", 
isto ó, o conjunto dos pontos de Sn cuja 
última coordenada é > 0 (resp. < 0 ) . A in-
terseção HNr^Hs é o equador 8n-1. 

Toda aplicação contínua / : S"-1 —>• S"~l 

estende-se a uma a p l i c a ç ã o c o n t í n u a 

B" —>- Bn que consiste em transformar, por 
meio de uma ro tação , o raio de Bn que passa 
por xeS11'1 no raio que passa por / ( í c ) e â " ' - 1 . 
Mais precisamente, f ó definida pelas fór-
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mulas f(0) = 0 j ( y ) = \y\.f(yl\y\),y±0. 

Tem-se f o g = f o g e, se / é a identidade 
de S"'1 ,f é a identidade de Bm . Assim, se 

f é um homeomorfismo de S ' 1 ' 1 , f é um 
homeomorfísmo de Bn. (Diremos sempre 
«homeomorfismo de X» em vez de «homeo­
morfismo de X sobre XT>). Chamaremos f 
a extensão radial de / . 

Consideremos SN~L como o equador de 
Sn . A aplicação (xi, • • • , x„ , xn+{) —>• (a?i, 
, • • •, xn , 0) induz homeomorfismos de HN 
(hemisfério norte de Sn) e Hs (hemisfério 
sul de Sn) sobre Bn, de modo que podemos 
considerar esses hemisférios como bolas 
•«-dimensionais cuja fronteira comum ó Sn~l. 
Então , dada / : Sn~l —*• Sn~l, temos as exten­
sões radiais f N : HN —> H$ e f s : Hs —+• Us • 
As aplicações f N e f s coincidem com f em 
SA~L = UN <~> Us e portanto definem uma apli­
cação f : S n - + S n (pois Sa=>HN\JIIs) que 
chamaremos a suspensão de f . Tem-se 
fog =fog e a suspensão da identidade de 
S"-1 é a identidade de S n . Em particular, 
se / ó um homeomorfismo de S"-1, sua sus­
pensão / é um homeomorfismo de S n . 

Dados os espaços topológicos X,Y e as 
aplicações contínuas f , g : X —>Y, uma homo-
topia entre / e g ó uma aplicação contínua 
F : X x I-*- Y tal que F(x , 0) = f ( x ) e 
F(x,l) = g(x) para todo XGX. Quando 
existe uma homotopia entre f o g são homo-
tópicas. A relação « / e g são homotópicas» 
é reflexiva, simétrica e transitiva, donde re­
parte o conjunto das aplicações contínuas de 
X em Y. Se 2 é outro espaço, se f , g : X—*-Y 
são homotópicas e / ' ,g' : Y—+Z são tam­
bém homotópicas, então f o f , g' o g : X—*-Z 
são homotópicas. Se a aplicação identidade 
i'.X—*-X é homotópica a uma aplicação 
constante X—>peX, então o espaço X 
diz-se contrátil. Por exemplo, F{x, í) = 
= (1 — í)a? ó uma homotopia entre a aplica­
ção identidade de RN (resp. de Bn) e a 

aplicação constante RA—*-0 (resp. B n —»-0) . 
Portanto RN e Bn são espaços contrateis. 

Sejam / , g homeomorfismos de um espaço 
X . Uma isotopia entre f e g é uma homo­
topia F:XxI-+X entre / e g t a lque , 
para todo t e l , a aplicação Ft : x —*• F(x,t) 
é um homeomorfismo de X . Se existir uma 
isotopia entre f e g diremos que f e g 
são isotópicos. A relação tf e g são isotó­
picos D é reflexiva, simétrica e transitiva, 
donde divide o conjunto H(X) de todos os 
homeomorfismos de X em classes de equi­
valência disjuntas, chamadas as classes de 
isotopia de X . Se f e H { X ) , indicaremos 
com [ / ] a classe de isotopia de / . Se / é 
isotópico a g e f é isotópico a g' então 
f o f ó isotópico a g o g'. En tão pondo 
[ / ] ' Í9] = í f ° 9 ] > e s t a operação ó bem defi­
nida e introduz uma estrutura de grupo no 
conjunto I ( X ) das classes de isotopia de X. 
O grupo I ( X ) chama-se o grupo de isotopia 
de X . Observemos que a composição de 
homeomorfismos dá ao conjunto H(X) uma 
estrutura de grupo e o conjunto D(X) dos 
homeomorfismos isotópicos à identidade ó um 
subgrupo normal de H(X) tal que I ( X ) = 
= H(X)/D(X). 

3. E x e m p l o s . 

A) Uma rotação de RN é uma transforma­
ção linear ortogonal cujo determinante ó + 1. 
Uma rotação r de R"--^1 induz um homeo­
morfismo de Sn que indicaremos ainda com 
r e chamaremos uma ro tação de S N . Como 
exemplo de isotopia, demonstraremos que 
toda rotação de Sn ó isotópica à identidade. 
Isto decorre do Lema 3. 1, que será usado 
na secção seguinte. 

L E M A 3. 1. Seja a um ponto e r uma 
rotação de S". Dada uma curva contínua 
a. : I —*- S n tal que a. (0) = a e a. (1) = r (a) , 
existe uma isotopia E : S° X I —*• S n entre a 
identidade de S" « a rotação r com as seguin­
tes propriedades : para cada t e l o homeo-
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morfismo R, : X R (x , t) é uma rotação de 
S n e R t (a) = R (a , t) = <x (t) . 

Demonstração. Uma rotação de 8* con­
siste simplesmente da multiplicação x—^x • r 
por um número complexo r de módulo 1. 
Pondo R (x, t) = x • a. (t) obtemos a isotopia 
requerida. Suponhamos n > 1 e o teorema 
verdadeiro para S n _ 1 . Tomemos em Rn+l 

uma base ortogonal j« i , • • • , tal que 
<?n + i = « • Uma rotação Re de Sn fica deter­
minada pelas imagens Ri(ei) dos elementos 
desta base, devendo tais imagens formarem 
uma base ortonormal com a mesma orienta­
ção que a base et. Pondo Rc (a) = <x(t), 
devemos ainda definir os vectores ortonor-
mais Rt (ei), • • • , Rt (en) continuamente em 
função de í , de modo que a base \Rt(et), 
, • • • , Rt (en) , a (t)\ seja positivamente orien­
tada em relação a | e i , ••• ,en,a\> Ora, para 
cada t e l , o espaço tangente Va (t) à esfera 
Sn no ponto a (t) é ortogonal a « (t), de 
modo que o problema reduz-se a definir, de 
modo continuo, para cada t e l , uma base 
ortonormal \vi (t), • • • , vn (i)\ de V*M tal 
que |»t(0»••••»*»(*)»*(*)! tenha determi­
nante positivo em relação à base inicial e ; . 
Além disso, cada vj(0) deve ser equipolente 
a ej e cada vj(l) equipolente a r(ej),j = 
= 1, • • • ,n . Existem as projecções estereo-
gráficas pi : Ai —*• R" e pz : A-2 —*• Rn, onde 
Ax = Sn — a, Az = Sn — (—a). Estas pro-
jeções são homeomorfismos sobre R" (veja 
[ 1 ] , pág . 64). 

As curvas C[, ••• ,Cn, imagens dos eixos 
de Rn por p-1 são diferenciáveis em Rn+1 

e possuem, em cada ponto x e At, vetores 
tangentes não nulos Y[ (x), • • • ,Y* (x), que 
são funções contínuas de x e formam uma 
base ortogonal do espaço tangente V x a Sn 

no ponto x . Assim, se indicarmos com 
X\(x) o vector unitário de mesma direcção e 
sentido que F í ( a f ) , o sistema \X\(x),- ••, 
, A'J, (x)\ é, para cada xe Ai} uma base orto­

gonal do espaço tangente V x , a qual chama­
remos base natural de V x no sistema de 
coordenadas y'. Ora, em virtude da conti­
nuidade de a., existe um inteiro positivo p 
tal que cada subintervalo Ik = [k/p , k/p -f-
+ l/p] C I satisfaz à condição a(Ik)czAi, 
com i = l ou 2 . Basta então definir os vec­
tores »i (<)» ' • • ,»» (t) para te h , k=l,'-,p, 
de modo que esta definição seja coerente nas 
extremidades dos l k . Procederemos por in­
dução. Para k=0, suponhamos, para fixar 
as ideias, que a(I0)czA2. Dada a base natu­
ra l \X*(à), . • • , X*(a)\ seja T0 a transfor­
mação ortogonal tal que T0 A? (a) = tj , 

j = 1 , • • • , 7i. Ponhamos vj (t) = T0 A? (a (í)) 
para tela. Suponhamos agora os Vj\t) de­
finidos para 0 <t <k/p e admitamos, para 
fixar as ideias, que a(Ik)<zA\. Seja Tk a 
t r ans formação ortogonal tal que TkX\(<x-
(k/p)) — Vj (k/p) , j — 1 , ••• , » . Po remos 
vj (t) = Tu X\ (a. (t)) para te I k , excepto se 
k = p — 1 . Neste caso, observamos que os 
2» X\ (a (1)) formam uma base do espaço 
tangente em a(l) = r(a) com a mesma orien­
tação que a base inicial J e{ j , Com efeito, 
começamos com Vj (0) = ej e prosseguimos 
por continuidade. Tomando determinantes 
sempre em relação à base et, det(vj(t)) é 
igual a + 1 para t — 0 e nunca se anula, 
pois os vj(t) são sempre linearmente inde­
pendentes. Logo det (Tp-X X ) (a (1))) > 0 . 
Assim existe uma ro tação p do espaço a n 
dimensões talque p Tp_x X\ (a(l)) = r (ej) para 

j = l , ••• , n . Pela hipótese de indução, existe 
uma família contínua de rotações p (t), 1 — 
— l / p < t < 1 , tal que p ( 0 ) = identidade e 
p ( l ) = p. Modificamos então a definição dos 
v j ( f ) em 7P_! pondo v,(t) = ? (t) T p . x X) («(<)) 
para 1 — Isto conclui a constru­
ção da família e a demonstração do 
Lema 3. 1 também. 

C O K O L Á K I O 3. 2. Dada uma rotação r de 
S n , existe uma isotopia F entre r e a iden-
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tîdade de S" , tal que para cada t e I , F t é 
uma rotação de S n . 

Com efeito, tomemos ae Sn a rb i t rá r io . 
Como S" é conexo por arcos, existe uma 
curva a. ligando a e r(a). E n t ã o aplicamos 
o Lema 3. 1. 

B) O grupo de isotopia de um espaço X 
não ó, em geral, abeliano. Por exemplo, se 
X ó discreto com p elementos, I(X) é o 
grupo 7t p das permutações de p objetos. 
Na secção 5 demonstraremos que, se M é 
uma variedade compacta e A é um subcon­
junto finito de M, então I(M— A) = l(M)x 
xI(A) e portanto, se A possui mais de um 
elemento, 1(M—A) não é abeliano. 

C) Se Y ó um espaço contrát i l , duas apli­
cações f , g : X—+-Y são sempre homotópicas. 
Realmente, seja F uma homotopia entre a 
aplicação identidade e a aplicação constante 
Y-^peY. En tão F' (x ,t) = F'(/(»), í) é 
uma homotopia entre / e a aplicação cons­
tante X—*-peY, donde / é homotópica a 
g. Em particular, dois homeomorfismos de 
um espaço contráti l são sempre homotópicos. 
Não é verdade porém que dois homeomor­
fismos de um espaço contrát i l sejam sempre 
isotópicos. Realmente, como homeomorfismos 
isotópicos de Sn têm o mesmo grau, existem 
em I(S") pelo menos dois elementos, a saber, 
a classe da aplicação identidade e a classe 
da ref lexão no plano xn+i = 0 . En tão se-
gue-se da proposição 4. 1, que demonstra­
remos a seguir, que I(Bn+1) tem pelo menos 
dois elementos, embora B " + 1 seja contrát i l . 

4. Isomorf ismos enrre I [R"), I (Sn) e 
/ ( B n + 1 ) . 

Indiquemos com E : H(Sn) —>- H(Bn+l) o 
homomorfismo que associa a cada homeomor-

. fismo f de Sn sua extensão radial E ( / ) = f . 

PROPOSIÇÃO 4. 1. O homomorfismo E : H -
( S n ) — > H ( B n + 1 ) induz um isomorfismo E de 
I ( S n ) sobre l ( B n + l ) . 

Demonstração. Mostraremos em primeiro 
lugar que E(D(Sn))dD(B'*-1). Seja / um 
homeomorfismo de Sn isotópico à identidade 
Consideremos uma isotopia F:SnxI—*-Sn 

então f e a identidade de S n . Definamos 
agora F: Ba+1xl-*- pondo F(x,t) = 

= |«| • F(x/\x\,t) se x=f=Q e F(0, í) = 0 . 
En tão F é uma isotopia entre f = E ( f ) e 
a identidade de B n + l . Assim E induz um 
homomorfismo E : 1(Sn) —>-1 (Bn+l) definido 
por - £ ( [ / ] ) = [ / ] • Este homomorfismo ó 
biunívoco. Realmente, seja F: 2?" + 1 x7— 
uma isotopia entre a extensão radial E ( f ) 
do homeomorfismo / de e a identidade 
de Bn+l . Para cada t e l a aplicação 
Ft : x —>- F (x , t) , sendo um homeomorfismo 
de Bn+1, transforma Sn em Sn (isto de­
corre imediatamente da invariância dos con­
juntos abertos de um espaço euclideano por 
homeomorfismos) e portanto a res t r ição 
F = F\(SnxI) define uma isotopia entre a 
restr ição f = E ( f ) \ S n e a identidade de 
S n . Isto mostra que o núcleo de E reduz-se 
à identidade, donde E é biunívoco. Para 
mostrar que E é sobre I(Bn + 1), usaremos 
um raciocínio de A L E X A N D E R [2] . Seja g um 
homeomorfismo de Bn+1 e g' a res t r ição 
g I S" . Como vimos acima, g' ó um homeo­
morfismo de S n . Mostraremos que g é iso­
tópico à extensão radial E(g'). Para isto, 
definiremos uma isotopia G que, em cada 
instante t , é o homeomorfismo de Bn+l que 
coincide com E(g') no interior da bola de 
raio 1 — t e centro 0 e, no interior desta 
bola, coincide com o homeomorfismo g «con­
centrado» aí. Mais precisamente, definiremos 
( ? : B n + 1 x J - > i 5 " + 1 pondo 

G(x ,t)=\x \ • g(x/\x\) se 1 — i < | a ? | ^ r O , 
G (x, t)=(í-t) • g ( œ / ( l - t ) ) se | œ j < l - < ^ r O , 
< ? ( 0 , 0 ) - 0 . 

Verifica-se imediatamente que G é uma iso­
topia entre g e E(g'), e portanto [g]*= 
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= [E (g')]=E ([g1]), donde E é sobre, o que 
conclui a demonst ração. 

Tomemos um ponto a na esfera S". A pro­
jecção estereográfica pa: Sn — a^*- Rn ó um 
homeomorfismo sobre. (Por simplicidade, es­
creveremos p em vez de pa, sempre que 
não houver perigo de confusão) . Dada uma 
aplicação contínua / : i? n—> Ra ,p~vfp- Sn — 
— a - > S " — a é contínua e p _ l ( / o g)p = 
==(P'1fp)(P~19P)- Se / é a identidade de 
R t t , p - i f p é a identidade de Sn — a. Em 
particular, se f é um homeomorfismo de 
Rn, p~l f p é um homeomorfismo de Sn — a 
e portanto pode ser estendido do modo único 
a um homeomorfismo f de Sn pondo-se 
f(a) — a, pois S" é a compactificação de 
A L E X A N D U O F F de Sn — a . A aplicação f—*rf 
define um homomorfismo P = Pa:If(Rn)—j>-
-* H{S*). 

PROPOSIÇÃO 4. 2. O homomorfismo P : • H 

(R n ) —>• H (S n) induz um isomorfismo de I (R n ) 
sobre I ( S n ) . 

Demonstração. Seja feH{Rn) isotópico 
à identidade por meio de uma isotopia F. 
Definamos F* : (Sn — a)x 7—>- 8" — a pondo 
F*(x, t)=p-1(F(p(x), t)). E n t ã o F* é uma 
isotopia entre p~1f p e a identidade de Sn— a. 
Para cada tel, a aplicação F* : x —*• F* (x, í) 
é um homeomorfismo de Sn — a e portanto 
estende-se a um hemeomorfismo Ft de S" 
pondo se Ft (a) = a . Definiremos F: Sn X 
x l - + Sn por F {x ,t) = Ft(x). Vê-se sem 

dificuldade que F é uma isotopia entre / e 
a identidade de S". Por conseguinte o ho­
momorfismo F transforma D(Rn) em D(Sn) 
e assim induz um homomorfismo P : I(R")—>• 
->1{S") pondo-se P ( [ / ] ) = [ / ] . Este ho­
momorfismo é biunívoco. Com efeito, dado 
um homeomorfismo / de Rn, suponhamos 
que exista uma isotopia F entre f e a iden­
tidade de Sn. A curva x:I-^-Sn definida 

por x(t) = F(a,t) é tal que a(0) = a ( l ) = a. 
Usando o Lema 3. 1 com a ro tação r i d e n ­
tidade de Sn, obtemos uma isotopia R entre 
a identidade e si própr ia tal que R(a,t) = a(i). 
Seja Si^Rr1. En tão S (x, t) = St (x) define 
uma isotopia entre a identidade e si própr ia 
tal que S(a(f) ,t) = a . Definiremos então 
G:Snxl-* Sn pondo G(x,t)=S(F(x,t),t). 
O é uma isotopia entre / ' e a identidade de 
Sn, tal que G(a,t) = a para todo t e l . 
Então a res t r ição G* = G | (Sn — a ) X I é 
uma isotopia entre p ~ Y f p e a identidade de 
Sn — a. Logo pondo J(x, t)=p(G*(p~1 (x),t)) 
obtemos uma isotopia entre / e a identidade 
de Rn. Assim, P ( [ / ] ) = l implica [ / ] = 1 , 
donde P é biunívoco. Finalmente, dado um 
homeomofismo g de S", seja r uma rotação 
de Sn talque rg(a) = a. E n t ã o rg=f onde 
/ é um homeomorfismo de Rn. Ora, pelo 
corolár io 3. 2, r é isotópico à identidade de 

S% donde [g] = [rg] = [ f ] = P ( [ f ] ) . Por-
tanto P é sobre, o que demonstra 4. 2. 

C O R O L Á R I O 4. 3. Cada um dos grupos 
I ( B ! ) , I ( R ' ) , I ( S l ) e I ( B 2 ) tem dois ele­
mentos. 

Com efeito, S° consta dos pontos — l e 
+ 1 portanto I(S°) tem dois elementos. Em 
virtude de 4. 1, I(Bl) tem também dois ele­
mentos : a classe da aplicação identidade e a 
classe do homeomorfismo x —> — x . Sabe­
mos que B1 é o intervalo fechado [ — 1 , + 1 ] . 
Ora, todo homeomorfismo do intervalo aberto 
( — 1 , + 1 ) é uma função estritamente monó­
tona e portanto estende-se de modo único a 
um homeomorfismo de Bl. O mesmo ocorre 
às isotopias e essas extensões induzem um 
isomorfismo de / ( ( — 1 , + 1 ) ) sobre I(Bl). 
Ora, ( — 1 , + 1 ) ó homeomorfo à recta Rx, 
donde i ( P J ) é homeomorfo a I(Bl). Por 
4. 2, / ( S 1 ) ó isomorfo a l(Rl) e por 4. 1 
I{B2) é isomorfo a I(SX), onde estes grupos 
constam de 2 elementos cada um. 

Dado um homeomorfismo de f de Sn, sua 
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suspensão / é um homeomoríismo de Sn + 1; 
se g é outro homeomoríismo de S", fog = 
= f o g . Portanto a aplicação f—*-f define 
um homomorfismo S : H(Sn) —*• H(Sn + l ) . 

PROPOSIÇÃO 4. 4. O homomorfismo S : H • 
( S n ) — » - H ( S " + l ) induz um homomorfismo S 
do grupo de iaotopia I (S°) no grupo de isoto-
pia I ( S n + 1 ) . 

Demonstração. Devemos mostrar que se 
feH(S") ó isotópico à identidade então sua 
suspensão f é ff(S*+l) é isotópica à identi­
dade. Seja F: Snxl—*- Sn uma isotopia en­
tre f e a identidade de 5" . Considerando o 
hemisfério norte HyCSn+l como uma bola 
de dimensão ra + l , obtemos, como na demon-
tração de 4. 1, uma isotopia FN entre a ex­
tensão radial f N e & identidade de Hy. 
Analogamente obtemos uma isotopia Fs entre 

f s e a identidade de Us • Como FN e Fs 
coincidem com F em Sn x 1= (IIN ^ Hs)xJ, 
definimos uma isotopia F : S"+x x I—*- Sn + 1 

entre f e a identidade de »Sn + 1 pondo F(x,t) = 
= FN(x, i ) se xeHN e F(x, t) = Fs (x, t) 
se a; e lis • 

O homomorfismo S:J(Sn)^- I ( S n + l ) é um 
isomorfismo sobre se m = 0 , l . Para n > 2 , 
é um problema aberto determinar o núcleo e 
a imagem de S . 

5. Um teorema s o b r e isotopia e m varie­
dades c o m p a c t a s . 

O objectivo desta secção ó generalizar a 
proposição 4. 2. 

Uma variedade topolôgica de dimensão n ó 
um espaço topológico M (de H A U S D O R F F ) 
conexo, tal que todo ponto xe M possui uma 
Vx homeomorfa ao espaço euclideano Rn. 
V x será chamada uma vizinhança coordenada 
do ponto x. Toda variedade M è um espaço 
localmente conexo e localmente compacto. 

Por simplicidade, suporemos ainda que a to­
pologia de M é definida por meio de uma 
métrica, o que acontece por exemplo se M 
possui uma base enumerável de abertos. Esta 
res t r ição não ó logicamente necessária mas 
simplificará a demonstração de 5. 4. Indica­
remos então com d{x,y) a distância entre 2 
pontos x , y e M. Exemplos de variedades de 
dimensão n : RH, Sa e todo subconjunto aberto 
de uma variedade de dimensão n. Uma va­
riedade topolôgica de dimensão 1 é homeo­
morfa a i? 1 ou a »S l. 

No restante desta secção, consideraremos 
uma variedade compacta M de dimensão n > 2 
e um subconjunto finito A = j aif ••• ,ap\ czM. 

L E M A 5 . 1 . Sejam a e M e W i , - - - , W P 

abertos disjuntos de M tais que \J Wi U a é 
aberto em M . Então existe um único índice 
j , 1 < j < p j talque W j U a é aberto em M. 

Demonstração. Seja V uma vizinhança 
conexa de o tal que Vez U Wi D a • Como 
dim M > 2 , V—a é conexo. Além disso, 
V-ad\jWi. Portanto F - a = U ( ^ n ( F - a ) ) . 
Sendo os W i n ( ^ — «) abertos disjuntos, a 
conexão de V implica que todos eles são va­
zios com exeção de um, Wjf)(V—a)= V—a. 
Segue-se que Va Wj\Ja, o que implica ime­
diatamente que Wj\Ja é aberto. Suponhamos 
agora que Wk (J a seja aberto, k =j=j . En tão 
existe uma vizinhança V de a tal que 
VaWtUa. Portanto Vf\ V c ( WtUa) f\ 
V\(Wk\Ja) = a, donde Vf)V'=a, o que ó 
absurdo pois Vf] V é um conjunto aberto. 

Observação. É fácil ver que o lema 5. 1 é 
falso numa variedade de dimensão L 

Para uso nos dois Lemas seguintes, con­
vencionaremos chamar entorno de um potito 
aeA a todo o conjunto aberto V(Z\M — A 
tal que V\Ja é aberto em M. Em outras 
palavras, um entorno de a ó um conjunto 
da forma V= V*—a, onde V*czM é uma 
vizinhança de a que não contém nenhum 
outro ponto de A. 
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L E M A 5. 2. Sejam f um homeomorfismo de 
M — A e V i , " - , V p entornas disjuntos dos 
pontos a i , • • •, a p respectivamente. Então existe 
uma única permutação ff dos índices 1 , • • • , p 
tal que f ( V i ) , • • • , f (V p ) são entornas (disjun­
tos) dos pontos a„( 1 ) , • • • , aa(p) respectivamente. 

Demonstração. O complementar de (J Vt 

em M—A é compacto e portanto é também 
compacto o complementar de U / ( Vi) em 
M—A. Isto significa que \Jf(Vi)\jA é 
aberto em M, donde \Jf(Vi) ó um entorno 
de cada elemento de A, isto ó, (J f{Vi)\JaJ 
é aberto em M para cada índice j. Pelo 
Lema 5. 1, dado j , existe um único índice 
y ( j ) tal que f(VfU)) é um entorno de aj. 
A aplicação j—>-f(j) & u m a permutação dos 
índices 1, ••• ,p. Para prová-lo, basta mos­
trar que, para cada índice k existe um j 
com k = $ ( j ) . Realmente, o fecho K=f(Vk) 
intersecta A pois do contrár io K seria um 
compacto tal que / ( Vk)cKcM — A. En tão 
f _ 1 ( F ) seria um compacto tal que Vkd 
Cf-1(K)Œ.M — A e assim Vk não seria um 
entorno de akeA. Seja ajG A f ) K . E n t ã o 
/( ( f l ) & u m entorno de aj, donde / ( F P f] 
f(Ft)=jfc0, o que obriga k = ç ( j ) . Chamando 
de ff à permutação p~ l , vê-se que / ( Vj) — 
= / ( F p ( ; ( j ) ) é um entorno de a 0 o v Para 
concluir a demonst ração, resta somente pro­
var a unicidade de ff. Seja T uma permuta­
ção satisfazendo à condição do Lema. Para 
cada índice i , / ( F,) é um entorno de a T ( i ) . 
Tomando j = ff-1 T (i), temos a<j(j) = aT(i) . 
Portanto / ( F ; ) é um entoruo de a , w . Ora, 

/ ( J J ) também goza desta propriedade, donde 
f{Vj)f\f{Vi)^=0. Segue-se que i = j . Isto 
significa que, para todo i , r ' t i » ) " t , 
donde a = x. 

L E M A 5. 3. Todo homeomorfismo f de M — A 
estende-se de modo único a um homeomorfismo 
f de i l . 

Demonstração. Sendo M — A denso em 
M, a unicidade de / ó evidente. Para de­

monstrar a existência, tomemos entornos 
V\, ••• ,.Vp como no Lema 5. 2. Assim obte­
mos a permutação ff tal que f{ F,) é um 
entorno de aa(i). Ponhamos então f ( x ) = f ( x ) 
para xeM—A e /(<»i) = aa^ para aie A. 
Resta verificar que / é contínua em cada 
ponto ajeA. Seja U um entorno arbi t rár io 
de a<j(j) contido em f ( V j ) . Aplicando nova­
mente o Lema 5. 2, desta vez com o homeo­
morfismo / - 1 e os entornos f ( F i ) , • •• 
• • '/( vJ-i) » ^ » / ( Vj)> '• • »( V,)t obtemos uma 
permutação T tal que Vi=f~lf(V,) ó um 
de aT<J(i), i =f=j , e f ~ l ( U ) é um entorno de 
flT9(i). Ora, Vi é um entorno de a; ; como 
os Vi são disjuntos, isto obriga a Tf f ( i ) = i 
para i^=j. Consequentemente ^ " { j ) — j 
também. Assim f ~ l ( U ) é um entorno de aj, 
mostrando que f é contínua no ponto aj. 

Dado um homeomorfismo feII(M— A), 
indicaremos com f e I1(M) sua extensão a AI 
e com a ( f ) e H ( A ) a res t r ição f \ A , a qual 
se identifica com a permutação a ta l que 
f(ai) = aCT(,). É imediato que f ° g — f ° g e 

a ( f ° g) — a ( / ) ° 9 Í9) > ^ e modo que a apli­
cação / — > ( / , ff ( / ) ) define um homomorfismo 
P : H(M - A ) H { M ) x H{A), onde 
H(M)xIí(A) indica o produto directo destes 
grupos. Observemos que H(A) = 1(A) = 
= 7TP= grupo das permutações de p objectos. 

PKOPOSIÇAO 5. 4. O homomorfismo P defi­
nido acima indus um isomorfismo P do grupo 
de isotopia I ( M — A ) sobre o produto directo 
I (M) x I (A) dos grupos de isotopia I (M) 
e 1 ( A ) . 

Demonstração. Mostraremos primeiro que 
P transforma D (M—A) em D(M)xD(A) , 
isto é, que se feH(M—A) é isotópico à 
identidade então » ( / ) é a permutação iden­
tidade e f é isotópico à identidade de M . 
Com efeito, seja F : (M — A)x I--*- M — A 
uma isotopia entre / e a identidade de M—A . 
Para cada t e l , Ft:x-*- F{x ,t) é um ho-
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meomorfismo de M— A. Logo existe a = a(Ft) 
tal que lim F'(x , t) = a, ( j ) quando x—*-aj, 
x e M— A , para todo aje A . Mostraremos 
que a (Ft) não depende de t. Como a (Fi) 
é o elemento identidade de H(A), conclui­
remos que a ( f ) = a (F0) è o elemento iden­
tidade de H (A). Para isto, basta mostrar 
que existe 5 > 0 t a lque \t— í ' | < 3 implica 
ff (Ft) = a ( F f ) . Ora, seja 6 > 0 tal que 
e < min j d (ai, aj), i =f=j = 1, • • • , p j . Existe 
ò > 0 t a lque \t — t'\<& implica d(F(x,t), 
F(x,t'))<ie para todo xeM — A. Fixemos 
t , t' como acima e um índice j . Sejam 
(j' = a(Ft'). Fazendo x—>-aj, x e M — A, te­
mos d («Xá (j) , a a '(») = Um d(F(x,f), F(x, í ' ) ) < e , 
donde a 0 O ) = a o ' t » • Sendo j a rb i t rá r io , a—a', 
o que demonstra que a ( f ) é a permutação 
identidade. Ponhamos em seguida F(x,t) = 
= F(x,t) para xeM—A,tel e F(aj,t)= 
= a,(j) para ctjeA. Dado e > 0 , existem 
n, ò > 0 tais que d(x ,aj) < n e j t — t01 < 3 
implicam d(F(x , t 0 ) , aj) < e j2 e d(F(x,t), 
, F ( x , to)) < e / 2 , donde d (F(a;, t), %) < e . 
Isto mostra que F: M x I—*~ M é contínua 
em A x I e portanto é uma isotopia entre 
/ e a identidade. 

Assim, se pusermos P ( [ / ] ) = ( [ / ] , ff ( / ) ) , 
obteremos um homomorfismo bem definido 
P : I ( M - A ) - + I ( M ) x I ( A ) . O facto de 
que P é um isomorfismo sobre resul tará dos 
Lemas 5. 5, 5. 6 e 5. 7, que demonstrare­
mos a seguir. 

L E M A 5. 5. Seja B c M um subconjunto 
fechado e a : I —*• M uma curva contínua tal 
que u ( / ) c M — B . Então existe uma família 
continua h t , t e l , de homeomorfismos de M , 
tais que h 0 = identidade, h, (a (t)) = a (0) e 
b t (b) = b para todo t e l e b e B . Se a(0) = 
= = a então existe também uma família 
contínua k t , t e l , de homeomorfismos de M 
tais que ko = k i = identidade, k t (b) = b para 
todo b e B e t e l e, além disso, ki(h,(a)) = a. 

Demonstração. Existe um inteiro m > 0 tal 
que, para l j = [ j / p , ( j + l)/p] ,j=0, • • • , ? « - 1 , 
tem-se <x(Ij) <z P}, onde os Vj são vizinhanças 
coordenadas em M , contidas em M — B . 
Suporemos ainda que aeVj implica Vj=Vo, 
o que é sempre possível fazer. Definiremos a 
família ht indutivamente, para te l j , de modo 
que esta definição seja coerente nas extremi­
dades. Seja / 0 : Po —»-i?" um homeomorfismo 
tal que / 0 (« (0)) = 0 . Para te I0 , poremos 
ht (x) = x se x $ V0 e ht (x) = f õ 1 ( f o (x) — 
—fo (<* (t))) se x e V 0 . Note-se que ht em F 0 

consiste da t rans lação y —> 3/ — fo (a (?)) de i?" 
transportada para Fo. Como uma t rans lação 
induz a aplicação identidade no infinito, segue-
-se que ht(x)^-x0 se x e F 0 tende para o 
ponto ar0 da fronteira de Fõ . Portanto A< é 
contínua na fronteira de F 0 , donde é homeo­
morfismo de M . Tem - se evidentemente 
A 0 =identidade, ht(<x(t)) = x(0) e ht(b)=b,beB. 
Alem disso ht depende continuamente de t . 
Suponhamos agora ht definido para 0<t<jlm 
de modo a satisfazer a estas condições e defi­
namos kt para t e l j . Seja fj:Vj—*~ Rn um 
homeomorfismo tal que f (a. ( j / m)) = 0 . 
Poremos, para t e l j ,ht(x) = hjjm(x) se x$Vj 
ht (x) = h j ! m f j l ( f i (x) — f (« (í))) se xe Vj . 
Vê-se imediatamente que esta definição de ht 

dá a hjjm o mesmo valor que a anterior e que 
cumpre as condições requeridas, o que com­
pleta a primeira parte da demonst ração. Para 
demonstrar a segunda, parte, admitamos 
a(0) = « (1) = a . En tão h0 (a) = hi (a) = a e 
a curva fechada t-+ht(a) inteiramente con­
tida em Fo. Com efeito, se t e To, é evidente 
que ht(a)eV0. Suponhamos que ht(a)eV0 

para 0<t<j/m. En t ão , se teVj, ou aeVj, 
o que implica ht(a)e Vj = F 0 , ou então a^Vj, 
caso em que ht(a) = hjjm(d)eVo pela hipótese 
de indução. Seja então k t , t e l , o homeo­
morfismo de M definido por i t í ( a ; ) = / õ 1 (/o(*)— 
— fo ht (a))) se x e Fo , kt (a) = x se x$V0 . 
A família kt assim definida satisfaz às 
condições requeridas na segunda parte do 
Lema 5. 5. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 17 

L E M A 5. 6. Seja f e H ( M — A ) tal que 
f 6 H (M) é isotópico à identidade e a (f ) è o 
elemento identidade de H (A) . Então f é iso­
tópico à identidade. 

Demontração. Seja G0: Mxl—*- M uma 
isotopia entre f e a identidade. Ponhamos 
a i ( t ) = Cro (at, t). Usando o Lema 5. 5 com 
5 = 0 e a = a i , obtemos as famílias de 
homeomorfismos h) e k\ satisfazendo às con­
dições ali estipuladas. Ponhamos a g o r a 
Gi(x,f) — Jii«(?o(w,21) , B e M , 0 < í < 1/2 
e ( * , a j e J f , l / 2 < í < l . 
Isto define uma isotopia (7i : MxI—*-M entre 
/ e a identidade de i l / , tal que G ! i ( a 1 , í ) = a 1 

para todo í e i " . Seja agora <x2 (<)= d (a2 , í) . 
E n t ã o a 2 ( í ) e i l / — a t . Usando o Lema 5. 5, 
desta vez com B=\ a x j e a = « 2 obtemos as 
famílias de homeomorfismos h\ e k*,tel, 
com as propriedades ali mencionadas. Pomos 
en tão G2 (a?, t) = G t (x, 2 i), x e M, 0<t < 1 /2 

(x),xéM,l/2<t<l . 
Isto define uma isotopia G2 : MxI—*~M entre 
f e a identidade, tal que C?i (a i , í) = a t , 
G2 (a2, t) = a 2 , para todo t e l . Prosseguindo 
analogamente, concluiremos a existência de 
uma isotopia G=GP entre f e a identidade, 
tal que (? ( a ( , í ) = a ; , í = 1 , . • . , p , para todo 
t e l . E n t ã o G" = G \ (M — A) x I é uma 
isotopia entre / e a identidade, o que demons­
tra o Lema 5. 6, 

L E M A 5. 7. Dado urn homeomorfismo g e H ( M ) 
e uma permutação cr e H (A) , existe um homeo­
morfismo f e H (M) isotópico a g e tal que 
f(a!) = aa(i), isto é, talque g = f e <x = o-(f) . 

Demonstração. Como M é conexo por ar­
cos, existe uma curva »i:J—*• M tal que 
«i (P) = a«j(i) e ai (1) = 17 (a i ) . Usando o Lema 
5. 5, obtemos um homeomorfismo h1 de M, 
isotópico à identidade e tal que hl(g(at)) = 
==a 0(i). Pondo f ï = h1g, vemos que f } é 

isotópico a g e / ' (a{} = aa^. Suponhamos 
por indução, definido o homeomorfismo fi~l, 
isotópico a g e tal que /•'"'(a.) = a0(i> para 
t » 1 K-. • ,j— 1 . Ponhamos B= \a<,(i), • • • , 
aa(j_i)|. Como a dimensão de M é > 2 , 
M— B é conexo, logo existe uma curva 
aj:I-^>-M,(Xj(I)(zM—B> t a lque «/(0) = 
= a a (y), ctj ( 1) = fj~l (af) . Usando o Lema 
5. 5, com B e a,-, obtemos o homeomor­
fismo h?, isotópico à identidade, tal que 
hi(b) = b para beB e hj{fi-l{aJ)) = a a ( j ) . 
E n t ã o f> = h i f j - 1 é um homeomorfismo de 
M, isotópico a g, tal que f j («;) = aa^),i = 
= 1, '••j, o que completa a indução. Pore­
mos f = f p e o Lema 5. 7. es tará demons­
trado. 

Para completar os resultados desta secção 
observemos que, se M é uma variedade com­
pacta de dimensão 1 (isto é, se M é homeo-
morfa ao círculo S1), e A — \a\,-• • ,ap\Œ.M, 
então M— A = Ci (J • •• (J Cp onde os C, são 
conexos abertos, disjuntos e homeomorfos à 
recta Rl. Logo, dar um homeomorfismo / 
de M—A consiste em dar uma permutação 
< j = f f ( / ) dos d , isto é, dos índices l,- -,p 
e, para cada índice i , um homeomorfismo 
fi '• Ci—*- C a (i) . Indiquemos com Z2 o grupo de 
dois elementos. A aplicação f—>(fi, • • • >fpía) 
induz um isomorfismo de 1(M— A) sobre 
o grupo que cons i s t e das sequências 
x=(xi, • • • ,xp,a) com Xi e Z2 e a uma per­
mutação de p objetos, sendo o produto neste 
grupo definido por xy=(xTmyi, - • .,XTip)t/p,<rt), 
se V — ( î f i . • • • rVvt *) • 
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Problemas fundamentais da teoria 
da aproximação funcional 

por Luís G . M. de A l b u q u e r q u e 

1. introdução. 

Considere-se o seguinte exemplo, bem 
conhecido, de aproximação funcional : 

Seja f ( x ) uma função de variável real que 
pode ser desenvolvida em série inteira de x 

(í.i) /(*)-2o*** 
em dado intervalo [ — p,p]; e designemos por 
sm (a?) a soma dos m + 1 primeiros termos 
de ( 1 . 1): 

m 

Sm (a?) = 2 a* x k • 
A série ( 1 . 1) é uniformemente convergente 
em [—p,p]> e sabe-se que, para 3 > 0 , é 
possível determinar o inteiro N(ò) de tal 
modo que se tem 

(1 .2 ) | / ( « ) - « - ( * ) ! < 3 

qualquer que seja o ; e [—p ,p ] , desde que 
jn>Àf( i3 ) . Assim, fixado nestas condições 
um valor m de n, sm (x) é um polinómio 
de grau m em x e coeficientes conhecidos 

(1 .3) ak = ~fW(o) ( * - l , 8 , . . . « ) ; 
k ! 

e a função dada, f ( x ) , pode ser substituidç, 
em todo o intervalo [—p,p] por este polinó­
mio, com um erro de módulo inferior a S . 

Neste caso particular o problema da apro­
ximação funcional consiste, portanto, em su­
bstituir num intervalo conhecido uma dada 
função por outra, em geral mais simples, de 
modo que o erro resultante dessa substituição 

não exceda uma quantidade prèviamente 
fixada. 

Este exemplo sugere, no entanto, um outro 
problema. Considere-se a função de variável 
real, f ( x ) , definada em [a , b], e tome-se o 
polinómio de grau m e coeficientes quaisquer 

m 

( 1 . 4) Pm(x) = 2 **** ; 
i—O 

que valores a<j devem ser atribuidos aos coe­
ficientes a* do polinómio ( 1 . 4) para que, 
sendo 

m 

se tenha 

max \ f ( x ) — p°m (x) I = 
(1 .5 ) o £ x - è 

min max \ f ( x ) — pm(x)\ ? 
Gtfc a<x<i> 

Se existe um polinómio p°m{x) nestas condi­
ções diremos que ele é a melhor aproximação 
de f { x ) em (a , b) dada por um polinómio 
de grau m . Se f ( x ) é desenvolvível em série 
inteira, [a,b] ó o intervalo de convergência 
e m>N(3), o mínimo procurado ó decerto 
inferior a $. Mas deve se observar que os 
dois problemas apresentados são bem dife­
rentes. No primeiro caso são conhecidos os 
coeficientes ( 1 . 3) dos polinómios a construir, 
e pretende-se determinar o grau de um poli­
nómio que faz o módulo ( 1 . 2) inferior a 
uma quantidade dada inicialmente. À solução 
sm(x) corresponde uma curva y = sm(x) con­
tida entre y = f ( x ) + S e y = f { x ) — 5 em 
[ — p, p] (figura) ; e todo o polinómio de 
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coeficientes ( 1 . 3 ) e grau superior a m satis­
faz ao problema. No segundo caso, pelo con­
t rá r io , fíxa-se o grau do polinómio pm(x), 
e procuram-se os valores dos coeficientes 

exemplo, que se designa por distância de 
f ( x ) a pm(x) em (a,b), o valor do integral 

Y 
r = 

t 
ê 

r°H*> 

p * à 7 

f .I / 1 / 
iy t 

/ ° 

I Á 
! / • * 

desse polinómio que tornam mínimo o valor 
max \f(x)—Pm{x)\; à solução p°m{x) pode 

corresponder uma curva que saia fora da 
faixa limitada por y=f(x)-{-S e y=f(x) — d. 

O primeiro destes problemas entra no qua­
dro da teoria das séries de funçóes . Quanto 
ao segundo, que fo i resolvido pelo primeiro 
de dois célebres teoremas de WEIERSTRASS 
demonstrados em 1 8 8 5 , constitue juntamente 
com os resultados obtidos por TCHEBICHEF, 
um dos primeiros passos da teoria da apro­
ximação funcional. 

Notemos agora que designando por distância 
de f ( x ) a pm(x) em (a,b) o 

max \f{pc)—Pm(x) \, 

o problema resolvido pelo teorema de W E I E R ­
STRASS pode-se enunciar assim : dada uma 
função f ( x ) , determinar o polinómio de grau 
m para o qual é mínimo o valor daquela 
distância. 

Nada impede, porém, que a noção de dis­
tância entre f ( x ) e Pm{x) não seja compreen­
dida doutço modo. Se admitirmos, por 

(1 .6 ) / [ / ( * ) 
Ja 

o enunciado do problema tem outra signifi­
cação ; e se existe um polinómio pm (x) que 
torna mínimo o integral ( 1 . 6 ) , diremos que 
ele ó a melhor aproximação em média de f ( x ) 
em (a , b) . 

O que fica escrito j á nos permite enunciar 
com toda a generalidade o problema funda­
mental da teoria da aproximação funcional í 1 ) . 

Consideremos definidas sobre um dado con­
junto de pontos P de um espaço com qual­
quer número de dimensões, as funções f ( P ) e 
cp (P ; > i , • • • > n ) , dependendo esta última de n 
parâmetros arbitrários , • • • i„ ; pretende-se 
determinar o valor destes parâmetros de tal 
modo que a distância entre as funções f (P) e 
cp (P ; ^1 , • • • , >„) seja mínima no conjunto con­
siderado. 

É claro que a solução do problema assim 
enunciado dependerá da noção de distância 
entre duas funçOes que se tenha convencio­
nado introduzir. 

2. Espaços vectoriais. 

Tomemos o conjunto E constituído pelos 
elementos x , y , • • • , a que chamaremos pon­
tos ou vectores, a respeito dos quais está 
definida uma relação de tal modo que, dados 
x,yeE, se tenha x=y ou x^=y, gozando 
x = y das propriedades reflexiva, simétrica 
e transitiva ( 2 ) . Seja ainda R o corpo dos 
números complexos a., (3 , • • • . 

O conjunto E é um espaço vectorial (ou 
linear) a respeito do corpo R quando : 

(*) N. I . ACHIESEH, Vorlesungen iiber Approxima­
tions-théorie, Berlim, 1953, pág. 1. 

(2) Conf. o artigo de J . DIONÍSIO: OS espaço* métri­
cos e o Análise clássica : o método do ponto fixo, Gazeta 
de Matemática, n." 62 e 63, § 1. 
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t>i) se define sobre E um operador + , 
adição de vectores, a respeito do qual E é 
um grupo abeliano, isto é, de tal maneira 
que se verificam os seguintes axiomas : 

vi) se x,yeE, o vector z=x + y e E 
fica univocamente determinado ; 

v'i) x + y=y + x; 

v'í ) há em E um vector zero, 0 e E , tal 
que x 0 = x qualquer que seja x e E • 

v2) se define um produto a. x dos elemen­
tos de R pelos vectores de E, de tal modo 
que, para a, (3 e e x ,ye E, se tem : 

v'2) a(x + y) = a. x + a y e (« + (3)x = 
= a ÍC + (3 a; ; 

e|) « . ( | 3 * ) = (« • (3)*; 

«2 ) existe em R uma unidade, l e i ? , tal 
que 1 • x = x , para todo o xe E . 

Como exemplos de espaços vectoriais cita­
remos : 

I ) O espaço E n de elementos definidos por 
n números complexos ou reais 

x = |a, , . . • a n | , y = | b , , • •• b „ | , ••• 

com n qualquer, finito, desde que definamos 
a adição de dois elementos x e y por : 

x + y = j a , + è , , • • • an + bn\ 

e o produto de qualquer a e & por um ele­
mento x assim : 

tx a?ss \a • « j , • • • « • an\, 

é um espaço vectorial: as condições »j) e v 2 ) 
verificam-se desde que 0 = | o , - - - , o | seja 
considerado como vector zero de E n . 

Em particular, os vectores do plano eucli­
diano e do espaço euclidiano constituiem es­
paços vectoriais, E2 e E5, relativamente 
ao corpo de números reais, quando a adição 
definida por v{) é a adição vectorial, e o 

produto dado por v2) tem o sentido corrente 
do produto de um escalar por um vector. 

I I ) O espaço C das funções contínuas 
x (t) , y ( t ) , • • • definidas num dado conjunto 
fechado e limitado, D , é um espaço vectorial 
relativamente ao corpo dos números reais (!) . 
Para que os axiomas v{) e v2) sejam veri­
ficados bas tará tomar como vector zero a 
função x (t) == 0 em D , e manter as defini­
ções habituais de adição de funções e de pro­
duto de uma função por um número real. 

I I I ) O espaço P dos polinómios de coefici­
entes reais ou imaginários é também num es­
paço vectorial, relativamente ao corpo cor­
respondente, desde que se mantenha o sentido 
algébrico na adição de dois polinómios ou 
no produto de um número por um polinómio. 

3. Bases. Variedades lineares. 

Dados num espaço vectorial E n vectores 
não nulos Xu s E ( k - = \ n ) , sejam ak(k = 
= 1 , • • • , n) n números quaisquer do corpo 
R ; se a relação linear 

n 

(3. 1) 2a* = o 

tem soluções distintas da solução t r ivial 
a 4 = o(k = 1 , • • • , w), diremos que os vec­
tores Xk são linearmente dependentes. No caso 
contrár io os xk são linearmente independentes, 
constituindo um sistema linearmente indepen­
dente de ordem n (n ó o número de vectores). 

Um sistema de infinitos vectores xk (k = 
= 1 , 2 , . . ) é l i n e a r m e n t e independente 
quando qualquer número finito de vectores 
do sistema é linearmente independente. 

TEOREMA A . E condição necessária e sufi­
ciente para que os vectores não nulos x k 

(k = 1 , 2 , • • • n) sejam linearmente dependentes, 

(4) J . J . DIONÍHIO no artigo citado, Exemplo 2, § 2, 
mostrou que C è um espaço métrico. 
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que algum X j , com 2 < j < n , seja uma com­
binação linear dos anteriores. 

Demonstração. Algum xj há-de ser linear­
mente dependente com os vectores que o 
precedem, pois em virtude da hipótese esta 
afirmação tem ao menos lugar para j = n ; 
seja xr o primeiro vector nestas condições 
(r < n ) 

(3. 2) 
i=i 

não pode ser a, = 0 , de contrár io (3. 2) dava 

2 «> Xi = 0 , e Xi não seria o primeiro vec-

tor com a propriedade indicada; com <xr=f=0 

tira-se de (3. 2) : 

a?; 
i=i * 

e esta re lação mostra que xr é uma combi­
nação linear dos x( (t = 1 , • • • , r — 1) que o 
antecedem; assim, a condição é necessár ia . 
Mas também é suficiente. Se o primeiro vec­
tor nas condições do enunciado ó x„, a afir­
mação é t r iv ia l . Seja então xr (r < «) o pr i ­
meiro vector que é combinação linear dos 
anteriores ; é claro que os a?; (í = 1 , • • • , r ) 

r 

são linearmente dependentes e 2 <*> *< tem 

a solução não tr ivial = 1 , 2 , •••»"); 
n 

nestas condições também 2 a< ~ 0 t e m a 

i—í 
solução não tr ivial 
a,- » «?(» »= 1 ... , r ) , a i = o ( í ' = r - | - l n ) , 
eos Xi (t = 1 , 2 , • • • n) são linearmente depen­
dentes. 

Suponhamos que é n a maior ordem dos 
sistemas linearmente independentes contidos 
num dado espaço vectorial E ; e seja 

(3 .3) Bmt já?,, ,xK\ ou \xk\k=ll...t„ 

um desses sistemas ; nestas condições chama­
remos a B uma base do espaço E, dizen-
do-se que ele tem dimensão n . 

Qualquer vector xeE ó linearmente de­
pendente com os vectores da base 

n 

2 «i + a œ = 0 

e como não pode ser a = 0 (de contrár io os 
vectores da base seriam linearmente depen­
dentes) tem-se, com (;,• = — a (/a 

(3. 4) x = 2(3**, 
i = l 

isto é : cada vector x e E pode-se exprimir 
como combinação linear dos vectores de qual­
quer base do espaço. A represen tação (3. 4) 
do vector x nos vectores da base ó única : 

pois se t ivéssemos x = 2 ^ > subtraindo 
i= l 

n 

de (3. 4) obtinhamos 2(P' — 7í)XÍ = 0 , que 

só pode ter a solução t r iv ia l (3j = y ; . Os 
coeficientes (3; (* = 1 , • • • , « ) , univocamente 
determinados, chamam-se as componentes do 
vector x e E relativos à base B. 

Por outro lado, considerando o espaço vec­
torial E (dimensão « ) , debase \xk\k=\,2,---n, 
conclui-se não ser possível exprimir linear­
mente todos os vectores do espaço em menos 
de n vectores linearmente independentes 
V\ > • • ' Um (w» < n ) ; porque se assim fosse, os 
vectores xk (k = 1 , • • • n) podiam-se definir 
como combinações lineares dos ( Í = 1 ,•••?»); 
nesse caso ter íamos os xk como n combi­
nações lineares distintas de m < it vectores, 
e eles seriam linearmente dependentes, (como 
o leitor verificará recorrendo à teoria dos sis­
temas de equações lineares homogéneas) em 
discordância com a hipótese de ser \xk\k^\t..n 

uma base. 
Admitamos agora que, por maior que seja 

n, ó sempre possível destacar do espaço E 
um sistema de n vectores linearmente inde-
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pendentes. Diz-se então que E tem dimensão 
infinita, e qualquer sistema infinito de vecto­
res linearmente independentes constitui uma 
base (infinita) do espaço. Esta definição não 
nos autoriza, contudo, a substituir para este 
caso a soma por uma série na igualdade 
(3. 4) ; só em espaços vectoriais que verificam 
novas condições isso é legitimo, como tere­
mos oportunidade de referir adiante. 

Seja E um espaço vectorial de dimensão 
finita ou infinita, e X\ , x 2 , • • • xr ( r < w , se 
n ó a dimensão finita do espaço) r vectores 
linearmente independentes de E ; seja V o 
conjunto de todos os vectores de E que se 
podem exprimir como combinações lineares 
dos xk(k = l,2,---r): 

r 
xeV quando x = 2 a*x* > 

*=i 

é V c E , e como OeV (combinação dos 
xk que corresponde a a 4 = 0 , ft=l,2, • • • r ) 
é V um sub-espaço vectorial de dimensão r e 
com a base B = | x j , • • • x r j ; diremos que V 
é uma variedade linear do espaço vectorial E , 
gerada pela base B . 

Sejam agora Ml e M2 dois sistemas de 
vectores de E, e Bi c M\, B2 C M2 os con­
juntos constituídos pelo maior número de 
vectores linearmente independentes de Mx e 
M2 ; os dois sistemas considerados dizem-se 
equivalentes quando se identificam as varie­
dades lineares geradas por Bl e B2. É claro 
que esta circunstância tem lugar quando, e 
só quando, cada vector de um dos sistemas 
Mx ou M2 se pode exprimir como combina­
ção linear de vectores do outro. 

Consideremos alguns exemplos. O espaço 
En considerado em I ) do número precedente 
tem a dimensão n, pois pode-se tomar como 
base de En o sistema de vectores linearmente 
independentes 

e, = | 1 , 0 , . . . 0 | , * 2 = | 0 , l , . . . O j , . . . 
. . . * „ = | 0 , 0 , . . - 1 | ; 

as componentes de qualquer vector 

x = jotj a 2 , • • • a n \ 

nesta base são at (* = 1 , 2 , • • • n) pois 

* •= «i «i + a2 e2 + • • • + an en . 

Do mesmo modo : o conjunto dos polinómios 
de grau < n e coeficientes quaisquer, Pn-i, 
ó um espaço vectorial de dimensão n com a 
base 

( 3 . 5 ) S « J l , í , i » , . . . , í » - i } . 

Como exemplo de espaço com dimensão 
Jnfinita serve o espaço P dos polinómios, 
referido no exemplo I I I ) do número 2. Qual­
quer que seja n a combinação linear 
n 

2 O 8 0 tem a s o l u ç ã o t r iv ia l 

a* = 0(& = 0, • • • , n) ; deste modo os vectores 

1 , t, í 2 , •• • t n , • • • 

constituem um sistema infinito linearmente 
independente, que pode ser tomado como 
base de P . 

Finalmente: P„(zP é uma variedade linear 
deste último espaço, gerada pela base (3. 5). 

4. Espaços vectoriais normados. Espa­
ços separáveis e completos. Espaço 
de Banach. 

Um espaço vectorial E, definido sobre o 
corpo diz-se normado quando a cada xe E 
se faz corresponder um número real || x | | > 0 , 
a norma de x , tal que se verifiquem as se­
guintes condições : 

Mj) y x II = O se e só se x = O ; 
n 2 ) II « • ar y = I a | • II £ c | | , com ae i? ; 
ns) l l * + y | | < l | a > l l + l l r l í -

Se na última condição a igualdade tem lu­
gar quando e só quando y = ax, diz-se que 
a norma é forte. 
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Todo o espaço vectorial normado é metri-
zável, isto é, pode-se nele definir uma função 
de distância sobre cada par ordenado de ele­
mentos x ,ye E, de tal modo que se verifi­
quem as condições oj) e 32) 0 ) exigidas para 
que E seja um espaço métrico : na verdade, 
pondo 5 ( x , y) = || x — y l| tem-se 5 ( x , y) = 0 
quando e só quando x = y, e 3,) é vá l ida ; por 
outro lado, x — y = (x— z) + (z — y) donde, 
em virtude de n{) e n2) 5(x ,y)<.S(x ,z) -+-
5 ( y , z), e 32) também se verifica. 

Assim, a sucessão |a; nj de vectores de um 
espaço vectorial normado E tem por limite 
um vector x quando 3 (a?, xn) < s para 
n > 2V(s) ; ou, o que ó o mesmo, quando 
II a? — a?» H < e para n > N(é) . 

Também se conclui logo que a norma | | Í C | | 
é uma função continua de x, quer dizer, se 
a?«—*-x também || xn || —»• ||x]|(n —*• oo) ; pois 
se xn—*~x é \\xa—a?Jj — 0 e, para n>JV(s) , 
II a; — a ? „ | | < s ; mas como a?„ = x-\-(xn — x), 
em virtude de n 3) ó || xn \\ < || x|| + || x„ — x || 
ou H a?» II — Il a; y < || xn — n |J ; analogamente 
Il x II — II x„ D < y a?„ — x y . E portanto 

| l l * l í - | I * . | | | < « 

para n > ^ ( s ) como dese jávamos. 
No artigo citado (§ 1), J . J . D I O N Í S I O indi­

cou que dada uma sucessão \ xn \ de ele­
mentos de um espaço métrico E, a condição 
de CAUCHY 

(4. 1) ò (xn , xm) < s para n,m> N{e) 

não implicava necessariamente a existência 
de um limite da sucessão. Porém, se a con­
dição de CAUCHY Ó suficiente para garantir 
que o limite de j x„ j existe, diz-se que o es­
paço é completo(2). Note-se que a condição para 
que um espaço vectorial normado, E, seja 
completo pode ser expressa doutro modo : 
o espaço é completo se para toda a sucessão de 

(l) V . J . J . DIONÍSIO, art. cit. § 1. 
(J) No § 2 daquele trabalho o Autor dá exemplos 

de espaços métricos nestas condições. 

vectores j x n j de E que satisfaça à condição 
l im y x„ — x m II = 0 existe um vector x € E 

m, n-»oo 
tal que l im || x — x n || = 0 . 

D -* ao 
Um espaço vectorial normado completo 

diz-se um espaço de B A N A C H . De todo o espaço 
vectorial normado E se pode obter um es­
paço de B A S A C H : basta juntar aos vectores 
de E os elementos limites que não pertencem 
ao espaço e são definidos por sucessões \xn\ 
de E que satisfazem à condição de CACCHY. 
O espaço de B A N A C H assim obtido é o fecho 
E de E (sendo E denso em E). 

U m espaço vectorial normado é separável 
quando E contém um sub-conjunto numerá­
vel, NŒ.E , denso em E . Ou seja : quando 
existe uma sucessão numerável de elementos 
de E, j xn j , tal que sendo 5 > 0 e x e E 
arbi t ràr iamente escolhidos, pelo menos um 
elemento av , de | xn } verifica a condição : 

5 (ar, xn') = II x — av || < 3 • 

Vamos indicar alguns exemplos : 

I I ) O espaço C das funções contínuas de­
finidas num dado conjunto limitado e fechado, 
D, ( j á indicado no número 2) ó um espaço 
vectorial normado desde que se tome como 
norma de x (t) e C 

\\x(t)\\ = sup\x{t)\. 
s e s 

Esta definição respeita a métrica introdu­
zida no art. cit. de J . J . D I O N Í S I O ( § 2, 
exemplo (3)). 

O espaço C é completo quando se tome 
a convergência uniforme como noção de con­
vergência ; pois toda a série uniformemente 
convergente de funções continuas tem por 
soma uma função contínua. 

I V ) O espaço m das sucessões limitadas, 
x ^ J a i j f com | a i | < M , é um espaço de B A N A C H . 
J . J . D I O N Í S I O mostrou (•) que m é um espaço 

(l) Art. cit., § 2, exemplo (2). 
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métrico completo ; resta-nos, portanto, indicar 
que também ó um espaço vectorial normado : 
para o que definiremos como norma de qualquer 
xem o valor || x|| == sup \ a ; | ; o leitor veri-

t 

ficará fàci lmente que tem lugar as condições 
w i )> n2) 6 " 5 ) ' 6 < l u e í respeitada a métrica 
definida no artigo citado. 

V ) O espaço P [a, b] dos polinómios de 
variável real e coeficientes quaisquer definidos 
num dado intervalo limitado e fechado [a , b ] , 
é um espaço vectorial normado separável. 
Como em I I I ) verificaríamos que P[a,b] é 
um espaço vectorial ; mas podemos definir a 
norma de qualquer p (t) 6 P [a , b] de modo 
análogo à do exemplo I I ) : 

p(t)= sup \p(t)\. 
í e [ o , » ] 

Como o conjunto dos polinómios cujos 
coeficientes têm parte real e parte imaginária 
racionais é numerável e denso em P[a ,b], 
o espaço é separável . 

5- Espaço de Hilbert. 

Chama-se espaço de H I L B E E T a todo o 
espaço vectorial E, definido sobre um corpo 
R, onde se defina uma operação denominada 
produto escalar (interno ou hermítico) do 
seguinte modo : a todo o par ordenado de 
vectores x ,y e E corresponde um número 
complexo (ar, y) — o seu produto escalar — 
que verifica as condições : 

e i ) & ( « conjugado de a ) ; 

e2) ( * x + P y , z ) = a ( x , z ) + P ( y , z ) 

com <x,fteJR; 

e5) ( Í » , £ C ) > 0 , tendo lugar a iguadade quando 
e só quando x — 0 . 

e2) exprime a linearidade do produto escalar 
relativamente ao primeira factor; recorrendo 
a ex o leitor poderá estabelecer que a linea­

ridade em relação ao segundo factor se 
exprime por : 

« 2 ) ( x , a y + fiz) = a ( x , y ) + J ( x , z ) 

O produto escalar definido por e{), e2) e 
e3) goza de propriedades importantes. Assim: 

(5. 1) ( a x , a x) = I a | 2 • {x , x ) ; 

de facto, empregando e j ) e e2) tem-se : 

(ax , a x ) = a(x , a x ) = oc(ax ,x)—<x • a (x , x) = 

= I a I a • ( x , x ) 

pois se ó « = p e < f l , a = p • e~'6, e portanto 
a • a = p 2 . Por outro lado : 

(5 .2 ) \ ( x , y ) \ < [ / ( x , x ) • VQ/,y); 

tome-se um vector z tal que (z,z)=l e seja 
(ar, z) =• « ; tem-se : 

0 < (a; — az , x — az) = (x , x ) — (x ,<xz) — 

- { « z , x ) + \ « \ * . { z , z ) 

ou 0 < { x , x ) - | « | 2 (*) 

pois (z,z) = í e (a?, az) + (as, a;) = 2 • a • a = 
= 2 | a | 2 ; de(*) tira-se 

I « 1 2 = \ ( x , z ) \ * < ( x , x ) 

e pondo z = ——, qualquer que seja y, fica 
l l f l l 

\{x,x) 

ou | ( a r , ^ ) | 2 <(a ; , a ; ) • \\y | | 2 = (a?, x) • {y ,y) 

como desejávamos demonstrar(') 
Note-se que em (5. 2) o sinal de igual­

dade só tem lugar quando x = a.z (em virtude 

de e 3 ) , e portanto quando x= y = $y\ 
11? II 

isto ó : na expressão (5. 2) ó válido o sinal de 

(1) C. J . EVERETT e H . J . RYSKR, «The Gram Matrix 
and HADAMAKD Theorem», American Math. Montly, 
vol. 53 (1946), p. 21. 
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igualdade quando x e y são linearmente 
dependentes. (5. 2) é correntemente designada 
por desigualdade de C A U C H Y - B U X J A K O W S K I . 

A definição de produto escalar e a desi­
gualdade (õ. 2) dão ainda lugar a 

(5. 3) </{x-ry,x+y) < V{x, x) + , 

que deixamos ao leitor o trabalho de estabe­
lecer a partir de' 0 < (x-\-y , x + y). Importa 
assinalar que o sinal de igualdade é válido 
em (5. 3) nas mesmas condições em que apa­
rece em (5. 2 ) , isto é, quando x e y são line­
armente dependentes. 

A metrização de um espaço de H I L B E R T é 
imediata : basta que nele se introduza como 
norma de qualquer xeE o valor real 

(5 .4 ) \\x\\=^&~c); 

esta função satisfaz, com efeito, às condições 
que fixamos no número 4 para a definição de 
uma norma : sendo (x , x) = 0 quando e só 
quando x = 0 , ter-se-à || arr 11 = 0 nas mes­
mas condições, e tem lugar nx) ; por outro 
lado, em consequência de e{) vem ||*a?|| = 
= ^(ax, ax) = l / | a | 2 • (x , x) — | a | • | | * f | i 6 
verifica-se w 2 ); finalmente, em virtude de (5. 3) 
pode-se escrever \\x-fy\\ = \^(x-\-y,x+y)< 
<.\f{x,x)+\/{y ,y)= II » y + H # | | , e é res­
peitado o axioma ??3) . Deste modo, o espaço 
de H I L B E R T é um espaço vectorial normado 
e, como tal, metrizável . E atendendo à obser­
vação que fizemos a respeito do sinal de 
igualdade em (õ. 3), segue-se que em ?J 3) só 
será, neste caso, válido o sinal de igualdade 
desde que se tenha x = jS y ; ou seja : no 
espaço de H I L B E R T a norma definida por (5. 4) 
é sempre forte. 

Obs. Alguns autores (por exemplo: N . I . 
ACHIESER e I . M . GLASSMANN, Théorie der 
linearen Operatoren im H I L B E R T - R A U M , Ber­
l im , 1954) designam pelo nome de espaços 
de H I L B E R T os espaços vectoriais normados 

metrizáveis pela noção de produto escalar 
e completos. 

Exemplos de espaços de H I L B E R T : 

V ) O espaço l 2 das sucessões infinitas de 
números complexos 

x = J an I ? , y = j b n j f , • • • 

para os quais 

OC 00 

2 | a n j 2 < o o , 2 í b ° l 2 < ">>••• 
í í 

ê um espaço de H I L B E R T completo e separável. 
(Os números an ,bn, • • • (n = 1 , 2 , • • •) serão 
designados por componentes dos vectores 
x , y , • •)• 

Na verdade pode-se definir a adição de dois 
vectores x,yel2 assim x + y = j an + bn\ T, 

pois a série 2la»~!"^"l2 6 convergente em 
í 

virtude da desigualdade 

(1) | « + ' 0 | » ' < 2 | * | « + 2 f p - p ( i ) 

e as condições f j ) verificam-se desde que se 
tome 0 = j o , 0 , - - - 0 , — J. O produto de um 
vector xel2 por um número a (real ou com­
plexo) fica definido por ax=\cxa„\i, sendo 
válidas as condições v2), como ó manifesto. 
Finalmente, pode-se introduzir como produto 
escalar de quaisquer dois vectores x ,y e £2 

o número 
00 

(5. 5) (x, y) = 2 a" °n 

í 

pois a série que aparece no segundo membro 
é convergente em virtude de ser | « • (3 | < 

(1) Tem-se |a + p | < | a | + |p| donde 

(2) |a + p | * < | « | * + | p | * + 2 . | « | . | 3 | ; 

mas para a e b reais (a — i>)2 = a2 + 62 — 2 a é ^ > 0 , 
portanto 2 o 6 < a z + 62 e 2 | « | • | p | < | a|* + | 0|* (3) 
o que, substituindo em (2) dá a desigualdade (1), 
como desejávamos. 



20 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

< - i | « | S + ! j p |2 (desigualdade ( 3 ) da 
2 2 

nota anterior) e as condições e t ) , e2) e e 3 ) são 
verificadas : as duas últimas são imediatas e 
a primeira resulta de : 

2 « J , = UmY^anbn = lim'Ya» bn = y . a n b n . 
r~* CO r-* 00 ^™ 

1 1 1 1 

Em consequência de (5. 4 ) e (5. 5 ) a nor­
ma de qualquer vector x e j an | f 6 l2 ó dada 
por : 

(5. 6) 
= y / ( » » » ) = = y / 2 £ l " a " 

Assim, l2 é um espaço de H I L B E R T . Para 
mostrarmos que ele é separável basta consi­
derar o conjunto N dos vectores de l 2 , 
distintos de 0 , para os quais as componen­
tes são números complexos racionais (isto é 
da forma a. + i f i , com a e (3 racionais) ; 
como N é numerável e denso em l 2 , este 
espaço é separável . 

Falta provar que l 2 , ó completo. Seja 
«• (* )= | a W J " = 1 ( / c = l , 2 , • • •) uma sucessão de 

vectores de l2 que verifica a condição de 
CAUCHY 

( 4 ) ) _ a ( « ) | 2 < e 

para r , s > & ( e ) ; ora qualquer que seja o 
número inteiro e positivo m 

a W | 2 < s 

para r,s>k(s); e assim, cada sucessão dos 
valores de qualquer componente, | «J£M*li> 
verifica também a condição de CAUCHY e, 
como tal , tem um limite am 

( Õ ) lim aM = am (m = 1 , 2 , • • • ) . 

Da desigualdade ( 4 ) tira-se, qualquer que seja 
o inteiro e positivo v e com r , s > & ( e ) , 

2 l a W - a W | 2 < e ; 

fazendo 5 —oo e tendo em atenção (5) vem 

tf 
2 i « s ; ' - a n | 2 < s , 

desigualdade que é válida qualquer que seja 
v, o que permite escrever 

(6) — a?| | < r ) - « n | 

onde é x= J a„ \ f , o que prova ser limx^=x; 
]' —• 00 

mas como, qualquer que seja r>k(s), é 
ícM — x = j o W — an\el2 porque, em virtude 

oo 

de (6), se tem 2 I a »*" - a « | 2 < s 2 > segue-se 

x e l2 e o espaço ó completo ( 1 ) . 

V I ) Seja L2[a,b] o conjunto das funções 
x(t) definidas no intervalo finito [ a , b ] , men­
suráveis e cujo quadrado do valor absoluto é 
~L-integrável. L 2 [a , b] é um espaço de H I L B E R T 
completo, pois: Sendo x(t) , y(i) e L2 [a , b], 
também x(<) +y (t)e L2[a , 6] , visto que a soma 
de duas funções mensuráveis ó uma função men­
surável , e I x(t) + y(t) | 2 ó i - i n t e g r á v e l em 
[a , b] por ser ( 2 ) 

\x(t) + y{t)\2<2\x(t)\2 + 2\y{t)\2; 

como vector nulo do espaço torna-se uma 
função que seja nula em quase todo o inter­
valo [a, b]. 

Por outro lado, se x (í) e L2 [a , b] é 
<xx(t)6 L2 [a, 6 ] , qualquer que seja o número 
a ; e fica definido o produto de um vector 
por um número . 

(4) Esta demonstração encontra-se, por exemplo, 
em N . I . ACHIESBE e I . M. GLASSMANN, loc. cit., pág. 7. 

(*) Conf. a desigualdade (t) do exemplo anterior. 
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O p r o d u t o escalar de dois vectores 
x (t), y (t) e L2 [a, b] é dado por 

(5 • 7) ( * , » - f x(t)-y(t)di 
t /o 

pois (desigualde (3) do exercício anterior) 

l » ( Q ' - * ( 0 T < | > Õ ) f B + £ | f ( 9 | » 

garante a existência do integral do segundo 
membro de 

I Çx(t)-y(t)dt <Ç\x(t).y(t)\dt 

e, portanto, a existência do integral que inter­
vém em (5. 7). 

Conclui-se que L2[a,b] é um espaço de 
H I L B E R T , ficando a norma de qualquer 
x (t) e Z/2 [ a , b] determinada por 

|ar ( 0 1 v/r x(t)\2dt 

Falta-nos veiificar que IP[a,b] é um espaço 
completo^). Seja |ar„ (t)\f e L2 [a , b] uma 
sucessão que satisfaz à condição de CACJCHY 

xn(t) - a r m ( < ) | | < ou 

xn{t) - x m ( t ) \*dt<s 

para n , m > iV(e) ; considere-se a sucessão 
crescente de números inteiros e positivos 
tti < &3 < • •• < kt < < • • tal que 

/ ' xki+l (í) - xkt (t)\2dt< — (<= 1 , 2 , • • •) ; 

o conjunto At dos pontos de [a,b] para os 
quais 

\xki+l(t)-xki(t)\>l/2* 

(!) Seguimos N . I . ACHIESER e I . M. GLASSMANN, 
loc. cit., pág. 23. O leitor encontra outra demonstra­
ção em I . P . NATANSON, Théorie der Funktionen einer 
reeller Veranderlichen, Berlim 1954, pág. 169. 

tem medida m (Aí) < 1/2', pois sendo An 
<Z [a, b] vem : 

— > f " I ar*i+1 (<) - xK ( i ) p dt > 
O' Ja 

> f \xki+l(t) — xki(t)\'*dt> — m(Ai) 
JA, 4* 

donde se tira, como desejávamos 

(1) 

As desigualdades 

(<)-**. ( O K 

\xks+i(t) — xks+l(t)\< 
2>+l 

são simultaneamente verificadas no intervalo 
/ , C [a , dado por 

(2) l. = [a,b]-(A, + A.+l+ •••) 

em virtude da propriedade aditiva generali­
zada da medida-Z e de (1) : 

m([a,b]-Is) = m ^ An^ = 

00 00 , 

= 2 >(A ) < 2 ^ r> 

ou seja 

(3) m ([a , b] — I.) < — ; 

mas de (2) tira-se 

I.cL+iC •••c[a,b] 
donde 

Hm I , = I a [a , b~\ 
s—>00 

sendo, em resultado de (3) 

(4) m ([a, b] — 1) = Um m ( [ a , 6] - 1 , ) = 0 . 
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Como para n > m > s è 

I XK { f ) — Xkm ( 0 I < 2 I **.+« ( 0 _ ( 0 I 
r - m 

n-1 , 1 

r=m 

segue-se que a sucessão \xkr(t)\?=1 converge 
uniformemente em cada um dos conjuntos 7, ; 
então converge uniformemente em / , ou seja 
(conf. (4)) em quase todos os pontos de [a , 6]. 

Definamos então uma função x{t) assim : 

( x(t) = lim xkr(t) para tel 

£e(í) = 0 para te[a,b]—I 

Ora a sucessão considerada verifica a condi­
ção de CAOCHT e por isso {I, d [a, 6J) 

( \ x m { t ) - x k , { t ) \2 -dt< 
Jí. 

< f \xm(t)-xkr(t)\2dt<t 

desde que m,kr> N(e) ; mas dada a conver­
gência uniforme de { ^ ( í ) } ^ , em 1, obtem-se 
tomando o limite quando r - > » e tendo em 
atenção (5) : 

j \ x m ( t ) — x{€) \2dt<e 

qualquer que seja I, ; ou 

II * » - x I! = \J £ I X m ( 0 - x ( 0 1 2 • d t < v / s 

Assim se conclui que xm (t)— x (í) e L2 [a , b], 
portanto x (t) e L2 [a , b] ; e, ao mesmo tempo, 
que li m xm (t) = x ( í ) , como desejávamos 

concluir ( ' ) . 

(') Esta demonstração ainda podia servir, com 
pequenas alterações, no caBO em que [a , 6] è infinito 
( N . I . ACHIBSER e I . M . GLASSMANN, loc. cit., pág. 24) . 

P E D A G O G I A 

Notas sobre o ensino da matemática em Portugal 
por H u g o Ribei ro 

As seguintes notas foram escritas em Oatu-
bro de 1956 quando interrompemos por umas 
horas a nossa visita à família e amigos em Por­
tugal para responder à questão ( ' ) , que nos fo i 
verbalmente posta, das nossas impressões so­
bre a situação da Matemática em Portugal e as 

(') Não foi a ttedacção nem nenhum dos elementos 
que a constitui que entrevistou o Prof. Hcoo RIBEIRO, 
simplesmente este, como dedicado Amigo da Gazeta 
ofereceu à consideração dos leitores o resultado dessa 
entrevista. 

soluções imediatas a dar-lhe. Não se funda­
menta em nenhum estudo sistemático do pro­
blema, mas antes em observações feitas em 
parte de longe e ligadas a reminiscências 
muito vivas e directas de tempos passados. 

1. J á não há, com a mesma agudeza, o 
problema fundamental reconhecido por A N T Ó ­
NIO MONTEIRO e que o própr io , a J . I . M . e 
o I . A . C . tentaram resolver criando entre 
os jovens estudiosos portugueses a confiança 
nas suas capacidades para a investigação 
matemática. 
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2. Por falta de t radição de investigação 
matemática nas nossas universidades, por 
causa do nosso isolamento relativo, por causa 
do desenvolvimento — e com orientações essen­
cialmente novas — da Matemática nos países 
de l íngua alemã e depois nos de língua 
inglesa e, por outro lado, por motivo da 
nossa dependência cultural quase exclu­
siva da F rança , onde esse desenvolvimento 
tem sido tardio, as principais ideias de desde 
há mais de quarenta anos ou não têm sido 
assimiladas ou têm sido desordenada e insu­
ficientemente assimdadas e factos fundamen­
tais, que deviam constituir parte da formação 
matemática de qualquer estudante, são des­
conhecidos. A qualidade da nossa produção 
matemática ressente-se disto e o que é mais 
grave é que a consciência desta situação 
parece estar frequentemente ausente. Da qua­
lidade dum trabalho matemático publicado 
pode ter-se uma ideia (embora grosseira, e 
sem dúvida em alguns casos er rónea) a t ravés 
das revistas na Mathematical Reviews e no 
Zentralblatt fur Mathematik und ihre Gren-
zegebiete e, melhor, a t ravés da natureza e 
frequência das referências a ele feitas nou­
tros trabalhos de reputação melhor estabele­
cida. 

Leiam-se sistemáticamente as revistas de 
trabalhos matemáticos de Portugal. Ver-
-se-á que, frequentemente, temos publicado 
resultados que ignorávamos serem j á conhe­
cidos na literatura matemática e notar-se-á 
ainda a frequente ausência em trabalhos 
portugueses duma apreciação da importância 
relativa de resultados e métodos j á clássicos. 

3. O problema fundamental, hoje, ó o de, 
sem perdermos aquela confiança, que, par­
cialmente pelo menos, fo i criada, tomarmos 
consciência do nosso actual semi-amadorismo, 
da urgente necessidade entre nós de uma 
educação matemática digna deste nome, da 
necessidade urgente de uma Escola Matemá­
tica. Isto seria indispensável resolver mesmo 

quando só desejássemos a formação de bons 
professores, ou um ensino futuro capaz, ou a 
existência de matemáticos que venham a tra­
balhar como eficientes técnicos nas indústr ias 
ou agências do governo. 

4. A ausência de uma tradição de estudo 
tem que ser compensada por um combate 
às t rês causas mais aparentes da nossa defi­
ciente e, sobretudo, desequilibrada educação 
matemática : 

1. a A insuficiência e os vícios de hábitos 
quanto à informação bibliográfica ; 

2. a O isolamento relativo de bons centros 
de estudos ; 

3. a A actual organização e os actuais 
programas da licenciatura em Ciências Mate­
máticas . 

Qualquer programa que, com estes objecti­
vos em vista e não outros, se proponha 
resolver os problemas da Matemática em 
Portugal, eficientemente, neste momento, tem 
que ter em conta os seguintes pontos funda­
mentais : 

a) O acesso fácil a bibliotecas bem ape­
trechadas e organizadas. 

b) A modificação radical do programa da 
licenciatura em Ciências Matemáticas substi-
tuindo-o por um, não rígido, de licenciatura 
em Matemática. 

c) A visita demorada, em cada semestre, 
de pelo menos um investigador de reputação 
e também de sólida e moderna formação 
matemática tão universal quanto possível. 

d) A concessão a jovens estudiosos de 
bolsas de longa duração e com o objectivo 
da sua formação matemática, em universida­
des estrangeiras com melhor curriculum, de 
preferência a bolsa de curta duração e com 
a preocupação principal de especialização 
estreita. 

e) O apoio financeiro à única revista mate­
mática portuguesa de reputação internacional 
estabelecida — a Portugaliae Mathematica. 

f ) O apoio material e aproveitamento con-
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veniente das energias, dedicação e experiência 
dos matemáticos portugueses, presentemente 
no país ou fora dele, e das suas Sociedade 
Portuguesa de Matemática, revistas como a 
Gazeta de Matemática, etc. 

g) A experiência de cursos de férias e 
outros de aperfeiçoamento da preparação 
matemática dos nossos actuais professores 
dos liceus e universidades. 

h) A iniciativa de t raduções de livros, 
monografias, etc. de importância fundamental. 

t) A informação objectiva que conduza à 
melhor compreensão dos problemas reais, 
por meio de inquéritos — à organização da 
investigação e do ensino em países avança­
dos, aos licenciados portugueses, etc. 

5. Umas palavras de explicação de alguns 
destes pontos afiguram-se necessárias : 

d) O acesso fácil a tais bibliotecas deve 
entender-se para todos os estudantes desde 
os primeiros anos e estender-se a todos os 
estudiosos mesmo quando ocupados em tra­
balhos fora da universida de. É importante 
centraliser os livros e revistas existentes, 
continuar completando colecções e conseguir 
o afluxo contínuo de tudo o que se for publi­
cando com algum valor; mas ó indispensável 
tornar atraente a consulta e o trabalho nessas 
bibliotecas. E é aconselhável utilisar estudan­
tes interessados, que necessitem de ajuda 
financeira, como bibliotecários «par t - t imei . 

b) O novo programa deve ser fácilmente 
adaptável a novas condições que mudam 
constantemente. Os actuais cursos de De­
senho, G e o m e t r i a D e s c r i t i v a , Geodesia, 
Astronomia e Mecânica Celeste interessarão 
a alguns engenheiros ou a as t rónomos, não 
a matemáticos. Estamos longe da época dum 
PEDRO NUNES OU mesmo dum D A N I E L DA 
S I L V A . Um programa razoável de formação 
como matemático é elástico e assenta, hoje, 
essencialmente, numa sucessão de cursos de 
Álgebra (desde a Álgebra Linear á Teoria 
de G A L O I S ) , uma sucessão de cursos de Geo­

metria (desde a Geometria euclideana e pro­
jectiva à Topologia e à Geometria diferencial) 
e uma sucessão de cursos de Análise (pas­
sando pelas teorias das funções de variável 
complexa e de variável real às equações dife­
renciais, análise funcional, etc.), tomando-se 
em conta a interdepência e in te rpenet ração 
dos assuntos das três sucessões. (Leia-se, por 
exemplo, a lição de despedida do presidente 
da Mathematical Association of America, 
SAUNDERS M A C L A N E , num dos números do 
American Mathematical Monthly de 1954. 
Estudem-se os programas da Universidade 
de Chicago, da Escola Politécnica Federal 
de Zurich, etc.) No início haverá um curso 
de Cálculo Infinitesimal porventura servindo 
simultâneamente, a futuros matemáticos, en­
genheiros, físicos, etc. E são indispensáveis : 

1. ° Pelo menos um Seminário obrigatório 
(de assunto variável) para o contacto com 
literatura recente ou clássica importante e 
para criar hábitos de análise crítica, de dis­
cussão e de trabalho em comum ; 

2. ° Cursos complementares variáveis e de 
carác ter mais avançado e especial (Teoria dos 
Conjuntos, Estat ísca, Cálculo numérico e ins­
trumentos de cálculo, Lógica, Questões relati­
vas à Física Teórica ou ao ensino elementar, 
Teoria dos Números , etc.) ; para obtenção do 
diploma, uma prova de capacidade de leitura 
em língua inglesa e outra em língua alemã ou 
russa devem ser exigidas. 

c) O objectivo deve ser contribuir para 
melhorar a qualidade do futuro ensino atra­
vés duma melhor formação matemática dos 
professores. O método deve ser o trabalho 
de seminário (acompanhado, quando necessá­
r io , de pequenos cursos ou conferências) de 
nível adaptado a cada caso individual ou de 
pequenos grupos — com o fim de desenvolver 
ou criar hábitos de estudo correctos e fazer 
viver a experiência da obtenção de resultados 
própr ios em problemas das fronteiras do 
conhecimento. Não se trata nem da aquisição 
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de técnicas de cálculo, nem da aquisição de 
ideias gerais que seriam necessariamente 
superficiais. Deverá restringir-se os assuntos 
de que cada professor se ocupe simultanea­
mente e escolhê-los de acordo com as espe-
cialisações dos que orientam o trabalho e 
com os centros de interesse dos professores 

que se estão aperfeiçoando. Para os profes­
sores dos liceus devem, desde o início, inclui-
-se trabalhos relativos aos Fundamentos da 
Geometria, à Algebra, a uma introdução aos 
Fundamentos da Análise, à Teoria dos núme­
ros, e (em forma de conferências) ao cálculo 
numérico e gráfico e instrumentos de cálculo. 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 

R E U N I Ã O D O S M A T E M Á T I C O S D E E X P R E S S Ã O L A T I N A 

Sob a i n i c i a t i v a da U n i ã o M a t e m á t i c a I t a l i a n a e 
da Sociedade M a t e m á t i c a de F r a n ç a e g r a ç a s ao apoio 
do Governo f r a n c ê s e da Munic ipa l idade de Nice , rea-
l i z a r - s e - á no Centro U n i v e r s i t á r i o M e d i t e r r â n e o de 
Nice de 12 a 19 de Setembro de 1957 a R e u n i ã o dos 
M a t e m á t i c o s de E x p r e s s ã o L a t i n a . Es t a r e u n i ã o t e r á 
a f o r m a de co lóqu io , compreendendo nove c o n f e r ê n ­
cias sobre assuntos escolhidos nos d o m í n i o s seguin­
tes : 

1 — Geomet r ia d i fe renc ia l e T o p o l o g i a ; 
2 — Á l g e b r a e geometria a l g é b r i c a ; 

3 — E q u a ç õ e s à s derivadas pa rc ia i s ; 
4 — Probabil idades e F í s i c a m a t e m á t i c a . 

S e r ã o antecipadamente d i s t r i b u í d o s aos congressis­
tas resumo das c o n f e r ê n c i a s ; estas s e r ã o seguidas de 
longa d i s c u s s ã o a que s ã o convidados de pa r t i c ipa r 
os m a t e m á t i c o s presentes. 

As i n s c r i ç õ e s e pedidos de i n f o r m a ç ã o devem ser 
d i r i g i d o s a t é 31 de Julho p r ó x i m o para R é u n i o n des 
M a t h é m a t i c i e n s d 'Expression L a t i n e , S o c i é t é Mathe-
m á t i q u e de France, 1 1 , rue Pierre Cur ie , Par is 5.' . 

J . G . T . 

X I R E U N I Ã O D A C O M I S S Ã O I N T E R N A C I O N A L P A R A O E S T U D O E O M E L H O R A M E N T O 

D O E N S I N O D A M A T E M Á T I C A 

A C o m i s s ã o In ternacional para o Estudo e Melho­
ramento do Ensino da M a t e m á t i c a (*) efectuou a sua 
X I r e u n i ã o em M a d r i d , de 21 a 28 de A b r i l p . p. , 
sobre o tema «O papel do concreto no ensino da mate­
m á t i c a » . 

Como f o i salientado nas c o n f e r ê n c i a s dos profes­
sores P. Po io A D A M , chefe da d e l e g a ç ã o espanhola, e 
W . SERVAIS, chefe da d e l e g a ç ã o belga, o mundo mo­
derno v a i precisar, em escala cada vez maior , de 
cientistas e t é c n i c o s dotados de boa p r e p a r a ç ã o mate­
m á t i c a . D a q u i a necessidade urgente de remodelar, 
n ã o só os programas de m a t e m á t i c a , mas ainda os 

(') Veja-se o artigo «Matemática clássica ou matemática mo­
derna, no ensino secundário?», de E M M A C A S T E L N U O V O , em G . 
M., n." 85. 

m é t o d o s de ensino desta d i sc ip l ina , desde a escola 
p r i m á r i a a t é a universidade. O ensino da m a t e m á t i c a 
— a f i rmaram aqueles professores, — d e v e r á , mu i to mais 
do que a t é hoje, assentar numa base i n t u i t i v a , con­
creta, h e u r í s t i c a . O objec t ivo desta o r i e n t a ç ã o n ã o é 
apenas o de tornar o ensino mais a l ic iante , c o n t r i ­
buindo para que a m a t e m á t i c a deixe de ser o t r a d i ­
c ional s u p l í c i o para a ma io r i a dos rapazes; mas t a m ­
b é m , e sobretudo, o de levar o aluno a reelaborar, 
e s p o n t â n e a e progressivamente, os esquemas l ó g i c o s 
da m a t e m á t i c a , a t é a sua fase mais rac iona l e abs­
t rac ta , para depois, inversamente, aprender a u t i l i ­
z á - lo s nas suas a p l i c a ç õ e s concretas. Só assim ele 
t o m a r á plena c o n s c i ê n c i a da or igem e da es t ru tura 
l ó g i c a , bem como do s ignif icado humano, is to é, da 
finalidade de ta is esquemas. 
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Os trabalhos do Congresso consis t i ram essencial­
mente em sessões de s e m i n á r i o repart idas por diversas 
secções (modelos, filmes fixos, filmes m ó v e i s , etc.) em 
l ições experimentais, fe i tas perante a a s s i s t ê n c i a e 
seguidas de d i s c u s s ã o , a alunos de escolas p r i m á r i a s 
e s e c u n d á r i a s , espanholas, francesas e i ta l ianas , e em 
p r o j e c ç õ e s de filmes, t a m b é m seguidas de d i s c u s s ã o . 
O Congresso era acompanhado de uma extensa e de­
veras interessante e x p o s i ç ã o de modelos m a t e m á t i c o s , 
de v á r i o s t ipos e v á r i a s p r o v e n i ê n c i a s . 

O Prof. G. CHOQUET, professor da Sorbonne e pres i ­
dente da re fer ida C o m i s s ã o Internacional , p ro f e r i u na 
Academia de C i ê n c i a s de M a d r i d uma c o n f e r ê n c i a 
sobre «A moderna teor ia do p o t e n c i a l » . 

A d e l e g a ç ã o portuguesa ao Congresso era const i ­
t u í d a pelo s i g n a t á r i o e pelos senhores dr. J . J . G O N ­
ÇALVES CALADO, professor do L i c e u Pedro Nunes e 
delegado da S u b - C o m i s s ã o Portuguesa do Ensino 
M a t e m á t i c o In ternac ional , dr . J . FURTADO L E O T E , 

professor m e t o d ó l o g o do L i c e u Pedro Nunes e eng. 
A . DOS SANTOS H E I T O R , professor m e t o d ó l o g o do Ensino 
T é c n i c o . En t re outras coisas, os professores por tugue­
ses puderam, mais uma vez, aperceber-se de que os 
programas para as escolas estrangeiras s ã o , dum modo 
geral , mu i to mais desenvolvidos e aprofundados do 
que entre nós . 

J . Sebastião e Silva 

4.» C O N G R E S S O D O S M A T E M Á T I C O S A U S T R Í A C O S 

Parece que os congressos dos m a t e m á t i c o s aus­
t r í a c o s conquistaram em pouco tempo uma s ó l i d a 
p o s i ç ã o no c í r cu los dos m a t e m á t i c o s de todo o mundo. 

Prova-o não apenas o n ú m e r o sempre crescente de 
par t ic ipantes , mas t a m b é m cada uma das mui tas ma­
n i f e s t a ç õ e s oficiais e n ã o oficiais de aplauso e apoio 
à s suas r e a l i z a ç õ e s . 

O I V Congresso realizou-se de 17 a 22 de setembro 
passado, em Viena, pouco e s p a ç a d o dos anter iores: 
I I Congresso em 1949 em Innsbruck, I I I Congresso em 
1952 em Salzburg. Reuniu cerca de 500 pessoas de 27 
p a í s e s diferentes que em cinco secções d i scu t i ram as 
teses apresentadas : 

I — A l g e b r a e T e o r i a dos n ú m e r o s ; 

I I — A n á l i s e ; 

I I I — Geometria e T o p o l o g i a ; 

I V — M a t e m á t i c a s Ap l i cadas ; 

V — Fi losof ia e H i s t ó r i a da M a t e m á t i c a . 

O p r ó x i m o Congresso e s t á marcado para 1960. 
A Gazeta de Matemática deseja v ivamente que os 

m a t e m á t i c o s portugueses nele se f a ç a m representar 
devidamente, com a sua p r e s e n ç a e os seus trabalhos. 

O quadro seguinte d á idea geral sobre a i m p o r t â n ­
c ia e e x t e n s ã o da n o t á v e l r e u n i ã o c i e n t í f i c a : 

Países 

Pa
rt

ic
i­

pa
nt

es
 Comunicações 

Países 

Pa
rt

ic
i­

pa
nt

es
 

I i i l u I V v Total 

Alemanha . . . . 169 13 20 14 6 3 56 
68 4 3 8 7 22 

7 — 1 3 — — 4 
1 — 1 — — 1 

Costa do Ouro . . 1 
D inamarca . . . 2 1 1 — — _ 2 
Espanha . . . . 4 . 1 1 1 3 
Estados Unidos . 9 2 1 3 
F i n l â n d i a . . . . 1 — 1 — — 1 
F r a n ç a 37 3 5 8 2 _ 8 
G r ã - B r e t a n h a . . 21 5 2 5 6 _ 16 

7 1 1 — — 2 
Holanda . . . . 16 1 _ 1 _ 1 6 
H u n g r i a . . . . 25 4 5 2 5 — 1 16 

51 3 2 5 6 — 16 
I u g o s l á v i a . . . 26 1 9 4 3 — 17 

1 
Noruega . . . . 7 1 — — — 1 2 

5 1 3 1 — — 5 
R o m é n i a . . . . 6 — 3 _ — 3 

5 — 1 — 1 — 2 
1 

S u i ç a 9 — 2 — — — 2 
Tchecoslovaquia . 7 2 2 1 1 — 6 
T u r q u i a . . . . 4 — 2 1 — — 3 
U n i ã o S o v i é t i c a . 4 — 3 1 — — 4 
V i e t n a m . . . . 1 — — — 1 — 1 
T o t a l 495 42 68 57 35 5 207 

J . G . T . 

P R O F . L A U R E N T S C H W A R T Z 

Esteve entre nós , de 2 a 13 de M a r ç o ú l t i m o , o 
Prof . LAURENT SCHWARTZ da Sorbonne, que veio, a con­
v i t e do Ins t i t u to de A l t a Cu l tu ra , real izar algumas 
c o n f e r ê n c i a s no Centro de Estudos M a t e m á t i c o s de 
L i sboa . Numa das salas da Faculdade de C i ê n c i a s , o 

i lus t re m a t e m á t i c o f r a n c ê s p r o f e r i u quat ro c o n f e r ê n ­
cias subordinadas ao t í t u l o « T e o r i a das d i s t r i b u i ç õ e s 
e suas a p l i c a ç õ e s à m a t e m á t i c a e à f í s i c a » . E m apre­
s e n t a ç ã o p re l imina r , o Prof. JOSÉ F . RAMOS E COSTA 

descreveu, em termos bastante e lucidat ivos , a car re i ra 
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c i e n t í f i c a do conferencista, pondo era devido relevo 
a i m p o r t â n c i a e o alcance da teor ia que valeu, a 
L A U R E N T SCHWARTZ, uma r á p i d a c o n s a g r a ç ã o entre 
m a t e m á t i c o s e f í s i cos t e ó r i c o s do mundo i n t e i r o . Nes­
tas c o n f e r ê n c i a s , que despertaram o mais v ivo i n t e ­
resse entre a va r i ada a s s i s t ê n c i a , o Prof. SCHWARTZ^ 
depois de recordar alguns conceitos e resultados f u n ­
damentais da teor ia das d i s t r i b u i ç õ e s , enveredou para 
o campo das a p l i c a ç õ e s e abordou o estudo das equa­
ções de c o n v o l u ç ã o de t i p o h i p e r b ó l i c o , considerando 
depois, em especial, o caso da e q u a ç ã o das ondas. 

O Prof. SCHWARTZ p r o f e r i u t a m b é m , num anf i teat ro 
da Faculdade de C i ê n c i a s de Lisboa, uma c o n f e r ê n c i a 
sobre o tema : «A escola B O U R B A K I ; sua i n f l u ê n c i a no 

pensamento m a t e m á t i c o c o n t e m p o r â n e o » . Es ta confe­
r ê n c i a dedicada por SCHWARTZ aos estudantes daquela 
Faculdade que lhe t i n h a m prestado sugest iva e c a t i ­
vante homenagem à sua chegada ao Aeropor to , f o i se­
gu ida por um vasto a u d i t ó r i o que se in fo rmou , com 
i n i l u d í v e l agrado, da act iv idade verdadeiramente p ro ­
digiosa, desse mir í f ico personagem NICOLAS B O U B B A K I , 
cujos antecedentes e v ida real d a r ã o que fazer aos his­
toriadores pelos s écu los vindouros. 

O Centro de Estudos M a t e m á t i c o s de L i sboa e s t á 
de p a r a b é n s pela preciosa c o l a b o r a ç ã o que lhe f o i 
assim prestada pelo cr iador da teor ia das d i s t r i b u i ­
ções e d igno representante de M . NICOLAS B O U R B A K I . 

J . Sebastião e Silva 

A D M I S S Ã O A O E S T A G I O 

Exame de a d m i s s ã o ao e s t á g i o do 8.° grupo no 
L i c e u Normal de D. J o ã o I I I (Coimbra — Ano 
de 1953). 

4 2 1 9 — Resolva o sistema 

x y (x + y) = y z (y + z) = x z (cc + a) — 2 a 3 

e discuta a s o l u ç ã o . 
R : Como o sistema se não modifica quando permuta­

mos circularmente as incógnitas, segue-se que o sistema 
se satisfaz para x = y = z . 

e portanto x = y z = a 

Nestas condições é x 3 = a 3 , 

e 3 ( k - 0 , l , 8 ) \ 

4 2 2 0 — Determine dois numeres in te i ros cu jo pro­
duto seja i g u a l a metade do produto dos mesmos 
n ú m e r o s aumentados cada um de t r ê s unidades. 

R : A equação qve traduz o problema é 2 a b = (a + 
+ 3) (b + 3 ) , ou seja a b = 3 ( a - t - b - f - 3 ) ; desta igual­
dade resulta que um dos números a ou b é múltiplo 
de 3 ; supondo a = 3 m (com m inteiro) , a equação 

6 
vem 3 b m = 3 ( 3 m + b + 3 ) , ou b = 3 n . 

m — 1 
Notando agora que b é inteiro, tem de ser m —1 divi­
sor de 6 : 

m - l = l , 2 , 3 ou 6 

o que dá m = 2 , 3 , 4 , 7 conduzindo aos sistemas de 
soluções: a = 6 , b = 9 ; a = 9 , b = 6 ; a = 1 2 , b = 5 ; e 
a = 21 , b = - 4 . As duas primeiras não são distintas por­
que a ordem dos números é permutável. 

4221 — Sobre os lados de ura q u a d r i l á t e r o convexo 
A BCD consideram-os os pontos A', B', C e D' 
que d i v i d e m in te r iormente cada um dos lados na r a z ã o 
m : n . Demonstre que sendo S a á r e a de ABC D 
e S' a á r e a de A' B' C D1 é verdadeira a r e l a ç ã o 

S m ! + «2 

W = ( m + n)i 

R : O enunciado deduz-se directamente recorrendo à 
Geometria Analítica, tomando um sistema de eixos com 
origem A , de modo que as coordenadas dos quatro 
virteces do quadrilátero dado são A (0 , 0) , B ( x ' , 0) , 
C ( x " , y " ) , D ( x » ' , y ' ' ' ) . 

4 2 2 2 — Sendo os arcos x e y dados pelo sistema 

{ sen a + sen (a + x ) + sen (a + y) =0 

cos a + cos (a + x ) + cos (a + y) = 0 

provar que as extremidades dos t r ê s arcos a ,a + x e 
a + y, tendo a mesma or igem, s ã o v é r t i c e s de um 
t r i â n g u l o e q u i l á t e r o . 

R : Notando que as equações do sistema dado se 
podem escrever 

(1) 

óbtem-se 

      = — cos a 

t g a 
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donde 
x H- y = 2 k ir (k i n t . " ) . 

Entrando com este valor na primeira das equações (1) , 
vem também: 

x — y 
+ 2 sen a • cos = — sen a 

_ 2 
donde (para a =f= k it) 

x — y 2 TI 
c o s — — = - = + 1 ou x - y = 2 k 1 TU + — ( k ' i n t . " ) . 

2 3 
Do valor da soma e da diferença entre x e y obtem-se 

a solução 

2TC 2TC 
r - ( k + k ' ) * ± — e y _ ( k - k ' ) i c + — 

çue satisfazem à condição do enunciado. 
No caso de ser a - k g i , a segunda das equações (1) 

daria 
x — y 

+ 2 • cos =. - 1 
_ 2 

o que conduzia ainda ao mesmo resultado. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

P O N T O S D E E X A M E S D E F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F . C. L . — MATEMÁTICAS G E K A I S — 2.° exame de fre­
q u ê n c i a — 1957. 

PonJo n.° 1 

4 2 2 3 — E s t a b e l e ç a a e q u a ç ã o da esfera que é t an ­
gente ao plano x + y + 2 (s — 1) = 10 e c o n t é m a c i r ­
c u n f e r ê n c i a 

rx2-r-2/2 + 8 í c - 8 j / + 27 = 0 

l z = 0 

4 2 2 4 — Def ina in te rva lo de c o n v e r g ê n c i a de uma 
sé r i e <S (x) = 2 «„ x" e descreva um processo para a 
sua d e t e r m i n a ç ã o . 

Mostre que <S (x) tem sempre a l g u m ponto de con­
v e r g ê n c i a , qualquer que seja a s u c e s s ã o a„ . Qual é 
esse ponto ? 

Se <S (a) converge e S ( — a) diverge, qua l o i n t e r ­
valo de c o n v e r g ê n c i a ? R a z ã o disso. 

( in te rva lo de con-
2»+< ( n 2 - l ) v 

v e r g ê n c i a e natureza de sé r i e no extremo superior 
desse in te rva lo ) . 

4 2 2 5 — Def ina f u n ç ã o c o n t í n u a f ( x ) em X f e ­
chado, e mostre 

o) Y = f ( X ) é sempre l i m i t a d o . 
6) Se uma t a l f u n ç ã o se anula sobre xn —• a (a 

ponto de a c u m u l a ç ã o de X ) , qua l é o valor de / ( a ) ? 
1 

c) Considere f ( x ) = x" cos— ( x ^ t O ) com n na­

t u r a l . Calcule M (0) . Com que valor / ( O ) fica / ( x ) 
c o n t í n u a no ponto x = 0 ? 

d) Determine / ' (x) (x=£0) e / ' (0) (n > 1) e 
ind ique o menor valor de n para o qual / ' (x) é 
cont inua no ponto x «= 0 . 

4 2 2 6 — a) Usando o teorema de B I N E T - C A U C H Y , 
relacione a c a r a c t e r í s t i c a do produto P=AB com as 
c a r a c t e r í s t i c a s de A e B. 

Se A é regular , que par t icu la r idade se ver i f i ca ? 
Jus t i f ique . 

6) Determine k de modo que 

r 2 l - 3 - 1 

0 3 

Lo 4 - l j 
tenha um valor p r ó p r i o nulo. 

c) Valores e vectores p r ó p r i o s da mat r iz para esse 
valor de k . 

Ponto n." 2 

4 2 2 7 — U m plano é tangente à esfera 

x* + y2 + s 2 = 6 z — 5 

e o seu t r a ç o em X O Y é a recta de e q u a ç õ e s 

ff mm d X + 1 i 3 = 0 . 

a) D ê a e q u a ç ã o desse plano. 
Var iando o , cada p o s i ç ã o daquela recta é sempre 

t r a ç o de um plano tangente : 
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6) Determine o valor de a ao qua l corresponde 
u m plano tangente paralelo a Oz. 

c) D ê as e q u a ç õ e s do l u g a r dos pontos da esfera 
que s ã o pontos de contacto dos diversos planos t a n ­
gentes correspondentes aos diferentes valores de a . 

4 2 2 8 — Def ina c o n v e r g ê n c i a un i fo rme de S (x) — 
= - Z M „ ( X ) no conjunto ..Y e mostre que, sendo 2 a„ 

u„ (x) 
absolutamente convergente e < 1 para todo 

o i de X , S (x) converge uniformemente em X . 
6) Sendo u„ (x) c o n t í n u a em X (fechado), e desi­

gnando XQ um ponto de a c u m u l a ç ã o de X, qua l o 
l i m i t e de <S (x) ao tender x para Xn ? 

" 1 - 2 " ix - 1 \ 2 " 
c) Estude a sé r i e i ^ » ( — õ — I ( in tervalo 

„ 2 - h n « V 2 
de c o n v e r g ê n c i a e natureza da sé r i e nos seus extre­
mos) . 

4 2 2 9 — Designe / ( x ) uma f u n ç ã o def inida e cres­
cente em (a , 6) , c o n t í n u a em qualquer in t e rva lo 
(o + s , 6 — E) mas n ã o c o n t í n u a em (a , ò) . Mostre 
que existem / ( a + 0) e f ( b — 0 ) , relacione esseB 
valores com / ( a ) e / ( & ) , respectivamente, e supondo 
/ ( a 4-0). / ( ò — 0) < 0 mostre que é / ( x 1 ) = 0 com 
a l g u m x' i n t e r i o r a (a , ò) . 

Se, mantendo as restantes c o n d i ç õ e s , se consente 
u m n ú m e r o finito de pontos de descontinuidade i n t e ­
riores a (a , 6 ) , mostre que w (x) tem valores extre­
mos. 

Calcule a (0) e / ' (0) para 

/ ( « ) = 

x2 

4 + e " * ' 
0 

( x ^ 0 ) 

4 2 3 0 — a) Mostre, que sendo independentes as 
n (< m) p r imei ras l inhas da ma t r i z A = | of j (m x n) 
são c o m p a t í v e i s a « pr imeiras e q u a ç õ e s do sistema 

a\x, + + *» ~ b, 

+ a'm x„ = 6 m 

Indique um determinante p r i n c i p a l e a c o n d i ç ã o de 
possibi l idade do sistema. 

6) Usando os teoremas de CRAMER e KOUCHK, d i s ­
cuta e resolva o sistema 

x — y -4 a + 2 t t -= — 1 
2 x + 3 j / - « + u = 3 

x -f- 2 t/ — z — u = 3 
2 x + 2 a 4 a u «• P 

para diferentes valores de a e (3. 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame de F r e q u ê n ­

c ia — Curso Geral — 2-957. 

Teoria 

4231 — Teorema de KRONECKER e d e p e n d ê n c i a 
l inear . 

4232—Produ to externo e produto misto de vecto­
res — def in i ção , propriedades e s igni f icado g e o m é ­
t r i co . 

Prática 

4 2 3 3 — Se z x , z2 e z% s ã o complexos correspon­
dentes aos v é r t i c e s (contados no sentido directo) dum 
t r i â n g u l o no plano de A R O A N D , de lados a, b, c e 
â n g u l o s A , B , C , prove que 

«l — ÏJ o 
= — (cos C + i sen (?) 

z3 — z j b 

z3 — H c . . . ., = — (cos A — i sen A) 
z 3 — Z2 0 

( « - * unidade i m a g i n á r i a ) e, em seguida, u t i l i zando a 
ident idade 

(H — Z2> + ( z 2 - "}) + («3 — * l ) — 0 

prove que 

sen A sen B 

4 2 3 4 — Mostre que 

sen C 

1 <*> M 2 •»> 

1 mi 0> 

1 w 

1 a* M 3 

125 

sendo <o uma ra iz complexa da unidade, de í n d i c e 5. 
N ã o se e s q u e ç a que o> é uma ra iz p r i m i t i v a e por 
isso é 

1 + W + 6)2 + M 3 + W 4 = 0 

4 2 3 5 — Considere o sistema 

x + 2 y 4- a z = 11 

2 x — y + 3z = c 

x - i - 7 j / + 3a = 24 

e determine os valores de a e c para que o sistema 
se ja : 

1. " indeterminado 
2. ° i m p o s s í v e l 
3. " determinado. 
Resolva no p r ime i ro caso. 
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I . S. T . —MATEMÁTICAS G E R A I S — E x a m e de F r e q u ê n c i a 

— Curso de Q u í m i c a — Fev . 1957. 

4 2 3 6 —Veri f ique que \/Z n ão é um n ú m e r o r ac iona ' 

e escreva duas classes c o n t í g u a s de n ú m e r o s racionais 

que definam yH . 

4 2 3 7 — Mostre que, sendo Í Í O > U I > UZ I ' ' ' i u « i ' ' 1 « m a 
s u c e s s ã o convergente, pode ex t r a i r dela uma i n f i n i ­
dade de suces sões , d i s t in tas a p a r t i r de certa ordem, 
convergentes para o mesmo l i m i t e . 

4 2 3 8 — Mostre que a f u n ç ã o 

n í e ' V ) ( 2 a + 3) (CC2 + S/2) 

é c o n t í n u a no ponto ( 0 , 0 ) . 

4 2 3 9 — Determine se a f u n ç ã o e' (ten z — 1) é pe­
r i ó d i c a e calcule os valores de a que a to rnam nula. 

4 2 4 0 — Mostre que o conjunto dos m ú l t i p l o s de 6 
e o conjunto dos m ú l t i p l o s de 3 fo rmam dois grupos 
c que um deles é i nva r i an te do outro . Construa o res­
pect ivo grupo factor e apl ique o teorema da homo-
morf ia . 

4241 — Dada uma m u l t i p l i c i d a d e vec tor ia l a 4 
d i m e n s õ e s , encontre uma base independente para a 
submul t ip l ic idade gerada pelos vectores ( 1 , 1 , 2 , - 1 ) , 
(2 , 1 , - 1 , 0 ) , (8 , 5, 1 , - 2 ) . 

4 2 4 2 — 3TÍ5 ó um m ó d u l o com respeito a u m corpo 
e tem 5 d i m e n s õ e s . a , 6 , c e 3 J C õ s ã o 3 vectores inde­
pendentes. Determine quantos vectores independentes 
h á no conjunto <$, = | m i , m2 , m j , n u , n u I , c o m : 

m i = 7a + 3 6 - 23c 
m 2 = l l 6 — 17 c 
m 3 = 57 c 
m 4 = 19a + 13 c 
m 5 = a + 936 + 1 9 7 c-

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1.° exame de 

f r e q u ê n c i a ord inár io — 15-2-57. 

« 1 0 1 2 3 4 
4 2 4 3 — a) Dada a tabela de valores — i 

u I 2 1 m 17 n 
dum p o l i n ó m i o do terceiro g rau , determinar m e n 
por fo rma que a soma das suas r a í z e s seja i g u a l à 
unidade. 

6) A p l i c a r a teor ia dos determinantes ao estudo 
do sistema 

x = 6 — y — z 
u «= 1 + z 
• — 1 + p 

y = « 

R : a) O problema pode resolver-se, por exemplo, do 
seguinte modo: o polinómio po x 3 + p t x 2 + p 2 x + p j 
satisfaz às condições 

P3 = 2 

Po + Pl + P2 + P3 - 1 

8 po + 4 p) + 2 p 2 + p 3 ~ m 

2 7 p 0 + 9 p i + 3 p 2 + p 3 = 17 

64 po + 16 p x + 4 pz + p 3 — n 

- E i - i 
Po 

e deste sistema obtem-se com muita facilidade a solução 

Po - 1 

Pl - - 1 

PJ - - 1 

P3 = 2 

m = 4 

n = 4 6 

b) A matrix do sistema 0 1 1 1 -

1 0 0 - 1 

0 0 - 1 í 
0 0 1 - 1 

guiar tomando para determinante principal 
1 1 

0 0 

0 - 1 

= 1 

nanle característico 
constrói-se 

A' = 0 1 1 6 

1 0 0 1 

0 0 - 1 1 

0 0 1 0 

único determi-
1 

que, 
sendo diferente de zero, justifica a impossibilidade do 
sistema (teorema de ROUCHÉ) . 

4 2 4 4 — a) Provar que o resto da d i v i s ã o do p o l i ­
n ó m i o f ( x ) por (x — a) é f (a) e apresentar a re­
gra que permi te obter os coeficientes do p o l i n ó m i o 
cociente. Quando estes e o resto s ã o positivoB, que ó 
a em r e l a ç ã o aos zeros de / ( x ) , f ' ( x ) , f " ( x ) , 
etc. ? P o r q u ê ? 

n 

Achar o resto da d i v i s ã o de f ( x ) por J J (x—xt), 

supondo conhecidos os restos da d i v i s ã o de / (u;) por 
(as — oc() ( i — 1 , ••• n ) . 

6) A n u n c i a r a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente para 
que dois p o l i n ó m i o s / (x) e g (x) admi tam r a í z e s 
comuns. D e f i n i r sub-resultante de í n d i c e i . 

Supondo que f (x) e g(x) admi tem em comum 
uma ú n i c a ra iz , designando por Ri o sub-resultante 
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de í n d i c e 1 e por B\ o determinante que se o b t é m 
de Bi subs t i tu indo os elementos da ú l t i m a l i nha pe­
los correspondentes na p e n ú l t i m a l i nha do resul tante 
mostrar que, se for X a ra iz comum, M, X + R\ — 0 
e inversamente. 

4 2 4 5 — a) D e f i n i r produto de matrizes e mostrar 
que o produto de duas matrizes h e r m í t i c a s A e B só 
é ma t r i z h e r m í t i c a quando A e B s ã o p e r m u t á v e i s . 

Enunc ia r o teorema de B I N E T - C A U C H Y e provar que 
para as matrizes U(mXn) e V ( n x m ) se tem 
I V y J mm 0) com m > • n , 

6) De f in i r valores p r ó p r i o s X r ( r = l , • • • n) da ma­
t r i z C = ;c* 1 e mostrar que S c ^ = S X r e reXr = | C | . 

P rovar que as ma t r i z C e T~' C T tem os mes­
mos valores p r ó p r i o s . 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1." exame de 

f r e q u ê n c i a e x t r a o r d i n á r i o — 3-4-57. 

4 2 4 6 — Resolver os seguintes problemas: 
a) Achar a e q u a ç ã o das r a í z e s comuns dos dois 

p o l i n ó m i o s „ . 

a ; 3 - 2 s c J + x - 2 = 0 
x 3 — 3 x 2 • 

6) Es tudar o sistema 

• 4 x + 1 2 = 0 . 

x + y + z = 0 
X x 4- i / + z = 0 

pela teor ia dos determinantes. 

R : O resultante R dos dois polinómios pode obter-se 
adoptando a seguinte disposição de cálculo 

1 - 2 
1 

1 
- 3 

- 2 
- 4 12 

- 1 - 1 - 5 14 

1 - 7 15 - 2 

7 1 5 - 1 4 

— 1 - 5 14 = 0 

—7 15 — 2 

1 5 —14 e o 

R . 

íarcíe diferente de 0 e' R j 

Como RJ - 1 14 

- 7 - 2 
comuns è —50 x 4-100 = 0 
aos dois polinómios. 

b) O sistema é homogéneo e portanto admite a solu­
ção nula 

e o primeiro sub-resul-

_ 1 - 5 = - 50 . 

- 7 15 

= 1 0 0 

a equação das raizes 

x = 2 e' p o í í a r a t z comum 

-0 

• 0 

--Q. Se for indeterminado admitirá 
também soluções não nulas, isto é, se 1 X 

1 1 

X 1 

= 0 . 

condição que é satisfeita com X = l . O grau de indeter­
minação será dois e o sistema é equivalente à equação 
x 4- y + z = 1 . 

4 2 4 7 — Como se ju s t i f i c a a d e t e r m i n a ç ã o do m. d. 
c. de dois p o l i n ó m i o s A e B pelo m é t o d o das d i v i ­
sões sucessivas ? 

Enuncie o teorema de E U L E R . 
Considerando o p o l i n ó m i o / ( z ) = p0 »" 4- pi z" _ 1 4-

4- ••• + J>„ de coeficientes reais, p rovar que o 
l i m i t e excedente do m ó d u l o dos zeros de / ( z ) é 

Pa 4- m á x . P{ 

r = \pt\ 

Most ra r que se o p o l i n ó m i o admite a ra iz 
0 4- b i t a m b é m admite a ra iz a — b i e apresentar o 
resto da d i v i s ã o de f (z) por z 2 — o . 

4 2 4 8 — Provar que o quadrado de um de te rmi ­
nante qualquer é determinante s i m é t r i c o . 

Considerando a s u b s t i t u i ç ã o l inear yt = a* x a (i = 

= 1 , ••• n ; a = l , • • • « ) com m ó d u l o de t r a n s f o r m a ç ã o 
1 A I — \àf I q u a l é a s u b s t i t u i ç ã o inversa? Se z f — 
~ &f V% i 1 u a ' ^ o m ó d u l o de t r a n s f o r m a ç ã o de 
Zj = x a ? 

Mos t ra r que os valores X que satisfazem à r e l a ç ã o 
yi = X x j s ã o os valores p r ó p r i o s de | o f j . 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F . C. L . — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final — 
10-1955. 

4 2 4 9 — Dado um cone achar a natureza da secção 
nele efectuada pelo segundo bissector. De te rminar um 
ponto da secção . 

4 2 5 0 — Dada uma s u p e r f í c i e de r e v o l u ç ã o achar 
o plano tangente paralelo a uma d i r e c ç ã o , sendo 
dado o meridiano onde existe o ponto de eontacto. 

4 2 5 1 — Most rar que o centro dum anel é um sub-
-anel. 
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4 2 5 2 — Mostrar que o ideal d i r e i to gerado pelo 
idempotente e => é1 é de fo rma e 31 . 

4 2 5 3 — Seja ( 1 , 2 , - - - n ) um conjunto de n ú m e ­
ros in te i ros e seja / uma a p l i c a ç ã o deste conjunto 
num conjunto E [ f ( i ) e E ] . Seja o « 6 , pe rmuta ­
ção do grupo s i m é t r i c o e deftna-se a nova a p l i c a ç ã o 

a / = / ' 

por 

» / ( 0 - / ( o - 4 o-

Mostre que a c o r r e s p o n d ê n c i a /—*-o f é b i u n í v o c a ' 

F . C. Ii. — GEOMETRIA D E S C R I T I V A — 2.° exame de f r e ­

q u ê n c i a — 2.* chamada — 28-5-57. 

4 2 5 4 — Dado o s u b e s p a ç o de Í Í 5 

3 x1 + 4 x 2 + x 3 + x 5 = 1 

x 4 + 2 x 5 = 2 

x i — x 3 — x 4 = 3 , 

determine a sua par te i m p r ó p r i a quando da passa­
gem a P5 . Determine pontos l inearmente indepen­
dentes de L (em P 5 ) que o gerem. 

4 2 5 5 — Seja L um s u b e s p a ç o de P„ e Qo i i Qz 
t r ê s -pontos dis t in tos e n ã o colineares. Mostre que o 
plano definido pelos t r ê s pontos e s t á contido em L . 

4 2 5 6 — Dado o h i p e r b o l ó i d e de r e v o l u ç ã o gerado 
por uma recta enviezada com o eixo e um ponto, ve­
r i f i que se o ponto pertence ao h i p e r b o l ó i d e . Dado um 
ponto anter ior determine o plano tangente que passa 
pelo ponto e tem o ponto de contacto sobre ura para­
le lo . 

4 2 5 7 — Dado um cone e uma recta determine os 
pontos de i n t e r s e c ç ã o de cone com a recta. 

Á L G E B R A 

F . C. L . — Á L G E B R A SUPERIOR — Exame f ina l — (1.* 

chamada) — 7-1955. 

4 2 5 8 - É dado um anel simples 21 t a l que SP = 21. 
Mostre que a c a r a c t e r í s t i c a do anel é de ordem p r i m a 
ou i n f i n i t a . A n e l simples é todo aquele que tem se­
mente como ideais b i la te ra is o idea l zero e o idea l 
unidade. 

4 2 5 9 — E dado um grupo © ; sabendo que Q con­
t ido no centro é um inva r i an te , mostre que sendo 
© / # c íc l i co , e n t ã o © é abeliano. 

x" — 1 
4 2 6 0 — Dado = x " - 1 + ••• + 1 mostre 

x — 1 
que o p o l i n ó m i o que se o b t é m subst i tu indo x por 
x + 1 é i r r e d u t í v e l em ^ [ x ] em que ^ é o corpo 
dos racionais . 

4261 — Mostre que sendo A ma t r i z d iagonal , 
qualquer p o t ê n c i a de A ó d iagonal . Sendo A nor­
ma l mostre que existe B t a m b é m normal t a l que 
Bk = A qualquer que seja K>0. 

4 2 6 2 — Sendo / ( x ) e g (x) dois p o l i n ó m i o s e 
tendo / g rau maior do que g, mostre que se / ( x ) + 
+ ' .'/(.'') t em todas as r a í z e s i m a g i n á r i a s • do mesmo 
lado do eixo real , o p o l i n ó m i o 

F(x) = p - / ( x ) + q-g(x) 

tem toda3 as r a í z e s reais e dis t in tas para quaisquer 
valores reais de p e q . 

S U P E R I O R 

F . C. L . — Á L G E B R A SUPERIOR — Exame de 2.* f r e q u ê n ­

c i a — 1956. 

4 2 6 3 — Reduza a um p o l i n ó m i o nas f u n ç õ e s s i m é ­

tr icas fundamentais , 

/ ( X l , X 2 , X 3 ) — (X! - X 2 ) 2 X 3 + ( X j - X 3 ) 2 X 2 + ( x 2 - X 3 ) * X j 

4 2 6 4 — Prove o teorema fundamenta l r e l a t ivo aos 
p o l i n ó m i o s s i m é t r i c o s . 

E s t a b e l e ç a a regra do peso e do grau . 

4 2 6 5 — Quantas r a í z e s posi t ivas , negativas e i m a ­
g i n á r i a s tem o p o l i n ó m i o , 

/ ( x ) = x 5 — x* + 1 . 

Jus t i f ique : A t é quantas v a r i a ç õ e s pode ter o t rans­
formado de G R A E F F E de / ( x ) ? 

Calcular esse t ransformado. 

4 2 6 6 —a) C o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente r e l a t iva 
à s é r i e de STURM de um p o l i n ó m i o / (x) de grau n para 
que este tenha n r a í z e s reais e d is t in tas . J u s t i f i q u e : 

6) Mostre que sendo os coeficientes i n i c i a i s da 
s u c e s s ã o de STURM alternadamente posi t ivos e nega­
t ivos, a s u c e s s ã o n ã o pode ser completa, 

F . C. L . — Á L G E B R A S U P E R I O R - 2 . ° exame de f r e q u ê n ­

c i a 27-5-57. 

4 2 6 7 — a) D ê , jus t i f i cando , a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a 
e suficiente, r e l a t i va aos valores p r ó p r i o s de uma 
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t r a n s f o r m a ç ã o l inear A , para que esta seja n i lpo-
tente. 

ò) Sendo q o indice dessa t r a n s f o r m a ç ã o , supo­
nha que é 

d(Fo)"=l e s p a ç o nulo de A) 

d(Fir) = d(F')+t ( j ~ l , 2 , . . . , q ~ í ) . 
Mostre que estas cond ições i m p l i c a m certo valor 

para o í n d i c e q . 
c) Ind ique a base do e s p a ç o em que a ma t r i z de 

A assume a fo rma de JORDAN e construa esta ma t r i z . 

4 2 6 8 — a) Relacione os valores p r ó p r i o s e os vec­
tores p r ó p r i o s de duas t r a n s f o r m a ç õ e s lineares em 
S(„> inversas uma da outra . 

6) Relacione t a m b é m os mul t ip l i c idades a l g é b r i c a 
e g e o m é t r i c a dos valores p r ó p r i o s . 

c) Relacione os p o l i n ó m i o s m í n i m o e c a r a c t e r í s t i c o . 

4 2 6 9 — a) Most re que o s u b e s p a ç o F gerado 
pelos vectores p r ó p r i o s de uma 1.1. A em £,„, é 
inva r i an te para A . 

b) Se A é h e r m í t i c a , prove que t a m b é m é 
inva r i an te para A. Que concluir pode e x t r a i r ? 

4 2 7 0 — a) Seja A uma 1.1. com uma base or to­
gonal de vectores p r ó p r i o s e que admite valores todos 
da fo rma ë "•. Ver i f ique que A é u n i t á r i a . 

6) Renunciando à or tonormalidade da base de vec­
tores p r ó p r i o s , A permanece no entanto semelhante 
a uma ma t r i z u n i t á r i a . Jus t i f ique . 

4271 — Reduza a um p o l i n ó m i o nas f u n ç õ e s s i m é ­
t r icas fundamenta is a f u n ç ã o 

(x , -f- x s ) 3 xl + (x, + x 3 ) 3 xl + ( x 2 + œ 3 ) 3 x ; 

F . C. L . — Á L G E B R A SUPERIOR — 1.* f r e q u ê n c i a — 1.* 

chamada — i 9-2-57. 

4 2 7 2 —Dado um anel simples &=e1 &+ ••• + e „ © 
em que os e, s ã o idempotentes ortogonais p r i m i t i v o s 
provar que <5 é um anel simples de NOETHER. 

G E O M E T R I A 

F . C. L . — GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame final — 
6-1955. 

4 2 8 0 — Def ina as g e r a ç õ e s pon tua l e tangencia l 
p ro jec t iva das c ó n i c a s , e enuncie os teoremas de 
DESARGUEB e STORM, e os respectivos casos l i m i t e . 

4281 — Def ina homologia plana e enuncie o teo­
rema que permi te def in i r a sua c a r a c t e r í s t i c a , e o 
respectivo c o r o l á r i o ; defina homologia especial e 

4 2 7 3 — Supondo que 51 é soma di rec ta de ideais 
b i la tera is simples 31 = Sli + ••• + 3 l„ , se f o r 33 um 
ideal b i l a t e ra l de 31 , provar que é 

SI = S3 + Sli, + ••• + Sli, 

4 2 7 4 — D a d o um m ó d u l o 9JÎ — n , provar que a tota­
l idade dos endomor f i smos -n que apl icam 9Jt num 
s u b m ó d u l o 91 — Q cons t i tu i um anel. 

Provar que este conjunto cons t i t u i um ideal es­
querdo em r e l a ç ã o à to ta l idade dos e n d o m o r f i s m o s - í l 
de 2Jt. 

4 2 7 5 — P rovar que num grupo finito s ã o v á l i d a s 
as duas c o n d i ç õ e s de cadeia. 

F . C. L . — Á L G E B R A SUPERIOR — 1.* f r e q u ê n c i a — 2." 

chamada — 15-3-54. 

4 2 7 6 — 0 comutador £ dum grupo © é o grupo 
gerado pelos elementos da f o r m a ab a~' b~* . 

Se © for o produto directo dos invar ian tes 
© ! , • • • , © „ 

© - © i X © 2 X - - X ©„ 

mostre que € = S i X € j X • • • X €„ em que € f é o 
comutador de © , . 

4 2 7 7 — Seja 31 um d o m í n i o de in tegr idade (comu­
t a t i vo ) e 33 o seu anel de cocientes. Prove que 33 
tem unidade e que as c a r a c t e r í s t i c a s dos dois a n é i s 
s ã o igua i s . 

4 2 7 8 — Seja 31 um anel e 33 um seu ideal b i l a ­
te ra l . Mostre que o rad ica l de 33 é 9tnS3, sendo 5)1 
o r ad ica l de 31. 

4 2 7 9 — Se © for u m anel em que todo o ideal 
d i r e i to é gerado por um idempotente e em 0 fo r v á ­
l i d a a c o n d i ç ã o ascendente de cadeia provar que S 
é semisimples. 

P R O J E C T I V A 

homologia h a r m ó n i c a , enuncie as propriedades que 
respeitam às rectas l im i t e s de uma homologia , e 
def ina as homologias par t iculares que conhece. 

4 2 8 2 — Def ina q u á d r i c a s regradas,^ enumere-as ; 
enuncie os teoremas que respeitam às q u á d r i c a s 
duplamente regradas e os que se referem às g e r a ç õ e s 
de ta is q u á d r i c a s mediante formas projec t ivas de p r i ­
meira e spéc i e . 
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4 2 8 3 — Considere a c i r c u n f e r ê n c i a insc r i t a num 

A f B 

quadrado [A B C D], , e defina uma homo-
D C 

log ia de centro no ponto S, que converta essa c i r ­
c u n f e r ê n c i a numa p a r á b o l a de d i r e c ç ã o a s s i n t ó t i c a 
AD, passando pelo ponto S . D i â m e t r o conjugado 
com a d i r e c ç ã o de AC. E i x o e v é r t i c e da p a r á b o l a . 

4 2 8 4 — Def ina uma h i p é r b o l e c i rcunscr i ta a u m 
t r a p é z i o isosceles dado [A B C D]. Assintotas e eixo 
da h i p é r b o l e , e um par de d i â m e t r o s conjugados. 

F . C. L . — GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame de 1.* fre­
q u ê n c i a — 1.* chamada — 8-2-57. 

4 2 8 5 — Def ina p ro jec t iv idade entre duas formas de 
1.* e s p é c i e . Def ina s e m e l h a n ç a e igua ldade . Escreva 
a e q u a ç ã o duma p ro jec t iv idade . Supondo esta em 
coordenadas abeissan escreva as coordenadas dos 
pontos unidos. 

4 2 8 6 — Def ina i n v o l u ç ã o c i rcular . Considere u m 
feixe em i n v o l u ç ã o c i rcu la r . Pelo centro S do fe ixe 
f a ç a passar uma c i r c u n f e r ê n c i a e construa, j u s t i f i ­
cando, o seu eixo de pro jec t iv idade e o seu polo. 

4 2 8 7 — Def ina elementos conjugados e elementos 
polares em r e l a ç ã o a uma c ó n i c a . D i g a como se pode 

aprovei tar uma c ó n i c a para def in i r uma i n v o l u ç ã o 
sobre as formas de p r ime i r a e spéc i e do seu plano. 

4 2 8 8 — N u m eixo orientado r de or igem O esta-
beleceu-se uma c o r r e s p o n d ê n c i a entre as pontuais p 
e p] t a l que a d i s t â n c i a PP1 i gua le constantemente 
o t r i p l o de OP. 

a) Escreva a e q u a ç ã o dessa c o r r e s p o n d ê n c i a ; clas-
sifique-a, jus t i f i cando . 

6) Determine os pontos de tuga, norma e pontos 
unidos. 

c) Considere a pontua l p projectada a p a r t i r de 
iS e a pontua l p1 a p a r t i r de S 1 , estando S e & ' 
equidistantes de r ( d i s t â n c i a 6 cm). Classifique a 
c o r r e s p o n d ê n c i a entre os dois feixes obtidos. Trace u m 
par de raios h o m ó l o g o s paralelos e um par de raios 
h o m ó l o g o s cruzando-se à d i s t â n c i a de 3 cm de r. 

4 2 8 9 — A o ponto M de r faz-se corresponder o 
ponto Ai1 de r t a l que a soma dos inversos das suas 
d i s t â n c i a s a u m ponto fixo A é i g u a l a 2. E q u a ç ã o 
da c o r r e s p o n d ê n c i a e sua c l a s s i f i c ação . Pontos unidos 
( d e t e r m i n a ç ã o g r á f i c a e a n a l í t i c a ) . Procure o luga r 
dos pontos que pro jec tam ortogonalmente os pontos 
unidos. Considere <So um desses pontos mais afasta­
dos de r . Projecte a p a r t i r de <S0 as duas pontuais 
e determine um par de raios h o m ó l o g o s com a i n c l i -

n a ç ã o mutua de — . 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F . C. L . — CALCULO I N F I N I T E S I M A L — 1.* F r e q u ê n c i a 

— 1.* chamada — i l -1-56 . 

4 2 9 0 — Considere a q u á d r i c a de e q u a ç ã o 

2 x 2 - 2 x 3 + 3 yt + 2 z 2 — 9 = 0 . 

a) Determine o seu centro e d i r ecções p r inc ipa i s . 
b) Classifique a q u a d r á t i c a . 
c) Seja E o sub-conjunto de M3 formado pelos 

v é r t i c e s da s u p e r f í c i e . 
Como s ã o c o n s t i t u í d o s o der ivado, o i n t e r i o r , o ex­

te r ior e a f ron t e i r a do conjunto E? 
d) Escreva uma e q u a ç ã o c a n ó n i c a da q u á d r i c a . 

4291 - Seja 

{ x = li x ' + h y' + h + »o 
y = x1 + m2 y' + m 3 z1 + y„ 
z = ni x' 4- «2 y' 4- « 3 z1 + "o 

uma t r a n s f o r m a ç ã o de coordenadas. 

a) Qual a c o n d i ç ã o para que a t r a n s f o r m a ç ã o seja 
or togonal , i s to é, para que tanto as coordenadas 
x ,y ,z como x 1 , y', z' d igam respeito a t r iedros 
t r i - r e c t â n g u l o s ? 

b) Se f ( x , y , z ) f o r uma f u n ç ã o com derivadas 
de segunda ordem e se operarmos a t r a n s f o r m a ç ã o 
ind icada mostre que 

8 * / dzf ffif o'/ d*f à*f 
à & dit* d** dx'z dy'2 dz<i 

se a t r a n s f o r m a ç ã o fo r or togonal . 
c) No caso pa r t i cu l a r em que / é p o l i n ó m i o do se­

gundo g rau em x , y , z mostre que a igualdade ante­
r i o r nos conduz a um dos invar ian tes conhecidos da 
teor ia das q u á d r i c a s . 

F . G. L . — CÁLCULO I N F I N I T É S I M A L — 1.* F r e q u ê n c i a 
- 2.* chamada — 18-1-56. 

4 2 9 2 — Def ina conjunto complementar de u m con­
j u n t o , ind ique a c l a s s i f i c a ç ã o dos pontos de um con-
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j un to que resulta das r e l a ç õ e s deste com o seu com­
plementar. Def ina f ron t e i r a de um con jun to e enuncie 
os teoremas que respeitam a t a l conceito. 

4 2 9 3 — Vectores colineares e coplanares : de f in i ­
ções , p o s i ç ã o r e l a t i v a e c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s e suf i ­
cientes para que tais casos se ver i f iquem. 

4 2 9 4 — F u n ç õ e s de v a r i a ç ã o l i m i t a d a : de f in i ção e 
propriedades. 

Considere em pa r t i cu l a r o caso das f u n ç õ e s c o n t í ­
nuas de v a r i a ç ã o l i m i t a d a . 

4 2 9 5 — Dada a q u á d r i c a de e q u a ç ã o 

3 x2 _ 8xy -r 3 í/2 - 5 z 2 + 5 = 0 

a) determine o seu centro e planos p r inc ipa i s ; 

ô) classifique a q u á d r i c a ; 
c) Seja E o sub-conjunto de R3 ( e s p a ç o o r d i n á ­

r i o ) assim c o n s t i t u í d o : P pertence a E se e só se o 
ponto P pertence a um d i â m e t r o p r i n c i p a l . Da r as 
coordenadas de 3 pontos de E , n ã o colineares e i n ­
d icar como s ã o c o n s t i t u í d o s o der ivado, o in t e r io r , o 
exter ior e a f r o n t e i r a de E . 

d) Escreva uma e q u a ç ã o c a n ó n i c a da s u p e r f í c i e . 

4 2 9 6 — Seja í > = / ( u ) uma f u n ç ã o d e r i v á v e l qua l ­
quer da v a r i á v e l 

u = lx + my + nz — et 

com l , m , n e c constantes. 

a) Mostre que <P ve r i f i ca a igualdade 

()2<& ()2<í> d2® _ 1 d*® 

Jx* + T t 7 + ~~d* = ~c2~ ~ò# 

desde que l, m e n representem os cosenos direc­
tores de uma d i r e c ç ã o . 

6) Que valor deve ter a v a r i á v e l t (considerada 
como p a r â m e t r o ) para que o plano 

l x + m y + n z — c t — 0 

fique tangente à q u á d r i c a 

2x - 3xy — 2 z = 4 ? 

I . S. T . — CXLCULO INFINITESIMAL — Exame de F r e ­

q u ê n c i a — 1 1 - 2 - 5 7 . 

4 2 9 7 — Seja V(x,y,z) uma f u n ç ã o h o m o g é n e a 
de g rau n e h a r m ó n i c a , e r o vector da d i s t â n c i a 
xl + y J+z K. Determine as cond ições para que o 

vector r f\(r/\ gradV') 

a) seja um gradiente 

6) seja um rotac ional 

c) seja h a r m ó n i c o . 

4 2 9 8 — C o n s i d e r e a f a m í l i a de p a r á b o l a s 
y = 3 a 3 x J — a e determine a sua envolvente ; 
determine a envolv ida correspondente ao ponto 

( x = — , y = — 2\ da envolvente e o ra io de cur-
V 9 / 
va tu ra da envolvente e da envolv ida nesse ponto 
a — p a r â m e t r o da f a m í l i a . 

4 2 9 9 — Considere duas f u n ç õ e s f ( x , y ) e g(x,y) 
c o n t í n u a s e d e r i v á v e i s num dominio e anulando-se 
num ponto ( a , b) desse d o m í n i o . Deduza por ap l ica­
ç ã o da f ó r m u l a de T A Y L O S , as cond ições para que 

/ (•« ! y) 
Lim seja bem determinado. 
í^s .9 (« ) y) 

4 3 0 0 — Demonstre que as p r o j e c ç õ e s duma curva 
torsa sobre os seus planos rec t i f icante e normal toma­
dos num ponto, apresentam nesse ponto, respectiva­
mente, uma i n f l e x ã o e uma r e v e r s ã o . 

F . C. L . — C Í L C U L O I N F I N I T E S I M A L — 2.* F r e q u ê n c i a — 

2 ." Chamada — 7 - 5 - 5 7 . 

4301 — De f ina comprimento de um arco de l i nha 
r e c t i f i c á v e l , i nd ique uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e su f i ­
ciente para que uma l i nha plana seja r e c t i f i c á v e l e 
enuncie as propriedades que respeitam às l inhas p l a ­
nas r e c t i f i c á v e i s . 

4 3 0 2 — Def ina envolvente de uma f a m í l i a de super­
f í c i e s , c a r a c t e r í s t i c a s e aresta de r e v e r s ã o ; enuncie as 
propriedades da envolvente e apl ique os conceitos de f i ­
nidos à d e t e r m i n a ç ã o da e q u a ç ã o geral das s u p e r f í ­
cies c i l í n d r i c a s . 

4 3 0 3 — Def ina contacto de ordem n entre uma 
l i n h a e uma s u p e r f í c i e , escreva as c o n d i ç õ e s a n a l í t i ­
cas para t a l contacto, in te rpre te g e o m è t r i c a m e n t e as 
c o n d i ç õ e s de contacto da 1." o rdem; defina conceito 
de o s c u l a ç ã o ; ind ique , jus t i f i cando a ordem de con­
tacto do plano osculador num ponto duma l i n h a torsa 
e defina plano osculador e s t a c i o n á r i o . 

4 3 0 4 — Determine e caracterize os pontos s ingu­
lares da curva p lana de e q u a ç ã o 

2 x 3 + 6 x y1 — 3 x 2 + 31/2 = 0. 
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4 3 0 5 — Determine uma e q u a ç ã o cartesiana da su­
p e r f í c i e que é o lugar g e o m é t r i c o das perpendiculares 
à s u p e r f í c i e de e q u a ç ã o 

a2 y2 = x2 (b2 — z2) 

conduzidas pelos pontos da gera t r iz de e q u a ç õ e s 

z = c , x[/b2 — c2 — a y *= 0 

sendo a ,b e c constantes. 

I . S. T . — CÁLCULO I N F I N I T E S I M A L — 1.° exame de fre­

q u ê n c i a - 27-6-56. 

/ (»• ) -* 4 3 0 6 — C a l c u l e A sendo r o vector da dis-
9 (r) 

t â n c i a x I + y J + z K . E dada em coordenadas 
r 

polares a f u n ç ã o V = ; Quais as linhas 
1 + - COS • 

equipotenciais correspondentes a V? Calcule grad V 

4 3 0 7 — De te rminar x , y , z ta is que x+y + z=-N 
e que tornem x" yb zc m á x i m o . ( N , a, b, c n ú m e r o s 
dados). 

O conceito de s u p e r f í c i e equipotencia l e de g r a d i ­

ente p o d e r á a judar a classificar o ponto de estaciona-

r idade? A p l i q u e . 

4 3 0 8 — Se uma curva plana é dada em coordena­

das polares r = / ( 8 ) e se U = — , mostre que a 
r 

fà* U \ 
cu rva tu r a da curva e dada por (- V | sen 3 <i 

F \ d d 2 ) Y 

sendo ij/ o â n g u l o entre o raio vector e a tangente. 

4 3 0 9 — Quando é que uma l i nha a s s i n t ó t i c a duma 

s u p e r f í c i e pode ser t a m b é m uma geodés ica"? In te r ­

prete neste caso o teorema de MEUSNIEB. 

4310 — Sabendo que as l inhas de cu rva tu ra duma 
s u p e r f í c i e podem ser definidas como sendo as curvas 
em que as normais à s u p e r f í c i e admi tem envolvente, 
quando é que uma l i nha de curva tura p o d e r á ser geo­
d é s i c a ? P o d e r á j u s t i f i c a r a de f in i ção de l inhas de 
curvatura , dada anteriormente ? 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas oui revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de Urros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

117 — J . BASS — C u r s o de M a t e m á t i c a — Masson 
et C'% E d i t e u r s - 9 1 6 pags. 8.500 f r s . - P a r i s , 1956. 

Este l i v r o c o n t é m , com alguns complementos, a ma­
t é r i a dos cursos que o A u t o r professa na Escola 
Nac iona l Superior de A e r o n á u t i c a e na Escola Nacio­
nal Superior de Minas de Par is . 

Destina-se assim aos alunos das grandes escolas de 
engenharia mas p r e s t a r á t a m b é m ó p t i m o s s e r v i ç o s 
aos candidatos à l icencia tura em c i ê n c i a s f í s i c a s . 
O le i to r d e v e r á j á possuir determinados conhecimen­
tos elementares de a n á l i s e e geometria a n a l í t i c a e 
p o d e r á aumentar notavelmente a sua cu l tu ra mate­
m á t i c a com o object ivo de obter uma boa especial i­
z a ç ã o t é c n i c a . 

A obra n ã o é um t ra tado de m a t e m á t i c a s apl icadas; 
n ã o se u t i l i z a a l inguagem das a p l i c a ç õ e s e o le i to r 
n ã o tem necessidade de possuir previamente de te rmi­
nados conhecimentos t é cn i cos . Pelo c o n t r á r i o é a t ra ­
v é s das a q u i s i ç õ e s no campo m a t e m á t i c o que p o d e r á 
em seguida abordar a m e c â n i c a , a h i d r o d i n â m i c a , a 
r e s i s t ê n c i a de mater iais , a f í s i c a geral , a e l ec t r i c i ­
dade, etc. 

O autor nunca perde a oportunidade de mostrar, 
sob fo rma de exemplos, como se apl icam as m a t e m á ­
ticas. Mas estes exemplos que são par t i cu la rmente 
orientados para a m e c â n i c a racional n ã o const i tuem 
passagens essenciais na e s t r u t u r a ç ã o do curso e podem 
ser deixados de lado num pr ime i ro estudo. 

Se bem que o l i v r o n ã o seja escrito para fu tu ros 
m a t e m á t i c o s , e s t á apresentado sob fo rma precisa e o 
A u t o r nunca deixou de manter r e l a t i vo r i g o r ao longo 
de toda a obra. En t re tan to , para r e d i g i r em cerca de 
900 p á g i n a s os elementos que const i tuem a cu l tu ra 
m a t e m á t i c a de base dum engenheiro tornou-se neces­
s á r i o entrar em certos compromissos. Se se n ã o hesitou 
em u t i l i z a r as teorias modernas quando estas pode­
r i a m s impl i f i ca r a e x p o s i ç ã o , roduziu-se no entanto 
sensivelmente as passagens puramente abstractas que, 
sem inconvenientes de maior, s ã o apresentados sob 
f o r m a i n t u i t i v a . 

Para que as teorias expostas se tornem p r o v e i ­
tosas o A u t o r faz a respect iva a p l i c a ç ã o sob a fo rma 
de e x e r c í c i o s . Mui to s exemplos s ã o assim apresenta­
dos no texto e por meio deles se i nd i ca como efectuar 
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um c á l c u l o n u m é r i c o , como u t i l i z a r a n o ç ã o de con­
v e r g ê n c i a un i fo rme , o teorema dos r e s í d u o s , o c á l c u l o 
s i m b ó l i c o , como in t eg ra r sistemas de e q u a ç õ e s d i f e ­
renciais, obter so luções das e q u a ç õ e s à s derivadas 
parcia is de segunda ordem, etc. Este l i v r o , destinado 
assim a fu tu ros engenheiros, é apresentado ao p ú b l i c o 
em p r e f á c i o por DARMOIS ; s ã o deste professor as 
seguintes palavras : L 'ouvrage de M . BASS vise à la 
fois à donner ef fec t ivement les connaissances n é c e s ­
saires, à permet t re les sondages en profondeur , et a 
permettre la lecture d'ouvrages modernes, qu i f o n t 
progresser en d i rec t ion des s y n t h è s e s donc j ' a i p a r l é . 

Je pense que l ' u t i l i s a t eu r de cet ouvrage é p r o u ­
vera un sentiment de s é c u r i t é par 1' ampleur des ma­
t i è r e s auxquelles i l peut avo i r a c c è s , un sentiment de 
p la i s i r en r é s o l v a n t les p r o b l è m e s p o s é s . . . 

Je souhaite que le l i v r e de M . BASS, q u i est l 'excellent 
aboutissement d 'un l o n g et n é c e s s a i r e e f fo r t , donne 
ces sentiments à ceux q u i l ' é t u d i e r o n t . . .» 

Os diversos c a p í t u l o s da obra são : 

I — Á l g e b r a l inear , (101 p á g s . ) — E s p a ç o s vecto­
r i a i s , Matr izes , E s p a ç o he r rn í t i co , Á l g e b r a tensorial , 
A p l i c a ç õ e s , B i b l i o g r a f i a , Exe rc í c ioB . 

I I — Integra is simples, (124 p á g s . ) — Conjuntos e 
f u n ç õ e s , In tegra i s definidos, C á l c u l o dos in tegra i s 
simples, C á l c u l o n u m é r i c o dos in tegra i s definidos, 
S é r i e s n u m é r i c a s e in tegra is generalisados, B i b l i o ­
gra f ia , E x e r c í c i o s . 

I I I — F u n ç õ e s definidas por s é r i e s ou in tegra i s , 
(118 p á g s . ) — S é r i e s de f u n ç õ e s , F u n ç õ e s definidas por 
in tegra i s , Sé r i e s de FOURIER, F u n ç õ e s ortogonais , I n ­
tegrais de FOURIER, B i b l i o g r a f i a , E x e r c í c i o s . 

I V — Curvas, In tegra i s c u r v i l í n e o s , A p l i c a ç õ e s , 
(54 p á g s . ) — T e o r i a das curvas, In tegra i s c u r v i l í n e o s , 
P l a n í m e t r o s e integradores, B i b l i o g r a f i a , E x e r c í c i o s . 

V — S u p e r f í c i e s , In tegra i s m ú l t i p l o s , A p l i c a ç õ e s , 
(168 p á g s . ) — In tegra is duplos, T e o r i a das s u p e r f í ­
cies, In tegra i s m ú l t i p l o s , In tegra is de s u p e r f í c i e s , 
F ó r m u l a s de a n á l i s e vec to r i a l , In tegra i s m ú l t i p l o s 
generalisados, F u n ç õ e s eulerianas, C á l c u l o s imbó l i co , 
B i b l i o g r a f i a , E x e r c í c i o s . 

V I — F u n ç õ e s a n a l í t i c a s , (110 p á g s . ) — D e r i v a d a 
duma f u n ç ã o de v a r i á v e l complexa, N o ç õ e s sobre a 
r e p r e s e n t a ç ã o conforme, F u n ç õ e s elementares, I n t e ­
g r a ç ã o de f u n ç õ e s a n a l í t i c a s , S é r i e s de f u n ç õ e s a n a l í ­
t icas, Teorema dos r e s í d u o s , A p l i c a ç õ e s , B i b l i o g r a f i a , 
E x e r c í c i o s . 

V I I — E q u a ç õ e s e sistemas diferenciais , (76 p á g s . ) 
— Generalidades, Sistemas lineares, E q u a ç õ e s l inea­
res de segunda ordem, F u n ç õ e s de BESSEL, M é t o d o s 
n u m é r i c o s , B i b l i o g r a f i a , E x e r c í c i o s . 

V I I I — E q u a ç õ e s à s derivadas parcia is , Potenciais, 
(92 p á g s . ) — E q u a ç õ e s lineares de p r i m e i r a ordem, 

E q u a ç õ e s n ã o lineares de p r i m e i r a ordem, E q u a ç õ e s 
lineares de segunda ordem, Estudo de alguns exem­
plos, Potenciais newtonianos, B i b l i o g r a f i a , E x e r c í c i o s . 

Anexo A — C á l c u l o das v a r i a ç õ e s (26 p á g s . com 
e x e r c í c i o s ) . 

Anexo B — N o ç õ e s sobre á b a c o s (12 p á g s . ) . 
F o r m u l á r i o — í n d i c e dos m a t e m á t i c o s citados — 

B i b l i o g r a f i a geral — í n d i c e a l f a b é t i c o , (35 p á g s . ) . 

118 — R . RISSER e C. E . TRAYNARD — L e s P r i n c i p e s 
d e la S t a t i s t i q u e M a t h é m a t i q u e — ( L i v r e I : S é r i e s 
S ta t i s t iques) . — 2.* ed. rev. e aumentada. — X V I + • 
196 p á g s . , 3500 f r . - G a u t h i e r - V i l l a r s , Paris , 1957. 

Trata-se de uma obra in tegrada no Tra tado de C á l ­
culo das Probabil idades de E . B O R E L e cu ja r e e d i ç ã o 
rev is ta é de assinalar perante a parca b i b l i o g r a f i a 
francesa sobre a m a t é r i a . Vem assinada por autores 
de certa estatura mas, in fe l izmente , acha-se r e d i g i d a 
segundo uma o r i e n t a ç ã o que, na o p i n i ã o do c r í t i c o , a 
to rnam de u t i l i dade duvidosa para qualquer dos d i f e ­
rentes t ipos de cl ientela que se possam considerar. 
Para os r e c é m - i n i c i a d o s , pelo menos, n ã o é certa­
mente a c o n s e l h á v e l , com a sua i r r e g u l a r e x p o s i ç ã o 
da metodologia , a f a l t a de exemplos nalguns pontos 
cruciais que pedem melhor esclarecimento, a a u s ê n c i a 
quase completa de figuras e g r á f i co s que aux i l i em a 
i n t u i ç ã o , o tosco ind ic iamento remissivo, a n o t a ç ã o 
pouco fe l i z e discordante dos usos estabelecidos, a 
i n e x i s t ê n c i a de e x e r c í c i o s . A p r ó p r i a l i nguagem é por 
vezes imprec i sa ; t a l quando se aponta 

y = — e S cr 
<T ^ 2 * 

como a « d i s t r i b u i ç ã o t e ó r i c a de V objectos s i m è t r i -
camente em torno duma m é d i a tomada para o r i g e m » 
( p á g . 20). 

Este p r ime i ro volume da obra consagra-se ao es­
tudo das d i s t r i b u i ç õ e s , aos problemas de amostragem 
e à s a p l i c a ç õ e s à s sondagens e ao controle da qua l i ­
dade das manufacturas . Para um segundo volume 
anuncia-se d i s t r i b u i ç õ e s a duas v a r i á v e i s , c o r r e l a ç ã o 
r e g r e s s ã o e sé r i e s c r o n o l ó g i c a s . 

Dois aspectos que surpreenderam o c r í t i c o f o r a m 
o ra te io do pouco e s p a ç o d i s p o n í v e l pelos v á r i o s 
assuntos e a a r r u m a ç ã o destes nos v á r i o s c a p í t u l o s . 
Ass im, por exemplo, dedicam-se 20 p á g i n a s aos sis­
temas de curvas de PEARSON, C H A R L I E S e ROMANOVSKY, 

em contraste com umas 12 p á g i n a s ao todo consagra­
das à s d i s t r i b u i ç õ e s oriundas da normal e respectivas 
a p l i c a ç õ e s ; e situa-se uma d i s c u s s ã o dos quadros 
rectangulares (contingency tables) ao lado de porme­
nores sobre levantamentos por amostragem. A d i s t r i -
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b u i ç ã o de STUDENT mal se v i s lumbra num obscuro 
p a r á g r a f o , ao passo que se reserva um c a p í t u l o 
i n t e i ro ao menos interessante problema da d e s t r i n ç a 
de duas d i s t r i b u i ç õ e s sobrepostas. 

Todav ia , a de f i c i ênc i a realmente impor tan te que se 
encontra no l i v r o é a f a l t a de generalidade com que 
são enunciados e resolvidos os problemas. A despeito 
de, como os autores a f i rmam, pretenderem « s i s t e m a ­
t i za r as doutr inas da E s t a t í s t i c a M a t e m á t i c a » , nunca 
chegam a e x p ô r metodicamente os fundamentos de 
dois dos pr inc ipa i s c a p í t u l o s dessa c i ê n c i a — ensaios 
de h i p ó t e s e s e est ima de p a r â m e t r o s - n ã o af lorando 
sequer o terceiro — delineamento de e x p e r i ê n c i a s . Os 
ensaios de h i p ó t e s e s , por exemplo, aparecem dissemi­
nados ao longo Jo l i v r o da forma menos s i s t e m á t i c a 
p o s s í v e l , escorados em vagas r e f e r ê n c i a s ao «n íve l de 
p r o b a b i l i d a d e » e à « v e r o s i m i l h a n ç a » da « h i p ó t e s e 
n u l a » . 

Mas h á ainda l uga r para fazer v á r i o s outros repa­
ros impor tantes , entre os quais avu l t am os seguintes. 

O c a p í t u l o I I , i n t i t u l a d o « m é d i a s e m o m e n t o s » , 
enferma de um fraco realce perante o le i tor incauto 
da d i s t i n ç ã o que é n e c e s s á r i o fazer entre os conceitos 
de d i s t r i b u i ç ã o de probabil idades e d i s t r i b u i ç ã o de 
f r e q u ê n c i a s : veja-se o § 9 a respeito da f u n ç ã o carac­
t e r í s t i c a logo a seguir a dois p a r á g r a f o s acerca de 
momentos das d i s t r i b u i ç õ e s de f r e q u ê n c i a s e correc­
ções de SHEPPARD. 

No c a p í t u l o I I I faz-se a d i s c u s s ã o c l á s s i c a do sis­
tema de curvas de PEARSON, com longo e tedioso por­
menor; mas n ã o se enuncia com generalidade o p ro ­
blema do ajustamento de curvas, nem se referem os 
object ivos desse ajustamento, nem tampouco se e x p l i ­
c i t a claramente o m é t o d o dos momentos, embora 
o mesmo seja aplicado às curvas de PEAESON e a 
outras (*). 

Mais adiante, ao considerar o « t e s t of goodness o f 
fit» de K . PEARSON, os autores n ã o f r i z a m que só apro-

2 (íij — n pt)z 

a l e i do y 2 . T a m ­
i l pi 

b é m n ã o exp l i c i t am as a p l i c a ç õ e s do resultado, o que 
este c r í t i c o considera uma o m i s s ã o i n e x p l i c á v e l . De 
resto, todo o t ra tamento da v e r s á t i l d i s t r i b u i ç ã o do x* 
fornece outro exemplo da m á s i s t e m a t i z a ç ã o de que 
padece a ob ra : veja-se o que acontece na p á g . 1 2 4 , 

(') V . «The calculation of marriage and maternity rates ; their 
graduation by frequency curvesi) in Boletim do Instituto dos 
Actuaries Portugueses, N.° 7, e «On the graduation of discrete 
frequency distributions», ibid., N.° 8. No primeiro destes artigos 
demos um processo simplificando e extremamente potente de 
ajustamento tanto de curvas de PEARSON como doutras mais 
gerais pelo método dos momentos. No segundo expomos um 
método análogo de ajustamento duma classe muito geral de dis­
tribuições discretas, das quais se consideram neste livro três 
casos particulares (binomial, POISSON e PASCAL). 

em que se aprovei ta a ad i t iv idade do •/} sem p r é v i a 
j u s t i f i c a ç ã o . 

E t a m b é m l a m e n t á v e l que na e x p o s i ç ã o do proble­
ma da c o m p a r a ç ã o das m é d i a s de dois universos nor­
mais com diferentes v a r i â n c i a s se tenha omi t i do a 
s o l u ç ã o exacta de W E L C H - A S P I N ( 2 ) , quando af ina l se 
gastam quase duas p á g i n a s a descrever uma s o l u ç ã o 
aproximada e j à ultrapassada. 

Resumindo, para n ã o alongar ma i s : estamos em 
p r e s e n ç a duma obra demasiado afastada das concep­
ções e s t a t í s t i c a s modernas, a despeito da sua recente 
data de p u b l i c a ç ã o . Os autores j u s t i f i c a m o seu pen­
dor decididamente t e ó r i c o d i r i g i n d o - a aos leitores 
« p r o v i d o s n ã o só duma la rga cu l tu r a m a t e m á t i c a 
como t a m b é m de conhecimentos precisos na m a t é r i a 
de C á l c u l o das P r o b a b i l i d a d e s » . No entanto, duv ida ­
mos que a l g u é m , mesmo com generosa dose de tais 
conhecimentos, possa a t r a v é s deste l i v r o aprender 
qualquer coisa de E s t a t í s t i c a — essa c i ê n c i a esquiva 
cujos estudantes tan ta dif iculdade t ê m em descobrir 
textos de qualidade no meio da avalanche que o mer­
cado lhes vem oferecendo. 

M. A. Fernandes Costa 

(') V. Gazeta, de Matemática, N.° 63-64. 

Corrigenda ao artigo 
Introdução òs Álgebras de Boole 

1 — Por lapso n ã o se i n c l u i u a figura que segue^ 
c i tada na p á g i n a 3, coluna 1 , l i nha 7 a contar do 
fim. 

 
 

2 — 0 nome do autor é J . C. V I N H A N O V A I B . 

3 — N a b i b l i o g r a f i a deve ler-se: . . .par te de um t r a ­
balho do D r . JOSÉ MORGADO de que se acaba de 

publ ica r o 1." f a s c í c u l o . 
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