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Introducéo

por J. A. Vinha

A leitura dos artigos da Dr.® TEODOKA
ALVES publicados na G .M. (n.” 40-42 e 49)
despertaram-nos 0 interesse pela Algebra de
BOOLE. Sob a orientagdo do Dr. JOSE
MORGADO estudamos, durante alguns meses
do ano passado, a Teoria dos Reticulados
(Estruturas  na nomenclatura de O.0ORE eV .
GLIVENKO) de que as Algebras de BOOLE séo
um caso particular:

Uma Algebra de BOOLE é um  Reticulado
distributivo e  complementado.
1. Denomina-se Reticulado todo o sis-

tema R[R\A] constituido por um con-
junto R e por duas operagdes, V-supremo
e A-infimo, satisfazendo aos axiomas  se-
guintes :

R1 (Comutatividade) Para todo o par
X,y de elementos de R tem-se

x\/y=y\JIx e x/\y=y/\x.
R2 (AssociaUvidade) « Para todos os
X,, s de R tem-se
»ViyVz)=(«Vy)\Jze x/\(y\z) = (x\y)\z

R3  (Absorcéo):
de R tem-se

Para todo o par x,y

XVO»AY) =« AXVi)—"

as algebras de

Boole

Novais

Os axiomas da Algebra de BOOLE compre-
enderdo, portanto, os axiomas R1-R3 e
mais trés axiomas que (i) exprimirdo que o
Reticulado R ¢ distributivo ; (ii) garantirdo
a existéncia de um complemento de cada
elemento do Reticulado, para a definicdo do
qual é necessario introduzir (iii) um terceiro
axioma garantindo a existéncia de dois ele-
mentos extremos.

EXEMPLO 1. Consideremos o conjunto dos
nimeros reais e nele definidas as operacdes
*Vy=sup(@sy e x Ay = inf(x,y), isto
é, x Vy designa o maior dos nimeros X,y
0 Ay designa o0 menor dos nimeros Xy
E imediato que o conjunto dos nimeros reais
assim algebrizado constituium reticulado, isto
é, satisfaz R1 —R3

EXEMPLO 2. Consideremos o conjunto fun-
damental E e seja Si o conjunto dos sub-
-conjuntos (ou partes) de E. Definindo entre
os elementos de Si as opera¢gBes U (reunido
de conjuntos) e f| (interseccdo deconjuntos),
facilmente se verifica que o conjunto assim
algebrizado goza das propriedades Rl —RS3,
isto é, é um Reticulado. E ainda um reti-
culado todo o anel de conjuntos, isto é, um
sistema de conjuntos que, com A e B, con-
tétm A (B e ADB . Um anel de conjuntos



que, com A e B, contém adiferenca A—B,
diz-se um corpo de conjuntos.

EXEMPLO 3. Consideremos o0 conjunto
£ =(1,2,3,4,6,12) e difinamos entre os
seus elementos as operagbes V 8 A pelas
tdbuas 1 e 1|1 . Verifica se que o conjunto E
assim algebrizado goza das propriedades
RI— RS (Oconjunto E € o conjunto dos
divisores de 12).

V L2 3 4 6 12
11 2 3 4 6 12
2 2 2 6 4 6 12
3 3 6 3 12 6 12
4 4 4 12 4 12 12
6 6 6 6 12 6 12

A 1 2 3 4 6 12
11 1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 2 2
3 1 1 3 1 3 3
4 1 2 1 4 2 4
~6~ 1 2 3 2 6 6
12 1 2 3 4 6 12

EXERCICIO 1. Considere o conjunto
E=(@a ,b, ¢) e forme o conjunto Si dos sub-
-conjuntos de E. Algebrize o conjunto Si
pelas operacdes |J e fl ©forme as tdbuas
destas operacgoes.

EXERCICIO 2. Algebrize o conjunto dos
divisores de 30 de maneira andloga a usada
no EXEMPLO 3 (x\/y é om. m. c. e xfly é
o m. d.c. calculados dentro do conjunto).
Considere o conjunto E constituido pelos
divisores primos de 30 e o conjunto ®=|0,
(2), (3),(5), (2,3), (2,5), (3,5), (2,3,5)] dos sub-
-conjuntos de E. Mostre que os reticulados
dos divisores de 30 e o reticulado que se
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obtém da algebrizacdo do conjunto Si, por
meio das operacdes (J e fl> sdo isomorfos.

EXERCICIO 3.
EXEMPLO 3 néao existe tal isomorfismo.

Mostre que no caso do

2. Algebras de Boole.

Nos exemplos 2 e 3 e no conjunto dos
divisores de 30 (EXERCICIO 2) existem dois

elementos, a e b, gosando das seguintes
propriedades aV x =x e aAx=a, e
bAx =x e bVx-—b quaisquer que sejam os

elementos & do reticulado : no EXEMPLO 2
¢ a=0 (sub conjunto vazio de E) e b= E;
no EXEMPLO 3 é a=1 e 6= 12; e no con-
junto dos divisores de 30é a—I e £= 30.
Além disso, no EXEMPLO 2 e no EXERCICIO 2
(mas nado no EXEMPLO 3), verifica-se ainda
que, para cada elemento X, existe um outro
elemento, x', talque x\/x' =b e x/\x' =a:
no EXEMPLO 2, se x representa determinado
conjunto de Si,x" representa o conjunto for-
mado portodos os elementos de E quenéao
pertencem a M; no EXERCICIO 2 tem-se
|'"=30,2'=15,3'=10,... pois que 1V30=*
=30 e 1A30=1, 2V15-30 e 2A15=1,
3V 10=30 e 3A10=1, =+=. No EXEMPLO 3
ha somente dois elementos que gozam desta
propriedade, a saber, 3 e 4.

A existéncia de reticulados nas condicdes
anteriores legitima a seguinte

DEFINICAO 1. Uma Algebra de BOOLE ¢é
ura sistema V» A]> constituido por
um conjunto R, de elementos XY\Z,-=,
e por duas operagfes V (supremo) e A
(infimo) satisfazendo aos seguintes axiomas :

I Grupo :
RI. XVy=y\/x e xNy=y/\x
R2. xV(yyz) = (xVy)vz
e xNyNz)=:{x/\y)\z
R3. X\IH{xI\y)—x/{x\Vy) =X



GAZETA DE MATEMATICA

Il Grupo :
D. a:VU/AZ)=0*V30A(a?V*)
e *A(yV*) = (*ATOV(a?A«) ()
I Grupo :
BI. Existe um elemento 0 e um elemento

/ de st tal que X 0=x e aA0=0 e
xXVI=I e x \1'= x, qualquer que seja x
de si.

B2. Para todo o elemento x de Si existe
um elemento x' de St tal que

X\jx'=I e xN\x'=0.

Comparando as duas expressées que cons-
tituem cada um dos axiomas verificamos que
cada uma delas se transforma na outra
gquando trocamos as operagbes V 6 A ©
os elementos 0 e /; deste facto resulta o

Principio da dualidade: Numa  Algebra
de BOOLE, de uma proposicdo verdadeira de-
duz-se uma outra proposicAo verdadeira  permu-
tando as operagbes V e /A e os elementos
0 el

A proposicdo assim deduzida da se o nome
de proposicdo dual da primitiva ; se a per-
mutacdo das operagBes e de 0 e 1 néoal-
tera a proposigcdo, a proposicdo diz-se auto-
-dual. O leitor reconhece imediatamente que
todo o corpo finito de conjuntos é uma Alge-
bra de BOOLE.

Uma Algebra de BOOLE admite uma repre-
sentacdo grafica muito simples que permite
visualizar as suas propriedades. Tomemos
para representacdo de 1 o conjunto dos pon-
tos do quadrado (fig. 1); para O o sub-con-
junto vazio dos pontos do quadrado; os ele-

(*) Para manter a simetria entre as duas expres-
s0es que constituem cada um dos axiomas, considera-
mos as duas expressdes de D como axiomas embora,
como a seguir veremos, qualquer delas possa ser dedu-
zida da outra e do | Grupo de axiomas.

mentos X ,y, *e, sSerdo representados por
sub-conjuntos de pontos do quadrado. Para
complemento de um elemento x toma-
mos o0 conjunto complementar do conjunto
gue representa x, isto é, o conjunto dos
pontos do quadrado que ndo pertencem a X.
O supremo e o infimo de dois elementos se-
rdo representados, respectivamente, pela reu-
nido e pela interseccdo dos conjuntos que
representam Xx e y. Esta representagdo €
conhecida por Diagrama de VENN e serd jus-
tificada, para o caso das Algebras de BOOLE
finitas, pelo Uultimo teorema demonstrado
neste artigo (Representacdo das Algebras de
BOOLE, § 5).

Na figura estdo representados dois elemen-
tos, x e y, por meio de circulos e 0s seus
complementos, X' representada pela parte
tracejada horizontalmente e y' pela parte
tracejada verticalmente. A simples anélise
do diagrama sugere-nos imediatamente que,
por exemplo, xX\Jy' (parte tracejada) é ocom-
plemento de x/\y. E isto é realmente verdade
como veremos adiante.

3. Alguns teoremas

Boole.

das algebras de

A) Consequéncias de Ei-RZ e D.

Os teoremas que vamos demonstrar sdo
validos em qualquer Reticulado distributivo.

Comecemos por demonstrar que a propo-
sicdo x\(YVWz)=(xAy)V(»A") é, na reali-
dade, deduzivel de R 1-R3 e ¢V A =
= (a>V?)A(*V2) eee(E£*)e

Com efeito,

(*A»)V(*A«)-[(»A»)V*]IA[(*A»W«].- B*
S[*V(*A»)]AF«V(*Ay)]-.-I»i

-a>A[(»V»)A("VyY)] ...Rte D»
-[»A0»V«)JA(«V») ...BieSi
-XA(«V»)

= x\(ySJz) ..RI

Da proposicdo que acabamos de demons-
trar e de R1 —R 'a deduz-se, igualmente,



D* para o que basta notar que estamos em
presenca de teoremas duais.

TEOREMA 1. Sex\Zy
=zN\y entdo x= z.

Este teorema é um exemplo de um teore-
ma auto-dual.

=zVyex/l\y =

Dem. Por um lado tem-se
XA(XVy)~x (1) B3

Por outro lado

XAXVY)=x/\(2\Jy) Hip.
= (XA*)V(xA2/)
=(*A«)V(»A?) Hip.
S[(FAVIAI(«A»)V»] D
-«AK«>Vy)A(»Vy)] BI,B3,D
-[*A(»VV)]IA(»VY) BI,B2
=zA(*Vy) B3
= aA(«V2/) Hip.
=« (2) i?2

De (1) e (3) resulta x = z.

TEOREMA 2. Paratodo oelemento x tem-se

XVx = XNX=X
Dem. (1) x\J[xA(x\ry)] = XV(x\z)=x
pondo z= x\Jy.
(2) x\(xVy) =x donde x V[x AXVy)] =
8V *e

De (1) e (2) resulta x V x = a?.
A igualdade x\x—x fica também demons-
trada, pois é dual de X\IX=-X.

TEOKEMA 3. Se xVy=x/\y entdo  x=y.
Dem. X\{xN\y)=x
xVOAy)=a?V Q»V #)= xV«
donde
X = x\Jy (1)

yV(*Afr)=0
YV (xAY)=-yV(xVly)=x\ly
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donde
y="Vv? (2)
De (1) e (2) resulta x = .

B) Consequéncias de R1 —R3 ,D e

Bl— 52.
TEOREMA 4. A correspondéncia 7a? = &
¢ uma correspondéncia biunivoca e involu-

tiva de St sobre Si.

Dem. A demonstracdo divide-se em duas
partes

i. A correspondéncia é biunivoca : a) Se

x =y entdo X' =y e b)Se x —y' entdo
X =Y.
ii. A correspondéncia 0 involutiva :
Lkx) =1 x = x
i. a) xXWX'—y\J y' e xfix'=yny' B1-2
yVz'=yVy' e ytx'=yl\y' Hip.
donde x'=y Tl
b) x\JIx' =y\y' e x\x' =yhy<. Bl-2
xX\Zy'=-yVy" e xN\y' =yly. Hip.
donde X—Yy TI
ii. as'V(*')'—«V* e x<x \(x)" = xN\X"... BI-2
donde (a:)'=a; TI
TEOREMA 5. (Leis de MOKGAN).
(x\yy) =x'Ay" e (seNy)'-=x"V>'

As duas igualdades sdo duais ; basta, pois
demonstrar uma delas.

Dem. Em 74 ficou provado que cada
elemento tem um s6 complemento. Para de-
monstrar o Teorema basta provar que  x'/\y'
é o complemento de x\/y. Com efeito,

(XVY)V(X'Av')-[(eVYy)VX']A[(*VYy)Vy']
= [(xVX")VY]A[xV(yVy")] =
S(IVY)A(IY*W A'-"
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e
Xvy A" Ay) - FACAY)VIYA (G AV)I-
-«a'AMAY'IVAADA» ] -
-(OAY)V(*'A0)-OV0-0
TKOKEMA 6. 0'--=/ e i'= 0
Z%Mm. oVi=l e 0A/=0, donde 0'=7
e /'= 0.

4. As algebras de Boole como sisremas
parcialmente ordenados.

Um conjunto A=(x ,y ,z , ***) diz-se par-
cialmente ordenado quando e sé quando entre
0s seus elementos é possivel definir uma re-
lacdo binédria x/y verificando os seguintes
axiomas :

0l. x/x
02. xly e ylIx
03. xly e ylz

implica x=y
implica x/z

EXEMPLO 4. O conjunto dos nimeros reais
pode ser parcialmente ordenado pela relagdo
< (menor ou igual); o conjunto dos numeros
inteiros ndo negativos é um outro exemplo
de conjunto parcialmente ordenado quando
nele se define a mesma relagdo <, ou a re-
lacdo < (divide). Vemos assim que, num
mesmo conjunto, podem estar definidas véarias
relacdes de ordem parcial.

Num reticulado (e, portanto, numa éalgebra
de BOOLE) é possivel definir uma ordem par-

cial < . Para isso introduzamos a seguinte

DEFINICAO 2. Diz-se que x<y quando e
s6 quando xVy=y.

Demonstremos quo a relagdo assim defi-
nida é, realmente, uma relagcdo de ordem
parcial.

Com efeito,

01. xWx=x (T2) donde x<x (Def. 2)
02. Se x<y e y<x tem-se x\ly=y e
yVx=x donde

03. Se x<y e y<z tem-se x\Jy=y e
y'z—z donde (xX\Jy)\Jz=x\f YWz) —
—x\Jz=z ou X<z.

A mesma relacdo de ordem parcial
ser introduzida pela

pode

DEFINICAO 2*. Diz-se que x<y quando
e s6 quando x/\y = x a qual é equivalente
a def. 2 como vamos demonstrar :

Basta demonstrar que as igualdades

Xy —y e xNy=x

sdo equivalentes.
Suponhamos que x\J y =y ; entdo

XNXVy)—x\y =X .

Suponhamos que x/\y = x; entdo

YV(xAy)=yAx=y

Definindo y>x como equivalente a xZ%y,
a def. 2* pode escrever-se
DEFINICAO 2**. Diz-se que x>y quando

e s6 quando xfly~y-

Comparando as def. 2 e 2** vemos que as
relages x<y e x>y sdo duais; portanto
guando numa expressdo intervém o sinal <
ou > para passar a expressdao dual devemos
permutar estes sinais.

0 facto de um reticulado ser um conjunto
parcialmente ordenado permite-nos obter unia
nova representacdo grafica para os reticula-
dos com um numero finito de eleinontos
(reticulados finitos) chamada diagrama de
HASSE.

Para isso notemos, em primeiro lugar, que
todo o reticulado finito tem um primeiro e
um Gltimo elemento (0 e 1). Com efeito
V Xi=x VxV e«¢¢ segue qualquer xr, e
A Xi=x A A ¢+ procede qualquer x-, ;
logo 0= A*ie 7=V«;-

Designemos por letras —a.,b ,c, eee—
os elementos do reticulado ; quando dois ele-
mentos a e b estdo ligados pela relagdo



a<6, mas com a=f=b, e sdo tais que entre
a e b ndoexiste algum elemento ¢, as duas
letras representativas sdo ligadas por uma
flecha dirigida de a para b.

Por exemplo, o reticulado constituido pelos
elementos a,b,c,d com a<0<<f e o<c<d
serd representado pelo diagrama | e o reti-
culado dos divisores de 30 (Exercicio 2) pelo
diagrama l I .

Demonstremos algumas proposicdes onde
intervém a relagdo < .

A) Proposicdes validas em qualquer Reti-
culado :

TEOKEMA 7. x<x\y

Dem. De x\(xVy)=x
mente X<x\ly.

Dualmente,

qualquer que seja .
resulta imediata-

TEOKEMA 7*. x/\y<x qualquer que seja .

TEOREMA 8. Se x<y e x<z entdo
Dem. A hipotese é equivalente a

X'<y/\z
XNy=x

e x/\z =x; entdo tem-se x =x N\ z =
= (a?A#)Az=#A0/A«) donde X<yAz-
Dualmente,
TEOREMA 8*. Se y<x e z<a,; entdo

y \Jz<x.

B) Proposicdes validas em Algebras de
BOOLE.

TEOREMA 9.
xX\Jy=y

Numa Algebra de BOOLE

é equivalente a x'\ly = 1.

Dem. Admitamos que x Vy = V> entdo
X'\Jy=x'\J(x\jy) = (x<\Ix)\Jy=Ily =1.

Admitamos que x'\ly =1; entdo x\jy=*
= IAX\Zy) = (X'Vy)A(x\y) = YV(X'AX) =
-yS/oty

Dualmente,

TEOREMA 9* Numa 4algebra de BOOLE

XAy=y é equivalente a x'Ay = 0.
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Os TEOREMAS 8-9 mostram que numa alge-
bra de BOOLE as def. 2-2* podem ser subs-
tituidas pelas defini¢cdes que lhes sdo equiva-

lentes : x<?/ quando e s6 quando x'\/y=Ii>
ou «x<y quando e s6 quando XxA.y'=0».
TEOREMA 10. Se x<.\y entdo y'<x'.
Dem. A hipo6tese x<y € equivalente a
X\jy=y; entdo y'= (xX\Jy)=  xfy' donde
y <*'e

EXERCICIO 4. Demonstre que O<a; e a?<7
qualquer que seja X .

EXERCICIO 5. Demonstre que se a:<M e
y<wv entdo x A y<ul\v e XAy<u/\v.
EXERCICIO 6. Desenhe o diagrama de

HASSE do reticulado do exercicio 1.

EXERCICIO 7. Desenhe o diagrama de
HASSE do reticulado do Exemplo 3 e procure
os elementos ndo complementados desse reti-
culado. Verifique que, neste caso, os elemen-
tos complementados sdo os vértices do «qua-
drilateros» (3, 4, 1 e 12).

5. Representacdo das algebras de Boole.

Neste paragrafo vamos dar uma generali-
zacdo do Exercicio 1, isto é, demonstrar que
toda a algebra de BOOLE finita é isomorfa ao
conjunto dos sub-conjuntos (ou partes) do
conjunto dos atomos da algebra.

DEFINIRAO 3. Diz-se que o elemento Oj
dum Reticulado é um atomo quando e sO
gquando a.-"O e 0O<a?<a,- implica x = 0
ou x =ai\ quer dizer, quando ai segue ime-
diatamente 0 ou a, é um sucessor de O.

Dualmente,

DEFINICAO 3*. Diz-se que o elemento nii
de um Reticulado é uma molécula quando e
s6 quando m=j=I eTO,<»<! implica
x~mi  ou x=I; quer dizer, quando WK pre-
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cede imediatamente 7 on me é um anteces-
sor de |I.

A existéncia de tais elementos num Reti-
culado finito é evidente.

Posto isto demonstremos o

TEOREMA 10. Num reticulado finito e com-
plementado o supremo \j a de todos os
atomos é o supremo do reticulado: \ya,=7.

Notemos, em primeiro lugar, que existem
reticulados finitos em que o supremo dos
atomos ndo é o supremo do reticulado (Dia-
gramalll).

Dem. Designemos por a o supremo dos
atomos de um reticulado finito e complemen-
tado e seja a' um seu complemento (a unici-
dade do complemento deriva do axioma
D — reticulados distributivos —e, portanto,
ndo se exigindo na hipotese que o reticulado
seja distributivo, pode a ter varios comple-
mentos (Diagrama 1V)). Ora, a<a (Teo-
rema 7) e como qualquer elemento do reti-
culado ou é 0, ou é atomo ou é precedido
por algum atomo, a' s6 pode ser O pois que
se ajk<o' seria a<afa’ =0. Logo, sendo
a'=0 serd (Teorema 6) a—1I.

Dualmente,

TEOREMA 10*. Num reticulado finito e
complementado e infimo m, de todas as mo-
léculas é o infimo do reticulado.

Estamos agora em condi¢cbes de demons-
trar um teorema que oferece certa analogia
com o teorema da decomposicdo de ndmeros
inteiros em factores primos:

TEOREMA 11. Todo o elemento de uma
algebra de BOOLE finita, diferente de 0, admite
uma decomposicdo atémica da forma V' «,
(em que a- sdo elementos tomados do con-
junto dos indices dos atomos e *= 12« ¢
sendo n o nUGmero de atomos da algebra) e
tal decomposicdo é Unica.

O teorema que vamos demonstrar baseia-se
no Teorema 10 e no axioma D, logo, é
valido nas algebras de BOOLE.

Dem. Seja x um elemento da algebra dife-
rente de 0; entdo x=/A@P=V'iA» =
= V(*tA'*) (Axioma D). Ora a, A#=0, caso
ndo seja ai<x, ou ai/\x=ali se ai<x; logo,
aexpressdo V('i A*) fica reduzida ao supremo
dos atomos que precedem x :x=\J a, repre-
sentando por a o0s atomos que precedem X.

Dualmente,

TEOREMA 11*. Todo o elemento de uma
algebra de BUOLE diferente de 1 admite uma
decomposicdo da forma A'"/ e tal decompo-
sicdo € Unica: x = A"i representando por
wi( as moléculas que seguem  X.

Antes de demonstrarmos a proposi¢do fun-
damental deste paragrafo, recordemos a defi-
nicdo de isomorfismo-algébrico. Um isomor-
fismo algébrico e uma transformacdo biuni-
voca de um espagco X sobre um espaco Y
que respeita as leis de composicdo definidas
em cada um dos espacos. Para demonstrar
a existéncia de um isomorfismo entre dois
espa¢os temos que demonstrar: (i) A trans-
formacdo é biunivoca, isto é, a cada elemento
de X corresponde um e ura s6 elemento de
Y e cada elemento de Y ¢é o transformado
de um e um s6 elemento de X; (ii) A trans-
formacdo respeita as leis de composicao, isto
é, se em A' esta definida uma operacdo (.)
e em Y uma operagdo (0) tem-se, repre-
sentando por x* otransformadode x, {xy)- =

= X 0oy e

TEOREMA 12. Toda a éalgebra de BOOLE
finita & isomorfa ao conjunto dos subconjuntos
do conjunto dos seus atomos.

Dem. Consideremos a algebra de BOOLE
S{R ,y, A) © o conjunto Si dos subcon-
juntos do conjunto dos seus éatomos,
E= \a, a, ,«5,¢*+0u], algebrizado pelas ope-
racbes U (reunido) e fl (interseccdo).

Estabelecamos entre St e Si a correspon-
déncia / assim definida :

k k

i 1



isto é, a correspondéncia que faz correspon-
der ao supremo de atomos de a reunido
dos conjuntos de ® formados por esses atomos.

(i) Vejamos, em primeiro lugar, que se
trata de uma correspondéncia biunivoca :

1) Se x=y entdo as suas decomposicOes
atomicas s6 diferem, quando muito, pela
ordem dos seus elementos :

# = aa,V«a,V--- &~

y<*fcVagpVy oo B

e cada a, é igual a um dg .
>3?=> (0].VOX.V o ¢ o=

iy = »(@ VeV eeookid = laft > «fe» eve «0*1

Entdo

> «a,, **+ aM

conjuntos que diferem, quando muito, pela
ordem dos seus elementos e, portanto, sdo
iguais; Ix = ~ky;

2) Sejam Jx = ja, a, ***a*j e "Ny =
— 1"'3!"p, """*p, | elementos iguais de i8, isto
é, elementos que, quando muito, diferem pela
ordem dos atomos.

O elemento >a? ¢é imagem de elemento

t
i=V«,, e oelemento ~ky é imagem do ele-

k

mento y=V«8?
So» "'

muito, diferem pela ordem dos atomos e, por-
tanto, sdo iguais. Fica assim provado que
% =1y implica x = y.

(i) Provemos agora, que a transformagéo
> respeita as leis de composicgdo.
B A
i

elementos que, quando

Seja x=\\]a_mI e ¢ = _«j. Pretendemos
i= ! =i
demonstrar que
a) 1(x\Jy)--=1x\J"),y
h] /(a?Ay)=Xa?ru.Vv
Ora, por um lado,
a=/f\¥|>>‘.,) = _L:Jil<<a,| = («k, < i
y=MVflp, - UlaJ =ja, ,a, ,*°* a,|
donde
(1) ~n>.~=iaa, e aa| U|fflft e «p| =
= |«T7, eee «Trl _ B
e (m,m<z+ A
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(1) larOiy—|«x, —"«il D oo «p,| =

= |«e, eeece-|
em que os af, e os a, representam, respec-
tivamente, os elementos a,, e ap. sem repe-

ticdes e os elementos a® e a" iguais; donde,
m=1-\-k e m= O quando esses elementos
sdo todos diferentes, isto é, x\y =0 e
= m'= k quando esses elementos sdo todos
iguais, isto é, X=y.

Por outro lado,

» =

(2) >(a?Vy)=>\(lyla@,V Vla..) =

m \ m
(V«7() = 'U

|«7,i= |«T.eee«TTml
<1 / =1
e
2) /(»Ar) = >(vfl<« A Vag) =

= Ula*|=]«i, < Oh[l

De (1) e (2) resulta I(x\yy)=ix\Jiy e
de (I') e (2) resulta A(a;/\j/)=I1ilf|~ que
sdo as igualdades que pretendiamos provar.

Em particular, tem-se ). (0)=0 e i(l) = E.

Com a demonstracdo deste teorema fica
justificado o Diagrama de VENX como repre-
sentacdo de algebras de BOOLE finitas. Ficou
afinal, provado que toda a algebra de BOOLE
finita é isomorfa a um corpo de conjuntos
(precisamente ao corpo dos subconjuntos do
conjunto dos seus atomos). Utilizando o axi-
oma de ZERMELO, mostra-se que toda a alge-
bra de BOOLE ¢é isomorfa a um corpo de
conjuntos.
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Grupos de

por Elon Lages

1 Introducéo.

As transformacgdes que se obtém defor-
mando continuamente uma figura sem rasgar
nem colar sdo homeomorfismos desta figura.
Mas é evidente que existem homeomorfismos
(por exemplo, a reflexdo num espelho) que
ndo podem ser obtidos por meio de uma
deformacdo do objecto. Pde-se entdo o pro-
blema de determinar os homeomorfismos
(isto é, transformac8es biunivocas e bicon-
tinuas) que podem ser obtidos a partir da
transformacdo identidade por intermédio de
uma deformagdo continua, sem rasgar nem
colar. Mais geralmente, dados dois homeo-
morfismos /, g de um objecto X, procura-se
saber se o homeomorfismo fo g * pode ser
obtido por deformacdo. Se tal for o caso, é
natural considerar f e g como equivalentes.
A composi¢cdo de homeomorfismos induz entre
as classes de equivaléncia assim obtidas uma
estrutura de grupo, que chamaremos o grupo
de isotopia de X, e representaremos por
7(2).

O grupo de isotopia de um espaco O por-
tanto um invariante algébrico natural e de
facil descricdo. Todavia ele ndo tem mere-
cido a atengdo dos topdlogos. A razdo para
isto pode talvez ser encontrada no facto de
que os grupos de isotopia ndo se enquadram
nos padrBes abstratos e gerais da topologia
moderna. Por exemplo, um dos aspectos
peculiares de | (X ) é que este grupo néao
satisfaz nenhum dos axiomas de EILEXBERG
e STEENROD.

Em [3] calculamos o grupo de isotopia de

* Bolsista do Conselho Nacional de Pesquisas,

Brasil.

fério  norte

Isotopia

Lima*

S*. No presente trabalho, demonstraremos
os isomorfismos entre os grupos de isotopia
de li*, S e B™ Determinaremos também
a modificacdo que sofre o grupo de isotopia
de uma variedade compacta quando dela se
omite um numero finito de pontos. Queremos
agradecer ao nosso colega M. HIRSCH por
muitas discussdes estimulantes.

2. Definicbes e notacdes.

Indicaremos com 7?" o espa¢o euclideano
de dimensdo n ;R 6 a recta e R° o0 plano.
O simbolo 0 indica o ponto (0,0,¢¢-,0)6 R

Com |Ix [ indicaremos a norma de x = (X",
,***,X) eR" , isto &, IX|—[X\ 4 HO"™.
77" e S"-' representam respectivamente a
bola de dimensdo n e a esfera de dimensdo
n—l , istoé, B=\xeR ;1*)<1l] e S~ =
= e R’; Ja?|=1j. B" 0 o intervalo fechado
[—1, +1] e S° consta dos pontos —1, +1.
Em geral, S"- ¢ a fronteirade B. O sim-

bolo 7 significard o intervalo fechado [0,1].
O equador de S ¢é o conjunto dos seus pon-
tos com ultima coordenada igual a zero. Tal
conjunto é evidentemente homeomorfoa S~
razdo pela qual o indicaremos com Sha
Representaremos por H, (resp. H) o hemis-
(resp. o hemisfério sul) de S",
isto 6, o conjunto dos pontos de S cuja
Gltima coordenada é >0 (resp. <0). Ain-
tersecdo HJI"H, € 0 equador 8-,
continua /: S"-* —>e S"~
continua

Toda aplicacao
estende-se a uma aplicacéo
B" —>-B" que consiste em transformar, por
meio de uma rotacdo, oraio de B, que passa
por xeS"™ no raio que passa por /(ic)ead"'".

Mais precisamente, f ¢ definida pelas fér-
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mulas f(0) =0j(y)= WAF(yIWA), y=0.

Tem-se fog=fog e se/ é a identidade
de S"" ,f é a identidade de B" . Assim, se
f é um homeomorfismo de S'''' f
homeomorfismo de B". (Diremos sempre
«homeomorfismo de X» em vez de «homeo-
morfismo de X sobre XT>). Chamaremos f
a extensdo radial de /.

Consideremos S'-" como o equador de
S . A aplicagdo (xi, ***,X,,,x.{) —><(a?,
,**° X, ,0) induz homeomorfismos de HN
(hemisfério norte de S) e H, (hemisfério
sul de S°) sobre B’, de modo que podemos
considerar esses hemisférios como bolas
e«-dimensionais cuja fronteira comum 6 S~
Entdo, dada / : S~ —*« S'~', temos as exten-
soes radiais f,:H, —>H$ e f,: H, —+e Us »
As aplicacdes f, e fs coincidem com f em
'~ =UN < Us e portanto definem uma apli-
cacdo f:S"-+S" (pois S=>HMIIs) que
chamaremos a suspensdio de f . Tem-se
fog =fog e a suspensdo da identidade de
S"-  é a identidade de S". Em particular,
se / 6 um homeomorfismo de S"-', sua sus-
pensdo / é um homeomorfismo de S ".

Dados os espagos topolégicos X,Y e as
aplicagbes continuas f,g: X —=>Y, uma homo-
topia entre / e g 6 umaaplicacdo continua
F:Xx I-*- Y tal que F(x ,0)=f(x) e
F(xI) = g(x) para todo XGX. Quando
existe umahomotopia entre f o g sdo homo-
topicas. A relacdo «/ e g sao homotopicas»
é reflexiva, simétrica e transitiva, donde re-
parte o conjunto das aplicagfes continuas de
X em Y. Se 2 é outro espacgo, se f,g: X—*Y
sdao homotépicas e /',g"': Y—Z sé&o tam-
bém homotépicas, entdo f of ,g'og: X—*-
sdo homotdpicas. Se a aplicacdo identidade
i'X—*-X € homotdpica a uma aplicacdo
constante X—>peX, entdo o espaco X
diz-se contrétil. Por exemplo, F{x, i) =
= (1 —i)a? 6 umahomotopia entre a aplica-
cdo identidade de R" (resp. de B") e a

é um
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aplicacdo constante R—*- (resp. B"—»-0).
Portanto R" e B" s&o espagos contrateis.

Sejam /, g homeomorfismos de um espago
X . Uma isotopia entre f e g é umahomo-
topia F:Xxl-+X entre / e g talque,
para todo tel,aaplicacdo F, :x—* F(xt)
¢ um homeomorfismo de X . Se existiruma
isotopia entre f e g diremos que f e g
sdo isotopicos. A relagdo tf e g sdoisotd-
picosD é reflexiva, simétrica e transitiva,
donde divide o conjunto H(X) de todos os
homeomorfismos de X em classes de equi-
valéncia disjuntas, chamadas as classes de
isotopia de X . Se feH{X), indicaremos
com [/] a classe de isotopia de /. Se / é
isotopico a g e f é isotdpico a g' entdo
fof & isotépico a gog'. Entdo pondo
[/]1'09] if°9]> ' operacdo O bem defi-
nida e introduz uma estrutura de grupo no
conjunto | ( X ) das classes de isotopia de X.
O grupo | ( X) chama-se o grupo de isotopia
de X . Observemos que a composicdo de
homeomorfismos da ao conjunto H(X) uma
estrutura de grupo e o conjunto D(X) dos
homeomorfismos isotdpicos aidentidade 6 um
subgrupo normal de H(X) talque I (X) =
= H(X)/D(X).

3. Exemplos.

A) Uma rotacdo de R" é uma transforma-
¢do linear ortogonal cujo determinante 6 + 1.
Uma rotacdo r de R"--" induz um homeo-
morfismo de S" que indicaremos aindacom
r e chamaremos umarotacdo de S". Como
exemplo de isotopia, demonstraremos que
toda rotacdo de S" O isotopica a identidade.
Isto decorre do Lema 3. 1, que serd usado
na secgao seguinte.

LEMA 3. 1. Seja a umponto e r uma
rotacdo de S". Dada uma curva  continua
a:l—=S" tal que a.(0) = a e a. (1) =r(a),
existe uma isotopia E :S°X | —S" entre a
identidade de S" «arotagdo r com as seguin-
tes propriedades : para cada tel o homeo-
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morfismo R, : X R (x,t) é uma rotacdo de
S e R (@ =R(a,t)= <x(t).

Demonstragéo. Uma rotacdo de 8* con-
siste simplesmente da multiplicagdo x—"x er
por um numero complexo r de moédulo 1.
Pondo R (x, t) = x «a. (t) obtemos a isotopia
requerida. Suponhamos n > 1 e o teorema
verdadeiro para S"-*. Tomemos em R™
uma base ortogonal j«i,eee, tal que
<h+i = «+» Uma rotacdo R, de S fica deter-
minada pelas imagens Ri(ei) dos elementos
desta base, devendo tais imagens formarem
uma base ortonormal com a mesma orienta-
cdo que a base e. Pondo R, (a) = <x(t),
devemos ainda definir os vectores ortonor-
mais R, (ei), **+,R (e) continuamente em
funcdo de i, de modo que a base \R(et),
,*e** R (e) ,a()\ seja positivamente orien-
tada em relacdo a |ei, *=* e,a\> Ora, para
cada tel, o espaco tangente V, (t) a esfera
S no ponto a(t) é ortogonal a «(t), de
modo que o problema reduz-se a definir, de

modo continuo, para cada tel, uma base
ortonormal \vi (t), e**,v, ()\ de V*M tal
que  [»t(0O»eceen*n(*)»*(*)!  tenha determi-

nante positivo em relacdo a base inicial e.
Além disso, cada vj(0) deve ser equipolente
a e e cada vj(I) equipolente a r(gj),j
= 1, s+ ,n . Existem as projeccBes estereo-
graficas pi :Ai —*R" e pz :A-,—*R’, onde
A =S —a, Az S —(—a). Estas pro-

jecdes sdo homeomorfismos sobre R" (veja

[1], pag.64).

As curvas C[, *== ,Cn, imagens dos eixos
de R por p-' sdo diferenciaveis em R™
e possuem, em cada ponto x e A, vetores
tangentes ndo nulos Y[ (X), ¢**,Y* (X), que
sdo funcdes continuas de x e formam uma
base ortogonal do espago tangente V, a S
no ponto x. Assim, se indicarmos com
X\(x) o vector unitadrio de mesma direccdo e
sentido que Fi(af), o sistema \X\(x),-
, AJ, (X)\ €, para cada xe A, uma base orto-
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gonal do espagco tangente V,, a qual chama-
remos base natural de V, no sistema de
coordenadas y'. Ora, em virtude da conti-
nuidade de a., existe um inteiro positivo p

tal que cada subintervalo I, = [kip ,k/p -f-
+ I/p] C | satisfaz a condicédo a(l)czAi,
comi=1 ou 2. Basta entdo definir os vec-

tores »i(<)»'ee ,»»(t) para te h, k=I,"-,p,
de modo que esta definicdo seja coerente nas
extremidades dos |,. Procederemos porin-
ducdo. Para k=0, suponhamos, para fixar
as ideias, que a(l,)czA2. Dada a base natu-
ral \X*(@), .ee¢,X*(@\ seja T, atransfor-
macdo ortogonal tal que T, A?(a) =1tj,
j=1,ee¢ 7i. Ponhamos vj(@{)=T, A? (a(i))
para tela. Suponhamos agora os Vj\t) de-
finidos para 0 <t <k/p e admitamos, para
fixar as ideias, que a(l)<zA\ Seja T, a
transformacdo ortogonal tal que TX\(<x-
(k/p)) —Vj(k/p) ,j — 1, eee,». Poremos
vj () = T, X\ (a.(t)) para te |I,, excepto se
k =p —1. Neste caso, observamos que 0s
2» X\ (a(1)) formam uma base do espaco
tangente em a(l) =r(a) com a mesma orien-
tacdo que a base inicial Je j, Com efeito,
comecamos com Vj(0) = ej e prosseguimos
por continuidade. Tomando determinantes
sempre em relacdo a base et, det(vj(t)) &
igual a +1 para t—O0 e nunca se anula,
pois os vj(t) sdo sempre linearmente inde-
pendentes. Logo det (T~ X)(a())) > 0.
Assim existe uma rotacdo p do espago a n
dimensdes talque pT,_, X\ (a(l)) =r (ej) para
j=1, eee n. Pela hipotese de indugdo, existe
uma familia continua de rotagdes p(t), 1 —
—Il/p< t< 1, tal que p(0)= identidade e
p(l) = p. Modificamos entdo a definicdo dos
vj(f)em 7._! pondo v,(t) =?2@®) T,.. X) («(<))
para 1— Isto conclui a constru-
cdo da familia

Lema 3. 1 também.

e a demonstracdo do

COKOLAKIO 3. 2.
S", existe

Dada
uma isotopia

uma rotagdo r de
F entre r e a iden-
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tidade de S", tal quepara cada tel ,F, é
uma rotacdo de S .

Com efeito, tomemos ae S arbitrario.
Como S" € conexo por arcos, existe uma
curva a. ligando a e r(a). Entdo aplicamos
0 Lema 3. 1.

B) O grupo de isotopia de um espago X
ndo 6, em geral, abeliano. Por exemplo, se
X 6 discreto com p elementos, I(X) é o
grupo 7t, das permutacles de p objetos.
Na seccdo 5 demonstraremos que, se M ¢é
uma variedade compacta e A é um subcon-
junto finito de M, entdo I(M— A) = [I(M)x
xI(A) e portanto, se A possui mais de um
elemento, 1(M—A) né&o é abeliano.

C) Se Y 06 um espaco contratil, duas apli-
cagbes f, g : X—+-Y sdosempre homotdpicas.
Realmente, seja F uma homotopia entre a
aplicacdo identidade e a aplicacdo constante
Y-"peY. Entdo F' (x ,t) = F((»), i) é
uma homotopia entre / e a aplicacdo cons-
tante X—*-peY, donde / é homotopica a
g. Em particular, dois homeomorfismos de
um espago contratil sdo sempre homotdpicos.
Ndo é verdade porém que dois homeomor-
fismos de um espaco contratil sejam sempre
isotépicos. Realmente, como homeomorfismos
isotopicos de S° tém o mesmo grau, existem
em 1(S") pelo menos dois elementos, a saber,
a classe da aplicacdo identidade e a classe
da reflexdo no plano x+i = 0. Entdo se-
gue-se da proposicdo 4. 1, que demonstra-
remos a seguir, que I(B™) tem pelo menos
dois elementos, embora B "' seja contratil.

4. Isomorfismos
I (B*).

enrre | [R"), 1(S) e

Indiquemos com E :H(S) —>- H(B'+) 0
homomorfismo que associa a cada homeomor-

. fismo f de S sua extensdo radial E (/) ="f.

PROPOSICAO 4. 1. O homomorfismo E:H-
(S")—>H(B"*) induz um isomorfismo E de
1(S") sobre 1(B"'").

GAZETA DE MATEMATICA

Demonstracéo. Mostraremos em primeiro
lugar que E(D(S))dD(B"*-). Seja / um
homeomorfismo de S isotépico a identidade
Consideremos uma isotopia F:Sx1—*-§
entdo f e a identidade de S". Definamos
agora F: B*xI-*- pondo F(xt) =
= |« e FXxAX\t) se x=f=Q e F(0, )= 0.

Entdo F é uma isotopiaentre f=E (f) e
a identidade de B"''. Assim E induz um
homomorfismo E :1(S) —>-1(B™) definido
por -£([/]) = [/]+ Este homomorfismo ¢
biunivoco. Realmente, seja F: 2?""'x7—

uma isotopia entre a extensdo radial E ( )
do homeomorfismo / de ea identidade
de B" Para cada tel a aplicacdo
Ft :x —- F(x ,t), sendo um homeomorfismo
de B™, transforma S° em S (isto de-
corre imediatamente da invariancia dos con-
juntos abertos de um espaco euclideano por
homeomorfismos) e portanto a restrigdo
F = F\(SxI) define uma isotopia entre a
restricdo f=E (f)\S" e a identidade de
S". Isto mostra que o nucleo de E reduz-se
a identidade, donde E € biunivoco. Para
mostrar que E é sobre I(B" '), usaremos
um raciocinio de ALEXANDER [2]. Seja g um
homeomorfismo de B™ e g a restrigdo
gl S". Como vimos acima, g' 6 um homeo-
morfismo de S". Mostraremos que g €& iso-
topico a extensdo radial E(g"). Para isto,
definiremos uma isotopia G que, em cada
instante t, é o homeomorfismode B™ que
coincide com E(g') no interior da bola de
raio 1 —t e centro 0 e, no interior desta
bola, coincide com o homeomorfismo g «con-
centrado» ai. Mais precisamente, definiremos
(?:B"+'xJ->i5"+" pondo

G(x )= \eg(x/\x\) se 1—i<|a?|”rO,
G (x, H=(-t) +g(ce/(I-t)) se |ej<l-<"rO,
<?(0,0)-0.

Verifica-se imediatamente que G é uma iso-
topia entre g e E(g), e portanto [g]*=
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= [E(@)]=E ([¢g]), donde E é sobre, o que
conclui a demonstracéo.

Tomemos um ponto a naesfera S™. A pro-
jeccdo estereografica p,; S"—a™- R* 6 um
homeomorfismo sobre. (Por simplicidade, es-
creveremos p em vez de p, sempre que
ndo houver perigo de confusdo). Dada uma
aplicacdo continua/: i?”—> R* ,p~fp- S —
—a->S" —a é continua e p-'(/og)p =
“(P“fp)(P~'9P)- Se / € a identidade de
R'',p-'fp é a identidade de S* —a. Em
particular, se f €é um homeomorfismo de
R, p~'fp € um homeomorfismode S"—a
e portanto pode ser estendido do modo Unico
a um homeomorfismo f de S pondo-se
fa@ —a, pois S é a compactificacdo de
ALEXANDUOFF de S f—*rf

—a. A aplicacao

define um homomorfismo P = P.:If(R)—>-
-* o H{S®).
PROPOSICAO 4. 2. O homomorfismo P:eH

(R") —>H (S") induz um isomorfismo de | (R")
sobre 1(S").

Demonstracao. Seja feH{R) isotépico
a identidade por meio de uma isotopia F.
Definamos F* :(S" —a)x 7—> 8" —a pondo
F*(x, t)=p-(F(p(x), t)). Entdo F* é uma
isotopia entre p~fp e aidentidade de S— a.
Para cada tel, aaplicagdo F*:x —% F*(x, i)
¢ um homeomorfismo de S — a e portanto
estende-se a um hemeomorfismo F  de S
pondo se Ft(a) = a. Definiremos F: S X
xI-+ S por F{x,) =FX. VEé-se sem
dificuldade que F é uma isotopia entre / e
a identidade de S'. Por conseguinte o ho-
momorfismo F transforma D(R) em D(S)
e assim induz um homomorfismo P: I(R")—>e
->1{S") pondo-se P ([/]) = [/]. Este ho-
momorfismo é biunivoco. Com efeito, dado
um homeomorfismo / de R, suponhamos
gue exista uma isotopia F entre f e aiden-
tidade de S A curva xI/"-§ definida

18

por x(t) = F(at) é tal que a(0)= a(l)= a.
Usando o Lema 3. 1 com a rotagdo riden-
tidade de S’, obtemos uma isotopia R entre
a identidade e si propria tal que R(at) = a(i).
Seja Si™Rr. Entdo S (x, t)= S, (x) define
uma isotopia entre a identidade e si propria
tal que S(a(f) ,t) = a. Definiremos entdo
G:SxI-* S" pondo G(X,)=S(F(x,t),1).
O é uma isotopia entre /' e a identidade de
S, tal que G(at) = a para todo tel.
Entdo a restricdo G*= G|(S —a)X Il ¢
uma isotopia entre p~"fp e a identidade de
S" —a. Logo pondo J(x, t)=p(G*(p~' (x),1)
obtemos uma isotopia entre / e a identidade
de R. Assim, P([/])=I implica [/]=1,
donde P é biunivoco. Finalmente, dado um
homeomofismo g de S', seja r uma rotacéo
de S talque rg(a) = a. Entdo rg=f onde
/ & um homeomorfismo de R. Ora, pelo
corolario 3. 2, r é isotépico a identidade de

S% donde [gl=[rogl=1[f]l=P([f]). Por-
tanto P é sobre, o que demonstra 4. 2.
COROLARIO 4. 3. Cada um dos grupos

1(B),
mentos.

I(R"), 1(S') e I(B?*) tem dois ele-

Com efeito, S° consta dos pontos — | e
+ 1 portanto 1(S°) tem dois elementos. Em
virtude de 4. 1, I(B) tem também dois ele-
mentos : a classe da aplicagdo identidade e a
classe do homeomorfismo x —>— x . Sabe-
mos que B' é ointervalofechado [—1,+1].
Ora, todo homeomorfismo do intervalo aberto
(—1, +1) é uma funcdo estritamente moné-
tona e portanto estende-se de modo Unico a
um homeomorfismo de B. O mesmo ocorre
as isotopias e essas extensdes induzem um
isomorfismo de /((—1, +1)) sobre 1(B).

Ora, (—1,+1) 6 homeomorfo a recta R,
donde i(P’) é homeomorfo a I[(B). Por
4. 2, /(S') o6isomorfoa I(R) e por4.1
I{B) ¢é isomorfoa I(SY, onde estes grupos

constam de 2 elementos cada um.
Dado um homeomorfismode f de S, sua
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suspensdo / é um homeomoriismo de S "7
se g €é outro homeomoriismo de S", fog =

= f og. Portanto a aplicacdo f—*f define
um homomorfismo S :H(S) —* H(S" "').
PROPOSICAO 4. 4. O homomorfismo S:H-

(S")—»-H(S"") induz um homomorfismo S
do grupo de iaotopia 1 (S°) no grupo de isoto-
pia 1(S"+").

Demonstracéo. Devemos mostrar que se
feH(S") 6 isotopico a identidade entdo sua
suspensdao fé ff(S*) & isotopica a identi-
dade. Seja F: SxI—*- S§" uma isotopia en-
tre f e a identidade de 5". Considerando o
hemisfério norte HyCS™ como uma bola
de dimensdora+ | , obtemos, como na demon-
tracdo de 4. 1, uma isotopia F, entre a ex-
tensdo radial f, e & identidade de Hy.
Analogamente obtemos uma isotopia Fs entre

fs e a identidade de Us s« Como F, e Fs
coincidem com F em S x 1=(I, » H)xJ,
definimos uma isotopia F :S"+ x |—*-§ **
entre f e a identidade de »S"* pondo F(xt) =

= F(x, i) se xeH, e Fx, v=F (x 1t
se aelis e

O homomorfismo S:J(S)"- 1(S""') éum
isomorfismo sobre se m=0,l. Para n>2,

é um problema aberto determinar o nicleo e
a imagem de S .

5. Um teorema sobre isotopia em varie-
dades compactas.

O objectivo desta seccdo O generalizar a
proposicdo 4. 2.

Uma variedade topol6gica de dimensdo n 6
um espaco topolégico M (de HAUSDORFF)
conexo, tal que todo ponto xe M possui uma
V, homeomorfa ao espaco euclideano R
V., serd chamada uma vizinhanca coordenada
do ponto x. Toda variedade M & um espacgo
localmente conexo e localmente compacto.

GAZETA D E MATEMATICA
Por simplicidade, suporemos ainda que a to-
pologia de M ¢é definida por meio de uma
métrica, o que acontece por exemplo se M
possui uma base enumeravel de abertos. Esta
restricio ndo O logicamente necessaria mas
simplificard a demonstracdo de 5. 4. Indica-
remos entdo com d{x,y) a distancia entre 2
pontos x ,y e M. Exemplos de variedades de
dimensdo n: R", S etodo subconjunto aberto
de uma variedade de dimensdo n. Uma va-
riedade topolégica de dimensdo 1 é homeo-
morfa a i?* ou a »S.

No restante desta secgdo, consideraremos
uma variedade compacta M de dimensdo n>2
e um subconjunto finito A= ja, e ,a\ czM.

LEMA 5.1. Sejam aeM e Wi,---,W,
abertos disjuntos de M tais que \JWiUa ¢
aberto em M. Entdo existe um Unico indice
j,1<j<pj talgue WjU" ¢é aberto em M.

Demonstracao. Seja V uma vizinhanga
conexa de o tal que VezU WiD* "« Como
dim M> 2, V—a é conexo. Além disso,
V-ad\jWi. Portanto F-a= U(*n(F-a)).
Sendo os Win(~— «) abertos disjuntos, a
conexdo de V implica que todos eles sdo va-
zios com exe¢do de um, Wijf)(V—a)= V—a.
Segue-se que Va Wj\Ja, o que implica ime-
diatamente que Wj\Ja é aberto. Suponhamos
agora que W, (Ja seja aberto, k=j=j. Entéo
existe uma vizinhanga V de a tal que
VaWtUa. Portanto VA V ¢ (WUa) f\
V\(WMa) = a, donde VV'=a, 0 que 0
absurdo pois Vf] V é um conjunto aberto.

Observagéo. E facil ver que o lema 5. 1¢
falso numa variedade de dimensdo L

Para uso nos dois Lemas seguintes, con-
vencionaremos chamar entorno de um potito
aeA a todo o conjunto aberto V(Z\M — A
tal que VMJa ¢é aberto em M. Em outras
palavras, um entorno de a 6 um conjunto
da forma V= V*—ja, onde V*czM € uma
vizinhanca de a que ndo contém nenhum
outro ponto de A.
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LEMA 5. 2. Sejam f um homeomorfismo de
M —A e Vi,"-,Vp entornas disjuntos dos
pontos ai, **e,a, respectivamente. Entdo  existe
uma Unica permutacdo ff dos indices 1, s¢<,p
tal que f(Vi), ¢+, f(V,) séo entornas  (disjun-
tos) dos pontos  a,(.), ***, a(p) respectivamente.

Demonstracao. O complementar de (J V.,
em M—A é compacto e portanto é também
compacto o complementar de U/ ( Vi) em
M—A. Isto significa que \Jf(Vi)ljA é
aberto em M, donde \Jf(Vi) 6 um entorno
de cada elemento de A, isto 6, (J f{Vi)\JJ
¢ aberto em M para cada indice j. Pelo
Lema 5. 1, dado j, existe um Unico indice
y(j) tal que f(vfU)) é um entorno de aj.
A aplicacdo j—>-f(j) &" " ° permutacdo dos

indices 1, eee ,p. Para prova-lo, basta mos-
trar que, para cada indice k existe um j
com k= $(j). Realmente, o fecho K=f(V,)

intersecta A pois do contrario K seria um
compacto tal que / ( V,)cKcM — A.  Entéo
f-'*(F) seria um compacto tal que vd
Cf-(K)E.M — A e assim V, ndo seria um
entorno de aeA. Seja ajGAf) K. Entéo
I( (fl) & ™ entorno de aj, donde /( F., f]
f(Ft)=jfc0, o que obriga k=¢(j). Chamando
de ff a permutacdo p~', vé-se que / ( Vj)—
=/(F,;(j)) é um entorno de a,ov Para
concluir a demonstracdo, resta somente pro-
var a unicidade de ff. Seja T uma permuta-
cdo satisfazendo a condigcdo do Lema. Para
cada indice i, /( F,) é um entorno de a.,(i).
Tomando j = ff* T(i), temos a<jj)= a.(i).
Portanto /(F.) é um entoruo de a,,. Ora,
I ( JJ) também goza desta propriedade, donde
f{Vj)Ar{Vi)*=0. Segue-se que i =j . Isto
significa que, para todo i, r'ti»)" t,
donde a= x.

LEMA 5. 3. Todo homeomorfismo fde M—A
estende-se  de modo Unico a um  homeomorfismo
fde il.

Demonstrag&o. Sendo M — A denso em

M, a unicidade de / 6 evidente. Para de-
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monstrar a existéncia, tomemos entornos
V\, eee .VVp como no Lema 5. 2. Assim obte-
mos a permutacdo ff tal que f{ F,) é um
entorno de a(i). Ponhamos entdo f(x) =f(x)

para xeM—A e /(<»i) = a® para aie A.
Resta verificar que / é continua em cada
ponto ajeA. Seja U um entorno arbitrario

de a<j(j) contido em f(Vj). Aplicando nova-
mente o Lema 5. 2, desta vez com o homeo-
morfismo /' e os entornos f(Fi), eee
oo M("J-) »A»/(V))=>"een»(V)t obtemos uma
permutacdo T tal que Vi=f~f(V,) 6 um
de a<J(i),i=f=j, e f~'(U) é um entorno de
fIT(i). Ora, Vi é um entorno de a;; como
os Vi sdo disjuntos, isto obriga a Tff(i) = i
para Consequentemente " {j)—]j
também. Assim f~'(U) é um entorno de aj,
mostrando que f é continua no ponto aj.

Dado um homeomorfismo fell(M— A),
indicaremos com f e I1(M) sua extensdo a Al
ecom a(f)eH(A)arestricdo f\ A, a qual
se identifica com a permutacdo a tal que
fai) = a.(,). E imediato que f°g—f°g e
“(feg — (/) °"019)>~" modo que a apli-
cacdo /—>(/, ff(/)) define um homomorfismo

=

P:HM - A)H { M) x H{A), onde
H(M)xIi(A) indica o produto directo destes
grupos. Observemos que H(A) = 1(A) =

= 7T,= grupo das permutacbes de p objectos.

PKOPOSICAO 5. 4. O homomorfismo P defi-
nido acima indus um isomorfismo P do grupo
de isotopia | (M — A) sobre o produto  directo
I (M) x I (A) dos grupos de isotopia | (M)
e 1(A).

Demonstracao. Mostraremos primeiro que

P transforma D (M—A) em D(M)xD(A) ,
isto é, que se feH(M—A) € isotépico a
identidade entdo » (/) é a permutacdo iden-
tidade e f ¢é isotépico a identidade de M.
Com efeito, seja F:(M —A)X [I--*-M — A
uma isotopia entre / e a identidade de M—A .
Para cada tel, Fix-*- F{x ,t) é um ho-
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meomorfismo de M— A. Logo existe a= a(F)
tal que IlimF'(x ,t)=a,, quando X—*-aj,
x e M— A, para todo aje A. Mostraremos
que a(F) néo depende de t. Como a (Fi)
é o elemento identidade de H(A), conclui-
remos que a(f)=a(F,) €& o elemento iden-
tidade de H (A). Para isto, basta mostrar
que existe 5>0 talque \t— i'|<3 implica

ff(F) = a(Ff). Ora, seja 6> 0 tal que
e < min jd(ai, aj), i =f=j= 1, e++ p j. Existe
0>0 talque \t —t'\<& implica d(F(x,1),
F(x,t"))<ie para todo xeM — A. Fixemos
t,t' como acima e um indice j. Sejam
('=a(F). Fazendo x—>-aj, xeM — A, te-
mos d @4 (j), a,'(») = Um d(F(x,f), F(x, i'))<e,
donde a,0)0't» » Sendo j arbitrario, a—a',

0 que demonstra que a (f)é a permutacao
identidade. Ponhamos em seguida F(xt) =
= F(x,t) para xeM—Atel e F(aj,t)=
= a,(j) para ctjeA. Dado e>0, existem
n, 0> 0 tais que d(x ,a)) < ne jt—tl< 3
implicam d(F(x ,t,),a)<ej2 e d(F(x,t),
,F(x,t0)< e/2, donde d(F(a;,t), %)< e.
Isto mostra que F: M x I—*~ M ¢é continua
em A x | e portanto é uma isotopia entre
/ e a identidade.

Assim, se pusermos P ([/])=([/].ff(/)),
obteremos um homomorfismo bem definido
P:I(M-A)-+1(M)xI(A). O facto de
que P é um isomorfismo sobre resultara dos
Lemas 5. 5, 5. 6 e 5. 7, que demonstrare-
mos a segulir.

LEMA 5. 5. Seja B c M um  subconjunto
fechado e a:1—%M uma curva continua tal
que u(/)cM —B. Entdo existe uma familia
continua h,,tel, de homeomorfismos de M,
tais que h, = identidade, h,(a()= a() e
b(b) = b para todo tel e beB. Se a(0) =
= = a entdo existe também uma familia
continua k., tel, de homeomorfismos de M

tais que ko= ki = identidade,
todo beB e tel e, além disso,

k. (b)= b para
ki(h,(a)) = a.
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Demonstrag&o. Existe uminteiro m>0 tal
que, para Ij=[j/p,(j+ D/p] j=0,
tem-se <x(lj) <P}, onde os Vj sdo vizinhancgas
coordenadas em M, contidas em M —B .
Suporemos ainda que aeVj implica Vj=Vo,
0 que é sempre possivel fazer. Definiremos a
familia h, indutivamente, para te |j, de modo
que esta definicdo seja coerente nas extremi-
dades. Seja /, : Po—»-i1?" umhomeomorfismo
tal que /, («(0)) = 0. Para te I, , poremos
h ) =x se x$V, e h (x) =fd' (fo(x) —
—fo (<*(t))) se xeV,. Note-se que h, em F,
consiste da translagdo y —>3 —fo (a(?) de i?"
transportada para Fo. Como uma translacao
induz a aplicacdo identidade no infinito, segue-
-se que ht(x)"-x, se xeF, tende para o
ponto ar, da fronteira de F&. Portanto A<é
continua na fronteira de F,, donde é homeo-
morfismo de M. Tem-se evidentemente
A,=identidade, h(<x(t)) =x(0) e h(b)=b,beB.
Alem disso h, depende continuamente de t.
Suponhamos agora h, definido para o<t<jlm
de modo a satisfazer a estas condi¢bes e defi-
namos kt para telj. Seja fj:Vj—*~ R um
homeomorfismo tal que f (@ (j/m))= 0.
Poremos, para telj,h(x) =hjj.x) se x3$Vj
h xX) =h, fj'(fix) —f («(0))) se xe Vj.
Vé-se imediatamente que esta definicdo de h,
dd a hjj, o mesmo valor que a anterior e que
cumpre as condi¢cfes requeridas, o que com-
pleta a primeira parte da demonstracdo. Para
demonstrar a segunda, parte, admitamos
a(0) = «(1)= a. Entdo h, (@) = hi(a)= a e
a curva fechada t-+h(a) inteiramente con-
tida em Fo. Com efeito, se te To, é evidente

eee 2«-1,

que ht(a)eV.. Suponhamos que h(a)eV,
para O<t<j/m. Entdo, se teVj, ou aeVj,
0 que implica h(@e Vj= F,, ouentdo a"Vj,

caso em que h(a) = hjj,(d)eVo pela hipotese
de inducdo. Seja entdo k,,tel, o homeo-
morfismo de M definido por it,(a;)=/8" (/o(*)—
—fo ht())) se xeFo,k ()= x se x3$V,

A familia kt assim definida satisfaz as
condi¢des requeridas na segunda parte do
Lema 5. 5.
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LEMA 5. 6. Seja feH(M —A) tal que
f6H (M) é isotopico a identidade e a(f) €o

elemento identidade de H (A). Entdo f é iso-
topico a identidade.

Demontracéo. Seja G, Mxl—*- M uma
isotopia entre f e a identidade. Ponhamos

..(t)= Co(at,t). Usando o Lema 5. 5 com
5 =0 e a= ai, obtemos as familias de
homeomorfismos h) e k\ satisfazendo as con-

dicdes ali estipuladas. Ponhamos agora
Gi(x,fy —Jii«(?0(w,21),BeM ,0< i< 1/2
e (*,ajedf, 11 2<ic<l

Isto define uma isotopia (7i:MxI—*-M entre

/ e a identidade de il/,tal que G'i(a,,i) = a,
para todo iei". Seja agora <x(<)=d (a,, ).
Entdo a2(i)eil/— a,. Usando o Lema 5. 5,
desta vez com B=\ a, j e a= «, obtemos as
familias de homeomorfismos h\ e k* tel,
com as propriedades ali mencionadas. Pomos
entdo G, @, t)= Gt(x, 21i), x eM, 0<t < 1/2
(X),xéM,I72<t<I
Isto define uma isotopia G, : MxI—*~M entre
f e a identidade, tal que C?i(ai, i)= a,,
G, (a, t)y=a,, para todo tel. Prosseguindo
analogamente, concluiremos a existéncia de
uma isotopia G=G, entre f e aidentidade,
tal que (?(a,, i)=a,,i=1,.+.,p, para todo
tel. Entdo G"'= G\(M—A)x | é uma
isotopia entre / e a identidade, o que demons-
tra o Lema 5. 6,

LEMA 5. 7. Dado urnhomeomorfismo  geH(M)
e uma permutacdo o e H (A), existe um homeo-
morfismo  feH (M) isotépico a g e tal que
f(a!) = aa(i), isto é, talque

Demonstragdo. Como M ¢é conexo por ar-
cos, existe uma curva »i:J—* M tal que
«i (P)= a«j(i) e ai(l)= T (ai). Usando oLema
5. 5, obtemos um homeomorfismo h* de M,
isotopico a identidade e tal que h'(g(at) =
==a,(i). Pondo f' =h'g, vemos que f} é

g=f e «=o-(f).
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isotépico a g e /' (a{} =aa®. Suponhamos
por inducdo, definido o homeomorfismo fi~,
isotépico a g e tal que /*'"'(a.) = a(i> para
t» 1.-. ¢,j— 1. Ponhamos B= \a<(i), ***,

aa(j_i). Como a dimensdo de M ¢é > 2,
M— B ¢é conexo, logo existe uma curva
a:1-">-M,(Xj(1)(zM—B. talque «/(0) =
= a/(y), c(1) =f~" (af). Usando o Lema
5. 5, com B e a,, obtemos o homeomor-
fismo h?, isotépico a identidade, tal que
hilb) = b para beB e hj{fi-{a)) = a,.,-

Entdo f>= hifj-* € um homeomorfismo de
M, isotépico a g, tal que f'(«)=anN, =

= 1, 'eej, 0 que completa a indug¢do. Pore-
mos f=f* e o Lema 5. 7. estard demons-
trado.

Para completar os resultados desta seccéo
observemos que, se M é uma variedade com-
pacta de dimensdo 1 (isto €, se M é homeo-
morfa ao circulo S), e A—\a\-+ * ,a\EM,
entdo M— A = Ci(Jee(JC, onde os C, sdo
conexos abertos, disjuntos e homeomorfos a

recta R. Logo, dar um homeomorfismo /
de M—A consiste em dar uma permutacao
<j=ff(/) dos d, isto é, dos indices I,- -p

e, para cada indice i, um homeomorfismo
fi ' Ci—*- C,(i). Indiquemoscom Z, o grupo de

dois elementos. A aplicacdo f—>(fi, ¢+ >fpi’)
induz um isomorfismo de 1(M— A) sobre
0 grupo que consiste das sequéncias

X=(xi, eoe X,a) com XieZ, e a uma per-
mutacdo de p objetos, sendo o produto neste
grupo definido por xy=(x.yi, - XTU,<rt),
se V—(ifi.eoorVut *)e
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Problemas

fundamentais
da aproximacéao

GAZETA DF MATEMATICA

da teoria
funcional

por Luis G. M. de Albuquerque

1. introducdo.

Considere-se 0 seguinte exemplo, bem
conhecido, de aproximacdo funcional:

Seja f(x) uma fung¢do de varidvel real que
pode ser desenvolvida em série inteira de x

(i.i /(*)-20%**

em dado intervalo [—p,p]; e designemos por
s, @) a soma dos m+ 1 primeiros termos
de (1.1):

m
Sm (a?) = 2% e

A série (1.1) é uniformemente convergente
em [—p,p]> e sabe-se que, para 3>0, ¢é
possivel determinar o inteiro N(0) de tal
modo que se tem

(1.2) [/ («)-«-(*)I< 3

qualquer que seja o;e[—p,p], desde que
jn>Af(i3). Assim, fixado nestas condigdes
um valor m de n, s, (x) é um polindmio
de grau m em x e coeficientes conhecidos
(1.3)

a, = ~fw(o) (*-1,8,...«);
1

k!

e a funcdo dada, f(x), pode ser substituidg,
em todo o intervalo [—p,p] por este polin6-
mio, com um erro de moédulo inferior a S.

Neste caso particular o problema da apro-
ximacgéo funcional consiste, portanto, em su-
bstituir num intervalo conhecido uma dada
funcdo por outra, em geral mais simples, de
modo que o erro resultante dessa substituigéo

ndo exceda
fixada.

Este exemplo sugere, no entanto, um outro
problema. Considere-se a funcdo de variavel
real, f(x), definada em [a,6b], e tome-se o
polindmio de grau m e coeficientes quaisquer

L4 Pm( =2

que valores a<j devem ser atribuidos aos coe-

uma quantidade préviamente

ficientes a* do polinédmio (1. 4) para que,
sendo

m
se tenha

max \f(x)—p° (xX)| =
(1.5)
min - max \f(x)—p\ *?
Gt a<x<i>

Se existe um polinémio p°{x) nestas condi-
¢Oes diremos que ele é a melhor  aproximagéo
de f{x)em (a, b) dada por um polinémio
de grau m. Se f(x) é desenvolvivel em série
inteira, [a,b] 0 o intervalo de convergéncia
e m>N(3), 0 minimo procurado ¢ decerto
inferior a $. Mas deve se observar que o0s
dois problemas apresentados sdo bem dife-
rentes. No primeiro caso sdo conhecidos os
coeficientes (1.3) dos polinémios a construir,
e pretende-se determinar o grau de um poli-
némio que faz o mddulo (1. 2) inferior a
uma quantidade dada inicialmente. A solugéo
s.(x) corresponde uma curva y = s(x) con-
tida entre y =f(x)+ S e y=f{x)—5 em
[ —p,p] (figura); e todo o polindmio de
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coeficientes (1.3)e grau superior a m satis-
faz ao problema. No segundo caso, pelo con-
trério, fixa-se o grau do polinémio p.(X),
e procuram-se o0s Vvalores dos coeficientes

reH*>

D>

desse polinémio que tornam minimo o valor

max \f(x)—Pm{x)\; a solucdo p°{x) pode

corresponder uma curva que saia fora da
faixa limitada por y=f(x)-{-S e y=f(x) — d.

O primeiro destes problemas entra no qua-
dro da teoria das séries de fungodes. Quanto
ao segundo, que foi resolvido pelo primeiro
de dois célebres teoremas de WEIERSTRASS
demonstrados em 1885, constitue juntamente
com os resultados obtidos por TCHEBICHEF,
um dos primeiros passos da teoria da apro-
ximagdo funcional.

Notemos agora que designando por distancia
de f(x)a p.(xX) em (ab) o

max  \f{pc)—Pm(x) \,

o problema resolvido pelo teorema de WEIER-
STRASS pode-se enunciar assim : dada uma
funcdo f(x), determinar o polindbmio de grau
m para o qual é minimo o valor daquela
distancia.

Nada impede, porém, que a noc¢do de dis-
tancia entre f(x) e Pm{x) ndo seja compreen-
dida dout¢co modo. Se admitirmos, por
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exemplo, que se designa por distdncia de
f(x)ap®X em (ab), o valor do integral
(1.6) I [1(*)

Ja

o enunciado do problema tem outra signifi-
cacdo ; e se existe um polinémio p, (X) que
torna minimo o integral (1.6), diremos que
ele 6 a melhor aproximagdo em média def (x)
em (a,b).

O que fica escrito ja nos permite enunciar
com toda a generalidade o problema funda-
mental da teoria da aproximacdo funcionali).

Consideremos  definidas  sobre um dado con-
junto  de pontos P de um espago com qual-
quer numero de dimensBes, as funcbes f(P) e
@ (P ;>i, **+>), dependendo esta Gltima de n

pardmetros  arbitrarios , ***i,;  pretende-se
determinar o valor destes parametros de tal
modo que a distancia entre as fungdes f(P) e

@ (P ;"1 ¢e¢,>)) seja minima no conjunto
siderado.

E claro que a solucdo do problema assim
enunciado dependerd da nocdo de distancia
entre duas fun¢gOes que se tenha convencio-
nado introduzir.

con-

2. Espacos vectoriais.

Tomemos o conjunto E constituido pelos
elementos x ,y, **¢, aque chamaremos pon-
tos ou vectores, a respeito dos quais esta
definida uma relagdo de tal modo que, dados
X,yeE, se tenha x=y ou x"=y, (gozando
x =y das propriedades reflexiva, simétrica
e transitiva(®). Seja ainda R o corpo dos
nimeros complexos a., @, ***.

O conjunto E é um espago vectorial (ou
linear) a respeito do corpo R quando :

™ N. 1. ACHIESEH, Vorlesungen iiber
tions-théorie, Berlim, 1953, pag. 1.

() Conf. o artigo de J. DIONiSIO: OS espago* métri-
cos e o Analise classica : o método do ponto fixo, Gazeta
de Matematica, n' 62 e 63, § 1

Approxima-
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t>i) se define sobre E um operador + ,
adicdo de vectores, a respeito do qual E é
um grupo abeliano, isto é, de tal maneira
que se verificam os seguintes axiomas :

vi) se x\yeE, o vector
fica univocamente determinado ;

z=x +yekE

Vi) X +y=y + X;
v'i) haem E um vector zero, Oe E , tal
que X O = x qualquer que seja xeE-

v,) se define umproduto a x dos elemen-
tos de R pelos vectores de E, de tal modo
que, para a,@e e x,ye E, setem:

V) a(x +y)=ax+ay e («+ Qx=
= aic+ Ba ;

e) «.(I3%)= («* (3)%;

«2) existe em R umaunidade, lei?, tal
que lex = x, para todo o xe E .

Como exemplos de espagos vectoriais cita-
remos :

1) Oespaco E, de elementos definidos por
n ndmeros complexos Ou reais
X = |a,,..-an|,y=|b,,-"b,,|,-"

com n qualquer, finito, desde que definamos

a adicdo de dois elementos x e y por:
X +y=ja,+ & ,a + b\

e o produto de qualquer
mento X assim :

ae& porumele-

txa?ss\ac«j,sec«e a\,

é umespaco vectorial: as condi¢Bes »j) ev,)
verificam-se desde que O0=|o,---,0]| seja
considerado como vector zero de E , .

Em particular, os vectores do plano eucli-
diano e do espago euclidiano constituiem es-
pacos vectoriais, E, e E, relativamente
ao corpo de nimeros reais, quando a adicdo
definida por v{) é a adi¢do vectorial, e o
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produto dado por v,) temo sentido corrente
do produto de um escalar por um vector.

I1) O espago C das fungdes continuas
X (t),y (1), *++ definidas num dado conjunto
fechado e limitado, D, é umespago vectorial
relativamente  ao corpo dos nimeros reais (1) .

Para que os axiomas Vv{) e v,) sejam veri-
ficados bastard tomar como vector zero a
fungdo x(t) =0 em D, e manter as defini-
¢Oes habituais de adigcdo de func¢des e de pro-
duto de umafuncdo porumnimero real.

I11) O espago P dos polindbmios de coefici-
entes reais ou imaginarios €& também num es-
paco vectorial, relativamente ao corpo cor-
respondente, desde que se mantenha o sentido
algébrico na adi¢do de dois polinémios ou
no produto de umndmero porum polindmio.

3. Bases. Variedades lineares.

Dados num espago vectorial E n vectores
ndo nulos Xus (k- =\n) , sejam a(k =

= 1, *s+,n)n numeros quaisquer do corpo
R ; se arelagdo linear
n

3. 1) 2* =o

tem solugdes distintas da solucdo trivial
a, =o(k = 1,+°+,w), diremos que 0s vec-
tores Xk sdo linearmente dependentes. No caso
contrario os X, sao linearmente independentes,
constituindo um sistema linearmente indepen-

dente deordem n (n 6 onUmero de vectores).

Um sistema de infinitos vectores x, (k =
= 1,2, ..) é linearmente independente
guando qualquer nUmero finito de vectores
do sistema é linearmente independente.

TEOREMA A.. E condicdo necessaria e sufi-
ciente para que os vectores ndo nulos X,
(k=1, 2, ¢sen) sejam linearmente dependentes,

() J.J.DIONIHIO no artigo citado, Exemplo 2, § 2,
mostrou que C € um espa¢o métrico.
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que algum Xj,com 2<j <n, seja uma com-
binacdo linear dos anteriores.

Demonstracéo. Algum xj héa-de ser linear-
mente dependente com o0s vectores que O
precedem, pois em virtude da hip6tese esta
afirmacdo tem ao menos lugar para j = n;
seja X, O primeiro vector nestas condigdes
(r<n)

(3. 2)

i=i
ndo pode ser a =0, de contrario (3. 2) dava
2 @ Xi= 0, e Xi ndo seria o primeiro vec-

tor com a propriedade indicada; com
tira-se de (3. 2):

<x=f=0

az,
i=i *

e esta relagdo mostra que x. é uma combi-
nacdo linear dos x (t= 1,+¢+,r —1) que O
antecedem; assim, a condicdo é necessaria.
Mas também é suficiente.Se o primeiro vec-
tor nas condi¢bes do enunciado 6 x,,, a afir-
macédo é trivial. Seja entdo x (r < «) o pri-
meiro vector que é combina¢do linear dos

anteriores ; é claro que os & (i= 1, ¢**,r)
r

sdo linearmente dependentes e 2 &* tem

a solucdo néo trivial = 1,2, eeen™):
n

nestas condi¢des também 2 '< ~0Q '°" °
i—i

solucdo néo trivial

a» «?»»=1 ..,r),a=o(i'=r-|-1In),

eos Xi(t= 1,2,«+en) sdolinearmente depen-
dentes.

Suponhamos que é n a maior ordem dos
sistemas linearmente independentes contidos
num dado espaco vectorial E ; e seja

(3.3) Bmt ja?,, X\ ou X\
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um desses sistemas ; nestas condi¢des chama-
remos a B uma base do espagco E, dizen-
do-se que ele tem dimensdo n.
Qualquer vector xeE 6 linearmente de-
pendente com os vectores da base
n

2 «i +

e como nédo pode ser a = 0 (de contrario os
vectores da base seriam linearmente depen-

ae=0

dentes) tem-se, com (*= — a/a
(3. 4) X = 2(3**,
i=
isto é: cada vector XxeE pode-se exprimir
como combina¢do linear dos vectores de qual-

quer base do espagco. A representacdo (3. 4)
do vector x nos vectores da base 0 Unica :

X = 2
i=l
n

de (3. 4) obtinhamos 2(P' —7ixi = o,

pois se tivéssemos ~ > subtraindo

que

s6 pode ter a solugdo trivial (3= y.. Os
coeficientes (3 (*= 1,s¢+,«), univocamente
determinados, chamam-se as componentes do
vector x e E relativos a base B.

Por outro lado, considerando o espago vec-
torial E (dimensdo «), debase \x\k=\,2,---n,
conclui-se ndo ser possivel exprimir linear-
mente todos os vectores do espaco em menos
de n vectores linearmente independentes
W\ > ee"Umiw < ") ; porque se assim fosse, 0s
vectores X, (k = 1, *++n) podiam-se definir
como combinacdes lineares dos (1= 1 ,eee?»);
nesse caso teriamos os X, como n combi-
nacdes lineares distintas de m < it vectores,
e eles seriam linearmente dependentes, (como
o leitor verificard recorrendo a teoria dos sis-
temas de equacOes lineares homogéneas) em
discordancia com a hipotese de ser LV ARA W
uma base.

Admitamos agora que, por maior que seja
n, 6 sempre possivel destacar do espaco E
um sistema de n vectores linearmente inde-
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pendentes. Diz-se entdo que E tem dimensdo
infinita, e qualquer sistema infinito de vecto-
res linearmente independentes constitui uma
base (infinita) do espa¢o. Esta defini¢do ndo
nos autoriza, contudo, a substituir para este
caso a soma por uma série na igualdade
(3. 4); s6 em espagos vectoriais que verificam
novas condicdes isso é legitimo, como tere-
mos oportunidade de referir adiante.

Seja E um espaco vectorial de dimenséo
finita ou infinita, e X\, X,,***x. (r<w, se
n 6 a dimensdo finita do espaco) r vectores
linearmente independentes de E ; seja V o
conjunto de todos os vectores de E que se
podem exprimir como combinagdes lineares
dos x(k = 1,2,---r):

I
— X
xeV  quando x =— 26** >

*:I

¢ VcE, e como OeV (combinacdo dos
X, que corresponde a a,=0, ft=l2, eeer)
¢ V um sub-espaco vectorial de dimensdo r e

com a base B = |Xj,***X,j; diremos que V
é uma variedade linear do espaco vectorial E,
gerada pela base B.

Sejam agora M, e M, dois sistemas de
vectores de E, e B, ¢ M\, B, C M, os con-
juntos constituidos pelo maior nimero de
vectores linearmente independentes de M, e
M, ; os dois sistemas considerados dizem-se
equivalentes quando se identificam as varie-
dades lineares geradas por B, e B, E claro
que esta circunstancia tem lugar quando, e
s6 quando, cada vector de um dos sistemas
M, ou M, se pode exprimir como combina-
¢cdo linear de vectores do outro.

Consideremos alguns exemplos. O espacgo

E, considerado em |) do nimero precedente

tem a dimensdo n, pois pode-se tomar como

base de E, o sistema de vectores linearmente
independentes
e, =11,0,...0], *,=10,1,...0j,...

L*, = 10,0,..-1];
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as componentes de qualquer vector

x = jotja,, ***a,\

nesta base sdo a (*= 1,2, ¢**n) pois
* e=«i«it+ a, e, + cee+ a e .

Do mesmo modo : o conjunto dos polindmios
de grau < n e coeficientes quaisquer, P -i,
6 um espaco vectorial de dimensdo n com a
base

(3.5) S«Jl,i,i»,...,i»-i}.

Como exemplo de espagco com dimenséo
‘nfinita serve o espago P dos polinémios,
referido no exemplo 111) do nimero 2. Qual-

gquer que seja n a combinagcdo linear
n

2 O °° tem a solugdo trivial

a*= 0(&=0, *++,n); deste modo os vectores

1,t, §°, eoot", oo
constituem um sistema infinito linearmente
independente, que pode ser tomado como
base de P .

Finalmente: P,,(zP  é uma variedade linear
deste ultimo espago, gerada pela base (3. 5).

4. Espagos vectoriais normados. Espa-
¢cos separaveis e completos. Espago
de Banach.

Um espago vectorial E, definido sobre o
corpo diz-se normado quando a cada xe E
se faz corresponder um numero real ||[x ||>0,
a norma de x, tal que se verifiguem as se-
guintes condicdes :

Mj) yXx11=0 seesdse x=0;
n,) l«eary= lal «llfc||, com aei?;
's) [* + yl|<lja>1l + [lrli-

Se na dltima condicdo a igualdade tem lu-
gar quando e s6 quando y = ax, diz-se que
a norma ¢é forte.
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Todo o espago vectorial normado é metri-
zavel, isto é, pode-se nele definir uma funcéo
de distancia sobre cada par ordenado de ele-
mentos x ,ye E, de tal modo que se verifi-
gquem as condi¢cdes o0j) e 3,)0) exigidas para
que E seja um espaco métrico : na verdade,
pondo 5(x,y) =[x —y I tem-se 5(x ,y) =0
gquando e s6 quando x =y, e 3,) é valida; por
outro lado, x —y = (x— z) + (z—Yy) donde,
em virtude de n{) e n) 5(x y)<Skx ,z) -+
5(y,z), e 3) também se verifica.

Assim, a sucessdo |a;,j de vectores de um
espaco vectorial normado E tem por limite
um vector x quando 3(@? x) < s para
n> 2V(s); ou, o que 6 o mesmo, quando
l&?—a»H< e para n > N(é) .

Também se conclui logo que a norma [|iC||
¢ uma funcdo continua de x, quer dizer, se
a?«—*-x também ||x, ||—»||X][(n —* o0); pois
se x—*~x € \\x—a?Jj] —O0 e, para n>JV(s),
la;—a?,||<s; mas como a2,= X-\-(x, — X),
em virtude de n,) 6 ||x, \< [|X]|| + |[X,,—x|]

ou Ha» Il —llay< |[x, —n}; analogamente
Ixll—Ix,D< ya?,—xy. E portanto
[TT*Ti-11*. ||| <«

para n > ~(s) como desejavamos.
No artigo citado (§ 1), J. J. DIONISIO indi-
cou que dada uma sucessdo \x, \ de ele-

mentos de um espago métrico E, a condicdo
de CAUCHY
(4. 1) o(x, ,x,) < s para nm> N{e)

ndo implicava necessariamente a existéncia
de um limite da sucessdo. Porém, se a con-
dicdo de CAUCHY O suficiente para garantir
que o limite de jx,, J existe, diz-se que o es-
paco é completo(). Note-se que acondigdo para
que um espa¢o vectorial normado, E, seja
completo pode ser expressa doutro modo :
0 espago € completo separa toda a sucessdo de

() V.J.J.DIONISIO, art. cit. § 1.
(') No § 2 daquele trabalho o Autor da exemplos
de espagos métricos nestas condicdes.
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vectores jx, j de E que satisfaga a condicdo
lim yx,, —x,Il= 0 existe um vector X€ E
m, N-»00
tal que lim||x —x,||= 0.
D-*a

Um espaco vectorial normado completo
diz-se um espaco de BANACH. De todo o espaco
vectorial normado E se pode obter um es-
paco de BASACH : basta juntar aos vectores
de E os elementos limites que ndo pertencem
ao espacgo e sdo definidos por sucessfes \x\
de E que satisfazem & condi¢do de CACCHY.
O espaco de BANACH assim obtido é o fecho
E de E (sendo E denso em E).

Um espago vectorial normado é separavel
gquando E contém um sub-conjunto numera-
vel, NE.E , denso em E . Ou seja: quando
existe uma sucessdo numeravel de elementos
de E, jx, j, tal que sendo 5> 0 e xe E
arbitrariamente escolhidos, pelo menos um
elemento av , de |x, } verifica a condicdo :

5(ar,x)) = Ix —av| < 3.

Vamos indicar alguns exemplos :

[I) O espagco C das funcdes continuas de-
finidas num dado conjunto limitado e fechado,
D, (ja indicado no numero 2) 6 um espacgo
vectorial normado desde que se tome como
norma de x (t)e C

\Wx@®OW = sup\x{t)\.
Ses

Esta definicdo respeita a métrica introdu-
zida no art. cit. de J. J. DIONISIO (§ 2,
exemplo (3)).

O espagco C é completo quando se tome
a convergéncia uniforme como noc¢do de con-
vergéncia ; pois toda a série uniformemente
convergente de fungBes continuas tem por
soma uma funcdo continua.

IV) O espaco m das sucessdes
x™Jaijf com
J. J.

limitadas,
de BANACH.
DIONISIO mostrou () que m é um espaco

|ai|]<M, é um espaco

(I) Art.cit., § 2, exemplo (2).
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métrico completo ; resta-nos, portanto, indicar

que também & um espago vectorial normado

para o que definiremos como norma de qualquer

xem o valor ||x|| ==sup \a, |; o leitor veri-
t

ficara facilmente que tem lugar as condigdes
"i)> "2) ° b)) <I" | respeitada a métrica
definida no artigo citado.

V) O espaco P [a, b] dos polinébmios de
variavel real e coeficientes quaisquer definidos
num dado intervalo limitado efechado [a,b],
€ um espaco vectorial  normado separavel.
Como em 111) verificariamos que P[a,b] é
um espa¢o vectorial ; mas podemos definir a
norma de qualquer p ()6 P [a,b] de modo
analogo a do exemplo I1):

pM=  sup  \p()\.
fe[o,»]
Como o conjunto dos polinémios cujos
coeficientes tém parte real e parte imaginaria

racionais é numeravel
0 espaco é separavel.

e denso em P[a ,b],

5- Espag¢o de Hilbert.

Chama-se espaco de HILBEET a todo o
espa¢o vectorial E, definidosobre um corpo
R, onde se defina uma operacdo denominada

produto escalar  (interno  ou hermitico) do
seguinte modo : a todo o par ordenado de
vectores x .,y e E corresponde um nUmero
complexo (ar,y) — o0 seu produto escalar —

que verifica as condicdes :

) & ( « conjugado de a);

e) (*x+Py,z)=a(x,z)+ P(y,z)

com <x,ftelR;

e.) (i»,£C)>0, tendo lugar a iguadade quando
e s6 quando x —O0.

e) exprime a linearidade do produto escalar
relativamente ao primeira factor; recorrendo
a e, o leitor poderd estabelecer que a linea-
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ridade em relacéo
exprime por :

ao segundo factor se

«2) (x,ay+ fiz) = a(x,y)+J(x,z2)

O produto escalar definido por ef), e) e
e,) goza de propriedades importantes. Assim:

,ax) = la|” «{x ,x);

(5. 1) (ax
de facto, empregando ej) e e) tem-se:

(ax ,ax)=a(x ,ax)= oclax X)—<x ea(x ,x) =

= lal e (x,x)

pois se 6 «= pe,a = pee~'6, e portanto
aea= p’. Por outro lado:

(5.2) V(X,y)\<[/(x,%x) e VQly);
tome-se um vector z tal que (z,2)=I e seja
(ar, z) =+ «; tem-se:
O<(@—a ,x —az) = (x ,x)— (x ,<xz) —
S{«z,x) + \«\*. {z,2)
ou 0<{x,x)-|«]|" *)
pois (z,z) =i e (@, az)+ (as, a)=2-aea =
= 2|al®; de(*) tira-se
l« 1= \(x,z)\*<(x,x)
e pondo z= —— qualquer que seja y, fica
£l
\{x,x)
ou [(ar,M)*<(a;,a;) W [['= @2, x) *{y )

como desejavamos demonstrar(')
Note-se que em (5.2) o sinal de igual-

dade s6 tem lugar quando x =a.z (em virtude
de e,), e portanto quando x= y= $y\
121

isto 6: na expressdo (5.2) 6 valido o sinal de

(1) C.J.EVERETT e H.J.RYSKR, «The Gram Matrix
and HADAMAKD Theorem», American Math. Montly,
vol. 53 (1946), p. 21.
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igualdade quando x e y sao linearmente
dependentes. (5. 2) é correntemente designada
de CAUCHY-BUXJAKOWSKI.
e a desi-

por desigualdade
A definicdo de produto escalar
gualdade (6.2) d&do ainda lugar a

(5. 3) </{x-ry,x+y) < V{x, x) + ,

que deixamos ao leitor o trabalho de estabe-
lecer a partir de'O< (x-\-y ,x+Yy). Importa
assinalar que o sinal de igualdade é valido
em (5. 3) nas mesmas condi¢cbes em que apa-
rece em (5. 2), isto é,quando x ey sdao line-
armente dependentes.

A metrizacdo de um espaco de HILBERT é
imediata : basta que nele se introduza como
norma de qualquer xeE o valor real

(5.4) \X\=&~c);

esta funcgdo satisfaz, com efeito, as condicdes
que fixamos no nimero 4 para a definicdo de
uma norma: sendo (x,x) = 0 quando e soO
quando x = 0, ter-se-a |larll = O nas mes-
mas condi¢Bes, e tem lugar n) ; por outro
lado, em consequéncia de e{) vem [|*a?|| =
= NMNax, ax) = l/|la|**(x,x) —|a]|||*f|i 6
verifica-se w,); finalmente, em virtude de (5. 3)
pode-se escrever \WX-fy\ = = W(X-\-y, x+y)<
<\f{x,x)+\/{y Y)= ll»y+ H#||, e é res-
peitado o axioma ??). Deste modo, O espaco
de HILBERT é umespaco vectorial normado
e, como tal, metrizavel. E atendendo a obser-
vacdo que fizemos a respeito do sinal de
igualdade em (8. 3), segue-se queem ?J,) sO
sera, neste caso, valido o sinal de igualdade
desde que se tenha X = jSy; oOuU seja: no
espaco de HILBERT a norma definida por (5. 4)

é sempre forte.

Obs.  Alguns autores (por exemplo: N. 1.
ACHIESER e I . M .GLASSMANN, Théorie der
linearen  Operatoren im HILBERT-RAUM, Ber-

lim, 1954) designam pelo nome de espacos
de HILBERT os espacos vectoriais normados
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metrizaveis pela no¢do de produto escalar
e completos.

Exemplos de espagos de HILBERT :

V) Oespaco | * das sucessbes infinitas de

ndmeros  complexos
x=1Ja |l?2,y=jb jf, e

para 0Os quais
oc 0o

2la,j2<o0o0, 2i"°l*<

"S>Seee

& umespaco de HILBERT completo e separavel.
(Os nuameros a,,b,, *ce(n= 1,2,¢¢¢) serdo
designados por componentes dos vectores
X, Y, *e)e

Na verdade pode-se definir a adicdo de dois
vectores x,yel’ assim x +y= ja, +b\T,

pois a série 2I'»~!1"2A"]* ° convergente em
i
virtude da desigualdade

)

e as condi¢des fj) verificam-se desde que se
tome 0=jo0,0,---0, — J. O produto de um
vector xel’ porum nimero a (real ou com-
plexo) fica definido por ax=\cxa,\i, sendo
validas as condi¢fes v,), como & manifesto.
Finalmente, pode-se introduzir como produto
escalar de quaisquer dois vectores x.,y e £’
o numero

|«+'0|»'<2|*|«+2fp-p(i)

o y) =2 on

(5. 5)

pois a série que aparece no segundo membro
é¢ convergente em virtude de ser |«e<@|<

(1) Tem-se |a+ p|<|a| + |p]| donde
@ la+ pl*<|«|*+|p|* + 2.|«]|.|3];
mas para a e b reais (a—i>y=a’ + 6°"— 2aé">0,
portanto 2o06<a‘® +62 e 2|«|*|p|<]|al*+[0]* (3)
0 que, substituindo em (2) d& a desigualdade (1),
como desejavamos.
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<-i|«|S + !
2 2

nota anterior) e as condi¢des ¢,), e,) e e,)sdo

verificadas : as duas Ultimas sdo imediatas e

a primeiraresulta de:

jp |2 (desigualdade (3) da

r~*c -+

2«], = UmY”™ah, = lim'Ya» b, = y.a,b,.
1 1 1 1
Em consequéncia de (5.4)e (5.5)a nor-
ma de qualquer vector xeja, |f6I° 6 dada
por :
=yl (»»»)==y/[2 ="
(5. 6)

Assim, I’ é um espago de HILBERT. Para
mostrarmos que ele é separadvel basta consi-
derar o conjunto N dos vectores de |I°,
distintos de 0, para 0s quais as componen-
tes sdo nimeros complexos racionais (isto é
da forma a +ifi, com a e @ racionais);
como N é numeravel e denso em 1°, este
espaco é separavel.

Falta provar que |I°,
«(*)= |, WJI"_ (lc=1,2,
vectores de I

6 completo. Seja
eee) uma sucessao de

que verifica a condicdo de

CAUCHY
(4) ). («)l2.,
para r,s>&(e); ora qualquer que seja o
ndmero inteiro e positivo m

Wl2<s

para r,s>k(s); e assim, cada sucessdo dos
valores de qualquer componente, |<«JEM*li>
verifica também a condicdo de CAUCHY e,
como tal, tem um limite a,

(@) limaM=a, (m= 1,2, ¢«
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Da desigualdade (4) tira-se, qualquer que seja
o inteiro e positivo v e com r,s>&(e),

2 laWw -aW]|2<e;

fazendo 5—o00 e tendo em atengdo (5) vem

2i«s;'-a,|’<s,
tf

desigualdade que é valida qualquer que seja
vV, 0 que permite escrever

(6) _a?l | <" -«n|

onde é x= Ja,\f, 0 que prova ser limx"=x;
I—

mas como, qualquer que seja r>k(s), é

ictM —x = joW —a)el
[00]

de (6), se tem 2

porque, em virtude

I'»*" "« |*<**> segue-se

x el e o espago 6 completo ().

VI) Seja L[ab] o conjunto das funcdes
X(t) definidas no intervalo finito [a,b], men-
suraveis e cujo quadrado do valor absoluto é
~L-integravel. L *[a, b] é um espaco de HILBERT
completo, pois: Sendo x(t) ,y(i) eL® [a, b],

também x(<) +y (t)e L’[a , 6], vistoque a soma
de duas fungdes mensuraveis 6 uma funcdo men-
suravel, e Ix(t) + y() |* 6 i-integravel em
[a,b] por ser (%)

W) + y{OV<2x()\ + W\

como vector nulo do espago torna-se uma
funcdo que seja nula em quase todo o inter-
valo [a, b].

Por outro lado, se x (i)elL [a,b] ¢
<xx(t)6 L’ [a, 6], qualquer que seja o nimero
a; e fica definido o produto de um vector
por um ndmero.

() Esta demonstracdo encontra-se, por exemplo,
em N. I. ACHIESBE e I. M. GLASSMANN, loc. cit.,, pag. 7.
(*) Conf. a desigualdade (t) do exemplo anterior.
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O produto escalar de dois vectores

x (1), y (t)eL’ [a, b] é dado por

BT (*,»-f

t/o

X(t)-y(t)di

pois (desigualde (3) do exercicio anterior)

I»(Q"-*(0T<[>0)f +£|f(9]»

garante a existéncia do integral do segundo
membro de
I Cx(t)-y(t)dt <G\x(t).y(t)\dt

e, portanto, a existéncia do integral que inter-
vém em (5.7).

Conclui-se que LTab] € um espaco de
HILBERT, ficando a norma de qualquer
x (t) e Z/'[a, b] determinada por

lar (01 V/r x(t)\Vdt

Falta-nos veiificar que IP[ab] € um espago
completo™). Seja Jar, ()M el® [a,b] uma
sucessdo que satisfaz a condicdo de CACICHY

X -ar.(<)]I< ou

x{t) -x,(t) \xdt<s

para n,m > iV(e); considere-se a sucessao
crescente de numeros inteiros e positivos
tti < &3 < +ee < kt < <ee tal que

/' X (1) - x, @Vdts  — (<=1,2,e00);

0 conjunto A, dos pontos de [a,b]
quais

para os

... (8)-x.(D\>172*

(M) Seguimos N. I. ACHIESER e I. M. GLASSMANN,

loc. cit.,, pag. 23. O leitor encontra outra demonstra-
cdo em |I.P. NATANSON, Théorie der Funktionen einer
reeller Veranderlichen, Berlim 1954, pag. 169.
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tem medida m(Ai) < 1/2', pois sendo An

<Z[a, b] vem:
— > f"lar*, (<)- x (i)pdt =
o
> f \X.() — X, (\"*dt> —  m(Ai)
JA, 4*

donde se tira, como desejavamos

1)
As desigualdades

(<)-**. (0K

\X....(t) — X (D\<

2>+

sdao simultaneamente verificadas no intervalo
/, C [a, dado por

(2) I. = [a,b]-(A, + A+ **°)

em virtude da propriedade aditiva generali-
zada da medida-Z e de (1):

m([a,b]-1.) =m "~ AN =
=2>(A)<2"r>
ou seja
(3) m(a,b]—1)< — ;

mas de (2) tira-se

l.cL+iC esec[a,b]
donde

Hm 1I,=1a [a, b~\

s—>00

sendo, em resultado de (3)

4) m([a, b] —1) = Um m([a, 6]-1,)= O.
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Como para n>m> s ¢

K {f)— X, (0 1< 2
r-m

| ** 4+« (0~ (01

n-1

r=m

segue-se que a sucessdo \x,(t\?, converge
uniformemente em cada um dos conjuntos 7,;
entdo converge uniformemente em /, ou seja
(conf. (4)) em quase todos os pontos de [a,6].

Definamos entdo uma funcdo x{t) assim :
x(t) = lim x(t) para tel

te(i)= 0 para te[a,b]—I

Ora a sucessdo considerada verifica a condi-
¢cdo de CAOCHT e por isso {l, d [a, 6J)

(\x, {t)-x,,{t)V -dt<
Ji.

< f \x,(0)-x, ()Vdt<t
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desde que m,k> N(e) ; mas dada a conver-
géncia uniforme de {~(i)}”, em 1, obtem-se
tomando o limite quando r->» e tendo em
atencao (5):

jle, (1) —x{€) \dt<e
qualquer que seja I, ; ou
H*» - 1 =\J £ |x”(o_*(01z,u‘<v

Assim se conclui que x, (t)— x (i) e L® [a, b],
portanto x (t)eL’ [a, b]; e, ao mesmo tempo,

que li mx, (t) = x (i), como desejavamos

concluir (').

(") Esta demonstracdo ainda podia servir, com
pequenas alteragdes, no caBO em que [a, 6] é infinito
(N. 1. ACHIBSER e I. M. GLASSMANN, loc. cit., pag. 24).

PEDAGOGIA

Notas sobre o ensino da matematica em Portugal

por Hugo Ribeiro

As seguintes notas foram escritas em Oatu-
bro de 1956 quando interrompemos por umas
horas a nossa visita a familia e amigosem Por-
tugal para responder a questdo ('), que nosfoi
verbalmente posta, das nossas impressdes so-
bre asituacdo da Matematica em Portugal e as

(") Néo foi a ttedaccdo nem nenhum dos elementos
que a constitui que entrevistou o Prof. Hcoo RIBEIRO,
simplesmente este, como dedicado Amigo da Gazeta
ofereceu a consideracdo dos leitores o resultado dessa
entrevista.

solucdes imediatas a dar-lhe. N&o se funda-
menta em nenhum estudo sistematico do pro-
blema, mas antes em observacfes feitas em
parte de longe e ligadas a reminiscéncias
muito vivas e directas de tempos passados.

1. J& nao ha, com a mesma agudeza, o
problema fundamental reconhecido por ANTO-
NIO MONTEIRO e que o proprio, alJ. | .M.e
o | .A.C. tentaram resolver criando entre
os jovens estudiosos portugueses a confianca
nas suas capacidades para a investigacdo
matematica.
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2. Por falta de tradicdo de investigacdo
matematica nas nossas universidades, por
causa do nosso isolamento relativo, por causa
do desenvolvimento — e com orientacdes essen-
cialmente novas —da Matematica nos paises
de lingua alemd e depois nos de lingua
inglesa e, por outro lado, por motivo da
nossa dependéncia cultural quase exclu-
siva da Franca, onde esse desenvolvimento
tem sido tardio, as principais ideias de desde
ha mais de quarenta anos ou ndo tém sido
assimiladas ou tém sido desordenada e insu-
ficientemente assimdadas e factos fundamen-
tais, que deviam constituir parte da formacédo
matematica de qualquer estudante, sdo des-
conhecidos. A qualidade da nossa producéo
matematica ressente-se disto e o que é mais
grave é que a consciéncia desta situacdo
parece estar frequentemente ausente. Da qua-
lidade dum trabalho matematico publicado
pode ter-se uma ideia (embora grosseira, e
sem duvida em alguns casos errénea) através
das revistas na Mathematical Reviews e no
Zentralblatt ~ fur Mathematik und ihre  Gren-
zegebiete e, melhor, através da natureza e
frequéncia das referéncias a ele feitas nou-
tros trabalhos de reputacdo melhor estabele-
cida.

Leiam-se sistematicamente as revistas de
trabalhos matematicos de Portugal. Ver-
-se-4 que, frequentemente, temos publicado
resultados que ignoravamos serem ja conhe-
cidos na literatura matemdtica e notar-se-a
ainda a frequente auséncia em trabalhos
portugueses duma apreciagdo da importancia
relativa de resultados e métodos ja classicos.

3. O problema fundamental, hoje, 6 o de,
sem perdermos aquela confianca, que, par-
cialmente pelo menos, foi criada, tomarmos
consciéncia do nosso actual semi-amadorismo,
da urgente necessidade entre ndés de uma
educacdo matematica digna deste nome, da
necessidade urgente de uma Escola Matema-
tica. Isto seria indispensavel resolver mesmo
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gquando sO desejassemos a formacdo de bons
professores, ou um ensino futuro capaz, ou a
existéncia de mateméaticos que venham a tra-
balhar como eficientes técnicos nas industrias
ou agéncias do governo.

4. A auséncia de uma tradi¢do de estudo
tem que ser compensada por um combate
as trés causas mais aparentes da nossa defi-
ciente e, sobretudo, desequilibrada educacdo
matematica :

1. A insuficiéncia e os vicios de habitos
quanto a informacdo bibliografica ;

2." O isolamento relativo de bons centros
de estudos;

3. A actual organizagdo e o0s actuais
programas da licenciatura em Ciéncias Mate-
maticas.

Qualquer programa que, com estes objecti-
vos em vista e ndo outros, se proponha
resolver os problemas da Matematica em
Portugal, eficientemente, neste momento, tem
que ter em conta os seguintes pontos funda-
mentais :

a) O acesso facil a bibliotecas bem ape-
trechadas e organizadas.

b) A modificacdo radical do programa da
licenciatura em Ciéncias Matematicas substi-
tuindo-o por um, néo rigido, de licenciatura
em Matematica.

c) A visita demorada, em cada semestre,
de pelo menos um investigador de reputacao
e também de sdélida e moderna formacao
matematica tdo universal quanto possivel.

d) A concessdao a jovens estudiosos de
bolsas de longa duracdo e com o objectivo
da sua formacdo matematica, em universida-
des estrangeiras com melhor curriculum, de
preferéncia a bolsa de curta duragdo e com
a preocupacdao principal de especializagdo
estreita.

e) O apoio financeiro a Unica revista mate-
matica portuguesa de reputacdo internacional
estabelecida — a Portugaliae Mathematica.

f) O apoio material e aproveitamento con-
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veniente das energias, dedicacdo e experiéncia
dos matematicos portugueses, presentemente
no pais ou fora dele, e das suas Sociedade
Portuguesa  de Matematica, revistas como a
Gazeta de Matemdtica, etc.

g) A experiéncia de cursos de férias e
outros de aperfeicoamento da preparacao
matematica dos nossos actuais professores
dos liceus e universidades.

h) A iniciativa de traducbes de livros,
monografias, etc. de importancia fundamental.

t) A informacdo objectiva que conduza a
melhor compreensdo dos problemas reais,
por meio de inquéritos —a organizagdo da
investigacdo e do ensino em paises avanga-
dos, aos licenciados portugueses, etc.

5. Umas palavras de explicagdo de alguns
destes pontos afiguram-se necessarias :

d) O acesso facil a tais bibliotecas deve
entender-se para todos os estudantes desde
0s primeiros anos e estender-se a todos os
estudiosos mesmo quando ocupados em tra-
balhos fora da universidade. E importante
centraliser os livros e revistas existentes,
continuar completando colec¢des e conseguir
o afluxo continuo de tudo o que se for publi-
cando com algum valor; mas 6 indispensavel
tornar atraente a consulta e o trabalho nessas
bibliotecas. E é aconselhavel utilisar estudan-
tes interessados, que necessitem de ajuda
financeira, como bibliotecarios «part-timei.

b) O novo programa deve ser facilmente
adaptavel a novas condigdes que mudam
constantemente. Os actuais cursos de De-
senho, Geometria Descritiva, Geodesia,
Astronomia e Mecéanica Celeste interessaréo
a alguns engenheiros ou a astrénomos, néo
a matematicos. Estamos longe da época dum
PEDRO NUNES OU mesmo dum DANIEL DA
SILVA. Um programa razoéavel de formacéo
como matematico é elastico e assenta, hoje,
essencialmente, numa sucessdo de cursos de
Algebra (desde a Algebra Linear 4 Teoria
de GALOIS), uma sucessdo de cursos de Geo-
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metria (desde a Geometria euclideana e pro-
jectiva a Topologia e a Geometriadiferencial)
e uma sucessdo de cursos de Anéalise (pas-
sando pelas teorias das fung¢des de variavel
complexa e de variavel real asequagdes dife-
renciais, analise funcional, etc.), tomando-se
em conta a interdepéncia e interpenetracdo
dos assuntos das trés sucessdes. (Leia-se, por
exemplo, a licdo de despedida do presidente

da Mathematical Association of America,
SAUNDERS MAC LANE, num dos numeros do
American  Mathematical Monthly  de 1954.

Estudem-se os programas da Universidade
de Chicago, da Escola Politécnica Federal
de Zurich, etc.) No inicio haverd um curso
de Célculo Infinitesimal porventura servindo
simultdneamente, a futuros matematicos, en-
genheiros, fisicos, etc. E sdo indispensaveis :

1.° Pelo menos um Semindrio obrigatério
(de assunto varidvel) para o contacto com
literatura recente ou classica importante e
para criar habitos de anélise critica, de dis-
cussdo e de trabalho em comum ;

2.° Cursos complementares varidveis e de
cardcter mais avangado e especial (Teoria dos
Conjuntos, Estatisca, Calculo numérico e ins-
trumentos de calculo, Légica, Questdes relati-
vas a Fisica Teorica ou ao ensino elementar,
Teoria dos Numeros, etc.) ; para obtencdo do
diploma, uma prova de capacidade de leitura
em lingua inglesa e outra em lingua alemé ou
russa devem ser exigidas.

c) O objectivo deve ser contribuir para
melhorar a qualidade do futuro ensino atra-
vés duma melhor formagdo matematica dos
professores. O método deve ser o trabalho
de seminario (acompanhado, quando necessa-
rio, de pequenos cursos ou conferéncias) de
nivel adaptado a cada caso individual ou de
pequenos grupos — com o fim de desenvolver
ou criar héabitos de estudo correctos e fazer
viver a experiéncia da obtencdo de resultados
proprios em problemas das fronteiras do
conhecimento. N&o se trata nem da aquisigao



GAZETA D E MATEMATICA

de técnicas de calculo, nem da aquisicdo de
ideias gerais que seriam necessariamente
superficiais. Devera restringir-se os assuntos
de que cada professor se ocupe simultanea-
mente e escolhé-los de acordo com as espe-
cialisagdes dos que orientam o trabalho e
com os centros de interesse dos professores

MOVIMENTO

REUNIAO DOS MATEMATICOS DE EXPRESSAO

Sob a iniciativa da Unido Mateméatica lItaliana e
da Sociedade Matematica de Franga e gracas ao apoio
do Governo francés e da Municipalidadede Nice, rea-
lizar-se-4& no Centro Universitario Mediterraneo de
Nice de 12 a 19 de Setembro de 1957 a Reunido dos
Matematicos de Expressdo Latina. Esta reunido tera
a forma de coléquio, compreendendo nove conferén-
cias sobre assuntos escolhidos nos dominios seguin-
tes :

1 —Geometria diferencial e Topologia;
2— Algebra e geometria algébrica;

XI REUNIAO DA COMISSAO

INTERNACIONAL PARA O
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que se estdo aperfeicoando. Para os profes-
sores dos liceus devem, desde o inicio, inclui-
-se trabalhos relativos aos Fundamentos da
Geometria, a Algebra, a uma introducdo aos
Fundamentos da Analise, a Teoria dos nume-
ros, e (em forma de conferéncias) ao calculo
numérico e grafico e instrumentos de calculo.

MATEMATICO

LATINA

3 —EquacgOes as derivadas parciais;
4 —Probabilidades e Fisica matematica.

Serdo antecipadamente distribuidos aos congressis-
tas resumo das conferéncias; estas serdo seguidas de
longa discussdo a que sdo convidados de participar
0s matematicos presentes.

As inscricdes e pedidos de informacdo devem ser
dirigidos até 31 de Julho préximo para Réunion des
Mathématiciens d'Expression Latine, Société Mathe-
matique de France, 11, rue Pierre Curie, Paris 5." .

J.. G. T.

ESTUDO E O MELHORAMENTO

DO ENSINO DA MATEMATICA

A Comissdo Internacional para o Estudo e Melho-
ramento do Ensino da Matematica (*) efectuou a sua
X1 reunido em Madrid, de 21 a 28 de Abril p. p.,
sobre o tema «O papel do concreto no ensino da mate-
méatica».

Como foi salientado nas conferéncias dos profes-
sores P. Poio ADAM, chefe da delegacdo espanhola, e
W. SERVAIS, chefe da delegacdo belga, o mundo mo-
derno vai precisar, em escala cada vez maior, de
cientistas e técnicos dotados de boa preparagdo mate-
matica. Daqui a necessidade urgente de remodelar,
ndo s6é os programas de matemdtica, mas ainda os

() Veja-se o artigo «Matematica classica ou mateméatica mo-
derna, no ensino secundario?», de EMMA CASTELNUOVO, em G.
M., n." 85.

métodos de ensino desta disciplina, desde a escola
priméria até a universidade. O ensino da matematica
—afirmaram aqueles professores, —devera, muito mais
do que até hoje, assentar numa base intuitiva, con-
creta, heuristica. O objectivo desta orientacdo néo é
apenas o de tornar o ensino mais aliciante, contri-
buindo para que a matematica deixe de ser o tradi-
cional suplicio para a maioria dos rapazes; mas tam-
bém, e sobretudo, o de levar o aluno a reelaborar,
espontanea e progressivamente, os esquemas ldgicos
da mateméatica, até a sua fase mais racional e abs-
tracta, para depois, inversamente, aprender a utili-
z4-los nas suas aplicacdes concretas. S6 assim ele
tomaréd plena consciéncia da origem e da estrutura
légica, bem como do significado humano, isto é, da
finalidade de tais esquemas.
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Os trabalhos do Congresso consistiram essencial-
mente em sessfes de semindario repartidas por diversas
secgces (modelos, filmes fixos, filmes moveis, etc.) em
licdes experimentais, feitas perante a assisténcia e
seguidas de discussdo, a alunos de escolas primarias
e secundarias, espanholas, francesas e italianas, e em
projeccdes de filmes, também seguidas de discusséo.
O Congresso era acompanhado de uma extensa e de-
veras interessante exposi¢cdo de modelos matematicos,
de véarios tipos e varias proveniéncias.

O Prof. G. CHOQUET, professor da Sorbonne e presi-
dente da referida Comissdo Internacional, proferiu na
Academia de Ciéncias de Madrid uma conferéncia
sobre «A moderna teoria do potencial».

4» CONGRESSO DOS MAT

Parece que os congressos dos matematicos aus-
triacos conquistaram em pouco tempo uma sélida
posicdo no circulos dos matematicos de todo o mundo.

Prova-o ndo apenas o nimero sempre crescente de
participantes, mas também cada uma das muitas ma-
nifestacfes oficiais e ndo oficiais de aplauso e apoio
as suas realizacgdes.

O 1V Congresso realizou-se de 17 a 22 de setembro
passado, em Viena, pouco espacado dos anteriores:
Il Congresso em 1949 em Innsbruck, |11 Congresso em
1952 em Salzburg. Reuniu cerca de 500 pessoas de 27
paises diferentes que em cinco sec¢des discutiram as
teses apresentadas :

| —Algebra e Teoria dos numeros;

Il — Anélise ;
Il —Geometria e Topologia ;
IV — Matemaéaticas Aplicadas;

V — Filosofia e Histéria da Matematica.

O préximo Congresso estd marcado para 1960.

A Gazeta de Matematica deseja vivamente que o0s
matematicos portugueses nele se facam representar
devidamente, com a sua presenca e os seus trabalhos.

O quadro seguinte da idea geral sobre a importan-
cia e extensdo da notavel reunido cientifica:

PROF. LAURENT

Esteve entre nés, de 2 a 13 de Margo ultimo, o
Prof. LAURENT SCHWARTZ da Sorbonne, que veio, a con-
vite do Instituto de Alta Cultura, realizar algumas
conferéncias no Centro de Estudos Mateméaticos de
Lisboa. Numa das salas da Faculdade de Ciéncias, o
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A delegagdo portuguesa ao Congresso era consti-
tuida pelo signatario e pelos senhores dr. J. J. GON-
CALVES CALADO, professor do Liceu Pedro Nunes e
delegado da Sub-Comissdo Portuguesa do Ensino
Matematico FURTADO LEOTE,
professor metod6logo do Liceu Pedro Nunes e eng.
A. DOS SANTOS HEITOR, professor metodélogo do Ensino
Técnico. Entre outras coisas, os professores portugue-
ses puderam, mais uma vez, aperceber-se de que o0s
programas para as escolas estrangeiras sdo, dum modo
geral, muito mais desenvolvidos e aprofundados do
que entre nos.

Internacional, dr. J.

J. Sebastido e Silva

EMATICOS AUSTRIACOS

= 8 Comunicacoes

Paises TE
- ji lu I\ vV Total
Alemanha. 169 13 20 14 6 3 56
68 4 3 8 7 22
7 — 1 3 — — 4
1 - 1 - - 1

Costa do Ouro. 1
Dinamarca 2 1 1 — — _ 2
Espanha . . . . 4 1 1 1 3
Estados Unidos . 9 2 1 3
Finlandia 1 — 1 - - 1
Franca 37 3 5 8 2 _ 8
Gré-Bretanha 21 5 2 5 6 _ 16
7 1 1 — — 2
Holanda 16 1 _ 1 1 6
Hungria 25 4 5 2 B — 16
51 3 2 5 6 — 16
lugosléavia 26 1 9 4 3 — 17

1
Noruega 7 1 — - — 1 2
5 3 1 - = 5
Roménia 6 — 3 3
5 — 1 = 1 — 2

1
Suica 9 — 2 — - = 2
Tchecoslovaquia. 7 2 2 1 1 — 6
Turquia L. 4 — 2 1 — — 3
Unido Soviética. 4 — 3 1 — — 4
Vietnam 1 — — — 1 — 1
Total 495 42 68 57 35 5 207

J.G. T

SCHWARTZ

ilustre matematico francés proferiu quatro conferén-
cias subordinadas ao titulo «Teoria das distribuicdes
e suas aplicagdes a mateméatica e a fisica». Em apre-
sentagdo preliminar, o Prof. JOSE F. RAMOS E COSTA
descreveu, em termos bastante elucidativos, a carreira
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cientifica do conferencista, pondo era devido relevo
a importdncia e o alcance da teoria que valeu, a
LAURENT SCHWARTZ, uma ré4pida consagracdo entre
matematicos e fisicos teéricos do mundo inteiro. Nes-
tas conferéncias, que despertaram o mais vivo inte-
resse entre a variada assisténcia, o Prof. SCHWARTZ"
depois derecordar alguns conceitos e resultados fun-
damentais dateoria das distribuicfes, enveredou para
o campo dasaplicagdes e abordou o estudo das equa-
¢0es deconvolucdo detipo hiperbélico, considerando
depois, em especial, o caso daequacdo das ondas.

O Prof. SCHWARTZ proferiu também, num anfiteatro
da Faculdade de Ciéncias de Lisboa,uma conferéncia
sobre otema : «Aescola BOURBAKI ; suainfluéncia no

ADMISSAO

Exame de admissdo ao estagio do 8.° grupo no
Liceu Normal de D. Jodo 111l (Coimbra — Ano
de 1953).

4219 — Resolva o sistema

XyXX+y)=yz(y+z)=xz(@@+a—2a’
e discuta a solugéo.

R : Como o sistema
mos circularmente
se satisfaz  para

se nao modifica quando
as incognitas, segue-se queo
Xx=y=2z. Nestas condi¢cOes

permuta-
sistema
é x’'=a’,
e portanto X =y z=a e’ (k-0,1,8)\
4220 — Determine dois numeres inteiros cujo pro-
duto seja igual a metade do produto dos mesmos
nimeros aumentados cada um de trés unidades.
R : A equacdo qvetraduz oproblema ¢é 2ab= (a+
+ 3) (b+3), ouseja ab= 3(a-t-b-f-3); desta igual-
dade resulta que um dos nimeros a ou b é miltiplo
de 3; supondo a = 3m (comm inteiro) , a equagdo
6
vem 3bm =3(3m+ b+ 3), oub=3n .
m—1
Notando agora que b éinteiro, tem deser m—1  divi-
sor de 6:

m-1 =1,2,3 ou6

0o queda m= 2,3,4,7 conduzindo aos sistemas de
solugdes: a=6,b =9; a=9,b=6; a=12,b=5; e
a=21,b=-4. As duas primeiras ndo sao distintas por-
que a ordem dosnimeros €  permutavel.

A O
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pensamento mateméatico contemporaneo». Esta confe-
réncia dedicada porSCHWARTZ aosestudantes daquela
Faculdade que lhe tinham prestado sugestiva e cati-
vante homenagem a sua chegada ao Aeroporto, foi se-
guida porum vasto auditério que se informou, com
iniludivel agrado, da actividade verdadeiramente pro-
digiosa, desse mirifico personagem NICOLAS BOUBBAKI,
cujos antecedentes e vida real dardo que fazer aos his-
toriadores pelos séculos vindouros.

O Centro de Estudos Matematicos de Lisboa estéa
de parabéns pela preciosa colaboracdo quelhe foi
assim prestada pelo criador da teoria das distribui-
cdes e digno representante de M.NICOLAS BOURBAKI.

J. Sebastido e Silva

ESTAGIO

4221 — Sobre os lados deura quadrilatero convexo
A BCD consideram-os os pontos A', B, C e D'
que dividem interiormentecada um dos lados na razéo
Demonstre quesendo S a area de ABC D
a area de A'B' C D' é verdadeira a relagao

m:n.
e S
S m' + «2

W - (m+n)i

R : O enunciado  deduz-se directamente recorrendo  a
Geometria  Analitica, tomando um sistema deeixos com
origem A , de modo que as coordenadas dos quatro
virteces  do quadrilatero dado sédo A (0,0), B (x',0),

C(x"y") Dx»y ).
4222 —Sendo os arcos x e y dados pelo sistema

{sen a+ sen (a+ x)+ sen (a +y) =0

cosa+cos (a+x)+cos(a+y)=0

provar queas extremidades dostrés arcos a,a+x e

a +y, tendo a mesma origem, saovértices de um
triangulo equilatero.

R:  Notando que as equagdes do sistema dado se
podem  escrever
(1)

= —cos a
6btem-se
tg a



34

donde

x Hy = 2kiir (k int.").
Entrando com este valor na primeira  das equagBes (1),
vem  também:

X —Yy
+ 2sen a-cos 5 = —sen a
donde (para a =f=k it)
X —vy 2T .

cos—z—:—:+1 ou x - y=2k U+ ? (k'int.").
Do valor da soma e da diferenca entre Xx e y obtem-se

MATEMATICAS

PONTOS DE

MATEMATICAS

F. C.L.— MATEMATICAS GEKAIS — 2.° exame de fre-
quéncia — 1957.

PonJo n.° 1

4223 —Estabelega a equacdo da esfera que é tan-
gente ao plano x +y + 2 (s—1)= 10 e contém a cir-
cunferéncia

rx2-r-2/2 + 8ic-8j/ + 27 =0
lz =0

4224 — Defina intervalo de convergéncia de uma
série <S(x) = 2 «,x" e descreva um processo para a
sua determinacdo.

Mostre que <S(x)
vergéncia, qualquer que seja a sucessdo a,, .
esse ponto ?

Se <S(a) converge e S (—a) diverge, qual o inter-
valo de convergéncia? Razdo disso.

tem sempre algum ponto de con-
Qual é

(intervalo de con-
2+< (n2-1)

vergéncia e natureza de série no extremo superior
desse intervalo).

4225 — Defina funcdo continua
chado, e mostre

o) Y =f(X) é sempre limitado.

6) Se uma tal fungdo se anula sobre x, —a (a

ponto de acumulacdo de X), qual é o valor de /(a) ?

1

c¢) Considere f(x)= x" cos—

f(x) em X fe-

(x~tO) com n na-

EXAMES DE
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a solugdo

2TC

2TC
(K + k)*: — ey (k-k')ic+ —

cue satisfazem  a condicdo do  enunciado.
No caso de ser a-kgi, a segunda das equagbes (1)
daria
X —Yy
+ 2 +cos = -1
2
0 que conduzia ainda ao mesmo resultado.

SUPERIORES

FREQUENCIA E FINAIS

GERAIS

tural. Calcule M(0) . Com que valor /(O) fica /(x)
continua no ponto x = 07?

d) Determine /' (x) (x=£0)
indigue o menor valor de n
continua no ponto Xx «=0 .

e /") (n> 1) e
para o qual /' (x) é

BINET-CAUCHY,
com as

4226 —a) Usando o teorema de
relacione a caracteristica do produto P=AB
caracteristicas de A e B.

Se A é regular, que particularidade se verifica?
Justifique.

6) Determine k de modo que

r2 | -3-1
0 3 )
Lo 4 -1]

tenha um valor préprio nulo.
c) Valores e vectores préprios da matriz para esse
valor de k.

Ponto n." 2
4227 — Um plano é tangente a esfera
X*+y + s =6z—5
e o seu trago em X OY é a recta de equagdes
ffmmdx+1 i 3=0.

a) Dé a equacdo desse plano.
Variando o, cada posi¢do daquela recta é sempre
trago de um plano tangente :
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6) Determine o valor de a ao qual
um plano tangente paralelo a Oz

c) Dé as equagdes do lugar dos pontos da esfera
que sdo pontos de contacto dos diversos planos tan-
gentes correspondentes aos diferentes valores de a .

corresponde

4228 —Defina convergéncia uniforme de S (x) —
=-ZM,(X) no conjunto .Y e mostre que, sendo 2a,,

u, (x)

absolutamente convergente e < 1 para todo

o i de X,S (x) converge uniformementeem X .
6) Sendo u,,(x) continua em X (fechado), e desi-

gnando XQ um ponto de acumulacdo de X, qual o
limite de <S(x) ao tender x para Xn?
1.2 X - 1\
c) Estude a série i »(—06— 1 (intervalo
. 2-hn« V2

de convergéncia e natureza da série nos seus extre-
mos) .

4229 — Designe /(x) uma funcdo definida e cres-
cente em (a,6), continua em qualquer intervalo
(o + s,6—E) mas ndo continua em (a,o0). Mostre
que existem /(a + 0) e f(b—0), relacione esseB
valores com /(a) e /(&), respectivamente, e supondo
/(a 4-0)./(0 —0) < 0O mostre que é /(x')= 0 com
algum x' interior a (a,o0).

Se, mantendo as restantes condigdes, se consente
um numero finito de pontos de descontinuidade inte-
riores a (a,6), mostre que w(x) tem valores extre-
mos.

Calcule a (0) e /' (0) para
X2 ( 0)
XI\
4+en*
/(«) =0

4230 — a) Mostre, que sendo independentes as
n (< m) primeiras linhas da matriz A= |ofj(m x n)
sdo compativeis a « primeiras equacdes do sistema

a\x, + + *yy ~ b,

+a, x,= 6,

Indique um determinante principal e a condigdo de
possibilidade do sistema.

6) Usando os teoremas de CRAMER e KOUCHK, dis-
cuta e resolva o sistema

X — y-a4a+ 2tt-=—1
2x + 3j/-«+ u =3
x -2t/ —2— U =3
2x + 2 a4 au «e P

para diferentes valores de a e (3.
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I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — Exame de
cia — Curso Geral — 2-957.

Frequén-

Teoria

4231 — Teorema de
linear.

KRONECKER e dependéncia

4232—Produto externo e produto misto de vecto-
res —definicdo, propriedades e significado geomé-
trico.

Pratica

4233 —Se z,, z, e z% sdo complexos correspon-
dentes aos vértices (contados no sentido directo) dum
triangulo no plano de AROAND, de lados a, b, c e

angulos A, B, C, prove que
« — 1 ¢} .
= — (cos C+ isen (?)
z,—zj b
z—H_ i(cosA—isen A)
3 :

(«-* unidade imagindaria) e, em seguida, utilizando a
identidade

H—z+ (2- "D+ (8=*n—0

prove que
sen A sen B sen C
4234 — Mostre que 1 = 2 o» 125
1 mi [
1 w
1 a* .3

sendo <0 uma raiz complexa da unidade, de indice 5.
N&do se esquegca que o> € uma raiz primitiva e por
isso é
1+ w+ 62+ M+ W =0
4235 —Considere o sistema

X + 2y 4-az = 11
2x— Yy + 3z
Xx-i-7jl + 3a = 24

C

e determine os valores de a e c para que o sistema
seja:

1." indeterminado

2.° impossivel

3." determinado.

Resolva no primeiro caso.
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1. S. T.—MATEMATICAS GERAIS—Exame de Frequéncia
— Curso de Quimica — Fev. 1957.

4236 —Verifique que VZ nédo é um nimero raciona’
e escreva duas classes contiguas de nameros racionais
que definam yH .

4237 — Mostre que, sendo 10>°1>*Z """ i« i'"* «ma
sucessdo convergente, pode extrair dela uma infini-
dade de sucessdes, distintas a partir de certa ordem,
convergentes para o mesmo limite.

4238 — Mostre que a fungdo

e v

(2a+ 3) 2+ 92

é continua no ponto (0,0).

4239 — Determine se a funcdo e'(ten z—1) é pe-
riédica e calcule os valores de a que a tornam nula.

4240 — Mostre que o conjunto dos multiplos de 6
e o0 conjunto dos multiplos de 3 formam dois grupos
c que um deles é invariante do outro. Construa o res-
pectivo grupo factor e aplique o teorema da homo-
morfia.

4241 —Dada uma multiplicidade vectorial a 4
dimensdes, encontre uma base independente para a
submultiplicidade gerada pelos vectores (1,1, 2,-1),
(2, 1,-1,0), (8,5, 1,-2).

4242 —3Ti5 6 um médulo com respeito a um corpo
e tem 5 dimensdes. a,6,ce3JC0 s&do 3 vectores inde-
pendentes. Determine quantos vectores independentes

h& no conjunto %= | mi,m2,mj,nu,nu I, com:
mi= 7a + 36- 23c
m, =11 6 — 17c
m, = 57 c
m, = 19a + 13¢c
m,= a+ 936 +197 c-
I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1.° exame de
frequéncia ordindrio — 15-2-57.

«l0 12 3 4
4243 —a) Dada atabela de valores —i

ul21mi17n
dum polinémio do terceiro grau, determinar m e n
por forma que a soma das suas raizes seja igual a
unidade.
6) Aplicar a teoria dos determinantes ao estudo
do sistema
X=6—Yy—1z
uwl+z
«—1+ p
y = «

GAZETA DE MATEMATICA

R: a) O problema pode resolver-se, por exemplo, do
seguinte  modo: o polinémio po X*+ p, X°+ p, X+ pj
satisfaz as  condicoes

P3= 2
Po+ Pl + P2+ P3- 1
8po+ 4p)+ 2p,+ p,~m
27p, + 9pi + 3p, + p, = 17
64 po + 16p, + 4pz+ p, —n
-Ei-i
Po
e deste sistema obtem-se com muita facilidade a solucdo
Po- 1
pl- -1
- -1
P3= 2
m= 4
n =46
b) A matrix do sistema 0 1 1 1-
1 0 0 -1
0 0 -1 i
0 0 1 -1
guiar tomando  para  determinante principal
1 1 =1
0 0
0o -1 constroi-se Gnico determi-
nanle caracteristico A' = 0 1 1 6 1
1 0 0 1
0 0 -1 1
0 0 1 0 que,
sendo diferente de zero, justifica a impossibilidade do
sistema  (teorema de ROUCHE).

4244 —a) Provar que o resto da divisdo do poli-
némio f(x)por (x —a) é f (a) e apresentar a re-
gra que permite obter os coeficientes do polinémio
cociente. Quando estes e o resto sdo positivoB, que 6

a em relacdo aos zeros de /(x), f'(x), f"(x),
etc. ? Porqué ?
n
Achar o resto da divisdo de f (x)por JJ (x—x),

supondo conhecidos os restos da divisdo de / (u) por
(@s—oc) (i— 1, een).

6) Anunciar a condicdo necessaria e suficiente para
que dois polindmios / (x) e g (x) admitam
comuns. Definir sub-resultante de indice i.

Supondo que f (x) e g(x) admitem em comum
uma UGnica raiz, designando por Ri o sub-resultante

raizes
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de indice 1 e por B\ o determinante que se obtém
de Bi substituindo os elementos da Gltima linha pe-
los correspondentes na penultima linha do resultante
mostrar que, se for X araiz comum, M, X+ R\ —0
e inversamente.

4245 —a) Definir produto de matrizes e mostrar
que o produto de duas matrizes hermiticas A e B so
é matriz hermitica quando A e B s&dopermutaveis.

Enunciar o teorema de BINET-CAUCHY e provar que

para as matrizes U(mXn) e V(nxm) se tem
'V yJmm0) com m>en,

6) Definir valores préprios X, (r=1,++n) dama-
triz C= ;c*1 e mostrar que Sc”"=SX, ereX = |C]|.

Provar que as matriz C e T~ CT tem os mes-
mos valores préprios.

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1" exame de
frequéncia extraordinario — 3-4-57.

4246 —Resolver os seguintes problemas:
a) Achar a equacdo das raizes comuns dos dois
polinémios
a;3-2sc’ + x -2=0
X° —3x'ee4x +12=0.

6) Estudar o sistema

X+ y+z=0
Xx4- i/+z=0

pela teoria dos determinantes.

R : O resultante R dos dois polinémios  pode obter-se
adoptando a seguinte  disposicdo  de célculo
1 -2 1 - 2
1 -3 - 4 12
-1 -1 -5 14
1 -7 15 - 2
7 1 5 -14

GEOMETRIA

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final —
10-1955.

4249 —Dado um cone achar a natureza da secgéo
nele efectuada pelo segundo bissector. Determinarum
ponto da seccgdo.
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R . —1 -5 14 =0
—7 15 — 2
1 5 —14 ¢ © primeiro sub-resul-
farcie diferente de O € Rj 1 -5 = - 50.
-7 15
Como RJ -1 14 =100
-7 -2 a equacdo das raizes
comuns € —50x4-100=0 y =2 epoii a ratz comum
a0s dois polinémios.
b) O sistema €& homogéneo e portanto  admite a solu-
cdo  nula -0
-Q.  Se for indeterminado admitira
também  solugbes n&o nulas, isto é,se 1 X =0.
1 1
X 1
condicdo que é satisfeita comX=1 . Ograu de indeter-
minagdo  serd dois e o sistema € equivalente a equagdo

xby+z=1.

4247 —Como se justifica a determinagdo do m. d.
¢. de dois polinémios A e B pelo método das divi-
sbes sucessivas ?

Enuncie o teorema de EULER.

Considerando o polinémio /(z)= p, » 4 pi z"*' 4
4- eee + > de coeficientes reais, provar que o
limite excedente do moédulo dos zeros de /(z) é

P, 4- méax. P,
r = \p\

Mostrar que se o polindmio admite a raiz
04-bi também admite araiz a—bi e apresentar o
resto da divisdo de f (z) por z°—o.

4248 — Provar que o quadrado de um determi-
nante qualquer é determinante simétrico.

Considerando a substituicdo linear y, = a* x, (i =
= 1,%n;a=1,ese«) commddulo de transformacédo
1A I—\af | qual é a substitui¢cdo inversa? Se z,—
~ &fV®wi 1°°'”~ o médulo de transformacdo de
Zj = X, ?

Mostrar que os valores X que satisfazem a relagéo
y, = XXxj sdoos valores préoprios de |ofj.

DESCRITIVA

4250 — Dada uma superficie de revolucdo achar
o plano tangente paralelo a uma direcgdo, sendo
dado o meridiano onde existe o ponto de eontacto.

4251 — Mostrar que o centro dumanel é umsub-
-anel.
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4252 — Mostrar que o ideal direito gerado pelo
idempotente e =¢&" é de forma e 31.

4253 — Seja (1,2,---n) um conjunto de nUme-
ros inteiros e seja / umaaplicacdo deste conjunto
num conjunto E[f(i)eE]. Seja 0«6, permuta-
¢do do grupo simétrico e deftna-se a nova aplicagéo

por

»/(0 - /(o-- O-

Mostre que a correspondéncia /—*-of €& biunivoca’

F. C.li.— GEOMETRIA DESCRITIVA —2.° exame de fre-
quéncia — 2.* chamada — 28-5-57.

4254 — Dado osubespago de 115

ALGEBRA

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR —Exame final — (1.*
chamada) — 7-1955.

4258 - E dado um anel simples 21tal que SP= 21.
Mostre que a caracteristica doanel é de ordem prima
ou infinita. Anel simples é todo aquele quetem se-
mente como ideais bilaterais o ideal zero e oideal
unidade.

4259 — E dado um grupo ©; sabendo que Q con-
tido no centro é um invariante, mostre que sendo
©/# ciclico, entdo © é abeliano.

X" —1
4260 — Dado = X" + eee+ 1
X —1
que o polinémio que se obtém substituindo xpor
x + 1 é irredutivel em ™ [x] em que ™~ € o corpo
dos racionais.

mostre

4261 — Mostre que sendo A matriz diagonal,
qualquer poténcia de A O diagonal. Sendo A nor-
mal mostre que existe B também normal tal que
B° = A qualquer queseja K=0.

4262 —Sendo /(x) e g(x) dois polinémios e
tendo / grau maior doque g, mostre que se /(x) +
+ "'/(.") tem todas as raizes imaginarias « do mesmo
lado doeixo real, o polinémio

F)  =p-1(x) + g9
tem toda3 as raizes reais e distintas para quaisquer

valores reais de p e q.

GAZETA DE MATEMATICA
3X, +4x,+ x,+ x,= 1
x, +2x,=2
Xi X,—X, =3,

determine a sua parte imprépria quando da passa-
gem a P5. Determine pontos linearmente indepen-
dentes de L (em P,) queo gerem.

4255 — Seja L um subespagco de P,, e Qi i Qz
trés -pontos distintos e naocolineares. Mostre que o
plano definido pelos trés pontos esta contido em L .

4256 — Dado o hiperboldéide de revolugdo gerado
por umarecta enviezada com o eixo e umponto,ve-
rifigue se o ponto pertence ao hiperboléide. Dadoum
ponto anterior determine o plano tangente que passa
pelo ponto e tem o ponto de contacto sobre ura para-
lelo.

4257 — Dado um cone e umarecta determine os
pontos de intersec¢do de cone com a recta.

SUPERIOR

F. C.L.—ALGEBRA SUPERIOR — Exame de 2.* frequén-
cia — 1956.

4263 —Reduza a umpolinémio nasfung¢des simé-
tricas fundamentais,

(X, X, LX) —(XT- X)2 X, + (Xj- X)2 X, + (X,- X)* Xj

4264 — Prove o teorema fundamental relativo aos
polindmios simétricos.
Estabeleca a regra do peso e do grau.

4265 — Quantas raizes positivas, negativas e ima-
ginarias tem o polinémio,

I(x) = X*—x*+1.

Justifique : Até quantas varia¢gdes pode ter o trans-
formado de GRAEFFE de /(x)?
Calcular esse transformado.

4266 —a) Condicdo necessaria e suficiente relativa
a série de STURM deum polinémio / (x) degrau n para
que este tenha n raizes reais e distintas. Justifique:

6) Mostre que sendo os coeficientes iniciais da
sucessdo de STURM alternadamente positivos e nega-
tivos, a sucessdo ndo pode ser completa,

F. C.L.—ALGEBRA SUPERIOR-2.° exame de frequén-
cia 27-5-57.

4267 —a) Dé,justificando, a condigdo necesséaria
e suficiente, relativa aos valores préprios deuma
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transformacdo linear A, para que esta seja nilpo-
tente.
0) Sendo g o indice dessa transformacéo,

nha que é

supo-

d(Fo)=I
d(Fir) = d(F")+t
Mostre que estas condigdes
para o indice q.
c¢) Indique a base do espago em que a matriz de
A assume a forma de JORDAN e construa esta matriz.

espaco nulo de A)

(j~1,2,...
implicam

L~
certo valor

4268 — a) Relacione os valores préprios e os vec-
tores proprios de duas transformacdes lineares em
S(,,> inversas uma da outra.

6) Relacione também os multiplicidades algébrica
e geométrica dos valores préprios.

c¢) Relacione os polinémios minimo e caracteristico.

4269 —a) Mostre que o subespaco F gerado

pelos vectores préprios de uma 11. A em £,, €é
invariante para A .
b) Se A é hermitica, prove que também é

invariante para A. Que concluir pode extrair?

4270 —a) Seja A uma 1.1. com uma base orto-
gonal de vectores préoprios e que admite valores todos
da forma & "s. Verifique que A é unitaria.

6) Renunciando a ortonormalidade da base de vec-
tores préprios, A permanece no entanto semelhante
a uma matriz unitéaria. Justifique.

4271 — Reduza a um polinémio nas funcbes simé-
tricas fundamentais a funcédo
(x, - x.)" Xl + (x, + x,)" Xl + (x, + ®,)" x;

F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — 1*
chamada —i 9-2-57.

frequéncia — 1*

4272 —Dado um anel simples &=e, &+ e +¢,0
em que os e, sdo idempotentes ortogonais primitivos
provar que <5 é um anel simples de NOETHER.

GEOMETRIA

F. C. L.— GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame final —
6-1955.

4280 — Defina as geracfes pontual e tangencial
projectiva das cénicas, e enuncie os teoremas de
DESARGUEB e STORM, e os respectivos casos limite.

4281 — Defina homologia plana e enuncie o teo-
rema que permite definir a sua caracteristica, e o
respectivo corolario ; defina homologia especial e
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4273 — Supondo que 51 é soma directa de ideais
bilaterais simples 31= Sli+ eee+ 31l,,, se for 33 um
ideal bilateral de 31, provar que ¢é

SI = S3+ Sli,+ eee+ Sli,

4274—Dado um moédulo 9J1—n, provar que a tota-
lidade dos endomorfismos-n que aplicam 9t num
submédulo 91—Q constitui um anel.

Provar que este conjunto constitui um ideal es-
querdo em relagdo a totalidade dos endomorfismos-il
de 2Jt.

4275 — Provar que num grupo finito sdo véalidas

as duas condicfes de cadeia.

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR — 1*
chamada — 15-3-54.

frequéncia — 2.

4276 — 0 comutador £ dum grupo © é o grupo
gerado pelos elementos da forma ab a~' b~*.

Se © for o produto directo dos invariantes
©!,s0¢,0,,

© - ©iX ©2 X --X ©,,

mostre que € = SiX €jX eeeX €,
comutador de ©,.

em que €, é o

4277 — Seja 31 um dominio de integridade (comu-
tativo) e 33 o seu anel de cocientes. Prove que 33
tem unidade e que as caracteristicas dos dois anéis
sdo iguais.

4278 — Seja 31 um anel e 33 um seu ideal bila-
teral. Mostre que o radical de 33 ¢ 9tnS3, sendo 51
o radical de 31.

4279 — Se © for um anel em que todo o ideal
direito é gerado por um idempotente e em 0 forva-
lida a condicdo ascendente de cadeia provar que S
é semisimples.

PROJECTIVA

homologia harménica, enuncie as propriedades que
respeitam as rectas limites de uma homologia, e
defina as homologias particulares que conhece.

4282 — Defina quéadricas regradas,” enumere-as;
enuncie os teoremas que respeitam as qudadricas
duplamente regradas e os que se referem as geragdes
de tais quéadricas mediante formas projectivas de pri-
meira espécie.
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4283 — Considere a circunferéncia inscrita num

A f B
[A B CD], , edefinauma homo-
D c
logia de centro no ponto S, que converta essa cir-
cunferéncia numa pardbola de direcgdo assintotica
AD, passando pelo ponto S. Diametro conjugado
com a direccdo de AC. Eixo e vértice da parébola.

quadrado

4284 — Defina uma hipérbole circunscrita a um
trapézio isosceles dado [A B C D]. Assintotas e eixo
da hipérbole, e um par de diametros conjugados.

F. C.L.— GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame de 1* fre-
gquéncia— 1* chamada — 8-2-57.

4285 —Defina projectividadeentre duas formas de
1* espécie. Defina semelhanca e igualdade. Escreva
a equacdo duma projectividade. Supondo esta em
coordenadas abeissan escreva as coordenadas dos
pontos unidos.

4286 — Defina involugédo circular. Considere um
feixe em involugdo circular. Pelo centro S do feixe
faca passar uma circunferéncia e construa, justifi-
cando, o seu eixo de projectividadee o seu polo.

4287 — Defina elementos conjugados e elementos
polares em relagdo a uma coénica. Diga como se pode

ANALISE

F. C. L.— CALCULO INFINITESIMAL — 1*
— 1* chamada — il-1-56.

Frequéncia

4290 — Considere a quadrica de equagédo
2x2-2x3 + 3yt +2z27—9 = 0.

a) Determine o seu centro e direc¢des principais.

b) Classifique a quadratica.

c¢) Seja E o0 sub-conjunto de M3 formado pelos
vértices da superficie.

Como sédo constituidos o derivado, o interior, o ex-
terior e a fronteira do conjunto E?

d) Escreva uma equacdo cano6nica da quadrica.

4291 - Seja
x=lix'+ hy"+ h + »o
y = X'+ my + m,z +y,

z=nix" 4«2y 432 +"0

uma transformagdo de coordenadas.

GAZETA D E MATEMATICA

aproveitar uma co6nica para definir uma involucgdo
sobre as formas de primeira espécie do seu plano.

4288 — Num eixo orientado r de origem O esta-
beleceu-se uma correspondéncia entre as pontuais p
e p' tal que a distancia PP* iguale constantemente
o triplo de OP.

a) Escreva a equacdo dessa correspondéncia; clas-
sifique-a, justificando.

6) Determine os pontos de tuga, norma e pontos
unidos.

c¢) Considere a pontual p projectada a partir de
iS e a pontual p' a partir de S', estando S e &'
equidistantes de r (distdncia 6 cm). Classifique a
correspondéncia entre os dois feixes obtidos. Trace um
par de raios homélogos paralelos e um par de raios
homélogos cruzando-se a distancia de 3cm de r.

4289 — Ao ponto M de r faz-se corresponder o
ponto Ai'* de r tal que a soma dos inversos das suas
distancias a um ponto fixo A éigual a 2. Equagéo
da correspondéncia e sua classificagdo. Pontos unidos
(determinacdo gréafica e analitica). Procure o lugar
dos pontos que projectam ortogonalmente os pontos
unidos. Considere < um desses pontos mais afasta-
dos de r. Projecte a partir de <S, as duas pontuais
e determine um par de raios homé6logos com a incli-

nacdo mutua de — .

INFINITESIMAL

a) Qual a condicdo para que a transformacdo seja
ortogonal, isto é, para que tanto as coordenadas
X,y ,z como Xx',y', z' digam respeito a triedros

tri-rectangulos ?

b) Se f(x,y,z) for uma funcdo com derivadas
de segunda ordem e se operarmos a transformagéo
indicada mostre que

8*/ df ffif o'/ d*f a*f
a& dit* d** dx* dy* dz<i
se a transformacgdo for ortogonal.

c¢) No caso particular em que / é polinémio do se-
gundo grau em X,y ,z mostre que a igualdade ante-
rior nos conduz a um dos invariantes conhecidos da
teoria das quéadricas.

F. G. L. — CALCULO INFINITESIMAL — 1*
- 2* chamada — 18-1-56.

Frequéncia

4292 — Defina conjunto complementar de um con-
junto, indique a classificacdo dos pontos de um con-
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junto que resulta das relacdes deste com o seu com-
plementar. Defina fronteirade um conjunto e enuncie
os teoremas que respeitam a tal conceito.

4293 — Vectores colineares e coplanares : defini-
¢Oes, posicdo relativa e condigdes necessarias e sufi-
cientes para que tais casos se verifiquem.

4294 — Fungdes de variacdo limitada : definicdo e
propriedades.

Considere em particular o caso das funcdes conti-
nuas de variacdo limitada.

4295 — Dada a quédrica de equacéo

3x2_ 8y -r3ir- 5z +5=0

a) determine o seu centro e planos principais;

0) classifique a quadrica;

c) Seja E o sub-conjunto de R, (espaco ordinéa-
rio) assim constituido : P pertence a E se es6se o
ponto P pertence a um didmetro principal. Dar as
coordenadas de 3 pontos de E , ndo colineares ein-
dicar como sdo constituidos o derivado, o interior, o
exterior e a fronteirade E .

d) Escreva uma equacdo candnica da superficie.

4296 —Seja i>=/(u) wuma funcdo derivavel qual-
quer da variavel

u=1Ix +my +nz — et

com |, m,n e c constantes.

a) Mostre que <P verifica a igualdade

02<& 02<i> d® _ 1 d*®
X* 0 Tt7 ~~d* - ~co~ ~O#
desde que I, m e n representem o0s cosenos direc-

tores de uma direccdo.
6) Que valor deve ter a varidvel t (considerada
como parametro) para que o plano

Ix +my +nz—ct—0
figue tangente a quddrica

2Xx - 3xy —2z = 47

1. S. T. — CXLCULO INFINITESIMAL — Exame de Fre-
quéncia —11-2-57.

4297 —Seja V(xy,2) homogénea
de grau n e harmoénica, e r o vector da distancia
X +yJ+tz K

uma funcdo

Determine as condi¢des para que o
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vector rf\(rA gradV")

a) seja um gradiente
6) seja um rotacional
c) seja harménico.

4298 — Considere a familia de parédbolas
y = 3a x' —a e determine a sua envolvente;
determine a envolvida correspondente ao ponto

(x = —, y=—2\ da envolvente e o raio de cur-
\% 9 /

vatura da envolvente e da envolvida nesse ponto
a — parametro da familia.

4299 — Considere duas fungfes f(x,y) e a(xy)
continuas e derivadveis num dominio e anulando-se
num ponto (a, b) desse dominio. Deduza por aplica-
¢do da formula de TAYLOS, as condigdes para que

I (< 1y)
Lim seja bem determinado.

irs 9 («)y)

4300 —Demonstre que as projec¢cdes duma curva
torsa sobre os seus planos rectificantee normal toma-
dos num ponto, apresentam nesse ponto, respectiva-
mente, uma inflexdo e uma reversdo.

F. C. L. — CILCULO INFINITESIMAL — 2.* Frequéncia —
2." Chamada — 7-5-57.

4301 —Defina comprimento de um arco de linha
rectificavel, indique uma condicdo necessaria e sufi-
ciente para que uma linha plana seja rectificavel e
enuncie as propriedades que respeitam as linhas pla-
nas rectificaveis.

4302 —Defina envolvente de uma familia de super-
ficies, caracteristicas e aresta de reversdo ; enuncie as
propriedades da envolvente e aplique os conceitos defi-
nidos a determinagcdo da equacdo geral das superfi-
cies cilindricas.

4303 — Defina contacto de ordem n entre uma
linha e uma superficie, escreva as condi¢des analiti-
cas para tal contacto, interprete geométricamente as
condicbes de contacto da 1." ordem; defina conceito
de osculacédo; indique, justificando a ordem de con-
tacto do plano osculador num ponto duma linha torsa
e defina plano osculador estacionario.

4304 —Determine e caracterize 0s pontos singu-
lares da curva plana de equagédo

2x°+ 6XYy —3x*+ 312 = 0.
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4305 — Determine uma equacdo cartesiana da su-
perficie que é o lugar geométrico das perpendiculares
a superficie de equacéo

ay =x (b—7)
conduzidas pelos pontos da geratriz de equagdes
z=c¢, X[/ —c —ay=*=0

sendo a.,b e c constantes.
. S. T. — CALCULO INFINITESIMAL — 1.° exame de fre-

quéncia - 27-6-56.

[(»*)
9 ()

xI+yJ+zK.

4306—Calcule A sendo r o vector da dis-

E dada em coordenadas
r

polares a fungdo V = ;. Quais as

1 +-cos .

tancia
linhas
equipotenciais correspondentes a V? Calcule grad V

4307 —Determinar x,y,z tais que x+y + z=-N

e que tornem x"y z maximo. (N, a b, c nUmeros
dados).

BOLETIM
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O conceito de superficie equipotencial e de gradi-
ente poderd ajudar a classificar o ponto de estaciona-
ridade? Aplique.

4308 — Se uma curva plana é dada em coordena-

das polares r = /(8) e se U= —, mostre que a

r

A%

\
curvatura da curva e dada por (- V)| sen’ <

dd*

sendo ij/ o angulo entre o raio vector e a tangente.

4309 — Quando é que uma linha assintética duma
superficie pode ser também uma geodésica"? Inter-
prete neste caso o teorema de MEUSNIEB.

4310 — Sabendo que as linhas de curvatura duma
superficie podem ser definidas como sendo as curvas
em que as normais a superficie admitem envolvente,
quando é que uma linha de curvatura poderéa ser geo-
désica? Poderd justificar a definicdo de linhas de
curvatura, dada anteriormente ?
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Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas oui revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de Urros
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117 —J. BASS — Curso de Matematica — Masson
et C'% Editeurs-916 pags. 8.500 frs.-Paris, 1956.

Este livro contém, com alguns complementos, a ma-
téria dos cursos que o Autor professa na Escola
Nacional Superior de Aeronautica e na Escola Nacio-
nal Superior de Minas de Paris.

Destina-se assim aos alunos das grandes escolas de
engenharia mas prestara também optimos servicos
aos candidatos a licenciatura em ciéncias fisicas.
O leitor deverd ja possuir determinados conhecimen-
tos elementares de analise e geometria analitica e
poderd aumentar notavelmente a sua cultura mate-
matica com o objectivo de obter uma boa especiali-
zagdo técnica.

A obra ndo é um tratado de matematicas aplicadas;
ndo se utiliza a linguagem das aplicacdes e o leitor
ndo tem necessidade de possuir previamente determi-
nados conhecimentos técnicos. Pelo contrario é atra-
vés das aquisigdes no campo matematico que podera
em seguida abordar a mecanica, a hidrodinamica, a
resisténcia de materiais, a fisica geral, a electrici-
dade, etc.

O autor nunca perde a oportunidade de mostrar,
sob forma de exemplos, como se aplicam as matema-
ticas. Mas estes exemplos que sdo particularmente
orientados para a mecanica racional ndo constituem
passagens essenciais na estruturacdo do curso e podem
ser deixados de lado num primeiro estudo.

Se bem que o livro ndo seja escrito para futuros
matematicos, estd apresentado sob forma precisa e o
Autor nunca deixou de manter relativo rigor ao longo
de toda a obra. Entretanto, para redigir em cerca de
900 paginas os elementos que constituem a cultura
matematica de base dum engenheiro tornou-se neces-
sario entrar em certos compromissos. Se se ndo hesitou
em utilizar as teorias modernas quando estas pode-
riam simplificar a exposi¢cdo, roduziu-se no entanto
sensivelmente as passagens puramente abstractas que,
sem inconvenientes de maior, sdo apresentados sob
forma intuitiva.

Para que as teorias expostas se tornem provei-
tosas o Autor faz a respectiva aplicagdo sob a forma
de exercicios. Muitos exemplos sdo assim apresenta-
dos no texto e por meio deles se indica como efectuar
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um céalculo numérico, como utilizar anogdo de con-
vergéncia uniforme, o teorema dosresiduos, o céalculo
simbolico, como integrar sistemas de equagfes dife-
renciais, obter solugbes das equagdes as derivadas
parciais de segunda ordem, etc. Este livro, destinado
assim a futuros engenheiros, é apresentado ao publico
em prefacio por DARMOIS; s&ao deste professor as
seguintes palavras : L'ouvrage de M.BASS vise ala
fois & donner effectivement les connaissances néces-

saires, a permettre les sondages enprofondeur, et a
permettre la lecture d'ouvrages modernes, qui font
progresser en direction dessynthéses donc j'ai parlé.

Je pense que l'utilisateur de cet ouvrage éprou-
vera unsentiment de sécurité par 1'ampleur des ma-
tieres auxquelles il peut avoir acceés, unsentiment de
plaisir enrésolvant les problémes posés...

Je souhaite que le livre de M.BASS, qui est I'excellent
aboutissement d'unlong et nécessaire effort, donne
ces sentiments a ceux qui l'étudieront. . .»

Os diversos capitulos da obra sédo:

| —Algebra linear, (101pags.) —Espagos vecto-
riais, Matrizes, Espaco herrnitico, Algebra tensorial,
Aplicacdes, Bibliografia, ExercicioB.

Il — Integrais simples, (124péags.) — Conjuntose
funcdes, Integrais definidos, Calculo dos integrais
simples, Célculo numérico dos integrais definidos,
Séries numéricas e integrais generalisados, Biblio-
grafia, Exercicios.

Il — Fungdes definidas por séries ou integrais,
(118 pags.)—Séries de funcdes, Fun¢des definidas por
integrais, Séries de FOURIER, Fung¢des ortogonais, In-
tegrais de FOURIER, Bibliografia, Exercicios.

IV —Curvas, Integrais curvilineos, Aplicacdes,
(54 péags.) —Teoria dascurvas, Integrais curvilineos,
Planimetros e integradores, Bibliografia, Exercicios.

V — Superficies, Integrais multiplos, Aplicagdes,
(168 pags.) — Integrais duplos, Teoria das superfi-
cies, Integrais multiplos, Integrais de superficies,
Formulas de anéalise vectorial, Integrais multiplos
generalisados, Funcdes eulerianas, Calculo simbélico,
Bibliografia, Exercicios.

VI — Funcgdes analiticas, (110 péags.)—Derivada
duma funcdo de varidvel complexa, No¢des sobre a
representacdo conforme, Funcdes elementares, Inte-
gracdo defunc¢des analiticas, Séries de funcdes anali-
ticas, Teorema dosresiduos, Aplica¢cdes, Bibliografia,
Exercicios.

VIl — Equacdes e sistemas diferenciais, (76 péags.)
— Generalidades, Sistemas lineares, Equac¢des linea-
res de segunda ordem, Fun¢fes de BESSEL, Métodos
numéricos, Bibliografia, Exercicios.

VIII —Equacdes asderivadas parciais, Potenciais,
(92 pédgs.) —Equacdes lineares de primeira ordem,
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Equacdes néo lineares de primeira ordem, Equacdes
lineares de segunda ordem, Estudo de alguns exem-
plos, Potenciais newtonianos, Bibliografia, Exercicios.
Anexo A — Célculo das variagdes (26 pags.com
exercicios).
Anexo B —Nog¢des sobre &dbacos (12 pégs.).
Formuldrio —indice dos matematicos citados —
Bibliografia geral —indice alfabético, (35 pags.).

118 — R. RISSER e C. E. TRAYNARD — Les Principes
de la Statistique Mathématique — (Livre | : Séries
Statistiques). — 2.* ed. rev. e aumentada. — XV I+e

196 péags., 3500 fr.- Gauthier-Villars, Paris, 1957.

Trata-se deuma obra integrada no Tratado de Cal-
culo das Probabilidades de E.BOREL e cuja reedigéo
revista é de assinalar perante a parca bibliografia
francesa sobre a matéria. Vem assinada por autores
de certa estatura mas, infelizmente, acha-se redigida
segundo uma orientacdo que, naopinido docritico, a
tornam de utilidade duvidosa para qualquer dos dife-
rentes tipos de clientela que se possam considerar.
Para os recém-iniciados, pelo menos, nao é certa-
mente aconselhdvel, com a suairregular exposicéo
da metodologia, a falta de exemplos nalguns pontos
cruciais que pedem melhor esclarecimento, a auséncia
quase completa de figuras e graficos queauxiliem a
intuicdo, o tosco indiciamento remissivo, a notagéo
pouco feliz e discordante dos usos estabelecidos, a
inexisténcia de exercicios. A prépria linguagem é por
vezes imprecisa; talquando se aponta

y = — e S

J 1\2*
como a «distribuicdo tedrica de V objectos simeétri-
camente em torno duma média tomada para origem»
(pag. 20).

Este primeiro volume da obra consagra-se aoes-
tudo dasdistribui¢cdes, aos problemas de amostragem
e as aplicacdes assondagens e ao controle da quali-
dade das manufacturas. Para um segundo volume
anuncia-se distribui¢cées a duas variadveis, correlacéo
regressao e séries cronolégicas.

Dois aspectos que surpreenderam o critico foram
o rateio do pouco espago disponivel pelos varios
assuntos e a arrumacgédo destes nosvarios capitulos.
Assim, por exemplo, dedicam-se 20péginas aos sis-
temas de curvas de PEARSON, CHARLIES e ROMANOVSKY,
em contraste com umas 12péginas ao todo consagra-
das asdistribuicdes oriundas da normal e respectivas
aplicagdes ; e situa-se uma discussdo dos quadros
rectangulares (contingency tables) ao lado de porme-
nores sobre levantamentos poramostragem. A distri-
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buicdo de STUDENT mal se vislumbra num obscuro
paragrafo, ao passo que se reserva um capitulo
inteiro ao menos interessante problema da destringa
de duas distribui¢des sobrepostas.

Todavia, a deficiéncia realmente importante quese
encontra no livro é a falta de generalidade com que
sdo enunciados e resolvidos os problemas. A despeito
de, como os autores afirmam, pretenderem «sistema-
tizar as doutrinas da Estatistica Matematica», nunca
chegam a exp6r metodicamente os fundamentos de
dois dosprincipais capitulos dessa ciéncia — ensaios
de hipoteses e estima de parametros - nao aflorando
sequer o terceiro —delineamento de experiéncias. Os
ensaios de hip6teses, porexemplo, aparecem dissemi-
nados ao longo Jo livro da forma menos sistematica
possivel, escorados em vagas referéncias ao «nivel de
probabilidade» e a «verosimilhanga» da «hipdtese
nula».

Mas ha& ainda lugar para fazer varios outros repa-
ros importantes, entre os quais avultam os seguintes.

O capitulo 11 ,intitulado «médias e momentos»,
enferma de um fraco realce perante o leitor incauto
da distingdo que é necesséario fazer entre os conceitos
de distribuicdo de probabilidades e distribuicdo de
frequéncias : veja-se o0 8 9 a respeito dafungédo carac-
teristica logo a seguir a dois paréagrafos acerca de
momentos das distribuicdes de frequéncias e correc-
cdes de SHEPPARD.

No capitulo |11 faz-se a discussdo classica do sis-
tema de curvas de PEARSON, com longo e tedioso por-
menor; mas naose enuncia com generalidade o pro-
blema do ajustamento de curvas, nem se referem os
objectivos desse ajustamento, nem tampouco se expli-
cita claramente o método dos momentos, embora
o mesmo seja aplicado as curvas de PEAESON e a
outras (*).

Mais adiante, ao considerar o «test ofgoodnessof
fit» de K.PEARSON, os autores néo frizam que s6 apro-

2 (iij —n p)

il pi
bém né&o explicitam as aplicacdes doresultado, oque
este critico considera umaomissdo inexplicadvel. De
resto, todo otratamento da versatil distribuicdo dox*
fornece outro exemplo da masistematizagcdo de que
padece a obra: veja-se o queacontece napag.124,

aleidoy’.Tam-

(") V.«The calculation of marriage and maternity rates ; their
graduation by frequency curvesi) in Boletim do Instituto dos
Actuaries Portugueses, N.° 7, e «Onthe graduation of discrete
frequency distributions», ibid, N.° 8. No primeiro destes artigos
demos um processo simplificando e extremamente potente de
ajustamento tanto de curvas de PEARSON como doutras mais
gerais pelo método dos momentos. No segundo expomos um
método anéalogo de ajustamento duma classe muito geral de dis-
tribuicdes discretas, das quais se consideram neste livro trés
casos particulares (binomial, POISSON e PASCAL).
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em que se aproveita a aditividade do </} sem prévia
justificacdo.

E também lamentdvel quena exposi¢cdo doproble-
ma da comparacdo das médias de dois universos nor-
mais com diferentes variadncias se tenha omitido a
solucdo exacta de WELCH-ASPIN (°), quando afinal se
gastam quase duas paginas a descrever umasolucéo
aproximada e ja ultrapassada.

Resumindo, para né&o alongar mais: estamos em
presenca duma obra demasiado afastada das concep-
¢Oes estatisticas modernas, a despeito da sua recente
data de publicagcdo. Os autores justificam o seu pen-
dor decididamente teérico dirigindo-a aos leitores
«providos néao s6 duma larga cultura matemaética
como também de conhecimentos precisos na matéria
de Célculo das Probabilidades». Noentanto, duvida-
mos que alguém, mesmo com generosa dose de tais
conhecimentos, possa através deste livro aprender
qualquer coisa de Estatistica —essa ciéncia esquiva
cujos estudantes tanta dificuldadetém em descobrir
textos de qualidade no meio da avalanche queo mer-
cado lhes vem oferecendo.

M. A. Fernandes Costa

(") V. Gazeta, de Matemética, N.° 63-64.

Corrigenda ao artigo

Introdugéo os Algebras de Boole
1 — Por lapso naose incluiu a figura que segue”
citada napéagina 3,coluna 1,linha 7 a contar do
fim.

2 — 0 nome do autor é J. C. VINHA NOVAIB.

3 — Na bibliografia deve ler-se: ...parte de umtra-
balho do Dr. JOSE MORGADO de que se acaba de
publicar o 1." fasciculo.
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