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Sequéncias

por Leonidas

Para que a demonstracdo do teorema de
existéncia e unicidade das solucfes de siste-
mas de equacOes diferenciais possa ser feita
de modo analogo ao que se emprega no caso
simples (uma equacdo apenas) torna-se muito
conveniente o emprego de matrizes. Depois
das definicbes habituais de traco, produto
escalar de matrizes, mddulo de matrizes
(incluindo as desigualdades de SCHWARZ, do
tridngulo, bem como a propriedade de que o
moédulo da integral é menor ou igual ao pro-
duto m en pela integral do médulo—em que
m e n indicam o nimero de linhas e colunas
da matriz, respectivamente) inicia-se o estudo
das séries cujos elementos sdo matrizes. Sen-
timos a falta de uma exposi¢do didatica desse
assunto e foi isso que procuramos fazer no
presente artigo.

Sequéncias de matrizes.

Uma aplicacdo dos naturais no conjunto
de matrizes serd definida como sequéncia (ou
sucessdo) de matrizes. Se a cada natural se
faz corresponder sempre a mesma matriz M
a sequéncia se diz constante.

Se a norma de A, tende a zero com p
suficientemente grande, p sendo um elemento
do conjunto dos nUimeros naturais, a sequén-
cia é uma sequéncia nulo (infinitésimo). For-

e séries de

matrizes

B. Hegenberg

malmente a sequéncia \A\ é uma sequéncia
nulo se existe, para todo s positivo e arbi-
trario, um indice po tal que

la,l<esep> p,

TEOKEMA 1 A sequéncia \A\ é uma se-
quéncia nulo se e somente se cada uma das
m en sequéncias |(ai)pj for sequéncia nulo.

Prova: Se a sequéncia \A\ é uma sequén-
cia nulo entdo para todo s existe po tal que

MM U<»

se p maior que po. Mas o mdédulo de qual-
quer elemento da matriz A, 6 menor ou
igual a0 moédulo da matriz, de modo que

[(«§,1 <o
se p > po o que indica ser a sequéncia dos
elementos (aj) uma sequéncia nulo.

Reciprocamente, se a sequéncia dos ele-
mentos é uma sequéncia nulo, é possivel fazer

contanto que p seja suficientemente grande.
E como a norma da matriz A, é menor ou

igual & soma dos mddulos dos elementos
dessa matriz,
M, [I<S|(a}).[<m-n-L-~,
men

0 que completa a prova.



TEOREMA 2. A dnica sequéncia nulo que é
uma sequéncia constante é a sequéncia cons-
tante zero.

Prova: Se por absurdo A=/=0 entdo pelo
menos um dos elementos de A seria dife-
rente de zero. Se a 6 o mddulo desse ele-
mento diferente de zero, ||A | sendo maior
ou igual que o mddulo de qualquer dos seus
elementos, ||A ||~ a, de modo que a norma
de A néo poderia ser feita menor que a o
que vai de encontro & hipotese de ser \A\
sequéncia nulo.

N&o é diferente a prova de que a soma de
sequéncia nulo seja sequéncia nulo da prova
ja feita para o caso de sequéncias numeéricas.
Igual também é a prova de que é sequéncia
nulo o produto de sequéncia nulo por uma
constante. Define-se soma de sequéncias e
produto de sequéncias por uma constante do
mesmo modo como no caso de sequéncias
numeéricas.

DEFINICAO. Uma sequéncia 1-d*j converge
com limite M se a sequéncia \A, — M\ for
uma sequéncia nulo.

TEOREMA 3. A sequéncia \A\ converge
se e somente se cada uma das sequéncias
(app converge.

Prova : Se a sequéacia de matrizes con-
verge para a matriz M entéo

[|N,-Jf|j<t

desde que p seja suficientemente grande.
Mas os elementos da matriz A, —M séo de
moédulo menor ou igual ao da matriz de
modo que

\ - ml< e
0 que indica ser convergente, com limite m\
a sequéncia [(aj),j -

Reciprocamente, se cada sequéncia con-
verge para um limite m\ entdo, para todo p
maior que pa, se podera fazer

[(«J),-.«j|<_!

mn
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com qualquer par de indices i e j. Uma
vez que

M,-Af||[<SS|(al),-mj|<.
segue-se que a sequéncia \A\ converge.

TEOREMA 4. O limite, quando existe, &
anico.
Prova : A existéncia de dois limites M e

M implicaria em ser a sequéncia \M — M\
uma sequéncia nulo; sendo sequéncia cons-
tante, segue-se que 6 a sequéncia zero, i.0,
que M= M.

TEOREMA 5. (CAUCHY) A sequéncia \A\
converge com limite M se e sdmente se para
cada e positivo e arbitrdrio se puder obter
um p tal que p > p, e g natural qualquer
obriguem ||A, —A.\ < s.

Prova: Se \AJ[ converge entdo existe
Po tal que para todo p maior que po se

tenha :
[14,-E]|<./2.
Como

<ph —A— A,
resulta, pela desigualdade do tridngulo :

—L + L - A

I A+-A, H< s/2, /2=*

Reciprocamente, se ||A. —A, \ pode
tornar-se menor que um s desde que se faca
p suficientemente grande, entdo cada um dos
nameros

H< HA,L I+ 1nL-A

[K+, ), -KHI
pode ser feito arbitrariamente pequeno com
p suficientemente grande. Isso obriga a con-
vergéncia das sequéncias de numeros reais
\[P — 112 jees;r variando de 1 a m
e s de 1an). A convergéncia dessas se-
quéncias implica na convergéncia da sequén-
cia \A\ (pelo teorema 3).

Séries de mafrizes.

DEFINICAO : Série de termos A, A%, see
é a sequéncia \Si\ onde Si= A, + see+ A4,
A série 6 designada pelo simbolo :
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Ai + A + S.

O limite S da sequancia \8t\ ¢é chamado
soma da série de termos A\ , A,  eee,

TEOREMA 1. A série 2 Ai converge se e
somente se cada uma das séries 2 (atV for
convergente, r«» 1ee «m; «= 1,e0e»;» = 1,2 - ee,

Prova: E consequéncia direta da definigio
e do fato de convergir uma sequéncia de
matrizes quando cada sequéncia formada com
os elementos de uma determinada posicdo
converge. A soma < da série 0 matriz cujo
elemento linha r e coluna * vem a ser a
soma da série 2(<z;)".

Como consequéncia, também aqui se tem
o critério de convergéncia :

CRITERIO : Uma série de matrizes converge
se e somente se dado e positivo e arbitrario
for possivel obter um indice p de modo que
para qualquer natural g se tenha

WA, + A.-r eee + A, \<e

Em particular, se q—zero, resulta como
corolario : que o termo geral de uma série
de matrizes deve tender a zero em moédulo
nas séries convergentes.

DEFINIRAO : Uma série de matrizes mx n
de termos AMNA- converge absoluta-
mente se cada uma das m en séries 2 («o)* >
t'=1,2,+++ é absolutamente convergente.

TEOREMA 2. A série A + A, + s+ coOn-
verge se converge a série [|AN||-FV\A|| + eoe.
Prova : basta lembrar que

WA,  + eee+ A+PIKII V.| + oo+ || 4M, 1]

TEOREMA 3. Se converge a série 2 || Ai\\
entdo cada uma das séries 2(a;))"
(i= 1, 2, +=¢) 6 absolutamente convergente.

men

Prova : E suficiente considerar que

I'M KJIM. I

r=1, 1,e00n;i= 1,2, %05,
Segue-se que convergindo a série 2||™4i]|

entdo a série 2 A, converge absolutamente.

(X1] m; «K =

TEOKEMA 4. A soma de uma série absolu-
tamente convergente ndo depende da ordem
em que sdo tomados os termos da série.

Prova: Seja a, = |[|A,,\; por hipdtese
2 a, é convergente. O teorema anterior afir-
ma a convergéncia da série dada 2 A, seja
S a soma da série. Efetue-se uma permu-
tacdo qualquer dos termos dispondo-os em
uma nova ordem que da a série 2 A'.. Con-
side se a reduzida que contenha todos os ter-
mos da reduzida de ordem n da série dada ;
aparecerdo, em geral, mais alguns termos
de indices n+ a. ,n +$eee Isto é, sendo

* == At + A H h A,

construiu-se s', tal que todos os termos de
s, al aparecessem :

»="H h A =-Ai- ‘A, + A+ M,,+X.
Fazendo a diferenca :
I*m—*ml—I'n+* H  I'A+X]I
<<> 4y + — +

que se pode tornar menor que qualquer
nimero pela convergéncia de 2«,,. O fato
de ser a sequéncia \s,— *,j uma sequéncia
nulo mostra que \s'\ e js,| tem o mesmo
limite quando n cresce; ou seja, as séries
2 A, e 1A, tem mesma soma.

Séries de funcdes.

Seja dado um conjunto C de matrizes.
Se a cada X de C se fizer corresponder
uma outra matriz A(X) com n=1I1,2.-7,
entdo o par de sequéncias de matrizes :

(14(X)1

onde S, (A*)= AN A-A, + oo - A
mado série de termos A\, A, ¢ e

Se existe uma fun¢do (matricial) 5 (X) tal
que

\s, (X)V)

6 cha-

Um S, (X)= S (X)

essa funcdo S(X) é a soma da série.



DEFINICAO: A série A, (A") + A,(X)H
converge uniformemente para a funcdo S ( X))
no conjunto C se (e somente se) dado e
positivo e arbitrario existir um nimero natu-
ral w, que depende de s mas que nédo de-
pende de A' escolhido em C de modo que :

|\5,(X)-S(X)||<e »>n,

Nota: No caso particular em que C é um
conjunto de matrizes | x | tem-se
as séries de matrizes fun¢Bes de uma
variavel. As definicbes e teoremas

ndo sofrem qualquer alteracéo.

TEOREMA 1. Uma série de matrizes
A (A)+ A, (X) + e & uniformemente con-
vergente em C se e somente se dado s posi-
tivo e arbitrario existir um n, independente
de X escolhido em C tal que para m” «,
e n™ 2l

\BAX)-S,(X)O\<*-

Prova : A necessidade da condicdo é facil-
mente verificada e fica proposta como exer-
cicio. Veja-se a suficiéncia. Escolha-se X de
C. A série A (X) + A, (X) -f-+++ fica sendo
série de matrizes constantes (no sentido con-
siderado anteriormente). Essa O uma série
convergente de vez que satisfaz a condicdo
de convergéncia (de CAUCHY). Existe, pois
uma soma S (A), definida para cada X.
Em outras palavras, para cada X de G
existe o limite Jlim S (X) e é uma funcéo
S (X). Segue-se que na relacéo

\8,(X) -5, (X)\<*

para todo m ™ « ,°
tem limite quando n cresce 0 que

"N 0o° primeiro membro
implica:

lim\S (X) - S, (X)) I<t
donde
\8(X)

—8,(X\<t para todo »«>»<>

e «o independente de X o que significa,
pela definigdo, que a convergéncia éuniforme
em C.
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TEOREMA 2 (WEIERSTRASS). A série ~4,(A)-(-

+ AX)-\ é uniformente convergente se
cada uma das fung¢des Ai(X) é limitada para
A" em C:

114 (X) 1< "i>0

sendo c-)-C->—¢ uma série convergente.
Prova: Se a sequéncia \X\ 0 arbitraria-
mente escolhida em C, pelo fato de se ter

1 4%1 VQ + eoe (X)) [1<C, ., + oo +C,+,

e sendo c-\-c-\ uma série convergente
estd satisfeita a condicdo de convergéncia
uniforme da série de matrizes, pois o primeiro
membro se pode tornar menor que um e posi-
tivo e arbitrario qualquer que seja A desde
que si~wgq precisamente o », adequado para
a série de termos constantes cj-fc, + eee

TEOREMA 3. Se a série A, (A) + A, (A)+ oo
converge uniformemente em C, e se cada
uma das matrizes A(X) é continua em C
entdo a soma S ( X )da série também ¢é con-
tinua.

Prova. A série dada sendo convergente,
existe a soma S (X). Pela definicdo de con-
vergéncia existe um indice v, a partir do qual

\S(X,) -A,, (X,)]|0/4

sendo A, um ponto qualquer de C. Verifi-
cando-se também

[1S(X)-4,(X)||<»/4

para 0 mesmo r/, que independe de X.
Pondo S (A)—S (X)) = AS e A,A)—
— A, (X)= A"l resulta combinando as duas
desigualdades precedentes

|[|AS-A7||<./a

IFTASH=IAS- A4+ A A\
<||] AS - AA\ + li AA\

Pelo fato de serem continuas as matrizes
Ai(X) com X em C é possivel fazer A A
menor que €2 desde que se tome X numa
vizinhanca conveniente de A',, isto 0, desde
que se tome X tal que [|[X— A,[|» e. O se-
gundo membro pode, portanto, tornar-se me-
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nor que e desde que X permane¢a numa
vizinhanga conveniente de X, e isso prova
a continuidade de S (X) .

Séries de poténcias.

DEFINIGAO. A série C, + C, A+ C, A +
-) \-C A"\ em que as matrizes A e
Cj com j =12, sdo matrizes quadra-
das nxn é chamada série de poténcias.

@

Se a série numérica 2
«=0

converge entdo a série de poténcias
2 C, A" converge absolutamente.

Prova: por ser |[|[C, A" || |ICLIIIA]® a
tese resulta imediata.

A »I

TEOREMA 1

oA

TEOREMA 2. Se a série 2 [|C.|| *jlAj]» con.
verge entdo a série 21| C«]|| || X ||" converge
se )X (I~ DAd sendo uniforme a conver.
géncia em todo o intervalo [0,||A || ]

Prova: Se a série converge a sequéncia
dos termos 6 uma sequéncia nulo o que a
obriga a ser uma sequéncia limitada :

M >0, donde

IC\ [|4]]»<J/, I Cll <

e isso acarreta
XI

donde, pelo teorema anterior, resulta a con-
vergéncia de 2 C» 1", convergéncia que é uni-
forme no conjunto 0~ ||X\\ £\A\,

COROLARIO. A série de poténcias C+C, X+
+ CX-\ \-C. X"\ converge absolu-
tamente se d X I~ yAy sendo uniformea
convergéncia em O£ || X\ " ||A ||

Caso particularmente importante é aquele

E
emque C, = — ,m=1,2, ee+. Umavez que
m !
a série de nimeros ndo negativos
4m*
+

21

converge qualquer que seja o valor de A, se-
gue-se que a série de matrizes :

Ai
E+AH h +
21 m

converge absolutamente qualquer que seja a
matriz quadrada n dimensional A sendo
uniforme a convergéncia no conjunto QZ.AZ.Z
em que O é um nUmero positivo qualquer.
Essa é a chamada série exponencial que se
designa por e* ou por exp A .

A e B sdo duas matrizes
AB=BA

TEOREMA 3. Se
guadradas, de mesma ordem, tais que
entdo exp (A+ B)=exp A *exp B.

Prova: Em primeiro lugar verifica-se que
a série matricial

E+ (A+B) +"~ (A*+ 2AB + B*) +

+ I'AS ZA'B +3ifil+ 733).
converge absolutamente desde que qualquer
soma parcial da série

1
I+(JUII-M|B| o1 WP+S|U[II|B|[+yB|«4v

6 menor ou igual a exp ||[A |l *exp | B |
Em seguida dispde-se os termos da série
absolutamente convergente

E+ (A +B) -f— A+ 2AB + B*) + oo

em grupos de modo que o primeiro grupo
ndo contenha B ; o segundo contenha B
mas ndo B*; o terceiro contenha B, B’
mas ndo V3* e assim por diante. A soma de
cada um desses grupos sera, respectivamente
exp A; (exp A) B; (exp. A) B" ; etc. A soma
da série

E+A+B+ — A+ [ AB + Bi) +eee
al

é, por conseguinte, (exp A) ¢(exp B). Como,
por hip6tese A e B sdocomutativas, tem-se
também exp(A + B). Vale a pena observar
gue essa conclussdo ndo é necessariamente
correta se A e B ndo forem comutativas.

Instituto Tecnol6gico de Aeronautica
S. José dos Campos, S. P. — Brasil
N.—A Redaccdo teve a preocupagdo de manter a ortografia
e terminologia do Autor.
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Matemética classica ou matemaética moderna,
no ensino secundéario?
por Emms Castelnuovo
A esta interrogacdo, nova entre as muitas matico, EWART W . BETH, professor da

que pdeo ensino da matemética, responde
um livro deveras interessante ('), publicado
recentemente pela « Commission Internationale
pour I'étude et I'amélioration de I'enseignement
des mathématiques-». A Comissdo é formada de
pessoas que, ern campos diversos — psicolé-
gico, metodoldgico e pratico — procuram dar
uma contribuicdo a melhoria do ensino da
matematica; € porisso composta, quer por
conhecidos matematicos, ldgicos, psicdlogos
e pedagogistas, quer por modestos professo-
res que, com atentas e pacientes experiéncias,
estudam a questdo dum ponto de vista pra-
tico. Os membros da Comissdo relnem-se
periodicamente, afim decoordenar experién-
cias, estudos e relatdrios; desde 1950 reali-
zaram-se nada menos de nove encontros
internacionais : em Inglaterra, Bélgica, Suica,
Franca, Luxemburgo, Alemanha, Holanda,
Italia e Austria.

Até agora a Comissdo ndo tinha conside-
rado oportuno publicar estudos e s6 as expo-
sicdes orais feitas pelos varios membros nos
respectivos paises davam uma ideia do movi-
mento t&o activo e moderno que animava
0 espirito dosorganizadores. Hoje, com este
livro que reGne véarios artigos, a Comissao
apresenta-se em forma oficial ; osautores séo
seis dos seus membros fundadores: um psi-
célogo, JEAN PIAGET, professor das Univer-
sidades de Genebra e Paris, um légico mate-

() J .PIAGET, E.W .BETH, J.DIEUDONNE, A .LICHNE-
BOWICZ, G. CHOQUET, C. GATTKGNO, aL"enseignement des
mathématiques»,  Editions Delachaux et Niestlé, Neu-
chatel (Suica).

Universidade de Amsterdam, trés matema-
ticos, JEAN DIEUDONNE, professor da North-
western University, Evanston (E.U. A), ANDRE
LICHNEROWICZ, professor do College de
Franco, GUSTAVE CHOQUET, professor da
Universidade de Paris, e finalmente o peda-
gogista CALEB GATTEGNO, professor do Ins-
titut of Educationda Universidade de Londres,
0 qual como secretario geral da Comissdo
organiza 0Os varios congressos e € verdadei-
ramente a alma deste movimento.

Os seis artigos né&ao foram coordenados
entre si, mas, embora sejam diferentes os
pontos de vista e as concep¢des de cada um,
apresentam éles uma tdo acentuada continui-
dade que a passagem de umtrabalho para
outro ndo constitui para o leitor uma brusca
transicdo de ideias. Na verdade, através de
analises psicologicas, estudos légicos, consi-
deragcBes histdricas e propriamente matema-
ticas, visam todos um fim Unico : o ensinoda
matematica, a luz das modernas concepgdes
cientificas.

O livro abre com um confronto de PIAGET
entre «a« estruturas matematicas e as estru-
turas operatdrias da inteligéncias. Depois de
salientar que a diferenga entre a matemaética
classica e a matemética moderna estd no facto
de a primeira pdrna base da construgdo
matematica os elementos simples (tais como
0s numeros inteiros, o ponto, a recta, etc.)
e asegunda um sistema operatdrio, isto € uma
série de estruturas, o autor referiu as ideias
essenciais da escola BOUKBAKI, segundo as
quais as trés estruturas principais, sobre as
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guais assenta o edificio matematico, sdo: as
estruturas algébricas (de que 6 protétipo o
grupo), as estruturas de ordem (de quebéum
caso particular o reticulado) e as estruturas
topolégicas. Ora, PIAGET, através duma série
de atentas e minuciosas experiéncias sobre
a génese e o desenvolvimento das operagdes
aritméticas e geométricas na mente da crian-
¢a, conseguiu demonstrar que as «étapes»
fundamentais na aprendizagem dos conceitos
matematicos correspondem precisamente aos
trés tipos de estruturas matematicas. Veri-
fica-se que. nacrianga, nascem mais ou menos
no mesmo periodo as estruturas detipo algé-
brico (por exemplo, a compreensdao darever-
sibilidade dasacc¢des, dainclusdo duma classe
parcial A numa classe total B), as estruturas
de ordem (a seriagdo : saoja classicas as
experiéncias de PIAGET sdbre a maior ou
menor dificuldade que tem a crianca até aos
6 7 anos de disp6r por ordem de alturas
varias réguas) e as estruturas topoldgicas (a
ordem da formagdo das nogBes geométricas
no desenvolvimento ¢expontdneo da crianga
ndo se ajusta de modo nenhum a ordem his-
térica das étapes da geometria : as questdes
topologicas sao aprendidas muito antes das
questdes euclidianas).

N&do O necessdrio comentar um estudo deste
género : podem facilmente imaginar-se as
imensas consequéncias que podem ter tais
problemas, numprimeiro ensino da matema-
tica. E este o Gnico artigo que diz respeito
ao ensino elementar; os capitulos seguintes
referem-se ao ensino secundario.

Ao estudo de PIAGET segue-se 0O artigo
de E. W. BETH «.Reflexdes sobre a organiza-
cdo e sobre o método do ensino  matematico».
O autor observa que o divorcio entre o ensino
secundario e O ensino uuiversitario sevai
acentuando cada vez mais : no primeiro, a
matematica elementar ndochega a suscitar
um interesse cientifico ; no segundo, as teo-
rias cada vez mais complexas a que 6 con-
duzida a investigagdo moderna revelam-se

pouco susceptiveis de virem a serincorpora-
das no ensino secundario. FELIX KLEIN tinha
procurado lancar uma ponte entre a mate-
mética elementar e a matematica superior,
mas tratava-se mais de renova¢do de méto-
dos que de mudanca de programa. Hoje —
afirma BETH — as modernas investigagdes so-
bre os fundamentos da matemaética levam-nos
a compreender como algumas vezes (por
exemplo, para esclarecer a diferenga entre a
estrutura dos nimeros racionais e a dos nu-
meros reais) O impossivel chegar a umaex-
plicacdo exaustiva e criticamente perfeita se
se insiste em permanecer no dominio dalo-
gica elementar e evitar qualquer referéncia
a nogles quecompetem a teoria dos conjun-
tos. E porisso que o autor seria favoravel
a adoptar no ensino secundario o método
axiomatico, abandonando o método genético.
Termina o artigo uma andlise aprofundada
das relagdes entre logica e psicologia para os
fins do ensino ; BETH declara-se abertamente
contrdrio & tendéncia de exagerar a impor-
tancia da psicologia nos problemas de didac-
tica matematica e sublinha o valor e o alcance
dum ensino rigidamente ldgico.

Os trés artigos que se seguem, os de DIEU-
DONNE, L UHNEROWICZ e CHOQUET versam
sobre questdes que se referem estrictamente
a matematica, ao programa e aosmétodos de
ensino desta disciplina na escola secundaria.

J. DIEUDONNE, noseutrabalho *A abstrac-
¢do em matematica e a evolucdo da algebra»
comeg¢a por responder a pergunta classica
«Qual é oobjectivo do ensino da matematica?»
Ndo sdo—diz ele —as questdes em si, por
vezes esmiucadas e subtilizadas em extremo,
gue devem formar o objecto do nosso ensino
— mas O antes o método matematico, a essén-
cia da propria matematica quedeve influen-
ciar a inteligéncia do aluno, levando-o a raci-
cionar cada vez mais sobre nog¢des abstractas.
A apoiar esta tese, ele traca em poucas pa-
ginas umahistéria dos conceitos fundamen-
tais da &lgebra, fazendo ver como todo o



desenvolvimento desta disciplina representa
uma continua asceucdo para o abstracto,
ascencdo da qual a introducdo dos numeros
imaginarios constitui umaétape decisiva. Foi
entdo que o matematico adquiriu consciéncia
do seu poder criador de calcular sobre novos
objectos —que ndo sdo nimeros —em vez de
se resignar passivamente a limitar-se aos que
lhe eram impostos pelas origens concretas
da matematica. Um segundo acto de liberta-
¢cdo O representado pelo céalculo dos opera-
dores : foram modificadas assim também as
regras de calculo algébrico, até entdo consi-
deradas intangiveis, e deste modo se foi tendo
percepcdo cada vez mais nitida, dos dois
constituintes fundamentais de qualquer «cél-
culo» : — 0s objectos sobre o0s quais se opera
e as regras operatérias — estas soO verdadei-
ramente essenciais. Segundo tal concepcgdo,
0 estudo dum célculo, ou—como se diz —
duma estrutura algébrica, toma como dados
de base um conjunto de objectos e um certo
nimero de operagdes. DIEUDONNE conclui a
sua exposicdo, admiravel de clareza e vigor,
declarando que s6 o método axiomatico, ex-
trema étape nosentido daabstraccdo, permite
canalizar as novas descobertas matematicas,
classifica-las e liga-las aos resultados prece-
dentes, simplificar a exposi¢do das varias
teorias, aumentando por vezes o seu alcance
com umaanalise mais aprofundada.

O artigo de A .LIUHNKKOWICZ hA
¢do do espirito da algebra moderna na Aalge-
bra e na geometria elementar-» vemcomple-
tar o de DIEUDONNE, dando ideias e sugestdes
para um eficaz ensino secundario como ini-
ciacdo no espirito da ciéncia contemporanea.
Sublinha ele que, se é verdade que s6 uma
percentagem minima de alunos vird a dedi-
car-se a ciéncia pura, ndo 6 menos certo que
também aqueles que se dirigem para as apli-
cacdes técnicas virdo a encontrar-se perante
uma matematica que ja hoje ndo & menos
abstracta, aos olhos dosconformistas,do que
a matematica chamada pura. Ndo se trata—

introdu-
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diz o autor — de distribuir dogmaticamente
teorias abstractas da algebra moderna, mas
antes se deveria procurar, logo de inicio, fa-
miliarizar o aluno com as principais estrutu-
ras algébricas, levando-o a reconhecer pro-
priedades comuns em dominios diversos (por
exemplo, as propriedades comuns a nimeros
inteiros e polinémios, as leis de composicédo
em certas classes de nimeros), questdes que
se podem tratar mesmo nos primeiros anos
duma escola secundéria. Depois, na ultima
classe dos liceus, seria necessario comparar
as varias teorias aritméticas, geométricas,
etc., sempre do ponto de vista estrutural,
pondo em confronto propriedades iguais e
propriedades distintas de entidades comple-
tamente diversas (por exemplo, os axiomas
dos grupos e as propriedades comuns aos
deslocamentos e as semelhangas no espago).
LICHNEROWICZ insiste no facto de que, fa-
zendo deter a atencdo do aluno sobre alguns
casos elementares de isomorfismo, se podera,
por um lado, pOr em evidéncia como a «natu-
reza matematica» & qualquer coisa que néo
tem sentido determinado e, por outro lado,
procurar destruir os compartimentos-estan-
ques entre os diversos ramos da matematica
elementar.

De caracter mais particular 6 o artigo de
G. CHOQUET «Oensino da geometria elemen-
tarst. Declara ele, explicitamente, que escreve
estas paginas para o professor, ndopara o
aluno, mas pensa que possam fornecer maté-
ria de reflexdo, para o mestre, no sentido
duma eventual adaptacdo a idade do aluno.
«A geometria elementar — diz o autor —é
uma bela viagem, mas o seu ponto de partida
tem muitas vezes lugar numa sombra cheia
de duvidas e o caminho seguido atravessa
profundos péntanos, como o dos deslocamen-
tos e o da orientacdo, dos quais nadose sai
sem a sujeicdo ao suplicio chinés do pau».
Depois de fazer umacritica minuciosa e bri-
Ihante dos usuais livros de texto, G. CHOQUET
pde as bases dum desenvolvimento do curso
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de geometria elementar, a partir da geome-
tria da recta, passando depois a do plano e ao
estado das isometrias e da orienta¢do, e da,
com este trabalho, uma contribuicdo nova e
original ao estudo dos fundamentos da geo-
metria. N&o é possivel resumir brevemente o
artigo e por isso relegamos os colegas a lei-
tura directa, com a certeza de que encontra-
rdo ali matéria de aprazimento intelectual.
Depois de todos estes artigos, densos de
ideias e de sugestfes, mas que, embora tendo
em considera¢do o aluno, estudam o problema
da didactica matematica de um ponto de vista
tedrico, chega-se ao ultimo capitulo tA pe-
dagogia da matematica, onde o autor, C.
GATTEGNTO, nos coloca no meio estudantil;
este capitulo interessa portanto particular-
mente ao professor da escola secundéaria. Os
pareceres de GATTEGNO sd&o assim resumidos
nas suas palavras: «O leitor terd ja encon-
trado nos capitulos precedentes dados rela-
tivos aos factores psicolégicos e matematicos.
Trataremos aqui do ensino propriamente diro
e mostraremos como o programa pode ser
tornado funcional, isto 6, pode ser concebido
como sintese dos diversos factores». Pre-
tende o autor servir-se, precisamente, das es-
truturas mentais ja existentes na mente da
crianca e conceber um programa que, basean-
do-se nestas, tenha especialmente em conta
as dificuldades que encontra o aluno, ao pas-
sar duma estrutura mental a outra. Segundo
GATTEGNO, ndo é o particular mas o geral
que interessa a crianca; é a accdo do pro-
grama e a do professor que constrangem a
sua inteligéncia a confinar-se dentro de certos
limites e 6 por esta razdo que, muitas vezes,
0 ensino da matematica resulta dificil e pouco
atraente. No ensino da aritmética, por exem-
plo, pode con8eguir-se era breve tempo que
os alunos se libertem do numérico, para to-
mar consciéncia, mesmo que seja de modo
intuitivo e quasi por brincadeira, de pro-
priedades gerais das varias operacdes, e pas-

sar depois ao campo da éalgebra. Aqui,
sempre tendo em vista concepgdes gerais,
insistir-se-& muito mais sobre a reversibili-

dade das operacfes e sobre o dinamismo das
formulas (isto é, sobre os varios aspectos que
uma férmula pode tomar) do que sobre o
resultado. Observe-se, além disso, que o con-
ceito de funcdo que tem o aluno nestas idades
¢ muito mais largo do que aquele que noés
queremos impdr-lhe, quando lhe oferecemos
exemplos simples e construidos de propésito.
Sobre a base destas ideias, GATTEGNO esque-
matiza um programa de &lgebra para os ra-
pazes dos 11 aoB 16 anos, programa que, aos
nossos olhos, pode parecer excessivamente
abstracto, mas que 6 sem duvida nenhuma
interessante.

Para o ensino da geometria ndo 6 proposto
um programa como para a algebra, mas os
exemplos e as sugestfes que se dao, verda-
deiramente dignos de serem tomados em con-
sideracdo, ja por si s6 ditam um programa.
GATTEGNO declara-se absolutamente contrario
a um ensino dedutivo que, partindo de certas
premissas, obrigue a chegar a determinadas
consequéncias, legando o rapaz a percorrer
uma via previamente tracada. Propde ele,
portanto, um estudo que ndo imponha uma
«camisa de foérgcas» ao aluno, um estudo ba-
seado sobre a tomada de consciéncia de de-
terminadas «situagGes». Por exemplo —diz
GATTEGNO —nas primeiras licdes de geome-
tria (pelos 11 anos de idade), dar-se ia ao
rapaz um compasso, deixando livre campo a
sua fantasia para desenhar o que quisesse.
A partir de uma série de desenhos ordenados
e desordenados, indice, eles prdprios, de in-
teresses estéticos e de momentos psicoldgicos,
o aluno seria conduzido, numa segunda fase,
a observacdo de duas familias de circulos
concéntricos e poderia, ajudado com raras
intervengdes do mestre, chegar a uma tomada
de consciéncia matemdtica: a simples obser-
vacdo e percepcdo conduzi-lo-ia portanto, a
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pouco e pouco, a organizar o seu pensamento
e, daquelas premissas instrumentais, ele po-
deria fazer brotar relagdes e consequéncias
até inesperadas. Propriedades e questdes, que
estamos habituados a tratar numa certa or-
dem e que sdo muitas vezes «atomizadas»,
fundir-se-iam num todo Unico. E, a pouco e
pouco, a estrutura de cada particular situa-
cdo levaria a conceber o método axiomatico
relativo aquela determinada situacdo, porque—
diz com acerto o autor — «averiguar aquilo
que basta postular para obter tudo por via
dedutiva é um luxo que a ciéncia se permite,
s depois de ter acumulado um certo nimero
de factos». Ele acha por isso que uma revi-
sdo do programa dum ponto de vista dedutivo
s deveria fazer-se no fim da carreira escolar.
Como se Vé, trata-se dum ensino da geome-
tria em que falta uma linha continua, no sen-
tido que estamos habituados a conceber ; é
uma série de assuntos organizados sobre o
plano das estruturas, mas livres ; 6 um en-
sino por centros de interesse, em que cada

centro é provocado por um impulso particular.

Com quanto haja, sem ddvida, um parale-
lismo entre o ensino da geometria e o da al-
gebra sugeridos pelo autor, paralelismo de-
vido ao sentido de largueza e de libertagdo
que se pretende esteja na base de ambos,
nota-se uma consideravel diferenca entre as
duas didacticas, sendo a geométrica muito
mais perceptiva, mais visual e portanto me-
nos abstracta do que a algébrica, aplicada na
mesma idade.

«Principios

por Henrique

A importancia primordial de que se reveste
0 estudo dos principios de equivaléncia de
equacdes leva-nos a abordd-lo no presente
artigo. Presume-se que se torne util dissecar
tal matéria por se crer que, nem sempre, 0

de equivaléncia
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Cada um de nos é levado pela leitura deste
artigo, que pode, a primeira vista, parecer
excessivamente original e afastado das nossas
ideias, geralmente mais moderadas, a uma
reconsideracdo do programa e da nossa ma-
neira de ensinar ; ainda por esta razdao, O
trabalho de cATTEQSso, oferecendo continuos
estimulos de revisdes, de critica, de discus-
sdo, traz em si uma contribuicdo notavel ao
problema em questdo

» o *

Depois de ter referido cada capitulo deste
livro, verdadeiramente original e fascinante,
pouco resta a concluir, porque o livro néo
quer concluir, quer deixar aberto o pro-
blema. Um problema discutido por matema-
ticos de profissdo e pedagogistas, por logi-
cos e psic6logos ; cada um deles exp6s, de
modo magistral, as suas ideias sobre o mesmo
assunto: «o ensino da matematica». Compete
agora a cada um de noOs encontrar nestas pa-
ginas matéria de reflexdo e de trabalho e dar
uma contribuicdo ao movimento que se esté
difundindo em todo o mundo para inspirar a
didactica mateméatica em critérios mais mo-
dernos.

N. da R.—Em consequéncia da demora de publi-
cacdo da «G. M.» e da subsequente acumulagdo de
original, sai este artigo com atraso consideravel, do
que pedimos desculpa a nossa distinta colaboradora,
bem como aos leitores.

sobre equacdes»

Verol Marques

estudante de liceu lhe atribui a importéncia
que ela, inegavelmente, merece. Basta ter em
atencdo que sendo o objectivo fundamental
da Algebra a resolucdo de equacgdes, tal
objectivo sé podera ser atingido se se conhe-
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cerem, com clareza, as leis que regem essa
resolucéo.

No presente trabalho apenas se consideram
equacdes a uma incognita, porque sO a estas
se faz referéncia no actual programa dos
liceus.

Como é sabido, raiz ou solugcdo de uma
equacdo a uma incognita é todo o numero
que colocado no lugar da incognita torna o
valor numérico do primeiro membro idéntico
ao valor numérico do segundo membro.
E sabe-se, também, que duas equacles sdo
equivalentes quando toda a solucdo de uma
delas 6 solugdo da outra, e reciprocamente.
S*j* /0°) = 9(*)" " " equagcdo em X em que

algum dos dois membros podera ser, even-
tualmente, constante.
Demonstremos, primeiramente, que se So-

marmos a ambos os membros daquela equa-
¢do um numero N ou uma funcdo inteira,
<p(@?), da incdgnita, a equacdo resultante 6
equivalente a proposta.

Com efeito, se se designa por a uma solu-
cdo genérica da equagdo /(*) = g{&) tem-se,
por definicdo de raiz de uma equacdo, que
f(a) = g(a.) e dai fya)+N=g{a.) + N (séo
iguais as somas de dois nimeros iguais com
um terceiro). Logo, a é também solugdo de
f(x)+ N=g(x) + N- Por outra parte, se
P é raiz genérica da equacdo f(x)-\- N —
= gfx) + N serda f($) + N=g(fi)+ N,
donde se tira /((3)= « (P) (subtraindo a
nimeros iguais um terceiro, as diferencas séo
ainda iguais). Quer dizer, @ 6 também solu-
cdo de f(x)= g(x).

As duas equagbes f[x)= g(x) e f(x) +
-f N = g(x) + N sdo, portanto, equivalentes.

Analogamente, se <p@) 6 funcdo inteira
de x, @ (a) tem significado numérico (conti-
nuando a representar por a uma qualquer
raiz de f(x)= g(x)). Ora, de f(a) = gXx)
deduz-se, entdo, /(a)+ 9(a)=g(a) + 9(a),
igualdade comprovativa de ser a raiz da
equacdo f(x)+ y(X) —gXx) + 9(X) . Reci-
procamente, se se designa por y uma solu-
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cdo genérica desta equagdo, tem-se f(y) +

+ ?2o(?) — V(@) + 2« - f(i)= 9ii)-
Consequentemente, y ¢é raiz da equagdo
f(x)=9 .

As duas equagdes f{x)—og{x) e f(x) +
+ <¢>(X) = g(x) +y(x) sao,entdo, equivalentes.
Seja, agora, Q(x) uma funcdo ndo inteira
de x. Se 0(a) tem significado numérico a
equacdo f(x)=g(x) € equivalente a equacao
f(x)+0(x) *"g(xX)+ 9 (X) (tudo se passa como
no caso anterior). Se 0(a) nédo tem signifi-
cado numérico as duas equacles ndo serdo
equivalentes, visto que carece de sentido a

relacdo /(a)+ 0(a)=g (a)+0 (a) .

Em resumo :

Primeiro  principio  de equivaléncia: «So-
mando a ambos os membros de uma equacgdo
uma mesma constante ou uma mesma funcdo
inteira da incognita resulta uma equagdo
equivalente a primeira; somando a ambos os
membros uma mesma func¢do ndo inteira da
incognita a equacdo obtida sé ndo sera equi-
valente a proposta se para alguma raiz desta
a funcdo carece de significado numérico».

Assim, por exemplo :

1) Sao equivalentes as equagdes

bx + 8= 3—2x e 1x=— b,

pois que a segunda equacdo resulta da pri-
meira, somando a ambos 0s membros desta a
funcéo inteira ¢ (X) = 2x —8.

2) Nao sdo equivalentes as equacgdes

2

X =4 e x*4 — = 4H —_—,

X-2 X-2

porque a fun¢do ® (@) = —-— carece de si-
X— 2

gnificado para x=2 , que é raiz da equagdo

ar=4 .Quer dizer, ao passar desta equacdo para

4 - — perde-se a

a equagcdo X -\ —=
¢ X-2

X-2
raiz x = 2.
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3) Sé&o equivalentes as equagdes
Bx =7 e

SX + —"—=7 + —1—|
X -2 X - 2

porque a funcdo ¥ (0:) = '__E tem signifi-
ai —

cado numérico para X —— que é a Unica
raiz da equagdo 3@ = 7.

Do principio que estabelecemos resulta a
importante conclusdo: «é sempre legitimo o
transporte de um membro para o outro da
equacdo, de uma constante ou de uma funcdo
inteira da incdgnita, mediante troca de sinais.

Com efeito, se se designa por A uma
constanta ou uma funcdo inteira de x, a
equacdo f(x)+ A =g(X) é equivalente a
equacdo f(x)—g(xX) —A que se obtém da
primeira somando a ambos 0os membros —A.
Mas o transporte de um membro para outro
da equacdo de uma funcdo ndo inteira da
incdgnita pode introduzir solugdes novas,
caso em que a equacdo obtida ndo serd equi-
valente a proposta.

Assim,

4) Seja a equacgdo

1 o] 1

a—4 A = .
x—1 x—1.

Transportando pa/a o 1.° membro o termo

que figura no 2.° membro, resulta:

X —1
a, 1 1 o]
X —4H =
X—1 x—1
ou seja,
X—4= —3
Ora esta equacdo admite a raiz x = 1,
ndo 6 solucdo da equacdo proposta.
Retomemos a equacdo f(x)= g(x) e desi-
gnemos por k um ndmero diferente de zero.
Vejamos que a equacdo f(x)= g(x) é sem-
pre equivalente & equacdo kf{x)= kg (x) .

que
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De facto, sendo a uma solugdo qualquer da
primeira equacdo, € /(a) = g(a) e dai
kf{<t) = kg(a). Quer dizer, a é também
raiz da equacdo kf{x) = kg(x). Reciproca-
mente, sendo @ uma raiz qualquer da equa-

cdo kf(x)= kg(x) serd kf $) = kg('s),

donde resulta, mulplicando ambos os mem-

bros por — (tera, pois, de ser k=f=0)
k

[((5) =</(£). Isto é, @ satisfaz também a

equacgdo / (X) = g(Xx) .

As duas equag¢des sdo, assim, equivalentes.

Se, porém, se multiplicam ambos os mem-
bros da equagdo f{x)—g{x) por uma funcgédo
w(x) da incognita, a questdo carece de ana-
lise mais demorada.

E assim :

a) Toda a raiz do tipo a (como tal se de-
signardo) de f(x)=g(x) € também raiz de
f(x)egp(X) = g(X) *9(x), desde que 9(a)
tenha significado numérico. (Como no caso
do teorema anterior).

b) Toda a raiz a' de f(x)=g(x) ndo ¢
raiz de f(x)*9(x) = g(x) *9(ar) desde que
<p(@) careca de significado nimoérico.

Porque nédo existem os produtos /(a*) 9(a")
e g)9o(a").

c) Toda a raiz "k de 9(x) que ndo seja
raiz de f(x)= g(x) é também raiz de
f(X)e9(X)= g(X) *9(x) desde que /(/) e
g(i) tenham significado nimerico.

Pois de 9(/) = O resulta, entdo, f(X) ¢
: OO) n?())o

d) Toda a raiz V de v(x) que ndo da
significado numérico a algum dos membros
de f(x)=9g(x) ndo O raiz da -equagdo
I (X)) +9(X) = g(X) »9(<n).

Porque, suposto /(/.') sem significado numé-
rico, nao existe o produto /(/')es 9('s")*

Do que se expbe nas alineas anteriores
logo ressalta, que quando se passa da equa-
cdo 1) f(x)=g(x) a equacéo I1) f(x)y(x) =
— g(x)<f(x), poder-se-80 ganhar ou perder
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raizes, ou nem ganhar nem perder (caso em
que as duas equagdes sdo equivalentes). Per-
dem-se raizes, se ha solucdes da equacédo I)
que nao satisfazem a equagdo 11); ganham-se
raizes, se ha solugbes da equagdo I I que ndo
verificam a equacédo 1).

Logo,

1) As raizes perdidas sdo do tipo a'.

2) As raizes ganhas sdo do tipo a (que
sdo raizes do P (#)).

3) Se a equacgdo ) admite, apenas, raizes
do tipo a e as raizes de ¢ (x) sdo do tipo
V, as equagbes 1) e Il) sdo equivalentes.

Em particular, se ®{x) é funcdo inteira,
ndo ha raizes de f(x)= g{x) do tipo a! e,
portanto, ndo ha perda de raizes. Quer dizer,
a equacéo I1)tem, pelo menos, todas as solu-
coes del).

Os exemplos seguintes esclarecem a ques-
tdo.

Seja a equacéo

A) 2%\ se —2 _ 2X

x—1 x-—1

Por comodidade, continuaremos a designar
por f(x) e g(x) o primeiroe segundo mem-
bros, respectivamente, da equacdo A) e por
<p@?) uma funcdo da incognita por que ambos
0s membros se multiplicardo.

Assim, sendo <p@E?) = —2-— resulta a equa-
X_

cao
2X 1

B
) . 1

(x-H(*-2)

Como <f(x) ndo tem significado numérico
para X = 2 que 0 solucdo da equacdo A),
segue-se que esta raiz é do tipo a'.

Esta circunstancia implica a perda de uma
raiz, isto 6, a equagdo B) ndo admite a raiz
@ = 2.

Logo,
lentes.

as duas equacOes nédo sdo equiva-
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Se for *(X) = x — 1 obtém-se a equacédo
C) 2x{x-I)-Jrx —2= 2X

Como 9(x) é funcdo inteira de x ndo se
perdem raizes. Por outra parte, a Unica raiz
de a(x) é do tipo V(V = 1), visto que /(V)
carece de significado numérico. Logo, tam-
bém se ndo ganham raizes.

Entdo, as duas equagdes
equivalentes.

Enfim, se se tem <p@)= fc+ 2 resulta a
equacao

A) e C) séo

D) 2xX(x + 2). N =: N
X 1 x —1

N&o ha perda de raizes, por isso que <n(x)
é funcdo inteira.

Além disso, <p(x) tem uma raiz do tipo
A> = - 2), vistoque /(—2) e g{-2) tém
significado numérico, sendo/(—2)=j=g(—2).
Ganhou-se, portanto, uma raiz x = —2.

Logo, as duas equacles A) e D) néo
Bdo equivalentes.

O que precede permite, pois, concluir:

Segundo principio de equivaléncia :— «Mul-
tiplicando ambos os membros de uma equacéo
por um mesmo numero diferente de zero,
obtém-se uma equagdo equivalente a primeira;
se se multiplicam ambos os membros de uma
equagdo por uma fungdo da incognita (se a
funcdo for inteira ndo ha perda de raizes) a
equacdo resultante poderd ser ou ndo equi-
valente a proposta».

A principal aplicacdo pratica do segundo
principio de equivaléncia reside na possibili-
dade de desembaracar de denominadores
uma equagdo, isto 6, na determinacdo de uma
equacdo equivalente a proposta que nédo con-
tenha denominadores. Para isso, multiplicam-
-se ambos 0s membros da equagdo dada pelo
menor multiplo comum dos seus denomi-
nadores.

Se a equagdo é inteira, o m. m. c. é cons-
tante e, portanto, 6 sempre legitimo desem-
baracar de denominadores.
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Se a equacdo é fraccionaria, 0 m. m. c. €
uma funcdo inteira, y(x), da incognita, nao
havendo, por isso, perda de raizes. E sO se

poderdo ganhar se alguma das raizes da
equacdo resultante é raiz de <?(x). Quer
dizer, as duas equacdes sdo equivalentes

desdes que as solucbes da equacgdo obtida
ndo anulem o m. m c. dos denominadores
da equacdo proposta.

E assim :

oE sempre legitimo desembaracar de deno-
minadores uma equac¢do racional desde que
as raizes da equagdo resultante ndo anulem
0 m. m. c. dos denominadores da equagdo
proposta».

Seja a equagdo fraccionaria H)

3 1 3x
a?- 1 3(a?+ 1) —2(« —1)

MOVIMENTO

A Redaccado da «Gazeta de Mateméatica» vem-nos
incumbindo ha tempos da tarefa de dar aos leitores
noticia sobre o movimento mateméatico internacional.
A tarefa imposta tem sido s6 parcialmente cumprida
por varios motivos entre os quais avulta a dificuldade
de a realizar de modo completo. Com efeito, os Ultimos
anos tém sido assinalados por um grande desenvolvi-
mento das matematicas que se traduz na ereagado de
Institutos e Centros de Estudos de Matemética Fura
e Aplicadaem todo o mundo, por numerosos congres-
sos internacionais e nacionais, coléquios, simpoésios,
etc. ; A Unido Mateméatica Internacional, cuja activi-
dade tinha sido interrompida durante varios anos,
tern contribuido largamente por variados modos para
a realizacdo destas reunides. Nestas néo sdo s6 apre-
sentados os progressos alcangados e discutidos os pro-
blemas que ocupam no momento os matematicos, mas
também se tem elaborado programas e estabelecido
inquéritos tendentes a melhorar e modernizar o ensino
da Matematica, problema que se impde urgente. Em
préoximo numero da «tiazeta de Matematica» o Prof.
Hugo Ribeiro, da Universidade de Nebraska, focara
alguns destes assuntos e o Prof.José Sebastido e Silvai
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Multiplicando ambos os membros pelo
m. m. c. dos denominadores, <p (X)=6 (x* —1)
resulta a equagdo 18-r-14(a:—1)= Ox(x+l)

4

que tem duas raizes Tj =1 e X, = ——.

Pois que <p(x)=f=0 e 9 (x{) = 0 segue-se
que a equacdo H) ndo admite a raiz x = 1,
4

tendo, portanto, uma unica solugdo, x— 9

De acordo com tudo o que fica dito, con-
clui se que aredugdo de uma equacéo fraccio-
naria a forma inteira, isto é, a operagdo de
desembaracgar de denominadores uma equacéo,
ndo conduz, necessariamanie, a obtencdo de
uma equacdo equivalente. As raizes da equa-
cdo inteira obtida s6 serdo raizes da equacdo
proposta desde que ndo anulem o m. m. c. dos
denominadores desta equacédo.

MATEMATICO

da Universidade de Lisboa, dara noticia sobre algu-
mas das actividades da Unido Matematica Internacio-
nal, junto da qual é um dos representantes de Por-
tugal.

Uma ideia sobre o movimento matematico pode ja
obter-se pela consulta frequente das numerosas revis-
tas de Matematica que hoje se publicam e ai se vera
pela natureza dos artigos quais os problemas e assun-
tos que mais ocupam os cientistas. Ha-as dos mais
variados tipos, algumas publicando sé artigos de um
dado capitulo da Matemaéatica, (Lo6gica Matematica,
Célculo Tensorial, etc.), outras menos especializadas.
Algumas destas revistas, em especial os Boletins das
Sociedades de Matematica, incluem noticidrio das
reunifes, dos cursos extraordinarios e conferéncias de
especialistas convidados pelas Escolas ou Centros de
Estudo, prémios, etc. ; a este tipo pertencem por
exemplo, o «Bulletin of the American Mathematical
Society» que da um panorama parcial do movimento
matematico nos Estados Unidos da América do Norte,
o «Bolletino delia Unione Matematica Italiana», a
revista «L'Enseignement Mathématique», 6rgédo ofi-
cial da Comissdo Internacional do Ensino Materna-
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tico, a revista «Noticias Matemaéaticas Internacionais»,
que é o boletim da Unido Matematica Internacional,
editada pela Sociedade Matematica Austriaca, etc.,
etc. Ndo podemos evidentemente esquecer as publica-

SIMPOSIO INTERNACIONAL SOBRE

Promovida pela Unido Matematica Internacional e
pela «Science Conference of Japan» realizou-se em
Toquio e Nikko d" 8 a 15de Setembro de 1955uma
reunido internacional de matematicos onde foram
apresentadas as seguintes comunicagdes:

E. ARTIN (Princeton University): Theory of braids;
A. WEIL (Chicago): On the breeding of bigger and
better zeta functions.; C.CHEVALLEY (Columbia Uni-
versity): A few remarks on mathematical journals;
E. ARTIN: Representatives of the connected compo-
nents of the idéle class groups; K. IWASAWA (Massa-
chusetts Inst, of Technology): Galois groups acting
on the multiplicativegroups of local fields; A.WKIL:
On certain characters of idéle class groups; R. BRAITEB
(Harvard University): Number-theoretical investiga-
tions on groups of finite order; T. TANNAKA (Tohoku
University) : On the generalized principal ideal
theorem; T. KDBOTA (Nagoya University): Density
in a family of abelian extensions; C. CHEVALLEY: Pro-
jective imbedding of a group variety; K. YAMASAKI:
(Tokyo University): Fibre spaces and sheaves in

¢0es «Mathematical Reviews» e oZentralblat», instru-
mentos indispensaveis de estudo e informacdo.
Dalgumas das revistas assinaladas sdo extraidas

as noticias que seguem.
Manuel /.aluar Ninn's

A TEORIA DOS NUMEROS ALGEBRICOS

number theory; D. ZELINSKY (Northwestern Univer-
sity): Cohomology of function fields and other alge-
bras; T. NAKAYAMA (Nagoya University/Princeton):
A conjecture on the cohomology of algebraic
number fields and the proof of its special case;
G. SHIMURA (Tokyo University): On complex
multiplications; Y. TANIYAMA (Tokyo University):
Jacobian varieties and number fields; A. WKIL:
Generalization of complex multiplication; M DEURINQ
(Gottingen): On zeta functions of elliptic curves with
singular modulus; [. SA TAKE (Tokyo University): On
Siegel's modular functions; K. G. RAM«NATHAN (Tata
Institute): Units of fixed points in involutorial alge-
bras J. P. SERRE (Na.icy): Syzygy theory in local
rings; A .NERON (Poitiers): Arithmétique et classes de
diviseurs sur les variétés algébriques; Y. NAKAI
(Kyoto University): Some results in the theory of
the differential forms of the first kind on algebraic
varieties; M NAOATA (Kyoto University): The theory
of multiplicity in local rings.

COLOQUIO SOBRE TOPOLOGIA ALGEBRICA PARA JOVENS TOPOLOGISTAS

Eis uma reunido extremamente simpatica e que
constitui uma novidade. A ideia deve-se sobretudo ao
Prof. J. H.C. WHITEHEAD, tendo subsidiado o Col6-
quio o British Council e a Unido Matematica Inter-
nacional. Teve lugar em Oxford (Inglaterra) de 28
de Junho a 1 de Julho de 1955. As manhds inteiras
e por vezes uma hora de tarde foram preenchidas por
comunicacdes dos jovens topologistas, sendo o resto
do tempo reservado a discussdes nas quais tomaram
parte os topologistas ja de renome. Os participantes
foram alojados num dos Colégios de Oxford. O Presi-
dente da Comissdo Organizadora foi o Prof. WHITEHEAD
e os delegados da U. M. 1.0 Prof. HOPF e W. D. HODOE.

Foram lidas as comunicagdes seguintes: J. F. ADAMS:
The loop space of a complex; A.AEPLI: Modification
von topologischen reellen und komplexen dit'ferenzior-
baren Mannigfaltigkeiten; W. D. BARCUS: Track groups
and homotopy classificationof mappings ; P. DEDECKER:

A generalization of the spectral sequence; A. DOLD:
The completeness os Wu's relations between the
Stiefel-Whitney classes of compact manifolds; P.J.
HILTOK: Quasi-Lie algebras and homolopy; D. M.
KAN: Abstract homotopy; M. KERVAIRE: Homotopy
and generalized curvatura integra; A . KOSIHSKI :
(i) On r-spaces, manifolds, etc. (ii)On some generali-
zations of antipoiial theorems (report of work by
J. W. JAWOROWSKI) ; J. MILNOR: Immersion of mani-
folds in a sphere; J. C. MOORE: Mappings of compact
spaces in a sphere; F. PETERSON: Generalized coho-
motopy groups; D.PUPPK: On sphere-like manifolds;
H. SCHUBERT: Knots with two bridges; R. THOM:
Operations in real cohomology ; H. TODA : The homo-
topy groups of spheres and Lie groups; E. VESENTINI:
Sur certains champs de vecteurs et sur les points
8tationnaire8 de formes différentielles méromorphes
d'une variété complexe compacte.
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COLOQUIO SOBRE A FUNCAO

De 14a 21de Fevereiro de 1956realizou-se no
«Tata Institute of Fundamental Research» em Bom-
baim um coldquio sobre a fun¢do zeta coma partici-
pacdo de varios mateméaticos estrangeiros convidados.
O programa cientifico compreendeu as seguintes
comunicagdes :

C. L.SIKIKI. : A generalization ofthe Epstein zeta
function ; P. TURAN: Onthe zeros ofthe zeta function
of Riemann ; A.SELBEKO: Harmonic analysis and dis-
continuous groups in weakly symmetric Riemannian
spaces, with applications toDiriclilet series; 1,11, I11,
IV; M.DEURING: The zeta functions ofalgebraic cur-
ves and varieties; 1,11.; R. A.RANKIN: The construc-
tion of automorphic forms from the dérivates of a
given form.; H.MAASS: Spherical harmonics and theta
series.; M KOECHEB: Onthetiecke operators for mo-
dular forms ofdegree m> 1.; M. EICULER: Modular
correspondences and their representations; 1,[1.;1 .
SELBEBQ S CHOWLA: On Epsteins zeta function.; K.
G. RAHANATHAN: Quadratic forms over involutorial
division algebras.; S. BOCHNER-K. CHANDRASEKHARAN:
On Riemann's functional equation.; H . PETERSSON :
On a certain kind of zeta-fuchsian functions.; S.

3.° CONGRESSO DOSMATEMATICOS

Teve lugar em Moscovo, no Palacio da Universi-
dade, de 25deJunho a 5 deJulho de 1956.Nele par-
ticiparam cerca de 2000 mateméaticos da URSS, e
perto de 80 estrangeiros convidados pela Academia
das Ciéncias da URSS.

Os discursos inaugurais foram pronunciados
VINOGRADOV e
Ag sessBes foram em nUmero de treze :

pelos
PETROVKI.
Teoria dos

matematicos e académicos

9.° CONGRESSO

Este congresso realizou-se em Bruxelas de5a 1 3
de Setembro de 1956 Foipresidido pelo Prof. F. VAN DEN
DUNGEN; numerosos paises estiveram representados e
reuniu cerca de oitocentos participantes.

Houve quatro conferéncias gerais: Prof P. GERMAIN
(Faculté des Sciences-Lille) — Quelques Progrés ré-
cents en aérodynamique théorique des grandes  vitesses ;
Prof. R.HILL (Univ. Nottingain) — New horizons in
mecanics ~ of solids;  Prof. M. K .DAVIDSON (Steveng
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ZETA

BOCHNER: Gamma factors
|. SATAKE:
tions.

Ao coldquio seguiu-se umareunido sobre o ensino
de Matematica na Asia do Sul,onde além dos dele-
gados dospaises sul asidticos participaram oscien-
tistas STONE, BOMPIANI, CHOQUET, BROADBENT, OI-PKNIIKIM,
FREUDKNTHAL, DE BRUIJN, ALEXANDROV, KOROBOV, MELON
e MARCZEWSKI. OSdiscursos inaugurais foram feitos
por H.BHABHA e K. CHANDRASEEHARAN seguindo-se as
comunicagdes :

M. H.STONK: Some crucial problems of mathemati-
cal instruction.; T. A. A .BROADBENT: Present-day
problems in English mathematical education. Typo-
graphy and the teaching of mathematics.; A.
OPPENHBIU: The problems which face mathematicians
in Singapore and the Federation of Malaya.; E.
BOMPIANI: Mathematical instruction in Italy.; G.
CHOQUET: Teaching insecondary schools and research.;
A. O. ALEXANDROV: On mathematical education in
the U.S.S.R.; H.FREUDENTHAL: Initiation into geo-
metry. ; E. MARCZEWSKI: Onmathematical education
in Poland.

in functional equations.;
Some remarks on Siegel's modular func-

SOVIETICOS

nameros, Algebra, Equagdes diferenciais e integrais,
Teoria das fungdes, Analise funcional, Calculo das
probabilidades, Topologia, Geometria, Légica mate-
matica e fundamentos. Calculos numéricos, Problemas
matematicos da Mecéanica, Problemas mateméaticos da
Fisica e Histéria da Matemética. Houve cerca de 800
comunicagcdes de matematicos russos e50 de estran-
geiros.

INTERNACIONAL DEMECANICA APLICADA

Inst, of Technology, TJ. S. A.) —Ships; e Prof.
Dr. H.METTLER (Technische Hochschule, Karlsruhe)
— Forced, nonlinear vibrations of elastic bodies. Ag
comunicacdes foram emnUmero dedecincoenta apro-
ximadamente e versaram varios capitulos da Meca-
nica dos Fluidos e de Mecanica dos Solos.

Foi deciilido queo préoximo congresso tenha lugar
na Itadlia em1960.
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4» CONGRESSO DOSMATEMATICOS

Teve lugar em Bucarest de 27 de Maio a 4 de
Julho de 1956. Nele participaram cerca de 400 mate-
maticos romenos e 70 estrangeiros, de Franca, In-
glaterra, Alemanha, Itélia, Polénia, U.K.S.S.,
U. S.A., etc. As secgOes eram cinco: Algebra e Teo-
ria dos Numeros, Andalise, Geometria e Topologia,
Matematicas Aplicadas e Metodologiae Histéria da
Matematica. Os mateméaticos romenos apresentaram

ROMENOS

em sessdo plendria comunicacdes sobre asinvestiga-
¢0es feitas na Roménia no periodo 1940-1955 no
¢ampo da 1) Geometria Diferencial; 2) Equacdes di-
ferenciais ordinarias e as derivadas parciais e equa-
¢des funcionais; 3) Teoria dasFungdes; 4) Algebra,
Topologia, Analise Funcional, L6gica Matematica;
5) Matematicas Aplicadas.

GAZETA DE MATEMATICA

A Gazeta de Matematiea, no intuito defacilitar aos
alunos das Escolas Universitdrias o acesso a deter-
minados ramos das Matemaéaticas Superiores tem-se
esforcado pela organizacdo de cursos destinados aos
mesmos alunos.

Algebra — No anolectivo de 1955-56 relizaram-se
regularmente sessdes semanais de 1 */jhoras, dedicadas
ao estudo de Algebra. Os assuntos versados foram
sistemas algebrizados por uma e duas optjragdes.
Reconheceu-se, porém, que é pedagogicamente errada
e cientificamente deficiente (') qualquer accdo que
vise especializagdo em individuos ainda ndoiniciados,
e que, particularmente noensino de Algebra, se deve
comecar por fornecer a alunos recentemente saidos dos
liceus, visdo panordmica detoda a disciplina.

Assim, no presente anolectivo continuam a reali-
zar-se sess0es deestudo (~) subordinadas ao programa
geguinte :

1) A Teoriados Conjuntos como introdugdo a Auéa-
lise Geral;

2) Estudo dasrelagdes e das correspondéncias;

3) Conjuntos ordenados ; Estruturas ;

NOTICIAS

A «Gazeta de Matematica» regista com muito
jubilo a nomeagdo do Professor ANTONIO ANICETO
MONTEIRO, um dos seus fundadores, para a cadeira de
Andalise Mateméatica da Facultad deCiéncias Exactas,
Fisicas y Naturales daUniversidade deBuenos Aires.

*

(") Insiste-se mais umavez, que seconsidera também peda-
gogicamente errada atendéncia de chamar iAbstracto» aquilo que
o € apenas de modo relativo, assim como o «Moderno» com
mais de um século deexisteocia € cientificamente falso.

(") Quartas-feiras, das 14as 15,30 noras.

4) Aoperagdo ea Algebra ; avizinhanga eaTopo-
logia;

5) Estudo dos sistemas algébricos ;
a) Grupoides ; semi-grupos ; grupos; abelianos;
b) Anéis ; corpos;
c) ldeais;

A inscricdo é gratuita e apenas subordinada as

instalagdes & disposicdo da Gazeta.

Alemdo — Realizam-se as segundas e quintas,das
21 ?as 23 horas, aulas destinadas apenas aaquisi-
¢do datécnica de traducdo detextos de matematica
e fisica escritos em lingua alema. Com base naexpe-
riéncia adquirida, projecta-se a elaboragdo duma
gramatica adoptada a esse objectivo e o respectivo
dicionario determos técnicos.

O livro detexto adoptado foi:K. STRUBECKEB.. Dif-
ferentiali/eumelrie I. «<Sammlung Gdschen» (V.pag. 26,
critica, 115).

Oeste modo, facilita-se aos estudiosos de matema-
tica da lingua portuguesa a utilizacdo daimensa e
importantissima bibliografia matematica escritaem
lingua alema.

J.G. T.

VARIAS

Foram eleitos membros da Academia das Ciéncias
de Paris 08 Professores MAURICE FRECHET e GEORGES
DARMOIB que sucedem a EMILE BOREL e JEAN CHAZY
respectivamente. A «Gazeta de Mateméatica» felicita
0s novos académicos sob cujaorientagdo trabalharam
alguns matematicos portugueses.

Em 1995 e 1956 faleceram osnotavei3 mateméaticos
HERMAN WEYL, K.RIESZ, E. WHITTAKKH, G. VALIRON,
J. CHAZY, E. BOREL e L. FANTAPPIE.
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

F. C. L. — MATBM.ITICJIS GEBAIS—Brana
bro de 1956.

final—Outu-

Ponto n.° 1

4175—Seja f (x,y) continua e constante nos pon-
tos da circunferéncia x +y=I e diferenciavel no
seu interior.

a) Mostre (pelo teorema de ROLLE) que a derivada

X = ac<
( (@ + {I=e1) se

anula pelo menos uma vez em ponto interior.

6) Prove que, quando homogénea, / é também
constante sobre as circunferéncias concéntricas, inte-
riores.

c¢) Verifique que, nas
«=f(xy

condi¢cdes da alinea b),
define uma superficie de revolucdo.

f{x)=x arctg —
4176 — Considere a funcédo
i’(0)-0
definida no intervalo (—1,1). Diga, justificando,
se é continua no ponto x —0 . Calcule as derivadas
laterais neste mesmo ponto. E / (0) extremo ?
Porqué ?

4177 — Desenvolva em série de poténcias de x a
fraccdo
c*- 2x41

ye 1+ x)(1+ x%)°

depois de a ter decomposto em elemento simples.

Ponto n.° 2

4178 Considere a funcdao
i
f(x —a) e-~"
@

o) Calcule uw (o)

6) Assintotas da imagem def(x).

c¢) Expressédo linear que mais se aproxima de /(Xx)
nas vizinhancgas do infinito. Diferenca entre f(x) o
aquela expressdo linear e sinal de tal diferenca para
grandes valores de |x \.

GERAIS

4179 — Mostre que adequacdo

f(x,y) =xy* x'y - 2. 0

define nas vizinhancas do valor x = 1 uma func¢éo
y = f (X) como sua raiz sob a condicdo y (1) = 1.

Calcule ao longo da imagem de < (x) o valor da
expressdao xf' + yf, . Direccdo da imagem referida
naquele ponto e sentido da concavidade nas suas
vizinhanca».

4180 — Dé um desenvolvimento em série de potén-
cias de x da funcédo
Xi
/(x) - log
1 — <
e indique a sua regido de validade. Confirme o resul-
tado por recurso ao desenvolvimento de f (x).

F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — Ponto de exame
1* Frequéncia (1.* chamada)e+-1956-1957.

4181 — Que se pode dizer de um ponto fronteiro a
um conjunto X , quando ele ndo é um x?

¢) MoBtre que é fechado o conjunto X\ obtido pela
adjuncdo a qualquer conjunto X de todos o0s seus
pontos fronteiros.

¢) Sendo Y o0 conjunto dos reais ndo contidos em
Xi, mostre que Y ¢é conjunto aberto.

d) Seja X um conjunto com infinitos elementos de
um e outro sinal, elementos sujeitos a condigdo de:

a< Ixl< 6.

E X limitado? Relacione com a e b os limites
de WEIERSTRASS de A'j. Supondo que existem sempre
elementos i <a + I/n e a> 6—1/n com qual-
quer n, quais sdo os limites a respeito de X?

4182 —a) Estabeleca a férmula da
de indice n e faga a sua aplicacdo ao nUmero
z=p(cosmit+isen mir) com m inteiro. Discuta o
resultado relativamente a existéncia do valor real da
raiz.

b) Designe [A B CD] e [A"B'" C D1 dois qua-
drados de centro na origem, o 1.° de vértices nos

radiciacao
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eixos coordenados e o 2." com os lados paralelos a
estes, e inscritos em circunstancias de raio r e r\
Quais os complexos cujas raizes de indice 4 tém por
imagens os vértices de um e outro quadrado?

4183 —a) Considere o polinémio real:

/(z) =ao4-ai (z—a) H f-a,(z—o0)" para a,>0

Relacione /,/'se¢/'"" comos a e indique,com jus-
tificacdo, o préstimo da regra de RCFFINI para o cél-
culo de tais coeficientes.

6) Mostre que sendo f (a) ,f (a) /"> (a) nao
negativos, a € limite excedente das raizes reais de
f. Supondo que z= a € raiz de multiplicidade a
de /(z), que polinémios derivados de /(z) se anu-
lam em a? Determinar as constantes a e P para
P=jtO de modo que o polindmio /(z) e=z*+ 4az" +
+ 2z°—3 admita alguma raiz tripla ndo nula e para
tais valores de a e (6 calcule essas raizes e dé a
decomposicdo de / em factores priméarios. Qual o
m.d.c.de / e /'? /' e "2 f>e /" e/'"?

4184 — Descreva a operacdo de condensagdo de
uma matriz A e o seu préstimo no céalculo da carac-
teristica, justificando alguma proposicdo das que,
fundamentam a técnica, aplicando esta mesma técnica
a resolucdo do sistema de equacdes:

X+ y—3z+ «=+—3
2Xx + y+4z-2u= 9
X+2y+ z— u= 4
X+ y+3z + u= 9
X+ y 4- u>= «

Determine a. de modo que o sistema seja possivel.

Enunciados dos n." 4175 a 4184 de J. Dionisio.

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2.° Exame de
frequéncia —Ordindrio — 29-6-56.

4185 — Resolver os seguintes problemas:
X *tg X
a) Calcular Um .
i=ue*—x —1

R: 2.

b) Calcular P x ¢log\J1+ x*.
2 3 g |

R: —logy 1+ x* —-t-—arctg x*+ C.
2 3 3

c) Utilizar a sucessdo de FOURIER para averiguar
se /(x)=12x«- 7x*+ 13x2- 7x + 1 tem raizes

em (0,1). Em caso afirmativo separéa-las.
R : Existem  duas raizes, respectivamente nos inter-
valos (0— \ (— IV

V 26/ \26' )

4186 — Provar que quando 6, S também
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*S. Enunciar alguma proposigao

da teoria das séries relacionada com esta propriedade
e mostrar que £ ( — (k constante), embora diver-
gente, é somavel por média.

Deduzir o primeiro critério de CAUCHY. Como apli-
cad-lo a determinacdo do intervalo de convergéncia de
S a, x"?

Definir série absolutamente convergente e provar
que a sua soma é independente da ordem dos termos.

4187 —Provar que, sendo u=/(z) wunivalente e
continua no conjunto limitado e fechado Z, a funcéo
inversa z =g(u)
= 1,2).

Sendo f (x) , pP(x) e 4 (x) continuas e derivaveis
em (a,6) e d'(x) [" () 9 (*) ¥ (* a derivada

I (@ e ()
1(6) <p(6) 4.(6)
de A (x) I(x) <p(x) <J*(x) provar que A'(c) —0
I*(d) @(a) <H(@)
1(6) <p®) <<
onde o<c<6. Como se deduzem desta propriedade
os teoremas de LAORANGE e de CAUCHY?

é continua no conjunto transformado

4188 —Em qoe condigfes a equacdo f(x,y) = 0
define na vizinhanga de P(ab) uma funcédo y (x)?
Admitindo a derivabilidade de ¥ (x) aplicar a regra
de derivacdo das fungdes compostas para deduzir a

dy -/
dx v

formula

1. S. C. E.F.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
Epoca de Julho (1 * chamada) — 16-7-56.

4189 — Considerar o determinante |A\—\a) | =0
(.4f~"b0 para todos os valores i,i —1,¢-n) e o
Af x, = 0 (»,0= 1,¢een) .

Mostrar que o sistema é indeterminado,indicar o seu
grau de indeterminagdo d e apresentar d solugdes

sistema

independentes. Qual é a expressdo geral das suas
solugdes ?

K : O sistema € indeterminado em virtude de |A| =
- 1A |°-'=0 e como M, (A)- |A |~ compl. M (A%*)
(JACOBI), SOcom r 1 se encontra um menor diferente
de zero. O grau de de indeterminagdo do sistema  sera
d = n—1 e por exemplo, as d solugdes

(al , a*1eee a?)
(o, @, ,ee=aj_,)

sdo independentes
posta.

como consequéncia da hip6tese  pro-
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Todas as solugbes se conttm na formula

((¥)) - pi«om)) + B((x¥) + h B ((*<))

ou, mais explicitamente,
apresentadas

utilizando as d solucdes acima

X, 8" a|] + 8"a? 4- h8 *al

+ 8-

X, = B'ai-f-B*a3+-- + 8»-'a”®,

4190 — Utilizar as teorias da interpolacdo e elimi-
nagdo para determinar o parametro m, por forma
que o polinémio do 3." grau /(x), de que se conhe-
cem os valores

I(_').._6®
/(O) =771

/(1) = m-6
/(2) =m-18

tenha duas raizes comuns com o polinémio x°—5x*—
—4x +20. Apresentar a equacdo das raizes comuns.

R : Construindo o tabela de diferengas, obtem-se

X f(x) ifw AT (x) Arf (x)
-1 m—6 6 -12 6

0 m - 6 - 6

1 m —fi -12

2 m-18

Pela férmula  de GBEQOBY-NEWTON vem

. ‘ Af(a) (x-a) (x-a-h)
x)-f(a) + (x-a
(x)-f(a) + ( ) b 21
AVf(a) (x-a) (x-a-h)(x-a-2h) A'f(a)
e T 31 h:
(x+ 1) x
=m-6 + (x+1).6+ ' 4 e(-7) +
x+ I)x(x-1)
*6=X"—6 X’—X+ m.
3!
Adoptando 0 método para simplificar o resultante  de
f (x) e do polinémio  dado obtem-se:
1 -5 -4 20
1 -6 —1 m
-1 -1 3 m-20
1 -2 m -24 20
2 m-34 12 40
Para  que existam duas raizes comuns terd de ser
—1 31= 0 o que da imediatamente m — 30
-2 m-34

GAZETA DE MATEMATICA

valor que também anula
raizes  comuns lira-se
-x2 + 3x+10~0.

o resultante.
do quadro

A equacdo das
apresentado ou seja

4191 — Seja /(x) definida em (a, 6) e

a)

com a<Xl!<a;,<6 e 4[«t,/(»[)J B[x,,/(x.)].

Escrevér a equacdo da corda AB e mostrar que se

dd a desigualdade (1) quando em (xi,xj) a corda
deixa o arco da curva por baixo dela.

Escrever com trés termos a féormula de TAYLOB para

(1) ° f(z)> respectivamente segundo as poténcias
Xi - X X, - X
de e
2 2
Concluir dos desenvolvimentos que a desigualdade
(1) tem lugar sempre que /" (x)> 0 em (Xxj,X,).

R : A equagdo da corda AB é
fix,)-f(0)
y- f(G)= (x- x,)
X, - X
e, «e a corda deixa o arco da curva por baixo dela, terd
de ser
t ((0+ —5 x.)- f >0
x, - Xi \ 2
que conduz imediatamente a desigualdade (1).
A férmula de TAYLOB da

v (1,p).s,2,,(ax2),

— 1)

Adicionando membro a membro e notando que
f"(x)>0 em (x,x,), vem: f(,)+f (x,)>2f(~— ~
ou

IX, . X~ f(XD)+f(x;)
I. S. C. E. F. — MATEMXTICAS GERAIS — Exame final —

Epoca de Julho — (2." chamada) — 20-7-56.

4192 — Considerem-se dois sistemas de eixos coor-
denados cartesianos rectangulares &)Ox,0y,0z e
<§) Ox, Oy<, Uz, em que (a,b ), (a’, b, c) e
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(a",6",c") sdo os cosenos directores, respectiva-
mente, de Ox', Oy' e Oz' em relagdo ao sistema S.
a) Provar que L = fla b @ é grtggonal.
o' 6 c
La" 6" c"J

6) Qual é o valorde |L \? Interpretar geométrica-
mente.

c¢) As férmulas de transformacdo do sistema S no
sistema S' s&do, como se sabe,

X =a X+-6 y4-c z
y'=a x4-0'y+¢c z
a=a"x+6"yfc"z.

Mostrar que a transformacdo é ortogonal e concluir
dai que a distancia de um ponto a origem é inva-
riante corn a transformacéo.

R: a) L éortogonal porque a‘®4-b*4-c*=a” + b'+e
4-c” = a" 4-b"*4-¢c" =1 e aa'4-bb'+ cc'= aa"4-
[-bb" 4cc"=aa'4bb"4-c'c"=0 .

b) ILI=+1. Se S e S' coincidem L] —1j Se
S e S' tém os eixos na mesma posicdo relativa entao
lL1=1 esendo tem [L|=—1.

c¢) A transformacdo é ortogonal porque L i ortogo-
nal.  Uma das propriedades aessa transformacéo diz
que X-4-y*4-z'=x"4-y'*4-7'", o0 que pro tia que a dis-
tancia de am ponto a origem € invariante com o  trans-
formacéo.

h

4193 — Provar que Aarctg x = arctg

1 fxh+ x*

T A/ (xn
Jdog/(x)=log[l.7iJ.
6) Calcular A"e"*+* e A"(a xX"4-6 x—").
c¢) Escrever o polindmio de menor grau que para os
valores 0,1,2,3 toma, respectivamente, os valores
2,5,7,8.

R: a) Aarctg x= arctg (x4-h) —arctg x e, fazendo
y =arctg(x4h) e z=arctg x vem
Aarctgx=y —z
tgy - *gz _ h
to(y-2)= 14-tgy-tgz 14-xh4-x°
Entéo
Aarctg x= arct
9 g14—x h 4-x*
f(x+ h)
Alogf (x)= log f(x4-h)- logf (x)= log
Af(x)
=log
L f(x)J
b) N gextb . B(xth)tb .s x+b. . «x+b "~ »h n
Ll tx+b. ii+b (,«b_[Jn

A" (ax'4-b x"')=aA i"=an !h"
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¢) Utilizando a formula de GBEQOBY-NEWTON  obtem-se
X* 7 X
o polinémio 1 h2.
2 2

4194 — a) Aplicar a teoria dos maximos e minimoB
para determinar o cilindro de volume maximo inscrito
numa esfera dada.

¢) Determinar os parametros t e P por forma que
a equacdo x‘4-*x‘y4-i3aiyd4-1 = 0 defina na vizi-
nhanca de P (1, — 1) uma curva Yy (x) cuja tan-
gente nesse ponto é 3x - 2y —5= 0.

R : a) O volume do cilindro vem dado por
! "\
(R? Ih onde R éoraio da esfera e h o
*
K J d Vv 3h*
altura  do cilindro. Como
dh"
2 R
lume méximo oblem-se com h = —=.
VI3

b) Os parametros sdo a=3 e 0 »—1,

I. S. C E.F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
Epoca de Outubro — 17-10-56.

4195—Dado o polinémio /(Xx)=X'+pX +qgX+7r
resolver os seguintes problemas
a) Provar que a condigdo para que as suas raizes
estejam em progressdo geométrica é ¢'=p°-r.
b) Calcular A*/(x).
c¢) Atribuindo a x os valores x>, Xj,xj,X3 e x.,
poderd existir um polinémio do 4° grau que, para
aqueles valores de x, tome, respectivamente, os va-
lores /(x,), f(x,), f(x,),/(x,) e /(x,)? Porqué?
Mostrar que ha uma infinidade de polindmios g (x)
=4
é divisivel por <Kx)= 11 (¢—
i=0
de GIRARD |a4-ah4ah'=—p
ja® h+a*h*+a” h'=q
(ah* = —r
0 que conduz imediatamente a q'=p'r.
b) A*f(x)=3! h°
¢) Nao,
inferior

tais que g(x)—f(x)

R : a) Pelas formulas

porque  existe  apenas
a 5 que para aqueles valores

um polindmio de grau
de x toma os cor-

respondentes valores de f (x). Esse polinémio tera de
ser necessariamente f (x) . Ha evidentemente uma infi-
nidade  de polinémios g (x) (de grau maior ou igual a
5) que passam  pelos mesmos pontos que f (x) e, por con-
seguinte, g(x) —f(x) tem as raizes «01v'1i*2>"3 °*

X. , 0 que otorna divisivel por i}>(x)= (x—X,) (X—Xj) *
o (X—X,) (x-%X.,) (x-x.,).

4196 —a) Estudar a independéncia das formas
lineares
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firn'i —X,+ 3C,—x,
fz=x X, + X,-f X,
fi=axi +bxi +cx, + dx,

b) Dada a substituicdo
— 1,2, «-¢I>) quantos
relacdo Y, ,= KXi?
a matriz |ol|?

R: a) As formas sdo independentes com
das condigOes c=a,b=f=c,b=j=d.

linear y, = a\xj(i ,j —
valores de K satisfazem a
Que séo estes valores em relacéo

qualquer

4197 —a) Utilizar arelagdo y' @1+ x+ x')= 1+ 2x
para desenvover em série de poténcias inteiras de x
a fungcdo y = log @ rx +Xx)

b) Calcular < (0,0) para a funcéo

x fyix-y
X*-ry'
0 (x= y=0)

(x=£0,y70)

A equagdo y (x,y) =0 define uma fungdo vy (x)
na vizinhang¢a do ponto (0,0)? Porqué?

Enunciados e solucdes dos D.° 4185 a 4197 de Fernando de Jesus
. S. T.—MATEMATICAS GERAIS —Exame final — 8-10-56.

4198 — 1) Estude a correspondéncia X-Vex'*'*
em que x €é um numero real. Diga qual é o nucleo
do homomorfismo.

ANALISE

I.S. C E. F. — ANALISE
escrito — 20-7-1953.

MATEMATICA — Exame final

4215 — Enuncie o problema do desenvolvimento
duma funcéo periddica de periodo 2 ir em sérietrigono-
métrica.

Como se obtém a série de FOURIER duma func¢do/ (x)
definida no intervalo (— «, + «)? Determine a série

FOURIER da funcéo igual a quando x varia entre

—« e + ir.

Prove que a série de FOURIER duma funcdo < (x)
continua no intervalo (—ir,+ ir) € uma série sé de
cosenos se Pp(x) é fungdo par, e s6 de senos se ¢ (x) é
impar.

R: A fungdo f(x) — quando X varia entre

—ir e + ir, eaf ungdo

X
para —ir< x< 0

fx) -

— para 0< x< +ir
m
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4199 — 2) Na multiplicidade 3ft,,(n-»3) consi-
dere o conjunto daqueles vectores para 0s quais
6 x\ —S3 = 0. Formam estes vectores uma sub-mul-
tiplicidade? No caso afirmativo diga porqué.

4200 —3) Prove que se o vector y ndo pertence
a submultiplicidade SR» de 3JI, mas pertence a ge-
rada por 2J)( e x, x pertence a gerada por 2Jt e vy

4201 —1') R\ e R, sdo duas rectas paralelas a
ox e P\ e Pj sdo dois pontos respectivamente de
£1 a o angulo P\oP, supde-se recto. Diga
qual o lugar do ponto M quando se supde OM " P\ Pz-

Nota: E necessario e basta para que M pertenga
ao lugar que a recta perpendicular a OM tirada por
M encontre Ri e Rz em pontos P\ e P, tais que
Pi O P, seja recta.

4202 —2') Considere a elipse situada no plano
X0y, de semi-eixos 2 e 1. Determine a equacdo do
cilindro cuja directriz é a referida elipse e cujos pa-
rametros directores sdo (1,1,1).

4203 —1") Determinar o triangulo de area maxi-
ma tal que x +y=2, sendo x a alturae y abase.

4204 — 2") As equagles az + sen (x+y) =0 e
az +sen (x—y) =0 definem z e y como funcdes de
*

Determine g’ e d
elx a-r

no ponto (0,0,0).

INFINITESIMAL

tem valores
continua.

iguais nos extremos do intervalo e é funcdo

Os coeficientes da série sdo dados por

2ira,= | f(x)dx
f (x) cos px dx
rb, — 1 f(x)senpxdx
J —*

[ot* ix i re X
2ira<i= — ldx — _1 dx-f
J =21 J -ir 2

X * ir
+ 1 —dx e=— donde a0 = —
J o 2 2 4
+*ixi g 1 /ro g
— cos p xdx = x cos px dx +
J [»1 2J r
+ X cos px dx
2 0
como se tem \ x cos px dx —— sen px 4-

b *
/ sen px dx — — sen px H
P P P

cos px + G



GAZETA DE MATEMATICA

1r b ir -y
COS p X COSs pX

2p L ’ 2p2L2 Jo

iva, = 0 ;

vem  * a, =

resultando ira,,., = - ~g— jrrj
[*+*1 x|

Por OUIVO Zatio itbh, — | — sen px dx = 0

Tem-se finalmente
X *

2

r-cos X + -+ cos 3 x -f-

5'-0055: cos(2k + 1) x + »

@k -+ 12
4216 — Defina integral duma funcdo f(x,y) num
dominio A quadréavel.
Como e em que condigcdes se pode efectuar uma
mudanga de variadveis nesses integrais ?
Calcule

dx dy
fofo (4 b, 2,2)3/2
depois de mudar as coordenadas cartesianas em
coordenadas polares.
R : O dominio A ao qual se estende o integral é o
quadrado  de  vértices
(0,0) (1,0) (1,1) (0,1)
Tem-se, pois
dx dy
J(4-r X* + y2)3'2
|
_ f* de C=osa e’
Jo JoO (4+(
pdp
B 1 Jo (A + pl)w
como €' A
T-e*)" il4
., c> dx dy
Vlra ” (4 + X2 + )Q)3
ir
T ri cos»  -j
/0 °| 2 Vn4cds2al *
IT [a M

] * 12 VI +4serfel -

VISC—OS:sena

sen 8
V/5 - 4cos’8_

23
mas, como e
2 cos8
cos 6 V/5"
V/I5 —4sen’8
2sen8
sen 8
VI5 — 4 cos’8 20058\ 2
V/5
\an finalmente
dx dy 2 sen 8
arc sen —;=r +
f oS o @+ x2+ y)s2” V/5
77
"l 11" 2COB8~|T
2la"- TJ aL Vi5
= — 2 arc sen
4 Al
4217 — A equacdo diferencial + -1 o
a? 62

é incompleta e o seu primeiro membro pode visivel-
mente exprimir-se parameétricamente ; determine o
integral geral e os integrais singulares.

R : 1 1=0

é a equagdo duma elipse
a* b’
cujas equagBes paramétricas sdo: x= acost y= bsent
Pondo entéo
b sen t y' = acost
dy dy dt dt
b cos t acost
dx “dTIx
dx b b
e  portanto X = -t
dt a a
As curvas integrais tém as equacdes paramétricas
X ——t+ ¢ b sen t
a
a(x—c)
O integral  geral é y — b esen =0
Derivando em ordem a constante, e anulando:
a (x—c)
b 0 quadrando e somando, L vem
ou y =i b integrais singulares que se podiam visivel-
mente obter, logo, da equagdo proposta.
4218 —Demonstre que as fungbes dum sistema

ortogonal sdo linearmente independentes

Indique a condicdo necessaria e suficientede depen-
déncia linear, valida para fungdes de quadrado inte-
gravel, e prove a necessidade e suficiéncia.
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113 — M. 1J. DOBREH. — JACOTIN, L. LESIECR e R.
CROISOT — Legons sur la théorie des treillis, des
structures algébriques ordonnées ef des treillis
géométriques — Cahiers Scientifiques, fase. X X I,
385 pag. — Gauthier - Villars, Editeur — Impri-
mieur —Libraire, Paris, 1953.

Estamos em presenca de mais um belo livro da
Colecgdo «Cahiers Scientifiques», dirigida por GASTON
JULIA.

Trata-se, como se afirmana Introducdo, do desen-
volvimento de um ensino semestral realizado pelos
Autores na Faculdade de Ciéncias de Poitiers, nos
anos escolares de 1950-1951 e 1951-1952.

Esta obra estd dividida em trés partes.

Na primeira parte, elaborada por R. CBOISOI, tra-
tam-se as noc¢des fundamentais relativas aos Reticu-
lados abstractos.

O capitulo | é dedicado aos Conjuntos  Ordenados (ou
parcialmente ordenados, segundo a terminologia de
GARRETT BIRK.HOFF). ASpropriedades gerais dos Reti-
culados e Semi-reticulados sdo expostas no Capituloll.

O Capitulo 111 trata de Reticulados Completos e
Semi-reticulados Completos, incluindo a demonstracgédo
do Teorema de MACNEILLE relativo a imersdo de um
conjunto ordenado num reticulado completo.

O Capitulo IV é dedicado ao estudo das nogdes de
Homomorfismo e Isomorfismo  de semi-reticulados e de

reticulados.
Os Reticulados Modulares, Distributivos e  Semi-mo-
dulares sdo estudados, respectivamente nos Capitulos

V, Vle VII Introduz se a no¢do de Reticulada Modu-
lar  Enfraquecido, que se revela muito Gtil para o
estudo de certos reticulados geométricos.

A definicdo de Reticulado Semi-modular é dada
independentemente de ser finito ou ndo o comprimento
do reticulado e varias propriedades conhecidas para
os reticulados semi-modulares de comprimento finito,
sdo estabelecidas para reticulados semi-modulares
mais ger .is, a saber, aqueles em que todas as cadeias
limitadas sdo de comprimento finito.

Os Reticulares Complementados e Relativamente
Complementados sdo estudados no Capitulo VIII.
E8tabelece-se uma condigdo necessaria e suficiente
para que seja complementado ou relativamente com-
plementado, um reticulado Berni-modular com pri-
meiro elemento e em que todas as cadeias limitadas
sdo de comprimento finito.

O Capitulo I X trata de nog¢des e propriedades liga-
das ao conceito de Independéncia em reticulados e
em semi-reticulados.

A segunda parte deste trabalho, da autoria de
M.™* DUBRKIL-JACOTIN, é consagrada ao estudo dos
conjuntos munidos de uma estrutura algébrica orde-
na-la.

Comeca por estabelecer as propriedades gerais dos
Reticulados Multiplicativos ou Grupo6ides Reticulados
e, mais geralmente, dos Grup6ides ordenados, tomando
o termo «grupoide» na acepcdo de OYSTEINORE.

A operagdo de Residuagéo e estudada no Capitulo
Il, que termina pelas demonstracdes de que todo o
grupo reticulado em cadeia € arquimedeano e  comutativo
e todo o corpo ordenado arquimedeano é comutativo.
[Em «Lattice Theory», de GARRETT BIRKBOFF, mos-
tra-se que é comutativo todo o grupo reticulado com-
pleto].

No Capitulo 111 estudarn-se Congruéncias. E apre-
sentada uma condicdo necessaria e suficiente para
que uma equivaléncia definida num conjunto orde-
nado, seja regular com respeito a relagdo de ordem.

Introduz-se a nocdo equivaléncia fortemente regular
superiormente (equivaléncia F. R S) e mostra-se que
toda a congruéncia num reticulado é uma equiva-
léncia F R. S., com respeito a relagdo de ordem defi-
nida pela operagdo «unido».

Dédo-se algumas propriedades gerais das congruén-
cias definidas numa 4&lgebra.

Estabelece-se uma condigdo necessaria e suficiente
para que um subconjunto de um grupoide associativo
seja classe de alguma congruéncia nele definida e tal
condicdo é estabelecida independentemente de o gru-
poide ter ou ndo elemento unidade. Para o caso de o
grupoide ser grupo, mostra-se que existe apenas uma
congruéncia que admite por classe um subconjunto
que satisfaca a tal condicdo.

Mostra-se ainda que, para todo o semi-reticulado,
h4a um reticulado de congruéncias que admitem por
classe todo o subsemireticulado convexo dado.

No Capitulo seguinte estudam-se os Ideais.

Comeca-se por dar uma definigdo de complexo ideal
num grupoide associativo; a definicdo é tal que, no
caso de o grupoide ser grupo, um complexo é um com-
plexo ideal se e s6 se é um subgrupo invariante. Os
complexos ideais sdo utilizados para a determinacéo
das congruéncias de uma 4algebra.

Define-8e ideal de um reticulado e estudam-se as
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relagdes entre ideais e congruéncias, procurando as
congruéncias queadmitem umdado ideal como classe.

E8tabelecem-se propriedades importantes, sob o
ponto de vista dosreticulados, dos ideais de um grupo
reticulado, de um anel, de um grupoide e, finalmente
de urna &lgebra.

Nos Capitulos V e VI sdodemonstrados varios teo-
remas de decomposigéo.

Finalmente, a terceira parte da obra, escrita por
L. LESIEUB, trata do estudo dos Reticulados Geomé-
tricos.

O Capitulo I diz respeito aos Reticulados Geomé-
tricos de dimensdo finita. Comegca por observar que
os elementos de uma Geometria Projectiva e os ele-
mentos deuma Geometria Atiui constituem reticulados
Em seguida, procede-se a construcdo axiomética de
uma Geometria de dimensdo n, partindo directa-
mente dos elementos de urareticulado. Caracterizam-
-se, de varios modos, as geometrias de dimensdo n.

No capitulo I 1estudam-se analogamente os Reti-
culados Geométricos de dimenséo infinita, introduz-se
a nocdo de paralelismo e d4a-se umacondicdo neces-
saria e suliciente deirredutibilidadede um reticulado
geométrico.

No Capitulo seguinte estudam-se as geometiias
projectivas de dimensao finita ouinfinita e caracteri-
zarn-se as geometrias projectivas irredutiveis.

As Geometrias afins de dimenséo finita ou infinita
sdo estudadas no Capitulo 1V.Umageometria afim é
definida corno uma geometria modular enfraquecida
de dimencgdo igual ou maior que 2, que verifica o
postulado de Euclides.

Introduz-se o chamado Postulado de Euclides Gene-
ralizado: «Dada umarecta de umreticulado geomé-
trico e dado um ponto ndo pertencente a recta, existe
quando muito umarecta que passa pelo ponto e é pa-
ralela a recta dada».

Define-se em seguida Geometria  Afim Generalizada
como umageometria modular enfraquecida de dimen-
sdo igual ou maior que 3, que verifica o postulado
de Euclides generalizado.

Estuda-se o paralelismo numa geometria afim gene-
ralizada.

Constroi-8e uma geometria projectiva a partir de
uma geometria afim generalizada.

Est.abelece-se finalmente a irredutibilidade de uma
geometria afim generalizaria.

As geometrias planas (isto é, de dimensdo 2) afins
sdo estudarias, por via analitica, no Capitulo V.

Faz-se uma referéncia especial as Geometrias Pla-
nas Afins de Translacgéo, as Geometrias  Planas Afins
Uesarfju/anas e Geometrias  Planas  Afins Pascalianas.

No Gltimo capitulo pdem-se em relevo as ligagdes
intimas existentes entre as variedades lineares de
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uma geometria projectiva irredutivel e os subespacos
vectoriais de umesp?¢o vectorial.

Mostra-*e que o reticulado dos subespagos vecto-
riais de um espago vectorial € umageometria pro-
jectiva irredutivel e que toda a geometria projectiva
irredutivel de dimensdo superior a 2 é isomorfaa
geometria projectiva dossubespagos vectoriais de um
espaco vectorial.

O texto, de leitura agradavel, éilustrado com exem-
plos muito bem escolhidos.

Ndo tem este livro a feicdo enciclopédica de «Lat-
tice Theory» de GARRETT BIRKHOFF Antes tem caréc-
ter didatico, no bom sentido - no sentido de habilitar
o leitor ao estudo de Memérias originais e estimular
o seu trabalho pessoal.

No final de cada capitulo s&do propostos Vvarios
exercicios com o objectivo de dominar e desenvolver
as matirias expostas.

Desejamos que eBta obra seja lida por Professores
e Estudantes de Matemaética, pelo muito queela porle
contribuir para a actualizacdo dos cursos de Mate-
matica das nossas Escolas Superiores, actualizacdo
absolutamente indispensavel e urgente, que nenhum
artificio pode jé& iludir.

J. Morgado

114 —1.P.NATANSON —Théorie der Funktionen einer
reellen Veranderlichen —1954 —AKADEMIE VERLAO
— Berlin.

Com atraducdo alemd desta obra del.P. NATANSON,
a editora «Akademie-Verlagu poe a disposi¢cdo dos
alunos e professores de matematica que dominam esta
lingua, um livro que pode contribuir grandemente
para a divulgacdo de estudo profundo e actualizado
da Anélise Matematica.

Na realidade, a categoria deste livro, publicado
pela primeira vez em 1950 (I), impde-no por forma
gue, quatro anos depois é adoptado como livro de texto
em varias universidades aleméds. A forma magistral
e simultaneamente simples como a dificil teoria das
fun¢des de varidvel real é apresentada, torna a lei-
tura agradavel e atraente. O autor dirige-se sempre
ao estudante e consegue, mercé da exposi¢cdo, ordem
e seleccdo de assuntos e exemplos, ineutir-lhe con-
fianca nas suas possibilidades pessoais e abrir-lhe
perspectivas sobre as infindaveis belezas das mate-
maticas.

Em 470 paginas sdo expostos osassuntos seguintes :

Cap | —Conjuntos Infinitos: sdo pormenorizada-
mente esclarecidas as nogdes de numeravel e potémia
do continuo.

(') Edicoes do Estado para literatura teérlco-lécnica, Moscovo-
-Leuiogrado.
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Cap. Il.—Conjuntos de pontos: estuda a estrutura
dos conjuntos abertos e fechados, as no¢des de sepa-
rabilidade, pontos de condensagdo. O Cap |11 estuda
0s conjuntos mensuraveis, as nocgdes de medida inte-
rior e exterior e medida (& LEBESQUE) dos conjuntos
limitados, a mensurabilidade e a medida como nocgéo
invariante em face dos movimentos e terminacom
notas gerais sobre o problema da medida baseadas
sobre os teoremas de BANACH, HAUSDORFF e VITALI.

As funcdes mensuraveis sdo estudadas no Cap.|V:
os teoremas de FRECHET, EGOROW, LUSIN, WEIERSTRASS,
BERNSTEIN determinam as estruturas dessas funcdes.

O Cap. V dedica-se ao integral de LEBESGUE das
funcdes limitadas: o Cap.V 1 as fun¢gdes somaveis, o
Cap. V11 as funcdes de quadrado somavel, sistemas
de fungbes ortogonais e espagos L' e /".

O integral de STIELTJES, precedido do estudo das
funcdes de variagdo limitada, doprincipio de HELLY e
teoremas de BANACH, é exposto no Cap. VIII.

As funcgdes absolutamente continuas e suas proprie-
dades, as representagdes continuas —teoremas de
BANACH, ZARETZKI, FICHTENHOLZ—precedem o integral
indefinido de LEBESGUE (Cap I X). A teoria das fun-
¢des le umavariavel real termina no Cap. X com o
estudo das séries de FOURIER e suas aplicacdes.

Seguern-se dois capitulos (Xle XIl)sobre conjun-
tos planos e fungdes mensurédveis de varias variaveis
e suaintegragdo; um capitulo sobre funcdes de con-
junto e suas aplicagdes a teoria da integracdo e trés
capitulos respectivamente sobre nimeros transfinitos,
classificacdo de BAIRE e analise funcional.

Quase todos os capitulos terminam porvarios exer-
cicios propostos — muitos deles de relativa dificul-
dade —totalizando cerca de 120.

O livro termina com um interessante e original
capitulo onde se da realce ao papel desempenhado
pelos investigadores russos e soviéticos nodominio e
na evolucdo da teoria das fungdes de variavel real.

Sendo impossivel em breves palavras fazer uma
referéncia adequada a esta obra, queremos apenas
apontd-la como exemplo de como a clareza, o rigor,
a profundidade ndo sdoincompativeis na boaexposi-
cd0 matemética.

Tratando-se portanto duma verdadeira obra-prima,
é com sincera satisfacdo que a apresentamos ao
publico mateméatico portugués, particularmente aos
estudiosos que venham a beneficiar do curso de téc-
nica de traducdo de obras mateméticas em lingua
alemd, organizado pela Gazeta de Matematica. Oseu
preco, 26 marcos, é relativamente baixo, comparado
com outros livros estrangeiros.

GAZETA DE MATEMATICA

115 — KARL
Kurventheorie
— «Sammlung Goscheu» — Walter
— Berlim, 1955.

STRUBECKER — DifferenHalgeometrie |,
unddesRaumes. —
de Gruyter—

des Ebene

No vol.1113/1113a daColecgdo Gdschen estudam-se
as no¢cdes fundamentais de Geometria Diferencial das
curvas planas e torsas. Em 145 paginas de formato
pequeno encontra o leitor, numa exposi¢do simples e
actualizada, os assuntos que constituem o conteldo
normal do programa de geometria diferencial inte-
grado numa cadeira de andalise infinitesimal, mas que
ultrapai-sem de longe, infelizmente, os conhecimentos
adquiridos nas nossas universidades.

O livro divide-se em duas partes:

| —Curvas planas, curvatura, equacdo intrinseca
das curvas planas, contacto, evoluias e evol-
ventts, curvas convexas.

Il —"urvas no espago, formulas deFRENET, equacgdes
intrinsecas das curvas torsas, familias de pla-
nos, superficies planificaveis, evolutas e evol-
ventes, curvas isotropas.

Este livrinho mantém as caracteristicas dos restan-
tes dacolecgcdo — clareza, simplicidade,muitos exem-

plos e boa apresentacao.
J.G. T.

116 —KEIICHI HAYASHI — Funfstellige Tafeln der
Kreis-und Hyperbelfunklionen —Walter de

Gruyter — Berlim, 1955.

O presente livro é umareedi¢do dastabuas editadas
com o mesmo titulo em 1920. Apresenta, em relacéao
as tdbuas vulgares de funcgdes trigonométricas cir-
culares c hiperbélicas, a grande vantagem de referir
o argumento das mesmas fung¢des, as unidades naturais:
para cada ponto x sao dados os valores sen x , cos X ,
sh x ,chx ,e* ,e~",eocorrespondente valor doargu-
mento em unidades sexagesimals.

As diferencas dos valores de x sao de: 1O * desde
x =0 ax=0,1;10"" desde x =0,1 a x= 3,0;
10-* desde x = 3,0ax = 6,3; 10"'desde x - 6,3
a 3%= 10,0, intervalos de variacdo na realidade
pequenos.

Termina o livro comtabuas de e* e e~*para os
valores seguintes :dex = 10 "a x= 9.10~°" — doze
decimais; dex=10"ax=9x 10 °*—dezdecimais;
de x=10"a x = 10 —oito decimais; e valores
inteiros de x desde x = 11 a x = 100; com tabelas
de transformacdo dos valores naturais do argumento
nas unidades sexagésimais; COIL formularios de trigo-

nometria circular e hiperbélica.
J.G. T.
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