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Sequências e séries de matrizes 
por Leonidas H B. Hegenberg 

Para que a demonstração do teorema de 
existência e unicidade das soluções de siste­
mas de equações diferenciais possa ser feita 
de modo análogo ao que se emprega no caso 
simples (uma equação apenas) torna-se muito 
conveniente o emprego de matrizes. Depois 
das definições habituais de t raço , produto 
escalar de matrizes, módulo de matrizes 
(incluindo as desigualdades de SCHWARZ, do 
t r iângulo , bem como a propriedade de que o 
módulo da integral é menor ou igual ao pro­
duto m • n pela integral do módulo—em que 
m e n indicam o número de linhas e colunas 
da matriz, respectivamente) inicia-se o estudo 
das séries cujos elementos são matrizes. Sen­
timos a falta de uma exposição didática desse 
assunto e fo i isso que procurámos fazer no 
presente artigo. 

Sequências de matrizes. 

Uma aplicação dos naturais no conjunto 
de matrizes será definida como sequência (ou 
sucessão) de matrizes. Se a cada natural se 
faz corresponder sempre a mesma matriz M 
a sequência se diz constante. 

Se a norma de Ap tende a zero com p 
suficientemente grande, p sendo um elemento 
do conjunto dos números naturais, a sequên­
cia é uma sequência nulo (infinitésimo). For­

malmente a sequência \AP\ é uma sequência 
nulo se existe, para todo s positivo e arbi­
t rár io , um índice po tal que 

I l A„ II < e se p> p 0 

TEOKEMA 1. A sequência \AP\ é uma se­
quência nulo se e sòmente se cada uma das 
m • n sequências |(aí)pj for sequência nulo. 

Prova: Se a sequência \AP\ é uma sequên­
cia nulo então para todo s existe po tal que 

II^U<» 
se p maior que po. Mas o módulo de qual­
quer elemento da matriz Ap 6 menor ou 
igual ao módulo da matriz, de modo que 

I ( « 9 , 1 < • 
se p > po o que indica ser a sequência dos 
elementos (aj) uma sequência nulo. 

Reciprocamente, se a sequência dos ele­
mentos é uma sequência nulo, é possível fazer 

contanto que p seja suficientemente grande. 
E como a norma da matriz Ap é menor ou 
igual à soma dos módulos dos elementos 
dessa matriz, 

M , | | < S | ( a } ) , | < m - n - L - ~ e  m • n 

o que completa a prova. 
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TEOREMA 2. A única sequência nulo que é 
uma sequência constante é a sequência cons­
tante zero. 

Prova: Se por absurdo A=/=0 então pelo 
menos um dos elementos de A seria dife­
rente de zero. Se a ó o módulo desse ele­
mento diferente de zero, || A || sendo maior 
ou igual que o módulo de qualquer dos seus 
elementos, || A || ^ a, de modo que a norma 
de A não poderia ser feita menor que a o 
que vai de encontro à hipótese de ser \AP\ 
sequência nulo. 

Não é diferente a prova de que a soma de 
sequência nulo seja sequência nulo da prova 
j á feita para o caso de sequências numéricas . 
Igual também é a prova de que é sequência 
nulo o produto de sequência nulo por uma 
constante. Define-se soma de sequências e 
produto de sequências por uma constante do 
mesmo modo como no caso de sequências 
numéricas . 

D E F I N I Ç Ã O . Uma sequência l-d^j converge 
com limite M se a sequência \AP — M\ for 
uma sequência nulo. 

TEOREMA 3. A sequência \AP\ converge 
se e sòmente se cada uma das sequências 
(app converge. 

Prova : Se a sequêacia de matrizes con­
verge para a matriz M então 

| |^,-Jf | j<t 
desde que p seja suficientemente grande. 
Mas os elementos da matriz Ap — M são de 
módulo menor ou igual ao da matriz de 
modo que 

I - m{ I < • 

o que indica ser convergente, com limite m\ 

a sequência | (a j ) p j . 
Reciprocamente, se cada sequência con­

verge para um limite m\ então, para todo p 
maior que pa, se poderá fazer 

| ( « J ) , - . « j | < _ ! _ 
m • n 

com qualquer par de índices i e j . Uma 
vez que 

M , - A f | | < S S | ( a | ) , - m j | < . 

segue-se que a sequência \AP\ converge. 

TEOREMA 4. O limite, quando existe, é 
único. 

Prova : A existência de dois limites M e 
M implicaria em ser a sequência \M — M\ 
uma sequência nulo ; sendo sequência cons­
tante, segue-se que ó a sequência zero, i . ó, 
que M= M. 

TEOREMA 5. (CAUCHY) A sequência \AP\ 
converge com limite M se e sòmente se para 
cada e positivo e arbi t rár io se puder obter 
um p tal que p > p0 e q natural qualquer 
obriguem || Ap — Ap+q\\ < s . 

Prova: Se \AP[ converge então existe 
Po tal que para todo p maior que po se 
tenha : 

| | 4 , - £ | | < . / 2 . 
Como 

<*p+, — Ar— A„+q — L + L - Av 

resulta, pela desigualdade do t r iângulo : 

I l A,+q-Ar H < H Ap+Í-L 11 + 11 L-Ar H < s/2 + e / 2 = * 

Reciprocamente, se || Ap+q — Ap \\ pode 
tornar-se menor que um s desde que se faça 
p suficientemente grande, então cada um dos 
números 

I K + , ) ; - K H I 
pode ser feito a rb i t rà r iamente pequeno com 
p suficientemente grande. Isso obriga a con­
vergência das sequências de números reais 

\ÍP — 112 j • • • ; r variando de 1 a m 
e s de 1 a n ) . A convergência dessas se­
quências implica na convergência da sequên­
cia \AP\ (pelo teorema 3). 

Séries de mafrizes. 

DEFINIÇÃO : Série de termos Ax, A%, ••• 
é a sequência \Sií\ onde Si = AY + • • • + A4 . 
A série ó designada pelo símbolo : 
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Ai + Az + S 4 

O limite S da sequância \8t\ é chamado 
soma da série de termos A\ , A2, •••. 

TEOREMA 1. A série 2 Ai converge se e 
somente se cada uma das séries 2 (atV for 
convergente, r«» 1,•• «m; « = 1,•••»;» = 1,2 - ••. 

Prova : É consequência direta da definição 
e do fato de convergir uma sequência de 
matrizes quando cada sequência formada com 
os elementos de uma determinada posição 
converge. A soma <!? da série ó matriz cujo 
elemento linha r e coluna * vem a ser a 
soma da série 2(<z;)^. 

Como consequência, também aqui se tem 
o critério de convergência : 

C R I T É R I O : Uma série de matrizes converge 
se e sòmente se dado e positivo e arbi t rár io 
for possível obter um índice p de modo que 
para qualquer natural q se tenha 

\\A, + Ar+1-r ••• + A,+,\\<e 

Em particular, se q — zero, resulta como 
corolário : que o termo geral de uma série 
de matrizes deve tender a zero em módulo 
nas séries convergentes. 

DEFINIRÃO : Uma série de matrizes m x n 
de termos A^,A2,"- converge absoluta­
mente se cada uma das m • n séries 2 («•)* > 
t ' = l , 2 , • • • é absolutamente convergente. 

TEOREMA 2. A série Al + A2 + • • • con­
verge se converge a série || A^ || -f \\ A2|| + • • •. 

Prova : basta lembrar que 

\\At+, + ••• + A + P I K I I V . l l + ••• + I l 4 M , I I 

TEOREMA 3. Se converge a série 2 || Ai\\ 
então cada uma das m • n séries 2(a;)^ 
(í = 1, 2 , •• •) ó absolutamente convergente. 

Prova : É suficiente considerar que 

I M K J M . II 

r = 1, ••• m; « = 1 , • • • n ; í = 1 , 2 , • • • . 
Segue-se que convergindo a série 2||^4i|| 

então a série 2 At converge absolutamente. 

TEOKEMA 4. A soma de uma série absolu­
tamente convergente não depende da ordem 
em que são tomados os termos da série. 

Prova : Seja a„ = || A„ \\ ; por hipótese 
2 an é convergente. O teorema anterior afir­
ma a convergência da série dada 2 An; seja 
S a soma da série. Efetue-se uma permu­
tação qualquer dos termos dispondo-os em 
uma nova ordem que dá a série 2 A'n. Con-
side se a reduzida que contenha todos os ter­
mos da reduzida de ordem n da série dada ; 
aparecerão , em geral, mais alguns termos 
de indices n + a. ,n +$,••• . Isto é, sendo 

*n == At + Az H h A„ 

construiu-se s'm tal que todos os termos de 
sn aí aparecessem : 

»i» = ^ H h Ám=-Ai-\ \-A„ + An+í+ M„+x. 

Fazendo a diferença : 

I *'m — *m I — I An+* H 1" A+X I 

< < > „ + » + — + 

que se pode tornar menor que qualquer 
número pela convergência de 2 « „ . O fato 
de ser a sequência \sm— *„j uma sequência 
nulo mostra que \s'm\ e js„| tem o mesmo 
limite quando n cresce; ou seja, as séries 
2 A„ e 1An tem mesma soma. 

Séries de funções. 

Seja dado um conjunto C de matrizes. 
Se a cada X de C se fizer corresponder 
uma outra matriz An(X) com n = l , 2 . - ^ , 
então o par de sequências de matrizes : 

(I4(X)1 \s„(X)\) 

onde Sp (A*) = A^ A- A2 + ••• -\- Ap, ó cha­
mado série de termos Â\, A2 • ••. 

Se existe uma função (matricial) 5 (X) tal 
que 

Um S„ ( X ) = S ( X ) 

essa função S(X) é a soma da série. 
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D E F I N I Ç Ã O : A série Ax (A") + A 2 ( X ) H  
converge uniformemente para a função S ( X ) 
no conjunto C se (e somente se) dado e 
positivo e arbi t rár io existir um número natu­
ral w 0 que depende de s mas que não de­
pende de A' escolhido em C de modo que : 

| | S n ( X ) - S ( X ) | | < e » > n 0 

Nota: No caso particular em que C é um 
conjunto de matrizes l x l tem-se 
as séries de matrizes funções de uma 
variável . As definições e teoremas 
não sofrem qualquer a l teração. 

TEOREMA 1. Uma série de matrizes 
At ( A ) + A2 ( X ) + • • • é uniformemente con­
vergente em C se e somente se dado s posi­
tivo e arbi t rár io existir um n0 independente 
de X escolhido em C tal que para m ^ «0  

e n ^ ?!0 

\\8AX)-Sm(X)\\<*-

Prova : A necessidade da condição é facil­
mente verificada e fica proposta como exer­
cício. Veja-se a suficiência. Escolha-se X de 
C. A série Ax ( X ) + A2 ( X ) -f- • • • fica sendo 
série de matrizes constantes (no sentido con­
siderado anteriormente). Essa ó uma série 
convergente de vez que satisfaz a condição 
de convergência (de CAUCHY). Existe, pois 
uma soma S ( A ) , definida para cada X . 
Em outras palavras, para cada X de G 
existe o limite nlim S n ( X ) e é uma função 
S ( X ) . Segue-se que na relação 

\\8H(X) -Sm(X)\\<* 

para todo m ^ « 0

 6 n ^ n o 0 primeiro membro 
tem limite quando n cresce o que implica: 

lim\\Sn(X) - Sm (X) ||<t 
donde 

\\8(X) — 8m(X)\\<t para todo »«>»<> 

e «o independente de X o que significa, 
pela definição, que a convergência é uniforme 
em C. 

TEOREMA 2 (WEIERSTRASS) . A série ^4,(A)-(-
+ A2(X)-\ é uniformente convergente se 
cada uma das funções Ai(X) é limitada para 
A" em C: 

| | 4 ( X ) | | < « ( " i > 0 

sendo cx-)-c2->—• uma série convergente. 
Prova: Se a sequência \XP\ ó arbi t ràr ia-

mente escolhida em C, pelo fato de se ter 

II 4*1 VQ + ••• (x,) | | < c „ + , + ••• +c„+k 

e sendo cl-\-c2-\ uma série convergente 
está satisfeita a condição de convergência 
uniforme da série de matrizes, pois o primeiro 
membro se pode tornar menor que um e posi­
tivo e arbi t rár io qualquer que seja A desde 
que J Í ^ W Q precisamente o » 0 adequado para 
a série de termos constantes c j - f c2 + ••• 

TEOREMA 3. Se a série Ax (A) + A2 ( A ) + . • • 
converge uniformemente em C, e se cada 
uma das matrizes Af(X) é contínua em C 
então a soma S ( X ) da série também é con­
tínua. 

Prova. A série dada sendo convergente, 
existe a soma S ( X ) . Pela definição de con-
vergência existe um índice v0 a partir do qual 

\\S(X0) -A„ ( X 0 ) | | O / 4 

sendo A 0 um ponto qualquer de C. Ver i f i -
cando-se também 

| | S ( X ) - 4 , ( X ) | | < » / 4 

para o mesmo r/0 que independe de X . 
Pondo S (A) — S (XQ) = A S e A„ (A") — 
— A n ( X ) = A ^ l resulta combinando as duas 
desigualdades precedentes 

| | A S - A ^ | | < . / a 

I l A S H = I l A S - A .4 + A A\\ 
< | | A S - A A\\ + li AA\\ . 

Pelo fato de serem contínuas as matrizes 
Ai(X) com X em C é possível fazer A A 
menor que e/2 desde que se tome X numa 
vizinhança conveniente de A' 0 , isto ó, desde 
que se tome X tal que || X— A 0 || ̂  e . O se­
gundo membro pode, portanto, tornar-se me-
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nor que e desde que X permaneça numa 
vizinhança conveniente de X0 e isso prova 
a continuidade de S (X) . 

Séries de potências. 

D E F I N I Ç Ã O . A série C0 + Cx A + C2 A2 + 
-) \-CmAm-\ em que as matrizes A e 
Cj com j = í,2,---, são matrizes quadra­
das nxn é chamada série de potências. 

CO 
TEOREMA 1. Se a série numérica 2 I I ̂ » II ' 

« = o 

• I l A I I " converge então a série de potências 
2 Cn An converge absolutamente. 

Prova: por ser || Cn An || ^ || C„ || || A | |B a 
tese resulta imediata. 

TEOREMA 2. Se a série 2 | |C B | | • j | A j | » con. 
verge então a série 2 1 | C« || || X ||" converge 
se I) X (I ^ D A d sendo uniforme a conver. 
gència em todo o intervalo [ 0 , || A || ]. 

Prova : Se a série converge a sequência 
dos termos ó uma sequência nulo o que a 
obriga a ser uma sequência limitada : 

II C.\\ | | 4 | | » < J / J 

e isso acarreta 

M > 0 , donde || C„| | < 
M 

XI 

donde, pelo teorema anterior, resulta a con­
vergência de 2 C» I " , convergência que é uni­
forme no conjunto 0 ^ | |X\\ £.\\A\\. 

COROLÁRIO. A série de potências C0+Cl X+ 
+ C2X2-\ \-CnXn-\ converge absolu­
tamente se d X I I ^ y A y sendo uniforme a 
convergência em 0 £ || X\\ ^ || A j | . 

Caso particularmente importante é aquele 
E 

em que Cm = — , m = 1 ,2 , • • • . Uma vez que 
m ! 

a série de números não negativos 
4M* 
2 ! + 

converge qualquer que seja o valor de A, se-
gue-se que a série de matrizes : 

Ai 
E + A H h ' 

2 ! m I 
+ • 

converge absolutamente qualquer que seja a 
matriz quadrada n dimensional A sendo 
uniforme a convergência no conjunto QZ.AZ.Z 
em que ò é um número positivo qualquer. 
Essa é a chamada série exponencial que se 
designa por eA ou por exp A . 

TEOREMA 3. Se A e B são duas matrizes 
quadradas, de mesma ordem, tais que AB=BA 
então exp (A + B) = exp A • exp B. 

Prova : Em primeiro lugar verifica-se que 
a série matricial 

E + (A + B) + ^ (A* + 2 AB + B*) + 

+ lj'AS + ZA'B + 3 i f i ! + 733) + . . . 

converge absolutamente desde que qualquer 
soma parcial da série 

1 
l + ( | U l l - M | B | 2 ! W P + S | U | l l | B | | + y B | « 4 v 

ó menor ou igual a exp || A || • exp || B ||. 
Em seguida dispõe-se os termos da série 

absolutamente convergente 

E + (A + B) -f — (A^ + 2 AB + B*) + • •• 

em grupos de modo que o primeiro grupo 
não contenha B ; o segundo contenha B 
mas não B2 ; o terceiro contenha B, B2 

mas não V33; e assim por diante. A soma de 
cada um desses grupos será, respectivamente 
exp A ; (exp A) B ; (exp. A) B2 ; etc. A soma 
da série 

E + A + B + — (A* + Í AB + Bi) +••• 
a I 

é, por conseguinte, (exp A) • (exp B). Como, 
por hipótese A e B são comutativas, tem-se 
também exp(A + B). Vale a pena observar 
que essa conclussão não é necessàriamente 
correta se A e B não forem comutativas. 

Instituto Tecnológico de Aeronáutica 
S. José dos Campos, S. P . — Brasil 

N . — A Redacção teve a preocupação de manter a ortografia 
e terminologia do Autor. 
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Matemática clássica ou matemática moderna, 
no ensino secundário? 

por Emms Castelnuovo 

A esta in terrogação, nova entre as muitas 
que põe o ensino da matemática, responde 
um livro deveras interessante ( ' ) , publicado 
recentemente pela « Commission Internationale 
pour l'étude et l'amélioration de l'enseignement 
des mathématiques-». A Comissão é formada de 
pessoas que, ern campos diversos — psicoló­
gico, metodológico e prático — procuram dar 
uma contribuição à melhoria do ensino da 
matemát ica ; é por isso composta, quer por 
conhecidos matemáticos, lógicos, psicólogos 
e pedagogistas, quer por modestos professo­
res que, com atentas e pacientes experiências, 
estudam a questão dum ponto de vista prá­
tico. Os membros da Comissão reúnem-se 
periòdicamente, a fim de coordenar experiên­
cias, estudos e r e l a tó r io s ; desde 1950 reali-
zaram-se nada menos de nove encontros 
internacionais : em Inglaterra, Bélgica, Suiça, 
F r a n ç a , Luxemburgo, Alemanha, Holanda, 
Itália e Áust r ia . 

Até agora a Comissão não tinha conside­
rado oportuno publicar estudos e só as expo­
sições orais feitas pelos vários membros nos 
respectivos países davam uma ideia do movi­
mento tão activo e moderno que animava 
o espírito dos organizadores. Hoje, com este 
l ivro que reúne vários artigos, a Comissão 
apresenta-se em forma oficial ; os autores são 
seis dos seus membros fundadores : um psi­
cólogo, J E A N PIAGET, professor das Univer­
sidades de Genebra e Paris, um lógico mate-

(!) J . P I A G E T , E . W . B E T H , J . DIEUDONNÉ, A . L I C H N E -

BOWICZ, G . CHOQUET, C . GATTKGNO, a L''enseignement des 

mathématiques», Edit ions Delachaux et Nies t l é , Neu-
châte l (Su íça ) . 

mático, E W A R T W . B E T H , professor da 

Universidade de Amsterdam, t rês matemá­
ticos, JEAN DIEUDONNÉ, professor da North­
western University, Evanston ( E . U . A ) , A N D R É 
LICHNEROWICZ, professor do Collège de 
Franco, GUSTAVE CHOQUET, professor da 

Universidade de Paris, e finalmente o peda-
gogista C A L E B GATTEGNO, professor do Ins­
titut of Education da Universidade de Londres, 
o qual como secretár io geral da Comissão 
organiza os vários congressos e é verdadei­
ramente a alma deste movimento. 

Os seis artigos não foram coordenados 
entre si, mas, embora sejam diferentes os 
pontos de vista e as concepções de cada um, 
apresentam êles uma tão acentuada continui­
dade que a passagem de um trabalho para 
outro não constitui para o leitor uma brusca 
transição de ideias. Na verdade, a través de 
análises psicológicas, estudos lógicos, consi­
derações históricas e pròpr iamente matemá­
ticas, visam todos um fim único : o ensino da 
matemática, à luz das modernas concepções 
científicas. 

O l ivro abre com um confronto de PIAGET 
entre «a« estruturas matemáticas e as estru­
turas operatórias da inteligências. Depois de 
salientar que a diferença e n t r e a matemática 
clássica e a matemática moderna está no facto 
de a primeira pôr na base da construção 
matemática os elementos simples (tais como 
os números inteiros, o ponto, a recta, etc.) 
e a segunda um sistema operatór io, isto é uma 
série de estruturas, o autor referiu as ideias 
essenciais da escola B O U K B A K I , segundo as 
quais as três estruturas principais, sobre as 
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quais assenta o edifício matemático, são : as 
estruturas algébricas (de que ó protótipo o 
grupo), as estruturas de ordem (de que ó um 
caso particular o reticulado) e as estruturas 
topológicas. Ora, P IAGET, a t ravés duma série 
de atentas e minuciosas experiências sobre 
a génese e o desenvolvimento das operações 
aritméticas e geométricas na mente da crian­
ça, conseguiu demonstrar que as «étapes» 
fundamentais na aprendizagem dos conceitos 
matemáticos correspondem precisamente aos 
t rês tipos de estruturas matemáticas. Veri-
fica-se que. na criança, nascem mais ou menos 
no mesmo período as estruturas de tipo algé­
brico (por exemplo, a compreensão da rever­
sibilidade das acções, da inclusão duma classe 
parcial A numa classe total B), as estruturas 
de ordem (a seriação : são j á clássicas as 
experiências de PIAGET sôbre a maior ou 
menor dificuldade que tem a criança até aos 
6 7 anos de dispór por ordem de alturas 
várias réguas) e as estruturas topológicas (a 
ordem da formação das noções geométricas 
no desenvolvimento • expontâneo da criança 
não se ajusta de modo nenhum à ordem his­
tórica das étapes da geometria : as questões 
topológicas são aprendidas muito antes das 
questões euclidianas). 

Não ó necessário comentar um estudo deste 
género : podem fàcilmente imaginar-se as 
imensas consequências que podem ter tais 
problemas, num primeiro ensino da matemá­
tica. É este o único artigo que diz respeito 
ao ensino elementar; os capítulos seguintes 
referem-se ao ensino secundário . 

Ao estudo de P I A G E T segue-se o artigo 
de E. W . B E T H «.Reflexões sobre a organiza­
ção e sobre o método do ensino matemático». 
O autor observa que o divórcio entre o ensino 
secundário e o ensino uuiversitário se vai 
acentuando cada vez mais : no primeiro, a 
matemática elementar não chega a suscitar 
um interesse científico ; no segundo, as teo­
rias cada vez mais complexas a que ó con­
duzida a investigação moderna revelam-se 

pouco susceptíveis de virem a ser incorpora­
das no ensino secundár io . F E L I X K L E I N tinha 
procurado lançar uma ponte entre a mate­
mática elementar e a matemática superior, 
mas tratava-se mais de renovação de méto­
dos que de mudança de programa. Hoje — 
afirma B E T H — as modernas investigações so­
bre os fundamentos da matemática levam-nos 
a compreender como algumas vezes (por 
exemplo, para esclarecer a diferença entre a 
estrutura dos números racionais e a dos nú­
meros reais) ó impossível chegar a uma ex­
plicação exaustiva e criticamente perfeita se 
se insiste em permanecer no domínio da ló­
gica elementar e evitar qualquer referência 
a noções que competem à teoria dos conjun­
tos. É por isso que o autor seria favorável 
a adoptar no ensino secundário o método 
axiomático, abandonando o método genético. 
Termina o artigo uma análise aprofundada 
das relações entre lógica e psicologia para os 
fins do ensino ; B E T H declara-se abertamente 
contrár io à tendência de exagerar a impor­
tância da psicologia nos problemas de didác­
tica matemática e sublinha o valor e o alcance 
dum ensino rigidamente lógico. 

Os três artigos que se seguem, os de D I E U ­
DONNÉ, L U HNEROWICZ e CHOQUET versam 
sobre questões que se referem estrictamente 
à matemática, ao programa e aos métodos de 
ensino desta disciplina na escola secundária . 

J . DIEUDONNÉ, no seu trabalho *A abstrac­
ção em matemática e a evolução da álgebra» 
começa por responder à pergunta clássica 
« Q u a l é o objectivo do ensino da matemática?» 
Não são — diz ele — as questões em si, por 
vezes esmiuçadas e subtilizadas em extremo, 
que devem formar o objecto do nosso ensino 
— mas ó antes o método matemático, a essên­
cia da própria matemática que deve influen­
ciar a inteligência do aluno, levando-o a raci-
cionar cada vez mais sobre noções abstractas. 
A apoiar esta tese, ele t raça em poucas pá­
ginas uma história dos conceitos fundamen­
tais da á lgebra , fazendo ver como todo o 
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desenvolvimento desta disciplina representa 
uma contínua asceução para o abstracto, 
ascenção da qual a introdução dos números 
imaginários constitui uma étape decisiva. Foi 
então que o matemático adquiriu consciência 
do seu poder criador de calcular sobre novos 
objectos — que não são números — em vez de 
se resignar passivamente a limitar-se aos que 
lhe eram impostos pelas origens concretas 
da matemática. Um segundo acto de liberta­
ção ó representado pelo cálculo dos opera­
dores : foram modificadas assim também as 
regras de cálculo algébrico, até então consi­
deradas intangíveis, e deste modo se foi tendo 
percepção cada vez mais nítida, dos dois 
constituintes fundamentais de qualquer «cál­
culo» : — os objectos sobre os quais se opera 
e as regras operatór ias — estas só verdadei­
ramente essenciais. Segundo tal concepção, 
o estudo dum cálculo, ou — como se diz — 
duma estrutura algébrica, toma como dados 
de base um conjunto de objectos e um certo 
número de operações . DIEUDONNÉ conclui a 
sua exposição, admirável de clareza e vigor, 
declarando que só o método axiomático, ex­
trema étape no sentido da abst racção, permite 
canalizar as novas descobertas matemáticas, 
classificá-las e ligá-las aos resultados prece­
dentes, simplificar a exposição das várias 
teorias, aumentando por vezes o seu alcance 
com uma análise mais aprofundada. 

O artigo de A . L I U H N K K O W I C Z hA introdu­
ção do espírito da álgebra moderna na álge­
bra e na geometria elementar-» vem comple­
tar o de DIEUDONNÉ, dando ideias e sugestões 
para um eficaz ensino secundário como ini­
ciação no espírito da ciência contemporânea. 
Sublinha ele que, se é verdade que só uma 
percentagem mínima de alunos virá a dedi-
car-se à ciência pura, não ó menos certo que 
também aqueles que se dirigem para as apli­
cações técnicas virão a encontrar-se perante 
uma matemática que j á hoje não ó menos 
abstracta, aos olhos dos conformistas, do que 
a matemática chamada pura. Não se trata — 

diz o autor — de distribuir dogmàticamente 
teorias abstractas da álgebra moderna, mas 
antes se deveria procurar, logo de início, fa­
miliarizar o aluno com as principais estrutu­
ras algébricas, levando-o a reconhecer pro­
priedades comuns em domínios diversos (por 
exemplo, as propriedades comuns a números 
inteiros e polinómios, as leis de composição 
em certas classes de números), questões que 
se podem tratar mesmo nos primeiros anos 
duma escola secundária. Depois, na última 
classe dos liceus, seria necessário comparar 
as várias teorias ari tméticas, geométr icas , 
etc., sempre do ponto de vista estrutural, 
pondo em confronto propriedades iguais e 
propriedades distintas de entidades comple­
tamente diversas (por exemplo, os axiomas 
dos grupos e as propriedades comuns aos 
deslocamentos e às semelhanças no espaço). 
LICHNEROWICZ insiste no facto de que, fa­
zendo deter a atenção do aluno sobre alguns 
casos elementares de isomorfismo, se poderá, 
por um lado, pôr em evidência como a «natu­
reza matemática» ó qualquer coisa que não 
tem sentido determinado e, por outro lado, 
procurar destruir os compartimentos-estan-
ques entre os diversos ramos da matemática 
elementar. 

De carácter mais particular ó o artigo de 
G . CHOQUET « O ensino da geometria elemen-
tarst. Declara ele, explicitamente, que escreve 
estas páginas para o professor, não para o 
aluno, mas pensa que possam fornecer maté­
ria de ref lexão , para o mestre, no sentido 
duma eventual adaptação à idade do aluno. 
« A geometria elementar — diz o autor — é 
uma bela viagem, mas o seu ponto de partida 
tem muitas vezes lugar numa sombra cheia 
de dúvidas e o caminho seguido atravessa 
profundos pântanos, como o dos deslocamen­
tos e o da orientação, dos quais não se sai 
sem a sujeição ao suplício chinês do pau» . 
Depois de fazer uma crítica minuciosa e bri­
lhante dos usuais livros de texto, G . CHOQUET 
põe as bases dum desenvolvimento do curso 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 9 

de geometria elementar, a partir da geome­
tria da recta, passando depois à do plano e ao 
estado das isometrias e da orientação, e dá, 
com este trabalho, uma contribuição nova e 
original ao estudo dos fundamentos da geo­
metria. Não é possível resumir brevemente o 
artigo e por isso relegamos os colegas à lei­
tura directa, com a certeza de que encontra­
rão ali matéria de aprazimento intelectual. 

Depois de todos estes artigos, densos de 
ideias e de sugestões, mas que, embora tendo 
em consideração o aluno, estudam o problema 
da didáctica matemática de um ponto de vista 
teórico, chega-se ao último capítulo tA pe­
dagogia da matemática», onde o autor, C. 
GATTEGNTO, nos coloca no meio estudantil ; 
este capítulo interessa portanto particular­
mente ao professor da escola secundária . Os 
pareceres de GATTEGNO são assim resumidos 
nas suas palavras: «O leitor terá j á encon­
trado nos capítulos precedentes dados rela­
tivos aos factores psicológicos e matemáticos. 
Trataremos aqui do ensino pròpriamente diro 
e mostraremos como o programa pode ser 
tornado funcional, isto ó, pode ser concebido 
como síntese dos diversos factores». Pre­
tende o autor servir-se, precisamente, das es­
truturas mentais j á existentes na mente da 
criança e conceber um programa que, basean­
do-se nestas, tenha especialmente em conta 
as dificuldades que encontra o aluno, ao pas­
sar duma estrutura mental a outra. Segundo 
GATTEGNO, não é o particular mas o geral 
que interessa a c r i a n ç a ; é a acção do pro­
grama e a do professor que constrangem a 
sua inteligência a confinar-se dentro de certos 
limites e ó por esta razão que, muitas vezes, 
o ensino da matemática resulta difícil e pouco 
atraente. No ensino da aritmética, por exem­
plo, pode con8eguir-se era breve tempo que 
os alunos se libertem do numérico, para to­
mar consciência, mesmo que seja de modo 
intuitivo e quási por brincadeira, de pro­
priedades gerais das várias operações, e pas­

sar depois ao campo da á lgebra . Aqui , 
sempre tendo em vista concepções gerais, 
insistir-se-á muito mais sobre a reversibili­
dade das operações e sobre o dinamismo das 
fórmulas (isto é, sobre os vários aspectos que 
uma fórmula pode tomar) do que sobre o 
resultado. Observe-se, além disso, que o con­
ceito de função que tem o aluno nestas idades 
é muito mais largo do que aquele que nós 
queremos impôr-lhe, quando lhe oferecemos 
exemplos simples e construídos de propósi to . 
Sobre a base destas ideias, GATTEGNO esque­
matiza um programa de álgebra para os ra­
pazes dos 11 aoB 16 anos, programa que, aos 
nossos olhos, pode parecer excessivamente 
abstracto, mas que ó sem dúvida nenhuma 
interessante. 

Para o ensino da geometria não ó proposto 
um programa como para a á lgebra , mas os 
exemplos e as sugestões que se dão, verda­
deiramente dignos de serem tomados em con­
sideração, j á por si só ditam um programa. 
GATTEGNO declara-se absolutamente contrár io 
a um ensino dedutivo que, partindo de certas 
premissas, obrigue a chegar a determinadas 
consequências, legando o rapaz a percorrer 
uma via prèviamente t raçada . P ropõe ele, 
portanto, um estudo que não imponha uma 
«camisa de fôrças» ao aluno, um estudo ba­
seado sobre a tomada de consciência de de­
terminadas «situações». Por exemplo — diz 
GATTEGNO — nas primeiras lições de geome­
tr ia (pelos 11 anos de idade), dar-se ia ao 
rapaz um compasso, deixando l ivre campo à 
sua fantasia para desenhar o que quisesse. 
A partir de uma série de desenhos ordenados 
e desordenados, índice, eles própr ios , de in­
teresses estéticos e de momentos psicológicos, 
o aluno seria conduzido, numa segunda fase, 
à observação de duas famílias de círculos 
concêntricos e poderia, ajudado com raras 
intervenções do mestre, chegar a uma tomada 
de consciência matemát ica : a simples obser­
vação e percepção conduzi-lo-ia portanto, a 
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pouco e pouco, a organizar o seu pensamento 
e, daquelas premissas instrumentais, ele po­
deria fazer brotar relações e consequências 
até inesperadas. Propriedades e questões, que 
estamos habituados a tratar numa certa or­
dem e que são muitas vezes «atomizadas», 
fundir-se-iam num todo único. E, a pouco e 
pouco, a estrutura de cada particular situa­
ção levaria a conceber o método axiomático 
relativo àquela determinada situação, porque— 
diz com acerto o autor — «averiguar aquilo 
que basta postular para obter tudo por via 
dedutiva é um luxo que a ciência se permite, 
só depois de ter acumulado um certo número 
de factos». Ele acha por isso que uma revi­
são do programa dum ponto de vista dedutivo 
só deveria fazer-se no fim da carreira escolar. 
Como se vê, trata-se dum ensino da geome­
tria em que falta uma linha contínua, no sen­
tido que estamos habituados a conceber ; é 
uma série de assuntos organizados sobre o 
plano das estruturas, mas livres ; ó um en­
sino por centros de interesse, em que cada 
centro é provocado por um impulso particular. 

Com quanto haja, sem dúvida, um parale­
lismo entre o ensino da geometria e o da ál­
gebra sugeridos pelo autor, paralelismo de­
vido ao sentido de largueza e de libertação 
que se pretende esteja na base de ambos, 
nota-se uma considerável diferença entre as 
duas didácticas, sendo a geométrica muito 
mais perceptiva, mais visual e portanto me­
nos abstracta do que a algébrica, aplicada na 
mesma idade. 

Cada um de nós é levado pela leitura deste 
artigo, que pode, à primeira vista, parecer 
excessivamente original e afastado das nossas 
ideias, geralmente mais moderadas, a uma 
reconsideração do programa e da nossa ma­
neira de ensinar ; ainda por esta razão , o 
trabalho de G A T T E Q S O , oferecendo contínuos 
estímulos de revisões, de crítica, de discus­
são, traz em si uma contribuição notável ao 
problema em ques tão -

» * 

Depois de ter referido cada capítulo deste 
l ivro , verdadeiramente original e fascinante, 
pouco resta a concluir, porque o l ivro não 
quer concluir, quer deixar aberto o pro­
blema. Um problema discutido por matemá­
ticos de profissão e pedagogistas, por lógi­
cos e psicólogos ; cada um deles expôs, de 
modo magistral, as suas ideias sobre o mesmo 
assunto: «o ensino da matemática». Compete 
agora a cada um de nós encontrar nestas pá­
ginas matéria de re f lexão e de trabalho e dar 
uma contribuição ao movimento que se está 
difundindo em todo o mundo para inspirar a 
didáctica matemática em critérios mais mo­
dernos. 

N. da R . — E m consequênc ia da demora de publi­
cação da «G. M.» e da subsequente acumulação de 
original, sai este artigo com atraso cons ideráve l , do 
que pedimos desculpa à nossa distinta colaboradora, 
bem como aos leitores. 

«Princípios de equivalência sobre equações» 
por Henrique Verol Marques 

A importância primordial de que se reveste 
o estudo dos princípios de equivalência de 
equações leva-nos a abordá-lo no presente 
artigo. Presume-se que se torne útil dissecar 
tal matéria por se crer que, nem sempre, o 

estudante de liceu lhe atribui a importância 
que ela, inegàvelmente, merece. Basta ter em 
atenção que sendo o objectivo fundamental 
da Álgebra a resolução de equações, ta l 
objectivo só poderá ser atingido se se conhe-
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cerem, com clareza, as leis que regem essa 
resolução. 

No presente trabalho apenas se consideram 
equações a uma incógnita, porque só a estas 
se faz referência no actual programa dos 
liceus. 

Como é sabido, raiz ou solução de uma 
equação a uma incógnita é todo o número 
que colocado no lugar da incógnita torna o 
valor numérico do primeiro membro idêntico 
ao valor numérico do segundo membro. 
E sabe-se, também, que duas equações são 
equivalentes quando toda a solução de uma 
delas ó solução da outra, e reciprocamente. 
S p j a / 0 e ) = 9 ( x ) u m a equação em x em que 
algum dos dois membros poderá ser, even­
tualmente, constante. 

Demonstremos, primeiramente, que se so­
marmos a ambos os membros daquela equa­
ção um número N ou uma função inteira, 
<p(a?), da incógnita, a equação resultante ó 
equivalente à proposta. 

Com efeito, se se designa por a uma solu­
ção genérica da equação / ( * ) = g{&) tem-se, 
por definição de raiz de uma equação, que 
f(a) = g(a.) e daí fya)+N=g{a.) + N (são 
iguais as somas de dois números iguais com 
um terceiro). Logo, a é também solução de 
f ( x ) + N=g(x) + N- Por outra parte, se 
P é raiz genérica da equação f(x)-\- N — 
= g{x) + N será f($) + N = g (fí) + N, 
donde se tira /((3) = «7 (P) (subtraindo a 
números iguais um terceiro, as diferenças são 
ainda iguais). Quer dizer, (3 ó também solu­
ção de f ( x ) = g(x). 

As duas equações f [ x ) = g(x) e f ( x ) + 
- f N = g(x) + N são, portanto, equivalentes. 

Analogamente, se <p(ar) ó função inteira 
de x, ap (a) tem significado numérico (conti­
nuando a representar por a uma qualquer 
raiz de f ( x ) = g (x)). Ora, de f(a.) = g(x) 
deduz-se, então , / ( a ) + 9 (a) = g (a) + 9 ( a ) , 
igualdade comprovativa de ser a raiz da 
equação f ( x ) + y (x) — g (x) + <p (x) . Reci­
procamente, se se designa por y uma solu­

ção genérica desta equação, tem-se f ( y ) + 
+ ?•(?) — V(7) + ?(r)« D a i - f ( i ) = 9i.i)-
Consequentemente, y é raiz da equação 
f ( x ) = g (x). 

As duas equações f { x ) — g{x) e f ( x ) + 
+ <ç>(x) = g(x) + y(x) são, então, equivalentes. 

Seja, agora, Q(x) uma função não inteira 
de x . Se 0(a) tem significado numérico a 
equação f(x)=g(x) é equivalente à equação 
f ( x ) + 0 (x) ^ g (x) + 9 (x) (tudo se passa como 
no caso anterior). Se 0(a) não tem signifi­
cado numérico as duas equações não serão 
equivalentes, visto que carece de sentido a 
re lação / ( a ) + 0 (a) = gr (a) + 0 (a) . 

Em resumo : 
Primeiro princípio de equivalência: «So­

mando a ambos os membros de uma equação 
uma mesma constante ou uma mesma função 
inteira da incógnita resulta uma equação 
equivalente à primeira; somando a ambos os 
membros uma mesma função não inteira da 
incógnita a equação obtida só não será equi­
valente à proposta se para alguma raiz desta 
a função carece de significado numérico». 

Assim, por exemplo : 

1) São equivalentes as equações 

bx + 8 = 3 — 2x e 1 x =— 5, 

pois que a segunda equação resulta da pr i ­
meira, somando a ambos os membros desta a 
função inteira q> (x) = 2 x — 8 . 

2) Não são equivalentes as equações 

x2 = 4 e x* 4 — = 4 H — , 
x-2 x-2 

porque a função ® (a?) = —-— carece de si-
x— 2 

gnificado para x=2 , que é raiz da equação 
ar2 = 4 .Quer dizer, ao passar desta equação para 
a equação x2 -\ — = 4 -| — perde-se a 

4 x-2 x-2 F 

raiz x = 2 . 
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3) São equivalentes as equações 

Bx = 7 e Sx + —^— = 7 + — ! — , 
x - 2 x - 2 

porque a função <P (O:) = — - — tem signifi­
ai — 2 

cado numérico para x — — que é a única 

raiz da equação 3 a? = 7 . 

Do princípio que estabelecemos resulta a 
importante conc lusão : «é sempre legítimo o 
transporte de um membro para o outro da 
equação, de uma constante ou de uma função 
inteira da incógnita, mediante troca de sinais. 

Com efeito, se se designa por A uma 
constanta ou uma função inteira de x, a 
equação f ( x ) + A = g (x) é equivalente à 
equação f ( x ) — g(x) — A que se obtém da 
primeira somando a ambos os membros — A . 
Mas o transporte de um membro para outro 
da equação de uma função não inteira da 
incógnita pode introduzir soluções novas, 
caso em que a equação obtida não será equi­
valente à proposta. 

Assim, 
4) Seja a equação 

1 o 1 
ar —4 -\ = — 3 H . 

x — 1 x — 1 . 
Transportando pa/a o 1.° membro o termo 

— - — que figura no 2.° membro, resulta: 
x — 1 

á , 1 1 o 
x — 4 H = — o 

x — 1 x — 1 
ou seja, 

x — 4 = — 3 
Ora esta equação admite a raiz x = 1 , que 
não ó solução da equação proposta. 

Retomemos a equação f ( x ) = g(x) e desi­
gnemos por k um número diferente de zero. 
Vejamos que a equação f ( x ) = g(x) é sem­
pre equivalente à equação k f { x ) = kg (x) . 

De facto, sendo a uma solução qualquer da 
primeira equação, é / ( a ) = g (a) e daí 
kf{<t) = kg(a). Quer dizer, a é também 
raiz da equação k f { x ) = kg(x). Reciproca­
mente, sendo (3 uma raiz qualquer da equa­
ção k f ( x ) = kg(x) será k f $) = k g (,'s), 
donde resulta, mulplicando ambos os mem­
bros por — (terá, pois, de ser k =f= 0) 

k 
/((5) = < / ( £ ) . Isto é, (3 satisfaz também à 
equação / (x) = g (x) . 

As duas equações são, assim, equivalentes. 
Se, porém, se multiplicam ambos os mem­

bros da equação f { x ) — g{x) por uma função 
w(x) da incógnita, a questão carece de aná­
lise mais demorada. 

E assim : 

a) Toda a raiz do tipo a (como tal se de­
signarão) de f ( x ) =g(x) é também raiz de 
f ( x ) • q> (x) = g (x) • 9 (x), desde que 9(a ) 
tenha significado numérico. (Como no caso 
do teorema anterior). 

b) Toda a raiz a' de f ( x ) = g (x) não é 
raiz de f ( x ) • 9 (x) = g (x) • 9 (ar) desde que 
<p(a') careça de significado númórico. 

Porque não existem os produtos / ( a 1 ) 9 (a') 
e gr (a 1) 9 (a ' ) . 

c) Toda a raiz "k de 9 (x) que não seja 
raiz de f ( x ) = g(x) é também raiz de 
f (x) • 9 (x) = g (x) • 9 (x) desde que / ( / ) e 
g(ï) tenham significado númerico. 

Pois de 9 ( / ) = 0 resulta, então, f(X) • 
= 0 0 ) • ? ( > ) • 

d) Toda a raiz V de v(x) que não dá 
significado numérico a algum dos membros 
de f ( x ) = g ( x ) não ó raiz da equação 
/ (x) • 9 (x) = g (x) • 9 (<r) . 

Porque, suposto / ( / . ' ) sem significado numé­
rico, não existe o produto / ( / ' ) • 9 ( ' • ' ) • 

Do que se expõe nas alíneas anteriores 
logo ressalta, que quando se passa da equa­
ção 1) f(x)=g(x) à equação I I ) f(x)y(x) = 
— g(x)<f(x), poder-se-ão ganhar ou perder 
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raizes, ou nem ganhar nem perder (caso em 
que as duas equações são equivalentes). Per-
dem-se raizes, se há soluções da equação I ) 
que não satisfazem à equação I I ) ; ganham-se 
raízes , se há soluções da equação I I que não 
verificam a equação 1). 

Logo, 

1) As raízes perdidas são do tipo a'. 

2) As raízes ganhas são do tipo à (que 
são raízes do sp (#)). 

3) Se a equação I ) admite, apenas, raízes 
do tipo a e as raízes de <p (x) são do tipo 
V , as equações I ) e I I ) são equivalentes. 

Em particular, se ®{x) é função inteira, 
não há raízes de f ( x ) = g{x) do tipo a! e, 
portanto, não há perda de raízes. Quer dizer, 
a equação I I ) tem, pelo menos, todas as solu­
ções de I ) . 

Os exemplos seguintes esclarecem a ques­
tão . 

Seja a equação 

se —2 2x A ) 2x-\ = 
X — 1 X — 1 

Por comodidade, continuaremos a designar 
por f ( x ) e g(x) o primeiro e segundo mem­
bros, respectivamente, da equação A ) e por 
<p(a?) uma função da incógnita por que ambos 
os membros se mult ipl icarão. 

Assim, sendo <p(a?) = —-— resulta a equa-
x-2 

çao 

B) 
2x 1 

x- - 1 (x-!)(*-2) 

Como <f(x) não tem significado numérico 
para x = 2 que ó solução da equação A), 
segue-se que esta raiz é do tipo a'. 

Esta circunstância implica a perda de uma 
raiz, isto ó, a equação B) não admite a raiz 
a? = 2. 

Logo, as duas equações não são equiva­
lentes. 

Se for * (x) = x — 1 obtóm-se a equação 

C) 2x{x-l)-Jrx — 2 = 2x 

Como 9 (x) é função inteira de x não se 
perdem raízes . Por outra parte, a única raiz 
de a(x) é do tipo V (V = 1), visto que / ( V ) 
carece de significado numérico. Logo, tam­
bém se não ganham raizes. 

En tão , as duas equações A) e C) são 
equivalentes. 

Enfim, se se tem <p(a?) = £c + 2 resulta a 
equação 

D) 2x(x + 2) + ^ = 2 ^ + 2 ) 

X 1 X — 1 
Não há perda de raízes, por isso que <n(x) 

é função inteira. 
Além disso, <p(x) tem uma raiz do tipo 

A(> = - 2), visto que / ( — 2) e g{-2) têm 
significado numérico, sendo/(—2)=j=g(—2). 
Ganhou-se, portanto, uma raiz x = — 2 . 

Logo, as duas equações A) e D) não 
Bão equivalentes. 

O que precede permite, pois, concluir: 
Segundo principio de equivalência :— «Mul­

tiplicando ambos os membros de uma equação 
por um mesmo número diferente de zero, 
obtém-se uma equação equivalente à primeira; 
se se multiplicam ambos os membros de uma 
equação por uma função da incógnita (se a 
função for inteira não há perda de raízes) a 
equação resultante poderá ser ou não equi­
valente à propos ta» . 

A principal aplicação prát ica do segundo 
princípio de equivalência reside na possibili­
dade de desembaraçar de denominadores 
uma equação, isto ó, na determinação de uma 
equação equivalente à proposta que não con­
tenha denominadores. Para isso, multiplicam-
-se ambos os membros da equação dada pelo 
menor múltiplo comum dos seus denomi­
nadores. 

Se a equação é inteira, o m. m. c. é cons­
tante e, portanto, ó sempre legítimo desem­
baraça r de denominadores. 
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Se a equação é fraccionaria, o m. m. c. é 
uma função inteira, y(x), da incógnita, não 
havendo, por isso, perda de raízes. E só se 
poderão ganhar se alguma das raízes da 
equação resultante é raiz de <?(x). Quer 
dizer, as duas equações são equivalentes 
desdes que as soluções da equação obtida 
não anulem o m. m c. dos denominadores 
da equação proposta. 

E assim : 
oÉ sempre legítimo desembaraçar de deno­

minadores uma equação racional desde que 
as raízes da equação resultante não anulem 
o m. m. c. dos denominadores da equação 
propos ta» . 

Seja a equação fraccionária H) 

3 1 3x 
a?- 1 3(a?+ 1) ~~ 2 ( « —1) 

Multiplicando ambos os membros pelo 
m. m. c. dos denominadores, <p (x)=6 (x* — 1) 
resulta a equação 18-r-14(a: — l ) = 9x(x+l) 

4 
que tem duas raízes . T j = 1 e x2 = — — . 

Pois que <p(x2)=f=0 e <p (x{) = 0 segue-se 
que a equação H) não admite a raiz x = 1 , 

4 
tendo, portanto, uma única solução, x— . 

9 

De acordo com tudo o que fica dito, con-
clui se que a redução de uma equação fraccio­
nária à forma inteira, isto é, a operação de 
desembaraçar de denominadores uma equação, 
não conduz, necessàr iamanie , à obtenção de 
uma equação equivalente. As raízes da equa­
ção inteira obtida só serão raízes da equação 
proposta desde que não anulem o m. m. c. dos 
denominadores desta equação . 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 

A Redacção da « G a z e t a de Matemát ica» vem-nos 
incumbindo há tempos da tarefa de dar aos leitores 
no t í c ia sobre o movimento matemát i co internacional. 
A tarefa imposta tem sido só parcialmente cumprida 
por vários motivos entre os quais avulta a dificuldade 
de a realizar de modo completo. Com efeito, os ú l t imos 
anos têm sido assinalados por um grande desenvolvi­
mento das matemát i cas que se traduz na ereaçâo de 
Institutos e Centros de Estudos de Matemát i ca F u r a 
e Aplicada em todo o mundo, por numerosos congres­
sos internacionais e nacionais, co lóquios , s impós io s , 
etc. ; A U n i ã o Mat e mát i ca Internacional, cuja act iv i ­
dade tinha sido interrompida durante vários anos, 
tern contr ibuído largamente por variados modos para 
a rea l i zação destas reuniões . Nestas não são só apre­
sentados os progressos a l cançados e discutidos os pro­
blemas que ocupam no momento os matemát i cos , mas 
t a m b é m se tem elaborado programas e estabelecido 
inquér i tos tendentes a melhorar e modernizar o ensino 
da Matemát ica , problema que se impõe urgente. E m 
próx imo número da « t í a z e t a de Matemát ica» o Prof. 
Hugo Ribeiro, da Universidade de Nebraska, focará 
alguns destes assuntos e o Prof. J o s é S e b a s t i ã o e Si lvai 

da Universidade de Lisboa , dará not í c ia sobre algu­
mas das actividades da União Matemát i ca Internacio­
nal, junto da qual é um dos representantes de Por­
tugal. 

Uma ideia sobre o movimento m a t e m á t i c o pode já 
obter-se pela consulta frequente das numerosas revis­
tas de Matemát i ca que hoje se publicam e aí se verá 
pela natureza dos artigos quais os problemas e assun­
tos que mais ocupam os cientistas. H á - a s dos mais 
variados tipos, algumas publicando só artigos de um 
dado capí tu lo da Matemát ica , ( L ó g i c a M a t e m á t i c a , 
Cálculo Tensorial , etc.), outras menos especializadas. 
Algumas destas revistas, em especial os Boletins das 
Sociedades de Matemát ica , incluem not ic iár io das 
reuniões , dos cursos extraordinários e conferências de 
especialistas convidados pelas Escolas ou Centros de 
Estudo, prémios , etc. ; a este tipo pertencem por 
exemplo, o «Bul le t in of the American Mathematical 
S o c i e t y » que dá um panorama parcial do movimento 
m a t e m á t i c o nos Estados Unidos da A m é r i c a do Norte, 
o «Bol l e t ino delia Unione M a t e m á t i c a I ta l iana», a 
revista « L ' E n s e i g n e m e n t Mathémat ique» , órgão ofi­
c ia l da Comissão Internacional do Ensino Materna-



G A Z E T A D F M A T E M Á T I C A 1 5 

t i co , a revis ta « N o t í c i a s M a t e m á t i c a s I n t e r n a c i o n a i s » , 
que é o bole t im da U n i ã o M a t e m á t i c a In ternacional , 
edi tada pela Sociedade M a t e m á t i c a A u s t r í a c a , etc., 
etc. N ã o podemos evidentemente esquecer as pub l i ca ­

ções « M a t h e m a t i c a l R e v i e w s » e o Z e n t r a l b l a t » , i n s t r u ­
mentos i n d i s p e n s á v e i s de estudo e i n f o r m a ç ã o . 

Dalgumas das revistas assinaladas s ã o e x t r a í d a s 
as n o t í c i a s que seguem. 

M a n u e l / . a l u a r N inn 's 

S I M P Ó S I O I N T E R N A C I O N A L S O B R E A T E O R I A D O S N U M E R O S A L G É B R I C O S 

Promovida pela U n i ã o M a t e m á t i c a In ternacional e 
pela «Sc i ence Conference of J a p a n » realizou-se em 
T ó q u i o e N i k k o d" 8 a 1 5 de Setembro de 1 9 5 5 uma 
r e u n i ã o in te rnac ional de m a t e m á t i c o s onde fo ram 
apresentadas as seguintes c o m u n i c a ç õ e s : 

E . A R T I N (Pr inceton U n i v e r s i t y ) : Theory of b ra ids ; 
A . W E I L ( C h i c a g o ) : On the breeding of b igger and 
bet ter zeta funct ions . ; C . C H E V A L L E Y (Columbia U n i ­
v e r s i t y ) : A few remarks on mathemat ica l j o u r n a l s ; 
E . A R T I N : Representatives of the connected compo­
nents of the i dè l e class groups ; K . IWASAWA (Massa­
chusetts Inst, of Techno logy) : Galois groups a c t i n g 
on the m u l t i p l i c a t i v e groups of local fields; A . W K I L : 
On certain characters of idè le class groups; R. BRAITEB 
(Ha rva rd U n i v e r s i t y ) : Number- theore t ica l i nves t iga ­
t ions on groups of finite order ; T . T A N N A K A (Tohoku 
U n i v e r s i t y ) : On the generalized p r i n c i p a l idea l 
theorem; T . K D B O T A (Nagoya U n i v e r s i t y ) : Densi ty 
i n a f a m i l y of abelian extensions; C. C H E V A L L E Y : Pro­
j ec t ive i m b e d d i n g of a group v a r i e t y ; K . Y A M A S A K I : 
( T o k y o U n i v e r s i t y ) : F ib re spaces and sheaves i n 

number theory ; D . Z E L I N S K Y (Northwestern U n i v e r ­
s i t y ) : Cohomology of func t ion fields and other a lge­
b ras ; T . N A K A Y A M A (Nagoya U n i v e r s i t y / P r i n c e t o n ) : 
A conjecture on the cohomology of algebraic 
number fields and the proof of i t s special case ; 
G. SHIMURA ( T o k y o U n i v e r s i t y ) : On complex 
m u l t i p l i c a t i o n s ; Y . T A N I Y A M A ( T o k y o U n i v e r s i t y ) : 
Jacobian variet ies and number fields; A . W K I L : 
General izat ion of complex m u l t i p l i c a t i o n ; M D E U R I N Q 
(Got t ingen) : On zeta funct ions of e l l i p t i c curves w i t h 
s ingula r modulus ; [. SA TAKE ( T o k y o U n i v e r s i t y ) : On 
Siegel's modular f u n c t i o n s ; K . G. RAM«NATHAN ( T a t a 
I n s t i t u t e ) : Un i t s of fixed points i n i n v o l u t o r i a l a lge­
bras J . P. SERRE (Na. icy) : Syzygy theory i n local 
r i n g s ; A . NÉRON (Po i t i e r s ) : A r i t h m é t i q u e et classes de 
diviseurs sur les v a r i é t é s a l g é b r i q u e s ; Y . N A K A I 
( K y o t o U n i v e r s i t y ) : Some results i n the theory of 
the d i f f e r e n t i a l forms of the first k i n d on a lgebraic 
var ie t ies ; M N A O A T A ( K y o t o U n i v e r s i t y ) : The theory 
of m u l t i p l i c i t y i n local r i ngs . 

C O L Ó Q U I O S O B R E T O P O L O G I A A L G É B R I C A P A R A J O V E N S T O P O L O G I S T A S 

E i s uma r e u n i ã o extremamente s i m p á t i c a e que 
cons t i tu i uma novidade. A ideia deve-se sobretudo ao 
Prof. J . H . C. W H I T E H E A D , tendo subsidiado o C o l ó ­
qu io o B r i t i s h Counci l e a U n i ã o M a t e m á t i c a In t e r ­
nacional . Teve lugar em Oxfo rd ( Ing la te r ra ) de 28 
de Junho a 1 de Ju lho de 1 9 5 5 . As m a n h ã s in te i ras 
e por vezes uma hora de tarde fo ram preenchidas por 
c o m u n i c a ç õ e s dos jovens topologistas , sendo o resto 
do tempo reservado a d i s c u s s õ e s nas quais tomaram 
par te os topologistas j á de renome. Os par t ic ipantes 
f o r a m alojados num dos C o l é g i o s de Oxfo rd . O Pres i ­
dente da C o m i s s ã o Organizadora f o i o Prof. W H I T E H E A D 
e os delegados da U . M . I . o Prof. HOPF e W . D . HODOE. 

Foram lidas as c o m u n i c a ç õ e s seguintes: J . F . A D A M S : 
The loop space of a complex; A . A E P L I : M o d i f i c a t i o n 
von topologischen reellen und komplexen dit 'ferenzior-
baren M a n n i g f a l t i g k e i t e n ; W . D . BARCUS: T r a c k groups 
and homotopy classif icat ion of mappings ; P. DEDECKER: 

A general izat ion of the spectral sequence; A . D O L D : 
The completeness os W u ' s relat ions between the 
S t i e f e l -Whi tney classes of compact mani fo lds ; P . J . 
H I L T O K : Quas i -L ie algebras and homolopy ; D . M . 
K A N : A b s t r a c t homotopy; M . K E R V A I R E : Homotopy 
and generalized cu rva tu r a i n t e g r a ; A . K O S I H S K I : 
( i ) On r-spaces, manifolds , etc. ( i i ) On some genera l i ­
zations of an t ipo i i a l theorems ( repor t of work by 
J . W . J A W O R O W S K I ) ; J . M I L N O R : Immersion of m a n i ­
folds i n a sphere; J . C. M O O R E : Mappings of compact 
spaces i n a sphere; F . PETERSON: Generalized coho-
motopy groups; D . P U P P K : On sphere-like m a n i f o l d s ; 
H . SCHUBERT: Knots w i t h two b r idges ; R . T H O M : 
Operations i n real cohomology ; H . T O D A : The homo­
topy groups of spheres and L i e groups ; E . V E S E N T I N I : 
Sur certains champs de vecteurs et sur les points 
8 t a t i o n n a i r e 8 de formes d i f f é r e n t i e l l e s m é r o m o r p h e s 
d'une v a r i é t é complexe compacte. 



16 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

C O L Ó Q U I O S O B R E A F U N Ç Ã O Z E T A 

De 1 4 a 2 1 de Fevereiro de 1 9 5 6 realizou-se no 
« T a t a Ins t i tu te of Fundamental R e s e a r c h » em B o m ­
baim um c o l ó q u i o sobre a f u n ç ã o zeta com a p a r t i c i ­
p a ç ã o de v á r i o s m a t e m á t i c o s estrangeiros convidados. 
O programa c ien t i f i co compreendeu as seguintes 
c o m u n i c a ç õ e s : 

C. L . S I K I Í K I . : A general izat ion of the Eps te in zeta 
func t i on ; P . T U R Á N : On the zeros of the zeta f u n c t i o n 
of Riemann ; A . S E L B E K O : Harmonic analysis and d is ­
continuous groups i n weak ly symmetr ic Riemannian 
spaces, w i t h appl icat ions to D i r i c l i l e t series ; I , I I , I I I , 
I V ; M . D E U R I N G : The zeta func t ions of algebraic cur­
ves and var ie t ies ; I , 11.; R. A . R A N K I N : The construc­
t i o n of automorphic forms f r o m the d é r i v â t e s of a 
g iven f o r m . ; H . M A A S S : Spherical harmonics and theta 
series.; M K O E C H E B : On the tiecke operators for mo­
dula r forms of degree m > 1 . ; M . E I C U L E R : Modula r 
correspondences and the i r representat ions; I , I I . ; I . 
SELBEBQ S C H O W L A : On Epsteins zeta f u n c t i o n . ; K . 
G. R A H A N A T H A N : Quadra t ic forms over i n v o l u t o r i a l 
d i v i s i o n algebras. ; S. B O C H N E R - K . CHANDRASEKHARAN: 

On Riemann's f u n c t i o n a l equa t ion . ; H . PETERSSON : 
On a cer ta in k i n d of zeta-fuchsian func t ions . ; S. 

BOCHNER: Gamma factors i n f u n c t i o n a l equat ions . ; 
I . S A T A K E : Some remarks on Siegel's modular f unc ­
t ions . 

A o co lóqu io seguiu-se uma r e u n i ã o sobre o ensino 
de M a t e m á t i c a na Á s i a do Sul, onde a l ém dos dele­
gados dos p a í s e s sul a s i á t i c o s pa r t i c ipa ram os cien­
t is tas STONE, B O M P I A N I , CHOQUET, BROADBENT, OI -PKNIIKIM, 

FREUDKNTHAL, DE B R U I J N , ALEXANDROV, KOROBOV, M E L O N 

e M A R C Z E W S K I . O S discursos inaugura is foram fei tos 
por H . B H A B H A e K . CHANDRASEEHARAN seguindo-se as 

c o m u n i c a ç õ e s : 
M . H . STONK: Some cruc ia l problems of mathemat i ­

cal i n s t r u c t i o n . ; T . A . A . BROADBENT: Present-day 
problems in Eng l i sh mathemat ica l education. T y p o ­
graphy and the teaching of mathematics . ; A . 
O P P E N H B I U : The problems which face mathematicians 
i n Singapore and the Federation of Malaya . ; E . 
B O M P I A N I : Mathemat ica l i n s t ruc t ion i n I t a l y . ; G . 
CHOQUET: Teach ing in secondary schools and research.; 
A . O. A L E X A N D R O V : On mathemat ical education i n 
the U . S. S. R . ; H . FREUDENTHAL: I n i t i a t i o n i n to geo­
metry . ; E . M A R C Z E W S K I : On mathemat ica l education 
i n Poland. 

3 . ° C O N G R E S S O D O S M A T E M Á T I C O S S O V I É T I C O S 

Teve luga r em Moscovo, no P a l á c i o da U n i v e r s i ­
dade, de 2 5 de Junho a 5 de Julho de 1 9 5 6 . Nele par­
t i c i p a r a m cerca de 2 0 0 0 m a t e m á t i c o s da URSS, e 
perto de 8 0 estrangeiros convidados pela Academia 
das C i ê n c i a s da URSS. 

Os discursos inaugura i s fo ram pronunciados pelos 
m a t e m á t i c o s e a c a d é m i c o s VINOGRADOV e P E T R O V K I . 

Ag sessões f o r a m em n ú m e r o de treze : T e o r i a dos 

n ú m e r o s , Á l g e b r a , E q u a ç õ e s diferenciais e in tegra i s , 
T e o r i a das f u n ç õ e s , A n á l i s e func iona l , C á l c u l o das 
probabil idades, Topo log ia , Geometria , L ó g i c a mate­
m á t i c a e fundamentos. C á l c u l o s n u m é r i c o s , Problemas 
m a t e m á t i c o s da M e c â n i c a , Problemas m a t e m á t i c o s da 
F í s i c a e H i s t ó r i a da M a t e m á t i c a . Houve cerca de 8 0 0 
c o m u n i c a ç õ e s de m a t e m á t i c o s russos e 5 0 de estran­
geiros. 

9 . ° C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D E M E C Â N I C A A P L I C A D A 

Este congresso realizou-se em Bruxelas de 5 a 1 3 
de Setembro de 1 9 5 6 Fo i presidido pelo Prof. F. VAN DEN 
D U N G E N ; numerosos p a í s e s est iveram representados e 
r eun iu cerca de oitocentos par t ic ipantes . 

Houve quatro c o n f e r ê n c i a s gera i s : Prof P. G E R M A I N 
( F a c u l t é des Sciences-Lil le) — Quelques Progrès ré­
cents en aérodynamique théorique des grandes vitesses ; 
Prof. R . H I L L ( U n i v . No t t i nga in ) — New horizons in 
mecanics of solids; Prof . M . K . DAVIDSON (Steveng 

Inst , of Technology, TJ. S. A.) —Ships; e Prof. 
D r . H . M E T T L E R (Technische Hochschule, Kar l s ruhe) 
— Forced, non linear vibrations of elastic bodies. Ag 
c o m u n i c a ç õ e s fo ram em n ú m e r o de de cincoenta apro­
ximadamente e versaram v á r i o s c a p í t u l o s da M e c â ­
nica dos F l u í d o s e de M e c â n i c a dos Solos. 

F o i deci i l ido que o p r ó x i m o congresso tenha luga r 
na I t á l i a em 1 9 6 0 . 
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4.» C O N G R E S S O D O S M A T E M Á T I C O S R O M E N O S 

Teve luga r em Bucarest de 27 de Maio a 4 de 
Julho de 1956. Nele pa r t i c ipa ram cerca de 400 mate­
m á t i c o s romenos e 70 estrangeiros, de F r a n ç a , I n ­
g la ter ra , Alemanha, I t á l i a , P o l ó n i a , U . K. S. S., 
U . S. A . , etc. As secções eram c inco : A lgeb ra e Teo­
r i a dos N ú m e r o s , A n á l i s e , Geometr ia e Topo log ia , 
M a t e m á t i c a s Apl icadas e Metodologia e H i s t ó r i a da 
M a t e m á t i c a . Os m a t e m á t i c o s romenos apresentaram 

em s e s s ã o p l e n á r i a c o m u n i c a ç õ e s sobre as inves t iga ­
ções fe i tas na R o m é n i a no p e r í o d o 1940-1955 no 
ç a m p o da 1) Geometr ia D i f e r e n c i a l ; 2) E q u a ç õ e s d i ­
ferenciais o r d i n á r i a s e às derivadas parciais e equa­
ções func iona i s ; 3) Teor i a das F u n ç õ e s ; 4 ) Á l g e b r a , 
Topo log i a , A n á l i s e Funcional , L ó g i c a M a t e m á t i c a ; 
5) M a t e m á t i c a s Apl icadas . 

G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

A Gazeta de M a t e m á t i e a , no i n t u i t o de f a c i l i t a r aos 
alunos das Escolas U n i v e r s i t á r i a s o acesso a deter­
minados ramos das M a t e m á t i c a s Superiores tem-se 
e s f o r ç a d o pela o r g a n i z a ç ã o de cursos destinados aos 
mesmos alunos. 

Algebra — No ano lec t ivo de 1955-56 relizaram-se 
regularmente ses sões semanais de 1 * / j horas, dedicadas 
ao estudo de Á l g e b r a . Os assuntos versados f o r a m 
sistemas algebrizados por uma e duas op t j r ações . 
Reconheceu-se, p o r é m , que é pedagogicamente errada 
e c ient i f icamente def ic iente ( ') qualquer a c ç ã o que 
vise e s p e c i a l i z a ç ã o em i n d i v í d u o s ainda n ã o in ic iados , 
e que, par t icu larmente no ensino de Á l g e b r a , se deve 
c o m e ç a r por fornecer a alunos recentemente s a í d o s dos 
liceus, v i s ã o p a n o r â m i c a de toda a d i sc ip l ina . 

Ass im, no presente ano lect ivo cont inuam a r e a l i -
zar-se sessões de estudo (~) subordinadas ao p rograma 
geguinte : 

1) A Teor i a dos Conjuntos como i n t r o d u ç ã o à A u á -
lise Geral ; 

2) Estudo das r e l a ç õ e s e das c o r r e s p o n d ê n c i a s ; 
3) Conjuntos ordenados ; Es t ru tu ras ; 

4 ) A o p e r a ç ã o e a Á l g e b r a ; a v i z i n h a n ç a e a T o p o ­
l o g i a ; 

5 ) Estudo dos sistemas a l g é b r i c o s ; 
a) Grupoides ; semi-grupos ; g rupos ; abelianos; 
b) A n é i s ; corpos ; 
c) Idea i s ; 

A i n s c r i ç ã o é g r a t u i t a e apenas subordinada à s 
i n s t a l a ç õ e s à d i s p o s i ç ã o da Gazeta. 

Alemão — Realizam-se à s segundas e quintas , das 
2! 1 ? à s 23 horas, aulas destinadas apenas à aqu i s i ­
ç ã o da t é c n i c a de t r a d u ç ã o de textos de m a t e m á t i c a 
e f í s i c a escritos em l í n g u a a l e m ã . Com base na expe­
r i ê n c i a adqui r ida , projecta-se a e l a b o r a ç ã o duma 
g r a m á t i c a adoptada a esse object ivo e o respectivo 
d i c i o n á r i o de termos t é c n i c o s . 

O l i v r o de texto adoptado f o i : K . STRUBECKEB... Dif-
ferentialí/eumelrie I. « S a m m l u n g G õ s c h e n » ( V . p á g . 26, 
c r í t i c a , 115). 

Oeste modo, fac i l i ta -se aos estudiosos de m a t e m á ­
t i c a da l i n g u a portuguesa a u t i l i z a ç ã o da imensa e 
i m p o r t a n t í s s i m a b i b l i o g r a f i a m a t e m á t i c a escri ta em 
l i n g u a a l e m ã . 

J . G . T . 

N O T I C I A S V Á R I A S 

A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » regis ta com mui to 
j ú b i l o a n o m e a ç ã o do Professor A N T Ó N I O A N I C E T O 
MONTEIRO, um dos seus fundadores, para a cadeira de 
A n á l i s e M a t e m á t i c a da Facul tad de C i ê n c i a s Exactas , 
F í s i c a s y Naturales da Universidade de Buenos Ai r e s . 

* 

Foram eleitos membros da Academia das C i ê n c i a s 
de Paris 08 Professores M A U R I C E FRÉCHET e GEORGES 

DARMOIB que sucedem a E M I L E B O R E L e J E A N C H A Z Y 

respectivamente. A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » f e l i c i t a 
os novos a c a d é m i c o s sob cu ja o r i e n t a ç ã o t raba lharam 
alguns m a t e m á t i c o s portugueses. 

(') I n s i s t e - s e m a i s u m a v e z , que se c o n s i d e r a t a m b é m p e d a ­
g o g i c a m e n t e e r r a d a a t e n d ê n c i a de c h a m a r i A b s t r a c t o » à q u i l o que 
o é apenas de modo r e l a t i v o , a s s i m como o « M o d e r n o » c o m 
m a i s de u m s é c u l o de e x i s t e o c i a é c i e n t i f i c a m e n t e f a l s o . 

(') Q u a r t a s - f e i r a s , das 14 à s 15,30 n o r a s . 

E m 1995 e 1956 faleceram os n o t á v e Í 3 m a t e m á t i c o s 
H E R M A N W E Y L , K . R I E S Z , E . W H I T T A K K H , G . V A L I R O N , 

J . C H A Z Y , E . BOREL e L . FANTAPPIÈ . 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F . C. L . — MATBM.ÍTICJIS G E B A I S — B r a n a final—Outu­

bro de 1956. 

P o n t o n.° 1 

4175—Seja f ( x , y) c o n t í n u a e constante nos pon­
tos da c i r c u n f e r ê n c i a xi + yi=l e d i f e r e n c i á v e l no 
seu in t e r io r . 

a) Mostre (pelo teorema de R O L L E ) que a der ivada 

( X = a < 
. (a 2 + {J2 =• 1) se 

anula pelo menos uma vez em ponto in te r io r . 
6) Prove que, quando h o m o g é n e a , / é t a m b é m 

constante sobre as c i r c u n f e r ê n c i a s c o n c ê n t r i c a s , i n t e ­
riores. 

c) Ver i f ique que, nas cond ições da a l í n e a b), 
« = f ( x ,y) define uma s u p e r f í c i e de r e v o l u ç ã o . 

1 
f { x ) = x a r c t g — 

4176 — Considere a f u n ç ã o 

i / ( 0 ) - 0 
def inida no in te rva lo ( — 1 , 1 ) . D i g a , jus t i f icando, 
se é cont inua no ponto x — 0 . Calcule as derivadas 
laterais neste mesmo ponto. É / (0) extremo ? 

P o r q u ê ? 

4177 — Desenvolva em s é r i e de p o t ê n c i a s de x a 
f r a c ç ã o 

y •• 
c* - 2 x 4 1 

(1 + x) (1 + x 2 ) 2 

depois de a ter decomposto em elemento simples. 

4178 

P o n t o n.° 2 

Considere a f u n ç ã o 
i 

(x — a) e'~" f (a> 

o) Calcule u> (o) 
6) A s s í n t o t a s da imagem de f ( x ) . 
c) E x p r e s s ã o l inear que mais se aproxima de / ( x ) 

nas v i z i n h a n ç a s do i n f i n i t o . D i f e r e n ç a entre f ( x ) o 
aquela e x p r e s s ã o l inear e s inal de t a l d i f e r e n ç a para 
grandes valores de | x \. 

4179 — Mostre que a d e q u a ç ã o 

f ( x , y ) =xy* x ' y - 2 . 0 

define nas v i z i n h a n ç a s do valor x = 1 uma f u n ç ã o 
y = f (x) como sua ra iz sob a c o n d i ç ã o y (1) = 1 . 

Calcule ao longo da imagem de <p (x) o valor da 
e x p r e s s ã o x f ' x + y f „ . D i r e c ç ã o da imagem refer ida 
naquele ponto e sentido da concavidade nas suas 
v i z i n h a n ç a » . 

4180 — D ê um desenvolvimento em sé r i e de p o t ê n ­
cias de x da f u n ç ã o 

/ ( x ) - log 
xi 

1 — <e« 

e ind ique a sua r e g i ã o de val idade. Confirme o resul­
tado por recurso ao desenvolvimento de f ( x ) . 

F . C. L . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 

1.* F r e q u ê n c i a (1.* chamada) • 
Ponto de exame 
-1956-1957. 

4181 — Que se pode dizer de um ponto f ron t e i ro a 
um conjunto X , quando ele n ã o é um x ? 

è) MoBtre que é fechado o conjunto X\ obt ido pela 
a d j u n ç ã o a qualquer conjunto X de todos os seus 
pontos f ron te i ros . 

c) Sendo Y o conjunto dos reais n ã o contidos em 
Xi, mostre que Y é conjunto aberto. 

d) Seja X um conjunto com in f in i tos elementos de 
um e outro s inal , elementos sujei tos à c o n d i ç ã o de: 

a < I x I < 6 . 

É X l i m i t a d o ? Relacione com a e b os l imi tes 
de WEIERSTRASS de A ' j . Supondo que existem sempre 
elementos i < a + l / n e as > 6 — l / n com qua l ­
quer n , quais s ã o os l imi tes a respeito de X? 

4182 — a) E s t a b e l e ç a a f ó r m u l a da r a d i c i a ç ã o 
de í n d i c e n e f a ç a a sua a p l i c a ç ã o ao n ú m e r o 
z = p (cos m i t + i sen m ir) com m i n t e i ro . Di scu ta o 
resultado re la t ivamente à e x i s t ê n c i a do valor real da 
r a i z . 

b) Designe [A B C D] e [A' B' C D'] dois qua­
drados de centro na or igem, o 1.° de v é r t i c e s nos 
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eixos coordenados e o 2." com os lados paralelos a 
estes, e inscr i tos em c i r c u n s t â n c i a s de ra io r e r\. 
Quais os complexos cujas r a í z e s de í n d i c e 4 t ê m por 
imagens os v é r t i c e s de um e outro quadrado? 

4183 — a) Considere o p o l i n ó m i o r e a l : 

/ ( z ) = a o 4 - a i (z—a) H f-a„(z —o)" para a „ > 0 

Relacione / , / ' • • • / ' " ' c o m o s a{ e indique , com j u s ­
t i f i c a ç ã o , o p r é s t i m o da regra de R C F F I N I para o c á l ­
culo de tais coeficientes. 

6) Mostre que sendo f (a) , f (a) • • •/'"-'> (a) n ã o 
negativos, a é l i m i t e excedente das r a í z e s reais de 
f . Supondo que z = a é ra iz de mu l t i p l i c idade a 
de / ( z ) , que p o l i n ó m i o s derivados de / ( z ) se anu­
l a m em a? Determinar as constantes a e P para 
P=jtO de modo que o p o l i n ó m i o / ( z ) •= z* + 4 a z 3 + 
+ 2 z 2 —3 admi ta a lguma ra iz t r i p l a n ã o nula e para 
ta is valores de a e (5 calcule essas r a í z e s e d ê a 
d e c o m p o s i ç ã o de / em factores p r i m á r i o s . Qua l o 
m. d. c. de / e / ' ? / ' e f" ? f> e / " e / ' " ? 

4184 — Descreva a o p e r a ç ã o de c o n d e n s a ç ã o de 
uma mat r iz A e o seu p r é s t i m o no c á l c u l o da carac­
t e r í s t i c a , j u s t i f i cando a lguma p r o p o s i ç ã o das que, 
fundamentam a t é c n i c a , aplicando esta mesma t é c n i c a 
à r e s o l u ç ã o do sistema de e q u a ç õ e s : 

x+ y — 3 z + « = • — 3 
2 x + y + 4 z - 2 u = 9 

x+2y+ z— u = 4 
x + y + 3z + u = 9 
x + y 4- u>= « 

Determine a. de modo que o sistema seja p o s s í v e l . 

E n u n c i a d o s dos n . " 4175 a 4184 de J . D i o n í s i o . 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2.° Exame de 

f r e q u ê n c i a — Ordinário — 29-6-56. 

4185 — Resolver os seguintes problemas : 
x • tg x 

a) Calcular Um . 
i=u e* — x — 1 

R : 2 . 

• S. Enunc ia r a lguma p r o p o s i ç ã o 

b) Calcular P x • log \J 1 + x* . 
x ? 3 x! I 

R : — log y 1 + x* — -t- — arctg x* + C. 
2 3 3 

c) U t i l i z a r a s u c e s s ã o de FOURIER para aver iguar 
se / ( x ) => 12 x« - 7 x 3 + 13x2 - 7 x + 1 tem raizes 
em ( 0 , 1 ) . E m caso a f i rma t ivo s e p a r á - l a s . 

R : Existem duas raízes, respectivamente nos inter­
valos (o,— \ (— ,lV 

V ' 2 6 / \ 2 6 ' ) 
4186 — P rovar que quando 6 „ S t a m b é m 

da teor ia das s é r i e s relacionada com esta propriedade 
e mostrar que £ ( — (k constante), embora d iver ­
gente, é s o m á v e l por m é d i a . 

Deduzi r o p r imei ro c r i t é r i o de CAUCHY. Como a p l i ­
cá - lo à d e t e r m i n a ç ã o do in te rva lo de c o n v e r g ê n c i a de 
S a„ x" ? 

D e f i n i r s é r i e absolutamente convergente e provar 
que a sua soma é independente da ordem dos termos. 

4187 — P rovar que, sendo u = / ( z ) univalente e 
c o n t í n u a no conjunto l im i t ado e fechado Z , a f u n ç ã o 
inversa z = g(u) é c o n t í n u a no conjunto t ransformado 
r/ = / , Z ) . 

Sendo f (x) , tp (x ) e 4 (x ) c o n t í n u a s e d e r i v á v e i s 
em ( a , 6) e d ' (x) a der ivada 

de A (x) provar que A ' (c) — 0 

/ ' (•") <p' (*) <]>' (•*) 
/ (a) cp (a) (a) 
/ ( 6 ) <p(6) 4,(6) 

/ ( x ) <p(x) <]*(x) 
/•(a) (p (a) <}/(a) 
/ ( 6 ) <p(6) <{-<*) 

onde o < c < 6 . Como se deduzem desta propriedade 
os teoremas de LAORANGE e de C A U C H Y ? 

4188 — E m qoe c o n d i ç õ e s a e q u a ç ã o f ( x , y ) = 0 
define na v i z i n h a n ç a de P(a,b) uma f u n ç ã o y (x) ? 
A d m i t i n d o a de r ivab i l idade de 3/ (x ) ap l icar a regra 
de d e r i v a ç ã o das f u n ç õ e s compostas para deduzir a 

dy - / ; 
f ó r m u l a 

dx fV 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final — 
É p o c a de Julho (1 * chamada) — 16-7-56. 

4189 — Considerar o determinante | A \ — \ a) | = 0 
( . 4 f ^ b 0 para todos os valores í , i — 1 , • • - n ) e o 
sistema Af x œ = 0 (» , o = 1 , • • • n) . 

Most ra r que o sistema é indeterminado, ind ica r o seu 
g rau de i n d e t e r m i n a ç ã o d e apresentar d so luções 
independentes. Qua l é a e x p r e s s ã o gera l das suas 
so luções ? 

K : O sistema é indeterminado em virtude de | A | = 
- I A | ° - ' = 0 e, como M r (Â) - | A |—« compl . M ( A * ) 
( J A C O B I ) , SÓ com r 1 se encontra um menor diferente 
de zero. O grau de de indeterminação do sistema será 
d = n — 1 e, por exemplo, as d soluções 

(a | , a* 1 ••• a?) 

(a„_, , a*_, , ••• a j_ , ) 

são independentes como consequência da hipótese pro­
posta. 



20 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Todas as soluções se contêm na fórmula 

((x)) - p i «x»)) + B 2 ((x*)) + h B d ((*<)) 

ou, mais explicitamente, utilizando as d soluções acima 
apresentadas : 

x, = 8' a| + 8" a? 4- h 8 1 , - 1 a l _ , 
+ 8 -

x„ = B l a ï - f - B s a 3 + - - + 8 » - ' a ^ 1 

4190 — U t i l i z a r as teorias da i n t e r p o l a ç ã o e e l i m i ­
n a ç ã o para determinar o p a r â m e t r o m, por fo rma 
que o po l inómio do 3." g r au / ( x ) , de que se conhe­
cem os valores 

/ ( _ ! ) . m _ 6 

/(O) = 7 7 1 

/ ( l ) = m - 6 
/ ( 2 ) = m - 1 8 

tenha duas r a í z e s comuns com o p o l i n ó m i o x 3 — 5 x 2 — 
— 4 x + 2 0 . Apresentar a e q u a ç ã o das r a í z e s comuns. 

R : Construindo o tabela de diferenças, obtem-se 

X f ( x ) i f W A 2 f (x) A » f (x) 

- 1 m — 6 6 - 1 2 6 

0 m - 6 - 6 

1 m — fi - 1 2 

2 m - 1 8 

Pela fórmula de G B E Q O B Y - N E W T O N vem 

A f ( a ) ( x - a ) ( x - a - h ) 
f ( x ) - f ( a ) + ( x - a ) 

A V f ( a ) 

h* + 

h 21 
( x - a ) ( x - a - h ) ( x - a - 2 h ) A 3 f ( a ) 

3 ! h 3 

(x + 1) x 
= m - 6 + (x + l ) . 6 + 1 Z, • ( - 1 2 ) + 

+ 
(x + l ) x ( x - l )  

3 ! 

21 

• 6 = x 3 —6 x 2 — x + m . 

Adoptando o método para simplificar o resultante de 
f (x) e do polinómio dado obtem-se: 

1 - 5 
1 

- 4 
- 6 

20 
— 1 m 

- 1 - 1 3 m - 2 0 

1 - 2 m - 2 4 20 

2 m - 3 4 12 40 

Para que existam duas raízes comuns terá de ser 
— 1 3 I = 0 o que dá imediatamente m — 30 
- 2 m - 3 4 

valor que também anula o resultante. A equação das 
raízes comuns lira-se do quadro apresentado ou seja 
- x 2 + 3 x + 1 0 ~ 0 . 

4191 — Seja / ( x ) def in ida em ( a , 6) e 

a) 
com a < X ! < a ; 2 < 6 e 4 [ « t , / ( » [ ) J B [ x 2 , / ( x 2 ) ] . 

E s c r e v é r a e q u a ç ã o da corda AB e mostrar que se 
d á a desigualdade (1) quando em ( x i , x j ) a corda 
deixa o arco da cu rva por baixo dela. 

Escrever com t r ê s termos a f ó r m u l a de T A Y L O B para 
/ ( x l ) e f ( x z ) > respectivamente segundo as p o t ê n c i a s 

xi - xz x 2 - x , 
de e . 

2 2 
Concluir dos desenvolvimentos que a desigualdade 

(1) tem luga r sempre que / " (x) > 0 em ( x j , x 2 ) . 
R : A equação da corda A B é 

f ( x 2 ) - f ( X l ) 
y - f ( X l ) = (x - x , ) 

x 2 - x t 

e, «e a corda deixa o arco da curva por baixo dela, terá 
de ser 

f ( x0+ — 5 x t ) - f 
x 2 - Xi \ 2 

> 0 

que conduz imediatamente à desigualdade (1) . 
A fórmula de T A Y L O B dá 

, w . f ( i ! p ) + s i 2 f , ( a ± 2 ) + 

— * l ) 2 

Adicionando membro a membro e notando que 

f " ( x ) > 0 em ( x 1 ; x 2 ) , vem: f ( X l ) + f (x 2) > 2 f ( ~ — ^ 

ou 
/ X 1 + X ^ f ( X ! ) + f ( x ; ) 

I . S. C. E . F . — MATEMXTICAS G E R A I S — Exame final — 

Época de Julho — (2." chamada) — 20-7-56. 

4192 — Considerem-se dois sistemas de eixos coor­
denados cartesianos rectangulares &)Ox,Oy,Oz e 
<S') Ox1, Oy< , Uz', em que (a ,b ,c) , ( a 1 , b], c') e 
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( a " , 6" , c") s ã o os cosenos directores, respect iva­
mente, de Ox', Oy' e Oz' em r e l a ç ã o ao sistema S. 

a) Provar que L = f o b c ~~| é o r togonal . f"a b c "1 é or 
o' 6' c' 

La" 6" c"J 
6) Qua l é o valor de | L \ ? In te rpre ta r g e o m é t r i c a -

mente. 
c) As f ó r m u l a s de t r a n s f o r m a ç ã o do sistema S no 

sistema S' s ã o , como se sabe, 

x' =a X + - 6 y4-c z 
y ' = a' x 4 - ô ' y + c' z 
a' = a" x + 6 " y f c" z . 

Most rar que a t r a n s f o r m a ç ã o é or togonal e conclui r 
d a í que a d i s t â n c i a de um ponto à o r igem é i n v a ­
r ian te corn a t r a n s f o r m a ç ã o . 

R : a) L é ortogonal porque a 2 4-b 2 4-c 2 = a' 2 + b 1 2 +• 
4- c' 2 = a" 2 4- b " 2 4- c" 2 = 1 e a a ' 4 - b b ' + c c ' = aa"4-
- I - b b " 4 cc" = a' a'' 4- b 1 b " 4- c' c " = 0 . 

b) I L I = + 1 . Se S e S' coincidem | L | — 1 j Se 
S e S1 têm os eixos na mesma posição relativa então 
I L I = 1 e se não têm | L | = — 1 . 

c) A transformação é ortogonal porque L i ortogo­
nal. Uma das propriedades aessa transformação diz 
que x- 4 - y 2 4 - z 2 = x ' J 4 - y ' 2 4 - z ' 2 , o que pro tia que a dis­
tância de am ponto à origem é invariante com o trans­
formação. 

h 
4 1 9 3 — P rovar que A a r c tg x = a r c t g 

1 f x h + x 2 

T A / ( x n 
, l o g / ( x ) = l o g [ l + ^ i J . 

6) Calcular A" e" *+* e A " (a x" 4- 6 x — ' ) . 
c) Escrever o p o l i n ó m i o de menor g rau que para os 

valores 0 , 1 , 2 , 3 toma, respectivamente, os valores 
2 , 5 , 7 , 8 . 

R : a) A a r c tg x = a r c t g (x 4-h) —arctg x e, fazendo 
y = a r c t g ( x 4 h ) e z = a r c t g x vem 

t g ( y - z ) = 

A a r c t g x = y —z 

tg y - *g z _ h 
1 4 - t g y - t g z l 4 - x h 4 - x 2 

Então 

A a r c t g x = a r c t g 
1 4- x h 4 -x 2 

A l o g f (x) = l o g f (x 4- h) - l o g f (x) = l o g 

A f ( x ) 

f (x + h ) 

= l o g 

b) 

L f ( x ) J 
^ g « x+b .__eB(x+h)+b e s x+b = e « x+b ^ e » h ^ 

â i i e t x + b = e i i + b ( 0 « b _ | J n 

A" (a x n 4 - b x n _ l ) = a A" i "=an ! h" 

c) Utilizando a fórmula de G B E Q O B Y - N E W T O N obtem-se 
x 2 7 x 

o polinómio 1 h 2 . 
2 2 

4194 — à) A p l i c a r a teor ia dos m á x i m o s e mín imoB 
para determinar o c i l i nd ro de volume m á x i m o insc r i to 
numa esfera dada. 

è ) Determinar os p a r â m e t r o s t e P por f o r m a que 
a e q u a ç ã o x 2 4 - * x 2 y 4 - í 3 a í y 4 - l = 0 defina na v i z i ­
n h a n ç a de P (1, — 1) uma curva y (x) cu ja t a n ­
gente nesse ponto é 3 x - 2 y — 5 = 0 . 

R : a) O volume do cilindro vem dado por 
! h * \ 
( R 2 I h onde R é o raio da esfera e h o 
K *J 

altura do cilindro. Como 
d V 

dh" 

3 h 2 

2 R 
lume máximo oblem-se com h = — = . 

V/3 

b) Os parâmetros são a = 3 e 0 » — 1 , 

I . S. C E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final — 

É p o c a de Outubro — 1 7 - 1 0 - 5 6 . 

4 1 9 5 — D a d o o p o l i n ó m i o / ( x ) = x 3 + p xz + q x + r 
resolver os seguintes problemas 

a) Provar que a c o n d i ç ã o para que as suas r a í z e s 
estejam em p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a é ç 3 = p 3 - r . 

b) Calcular A 3 / ( x ) . 

c) A t r i b u i n d o a x os valores x<> , X j , x j , X3 e x 4 , 
p o d e r á ex i s t i r um p o l i n ó m i o do 4 0 g r au que, para 
aqueles valores de x , tome, respectivamente, os v a ­
lores / ( x 0 ) , f ( x t ) , f ( x z ) , / ( x 3 ) e / ( x 4 ) ? P o r q u ê ? 
Most rar que h á uma in f in idade de p o l i n ó m i o s g (x) 

• = 4 
ta is que g(x)—f(x) é d i v i s í v e l por <Kx) = II (*— 

i = 0 
R : a) Pelas fórmulas de G I R A R D | a 4- a h 4 a h z = — p 

j a 2 h + a* h 2 + a 2 h 3 = q 
( a 3 h 3 = — r 

o que conduz imediatamente a q 3 = p 3 r . 
b) A 3 f ( x ) = 3 ! h 3 

c) Não, porque existe apenas um polinómio de grau 
inferior a 5 que para aqueles valores de x toma os cor­
respondentes valores de f (x) . Esse polinómio terá de 
ser necessariamente f (x) . Há evidentemente uma infi­
nidade de polinómios g (x) (de grau maior ou igual a 
5) que passam pelos mesmos pontos que f (x) e, por con­
seguinte, g ( x ) — f ( x ) tem as raizes «o 1 V 1 i x 2 > x 3 e 

x 4 , o que o torna divisível por i}>(x) = ( x — x 0 ) (x — x j ) • 
• ( x — x 2 ) ( x - x 3 ) ( x - x 4 ) . 

4 1 9 6 — a) Es tudar a i n d e p e n d ê n c i a das formas 
lineares 



22 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

f i ^ ' i — X 2 + 3 C 3 — x t 

f z = Xx f X 2 + X 3 - f X 4 

f i = a xi + bXi + c x3 + dx4 

b) Dada a s u b s t i t u i ç ã o l inear y{ = a\ x-j (i , j — 
— 1 , 2 , •-•!>) quantos valores de K satisfazem à 
r e l a ç ã o Y t = KXi? Que s ã o estes valores em r e l a ç ã o 
à ma t r i z |o | | ? 

R : a) As formas são independentes com qualquer 
das condições : c^=a,b=f=c,b=j=d. 

4 1 9 7 — a) U t i l i z a r a r e l a ç ã o y1 (1 + x + x J ) = 1 + 2 x 
para desenvover em s é r i e de p o t ê n c i a s in te i ras de x 
a f u n ç ã o y = log (1 rx + xz) . 

b) Calcular <pj (0,0) para a f u n ç ã o 

(x f y)i (x - y) 

x* -r y ' 
0 (x = y = 0 ) 

( x = £ 0 , y ^ O ) 

A e q u a ç ã o y (x , y) = 0 define uma f u n ç ã o y ( x ) 
na v i z i n h a n ç a do ponto ( 0 , 0 ) ? P o r q u ê ? 

E n u n c i a d o s e s o l u ç õ e s dos D .° s 4185 a 4197 de F e r n a n d o de J e s u s 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame final — 8-10-56. 

4 1 9 8 — 1) Estude a c o r r e s p o n d ê n c i a x-ve*'*'* 
em que x é um n ú m e r o real. D i g a qual é o núc leo 
do homomorfismo. 

4 1 9 9 — 2) N a m u l t i p l i c i d a d e 3 f t „ ( n - » 3 ) consi­
dere o conjunto daqueles vectores para os quais 
õ x\ — SC3 = 0 . Formam estes vectores uma sub-mul -
t i p l i c i d a d e ? No caso a f i rma t ivo d i g a p o r q u ê . 

4 2 0 0 — 3) Prove que se o vector y n ã o pertence 
à submul t ip l i c idade SR» de 3Jl„ mas pertence à ge­
rada por 2Jt(, e x , x pertence à gerada por 2Jt4 e y 

4 2 0 1 — 1') R\ e R2 s ã o duas rectas paralelas a 
ox e P\ e P j são dois pontos respectivamente de 
£1 a o â n g u l o P\oP2 s u p õ e - s e recto. D i g a 
qual o lugar do ponto M quando se s u p õ e OM ^ P\ Pz-

Nota: É n e c e s s á r i o e basta para que M p e r t e n ç a 
ao lugar que a recta perpendicular a OM t i r a d a por 
M encontre Ri e Rz em pontos P\ e P2 ta is que 
Pi O P2 seja recta. 

4 2 0 2 — 2') Considere a elipse s i tuada no plano 
xoy, de semi-eixos 2 e 1 . Determine a e q u a ç ã o do 
c i l i nd ro cu ja d i rec t r i z é a refer ida elipse e cujos pa­
r â m e t r o s directores são ( 1 , 1 , 1 ) . 

4 2 0 3 — 1") Determinar o t r i â n g u l o de á r e a m á x i ­
ma ta l que x + y = 2, sendo x a a l t u r a e y abase . 

4 2 0 4 — 2") As e q u a ç õ e s a z + sen (x + y) = 0 e 
a z +- sen (x — y) = 0 definem z e y como f u n ç õ e s de 

dy d* Determine — e 
elx à-r 

no ponto ( 0 , 0 , 0 ) . 

A N Á L I S E I N F I N I T É S I M A L 

I . S. C E . F . — A N Á L I S E M A T E M Á T I C A — Exame final 

escrito — 20-7-1953. 

4215 — Enuncie o problema do desenvolvimento 
duma f u n ç ã o p e r i ó d i c a de periodo 2 ir em sé r i e t r i g o n o ­
m é t r i c a . 

Como se o b t é m a s é r i e de FOURIER duma f u n ç ã o / (x) 
def inida no in te rva lo (— « , + « ) ? Determine a s é r i e 

x 
FOURIER da f u n ç ã o i g u a l a quando x v a r i a entre 

— « e + ir . 
Prove que a s é r i e de FOURIER duma f u n ç ã o <p (x ) 

c o n t í n u a no in t e rva lo ( — i r , + ir) é uma sé r i e só de 
cosenos se <p (x) é f u n ç ã o par, e só de senos se ç (x ) é 
i m p a r . 

R : A função f (x) — 

— ir e + ir , e a f unção 
x 

f (x) -

quando x varia entre 

para — ir < x < 0 

— para 0 < x < + ir 
m 

tem valores iguais nos extremos do intervalo e é função 
continua. 

Os coeficientes da série são dados por 

2 i r a 0 = I f ( x ) d x 

f (x) cos px dx 

ir b p — I f ( x ) s e n p x d x 
J — * 

/ • + * i x i r° x 
2 i r a < i = ; — I d x — I d x - f 

J - * I 2 I J - i r 2 
x it* ir 

+ I — dx •= — donde ao = — 
J o 2 2 4 

r+*ixi 1 ro I — cos p x dx = / x cos px dx + J I » I 2 J _ , r 

2 J 0 + 

/ 
x cos px dx 

como se tem \ x cos px dx — — sen px 4 -

: * 
sen px dx — — sen px H cos px + G 

P P P 2 
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1 r "lo í r -y 
vem * a„ = — •—• cos p x + cos px 

2 p 2 L 2p2 L Jo 
2 

resultando iv a 2 k = 0 ; ir a 2 M . , = - ^ g — j r r j 

/ * + * ! x I 

P o r OUÍVO Zatio i t b„ — | — sen px dx = 0 

Tem-se finalmente 

1 

5' 

x 

2 

• cos 5 : 

* 2 r cos x + — cos 3 x -f-

cos(2k + l ) x + • 
(2 k + 1)2 

4216 — Def ina i n t e g r a l duma f u n ç ã o f ( x , y ) num 
d o m í n i o A q u a d r á v e l . 

Como e em que c o n d i ç õ e s se pode efectuar uma 
m u d a n ç a de v a r i á v e i s nesses in tegra i s ? 

Calcule 
dx dy 

f o f o ( 4 x i f 2,2)3/2 

depois de mudar as coordenadas cartesianas em 
coordenadas polares. 

R : O domínio A ao qual se estende o integral é o 
quadrado de vértices 

( 0 , 0 ) ( 1 , 0 ) ( 1 , 1 ) ( 0 , 1 ) 

Tem-se, pois : 
dx dy 

0 (4 -r x* + y2)3'2 

l 
_ f* de C=osa e d 

J o Jo (4 + ( 

+ J 1 J o ( 4 + p J ) w 

pdp 

como e" 
T-e*)W i / 4 -t-

Ç> dx dy 
virá „ (4 + x2 + y2)3 

ir 

/
T r í cos » -j 
o 6 |_2 _ V/nr4cõs2ãJ + 

/T [" 4_ _ sen 8 "I 
+ J * 8 l 2 \/l + 4sen2eJ = 

cos 9 

V/5 — 4sen26 

sen 8 

] 

V/5 - 4 cos 2 8_ 

mas, como e 

cos 6 

V/ 5 — 4 sen 2 8 

sen 8 

V/5 — 4 cos 28 

2 cos 8 

V/5" 

2 sen 8 

vem finalmente 

dx dy 

2oos8\ 2 

f o S o - H (4 + x2 + y 2 )S'2 

"I 11" 

2 L ã " _ T J + ã L 

V/5 

2 sen 8 
arc sen — ; = r 

V/5 
77 

2COB8~|T 

+ 

V/5 

= — — 2 arc sen 4 v 7 ! 
4217 — A e q u a ç ã o d i fe renc ia l 

a? 
+ - 1 

62 
0 

é incompleta e o seu p r ime i ro membro pode v i s i v e l ­
mente expr imir -se p a r a m è t r i c a m e n t e ; determine o 
i n t e g r a l geral e os in t eg ra i s singulares. 

R : 1 1 = 0 é a equação duma elipse 
a* b 2 

cujas equações paramétricas são: x = a c o s t y = b s e n t 
Pondo então 

b sen t 

dy 

dx 

y' = a cos t 

dt 
b cos t a cos t 

dy dt 

" d T ' l x " 

dx b 

dt a 
As curvas integrais têm as equações paramétricas 

e portanto 
b 

x = - t 
a 

x — — t + c 
a 

b sen t 

O integral geral é y — b • sen 
a (x — c) 

= 0 

Derivando em ordem à constante, e anulando: 
a (x — c) 

0 quadrando e somando, vem 
b 1 * b 2 

ou y = i b integrais singulares que se podiam visivel­
mente obter, logo, da equação proposta. 

4218 — Demonstre que as f u n ç õ e s dum sistema 
or togonal s ã o l inearmente independentes 

Ind ique a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente de depen­
d ê n c i a l inear , v á l i d a para f u n ç õ e s de quadrado i n t e ­
g r á v e l , e prove a necessidade e s u f i c i ê n c i a . 
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B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
N e s t a s e c ç ã o , a l é m de ex trac tos de c r i t i c a s a p a r e c i d a s em r e v i s t a s e s t r a n g e i r a s , s e r ã o p u b l i c a d a s c r i t i c a s de l i v r o s 

e o a j r a s p u b l i c a ç õ e s de M a t e m á t i c a de que os autores ou E d i t o r e s e u v i a r e m do i s e x e m p l a r e s à B e d a c ç & o . 

113 — M . I J . D O B R E H . — JACOTIN, L . L E S I E C R e R. 

CROISOT — L e ç o n s sur la t h é o r i e des t r e i l l i s , des 
s t ruc tures a l g é b r i q u e s o r d o n n é e s ef des t re i l l i s 
g é o m é t r i q u e s — Cahiers Scientif iques, fase. X X I , 
385 p á g . — Gauth ie r - V i l l a r s , É d i t e u r — I m p r i -
mieur — L i b r a i r e , Paris, 1953. 

Estamos em p r e s e n ç a de mais um belo l i v r o da 
Co lecção « C a h i e r s S c i e n t i f i q u e s » , d i r i g i d a por GASTON 
J U L I A . 

Trata-se, como se a f i rma na I n t r o d u ç ã o , do desen­
volv imento de um ensino semestral realizado pelos 
Autores na Faculdade de C i ê n c i a s de Poit iers , nos 
anos escolares de 1950-1951 e 1951-1952. 

Es ta obra e s t á d i v i d i d a em t r ê s partes. 
N a p r i m e i r a parte, elaborada por R. CBOISOÍ, t r a -

tam-se as noções fundamentais re la t ivas aos Re t i cu ­
lados abstractos. 

O capi tu lo I é dedicado aos Conjuntos Ordenados (ou 
parcialmente ordenados, segundo a t e rmino log ia de 
GARRETT BIRK.HOFF) . A S propriedades gerais dos Reti­
culados e Semi-reticulados s ã o expostas no Capi tu lo I I . 

O C a p í t u l o I I I t r a t a de Reticulados Completos e 
Semi-reticulados Completos, inc lu indo a d e m o n s t r a ç ã o 
do Teorema de M A C N E I L L E re la t ivo à i m e r s ã o de um 
conjunto ordenado num ret iculado completo. 

O C a p í t u l o I V é dedicado ao estudo das noções de 
Homomorfismo e Isomorfismo de semi-reticulados e de 
ret iculados. 

Os Reticulados Modulares, Distributivos e Semi-mo-
dulares s ão estudados, respect ivamente nos C a p í t u l o s 
V , V I e V I I In t roduz se a n o ç ã o de Reticulada Modu­
lar Enfraquecido, que se revela mui to ú t i l para o 
estudo de certos reticulados g e o m é t r i c o s . 

A de f in i ção de Ret iculado Semi-modular é dada 
independentemente de ser finito ou n ã o o comprimento 
do ret iculado e v á r i a s propriedades conhecidas para 
os reticulados semi-modulares de comprimento finito, 
são estabelecidas para reticulados semi-modulares 
mais ger .is, a saber, aqueles em que todas as cadeias 
l imi tadas s ã o de comprimento finito. 

Os Reticulares Complementados e Relativamente 
Complementados s ã o estudados no C a p í t u l o V I I I . 
E8tabelece-se uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente 
para que seja complementado ou rela t ivamente com­
plementado, um ret iculado Berni-modular com p r i ­
meiro elemento e em que todas as cadeias l imi tadas 
s ã o de comprimento finito. 

O C a p í t u l o I X t r a t a de noções e propriedades l i g a ­
das ao conceito de Independência em ret iculados e 
em semi-reticulados. 

A segunda parte deste t rabalho, da au to r i a de 
M.™8 D U B R K I L - J A C O T I N , é consagrada ao estudo dos 
conjuntos munidos de uma es t rutura a l g é b r i c a orde­
na-la. 

C o m e ç a por estabelecer as propriedades gerais dos 
Reticulados Multiplicativos ou Grupóides Reticulados 
e, mais geralmente, dos Grupóides ordenados, tomando 
o termo « g r u p o i d e » na a c e p ç ã o de O Y S T E I N ORE. 

A o p e r a ç ã o de Residuação è estudada no C a p í t u l o 
I I , que te rmina pelas d e m o n s t r a ç õ e s de que todo o 
grupo reticulado em cadeia é arquimedeano e comutativo 
e todo o corpo ordenado arquimedeano é comutativo. 
[ E m « L a t t i c e T h e o r y » , de GARRETT B I R K B O F F , mos-
tra-se que é comutativo todo o grupo reticulado com­
pleto]. 

No C a p í t u l o I I I estudarn-se Congruências. É apre­
sentada uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente para 
que uma e q u i v a l ê n c i a def in ida num conjunto orde­
nado, seja regular com respeito à r e l a ç ã o de ordem. 

Introduz-se a n o ç ã o equivalência fortemente regular 
superiormente ( e q u i v a l ê n c i a F. R S ) e mostra-se que 
toda a c o n g r u ê n c i a num ret iculado é uma equiva­
l ê n c i a F R. S., com respeito à r e l a ç ã o de ordem def i ­
n ida pela o p e r a ç ã o « u n i ã o » . 

D ã o - s e algumas propriedades gerais das c o n g r u ê n ­
cias definidas numa á l g e b r a . 

Estabelece-se uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente 
para que um subconjunto de um grupoide associativo 
seja classe de a lguma c o n g r u ê n c i a nele def inida e ta l 
c o n d i ç ã o é estabelecida independentemente de o g r u ­
poide ter ou n ã o elemento unidade. Para o caso de o 
grupoide ser grupo, mostra-se que existe apenas uma 
c o n g r u ê n c i a que admite por classe um subconjunto 
que s a t i s f a ç a a t a l c o n d i ç ã o . 

Mostra-se ainda que, para todo o semi-ret iculado, 
h á um ret iculado de c o n g r u ê n c i a s que admitem por 
classe todo o subsemireticulado convexo dado. 

No C a p í t u l o seguinte estudam-se os Ideais. 
C o m e ç a - s e por dar uma de f in i ção de complexo ideal 

num grupoide associat ivo; a de f in i ção é t a l que, no 
caso de o grupoide ser grupo, um complexo é um com­
plexo ideal se e só se é um subgrupo invar ian te . Os 
complexos ideais s ã o u t i l izados para a d e t e r m i n a ç ã o 
das c o n g r u ê n c i a s de uma á l g e b r a . 

Define-8e ideal de u m ret iculado e estudam-se as 
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r e l a ç õ e s entre ideais e c o n g r u ê n c i a s , procurando as 
c o n g r u ê n c i a s que admitem um dado ideal como classe. 

E8tabelecem-se propriedades impor tantes , sob o 
ponto de vis ta dos ret iculados, dos ideais de um grupo 
re t icu lado, de um anel, de um grupoide e, finalmente 
de urna á l g e b r a . 

Nos C a p í t u l o s V e V I são demonstrados v á r i o s teo­
remas de d e c o m p o s i ç ã o . 

F inalmente , a terceira parte da obra, escrita por 
L . L E S I E U B , t r a t a do estudo dos Reticulados Geomé­
tricos. 

O C a p í t u l o I d iz respeito aos Reticulados G e o m é ­
t r icos de d i m e n s ã o f i n i t a . C o m e ç a por observar que 
os elementos de uma Geometria P ro jec t iva e os ele­
mentos de uma Geometr ia At iu i consti tuem ret iculados 
E m seguida, procede-se à c o n s t r u ç ã o a x i o m á t i c a de 
uma Geometria de d i m e n s ã o n, pa r t indo d i rec ta­
mente dos elementos de ura ret iculado. Caracter izam-
-se, de v á r i o s modos, as geometrias de d i m e n s ã o n . 

No c a p í t u l o I I estudam-se a n à l o g a m e n t e os R e t i ­
culados G e o m é t r i c o s de d i m e n s ã o i n f i n i t a , introduz-se 
a noção de paralelismo e d á - s e uma c o n d i ç ã o neces­
s á r i a e suliciente de i r r e d u t i b i l i d a d e de um re t iculado 
g e o m é t r i c o . 

No C a p í t u l o seguinte estudam-se as geometi ias 
project ivas de d i m e n s ã o finita ou i n f i n i t a e caracter i -
zarn-se as geometrias projec t ivas i r r e d u t í v e i s . 

As Geometrias afins de d i m e n s ã o finita ou i n f i n i t a 
s ã o estudadas no C a p í t u l o I V . U m a geometr ia af im é 
def inida corno uma geometr ia modular enf raquec ida 
de d i m e n ç ã o i g u a l ou maior que 2 , que ver i f ica o 
postulado de Eucl ides . 

Introduz-se o chamado Postulado de Euclides Gene­
ralizado: « D a d a uma recta de um ret iculado g e o m é ­
t r i co e dado um ponto não pertencente à recta, existe 
quando muito uma recta que passa pelo ponto e é pa­
ra le la à recta d a d a » . 

Define-se em seguida Geometria Afim Generalizada 
como uma geometr ia modular enfraquecida de d imen­
s ã o i g u a l ou maior que 3, que ver i f i ca o postulado 
de Euclides generalizado. 

Estuda-se o paralelismo numa geometria a f im gene­
ra l izada . 

Constroi-8e uma geometr ia p ro jec t iva a p a r t i r de 
uma geometr ia a f im generalizada. 

Est.abelece-se finalmente a i r r e d u t i b i l i d a d e de uma 
geometr ia af im generalizaria. 

As geometrias planas (isto é, de d i m e n s ã o 2 ) afins 
s ã o estudarias, por via analítica, no C a p í t u l o V . 

Faz-se uma r e f e r ê n c i a especial à s Geometrias Pla­
nas Afins de Translacção, à s Geometrias Planas Afins 
Uesarfju/anas e Geometrias Planas Afins Pascalianas. 

No ú l t i m o c a p í t u l o p õ e m - s e em relevo as l i g a ç õ e s 
í n t i m a s existentes entre as variedades lineares de 

uma geometria p ro jec t iva i r r e d u t í v e l e os s u b e s p a ç o s 
vector ia is de u m e s p ? ç o vec tor ia l . 

Mostra-*e que o re t iculado dos s u b e s p a ç o s vecto­
r ia i s de um e s p a ç o vec tor ia l é uma geometr ia p ro ­
j e c t i v a i r r e d u t í v e l e que toda a geometr ia p ro jec t iva 
i r r e d u t í v e l de d i m e n s ã o superior a 2 é i somorfa à 
geometr ia p ro jec t iva dos s u b e s p a ç o s vectoriais de um 
e s p a ç o vec to r i a l . 

O texto, de le i tu ra a g r a d á v e l , é i lus t rado com exem­
plos mu i to bem escolhidos. 

N ã o tem este l i v r o a f e i ç ã o e n c i c l o p é d i c a de « L a t -
t ice T h e o r y » de GARRETT B I R K H O F F Antes tem c a r á c ­
ter d i d á t i c o , no bom sentido - no sentido de hab i l i t a r 
o le i to r ao estudo de M e m ó r i a s o r ig ina i s e es t imular 
o seu t rabalho pessoal. 

No final de cada c a p í t u l o s ã o propostos v á r i o s 
e x e r c í c i o s com o objec t ivo de dominar e desenvolver 
as m a t í r i a s expostas. 

Desejamos que eBta obra seja l ida por Professores 
e Estudantes de M a t e m á t i c a , pelo mui to que ela porle 
c o n t r i b u i r para a a c t u a l i z a ç ã o dos cursos de Mate ­
m á t i c a das nossas Escolas Superiores, a c t u a l i z a ç ã o 
absolutamente i n d i s p e n s á v e l e urgente, que nenhum 
a r t i f í c i o pode j á i l u d i r . 

J . Morgado 

114 — I . P. NATANSON — T h é o r i e der F u n k t i o n e n e iner 
ree l l en V e r a n d e r l i c h e n —1954 — A K A D E M I E VERLAO 

— B e r l i n . 

Com a t r a d u ç ã o a l e m ã desta obra de I . P. NATANSON, 
a edi tora « A k a d e m i e - V e r l a g u põe à d i s p o s i ç ã o dos 
alunos e professores de m a t e m á t i c a que dominam esta 
l í n g u a , um l i v r o que pode c o n t r i b u i r grandemente 
para a d i v u l g a ç ã o de estudo profundo e actual izado 
da A n á l i s e M a t e m á t i c a . 

Na realidade, a categor ia deste l i v r o , publ icado 
pela p r i m e i r a vez em 1950 ( l ) , i m p õ e - n o por fo rma 
que, quat ro anos depois é adoptado como l i v r o de texto 
em v á r i a s universidades a l e m ã s . A fo rma mag i s t r a l 
e simultaneamente simples como a d i f í c i l teor ia das 
f u n ç õ e s de v a r i á v e l real é apresentada, torna a l e i ­
t u ra a g r a d á v e l e atraente. O autor dirige-se sempre 
ao estudante e consegue, m e r c ê da e x p o s i ç ã o , ordem 
e se l ecção de assuntos e exemplos, ineu t i r - lhe con­
fiança nas suas possibilidades pessoais e abr i r - lhe 
perspectivas sobre as i n f i n d á v e i s belezas das mate­
m á t i c a s . 

E m 470 p á g i n a s s ã o expostos os assuntos seguintes : 
Cap I — Conjuntos I n f i n i t o s : s ã o pormenorizada­

mente esclarecidas as noções de n u m e r á v e l e p o t ê m i a 
do c o n t í n u o . 

(') Edições do Estado para literatura teórlco-lécnica, Moscovo-
-Leuiogrado. 
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Cap. I I . — Conjuntos de pontos : estuda a es t ru tura 
dos conjuntos abertos e fechados, as noções de sepa­
rab i l idade , pontos de c o n d e n s a ç ã o . O Cap I I I estuda 
os conjuntos m e n s u r á v e i s , as noções de medida in t e ­
r i o r e exter ior e medida (à LEBESQUE) dos conjuntos 
l imi tados , a mensurabil idade e a medida como n o ç ã o 
inva r i an te em face dos movimentos e te rmina com 
notas gerais sobre o problema da medida baseadas 
sobre os teoremas de BANACH, HAUSDORFF e V I T A L I . 

As f u n ç õ e s m e n s u r á v e i s s ã o estudadas no Cap. I V : 
os teoremas de FRECHET, EGOROW, L U S I N , WEIERSTRASS, 

BERNSTEIN determinam as estruturas dessas f u n ç õ e s . 

O Cap. V dedica-se ao i n t e g r a l de LEBESGUE das 
f u n ç õ e s l im i t adas : o Cap. V I às f u n ç õ e s s o m á v e i s , o 
Cap. V I I à s f u n ç õ e s de quadrado s o m á v e l , sistemas 
de f u n ç õ e s ortogonais e e s p a ç o s L' e /" . 

O i n t eg ra l de STIELTJES, precedido do estudo das 
f u n ç õ e s de v a r i a ç ã o l imi t ada , do p r i n c í p i o de H E L L Y e 
teoremas de B A N A C H , é exposto no Cap. V I I I . 

As funções absolutamente c o n t í n u a s e suas propr ie­
dades, as r e p r e s e n t a ç õ e s c o n t í n u a s — teoremas de 
B A N A C H , Z A R E T Z K I , F ICHTENHOLZ—precedem o i n t e g r a l 

indef in ido de LEBESGUE (Cap I X ) . A teor ia das f u n ­
ções le uma v a r i á v e l real t e rmina no Cap. X com o 
estudo das sé r i e s de FOURIER e suas a p l i c a ç õ e s . 

Seguern-se dois c a p í t u l o s ( X I e X l l ) sobre con jun ­
tos planos e f u n ç õ e s m e n s u r á v e i s de v á r i a s v a r i á v e i s 
e sua i n t e g r a ç ã o ; um c a p í t u l o sobre f u n ç õ e s de con­
j u n t o e suas a p l i c a ç õ e s à teor ia da i n t e g r a ç ã o e t r ê s 
c a p í t u l o s respectivamente sobre n ú m e r o s t ransf in i tos , 
c l a s s i f i c a ç ã o de B A I R E e a n á l i s e func iona l . 

Quase todos os c a p í t u l o s t e rminam por v á r i o s exer­
c í c ios propostos — muitos deles de r e l a t i va d i f i c u l ­
dade — tota l izando cerca de 120. 

O l i v r o te rmina com um interessante e o r i g i n a l 
c a p í t u l o onde se d á realce ao papel desempenhado 
pelos invest igadores russos e s o v i é t i c o s no d o m í n i o e 
na e v o l u ç ã o da teoria das f u n ç õ e s de v a r i á v e l real . 

Sendo i m p o s s í v e l em breves palavras fazer uma 
r e f e r ê n c i a adequada a esta obra, queremos apenas 
a p o n t á - l a como exemplo de como a clareza, o r i go r , 
a profundidade não s ã o i n c o m p a t í v e i s na boa exposi­
ç ã o m a t e m á t i c a . 

Tratando-se por tanto duma verdadeira obra-pr ima, 
é com sincera s a t i s f a ç ã o que a apresentamos ao 
p ú b l i c o m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s , par t icu la rmente aos 
estudiosos que venham a beneficiar do curso de t é c ­
nica de t r a d u ç ã o de obras m a t e m á t i c a s em l í n g u a 
a l e m ã , organizado pela Gazeta de M a t e m á t i c a . O seu 
p r e ç o , 26 marcos, é re la t ivamente baixo, comparado 
com outros l iv ros estrangeiros. 

J . G . T . 

1 1 5 — K A R L STRUBECKER — D i f f e r e n H a l g e o m e t r i e I, 
K u r v e n t h e o r i e d e s E b e n e u n d d e s R a u m e s . — 
— « S a m m l u n g G õ s c h e u » — W a l t e r de Gruy te r — 
— B e r l i m , 1955. 

No vo l . 1113/1113a da Co lecção G õ s c h e n estudam-se 
as noções fundamentais de Geometr ia Diferencia l das 
curvas planas e torsas. E m 145 p á g i n a s de formato 
pequeno encontra o le i tor , numa e x p o s i ç ã o simples e 
actual izada, os assuntos que const i tuem o c o n t e ú d o 
normal do programa de geometr ia d i fe renc ia l i n t e ­
grado numa cadeira de a n á l i s e i n f in i t e s ima l , mas que 
ultrapai-sem de longe, infe l izmente , os conhecimentos 
adquir idos nas nossas universidades. 

O l i v r o divide-se em duas par tes : 

I — Curvas planas, curva tura , e q u a ç ã o i n t r í n s e c a 
das curvas planas, contacto, e v o l u í a s e evo l -
vent t s , curvas convexas. 

I I — ^urvas no e s p a ç o , f ó r m u l a s de FRENET, e q u a ç õ e s 
i n t r í n s e c a s das curvas torsas, f a m í l i a s de pla­
nos, s u p e r f í c i e s p l a n i f i c á v e i s , evolutas e evol-
ventes, curvas i s ó t r o p a s . 

Este l i v r i n h o m a n t é m as c a r a c t e r í s t i c a s dos restan­
tes da co lecção — clareza, s impl ic idade , mui tos exem­
plos e boa a p r e s e n t a ç ã o . 

J . G . T . 

1 1 6 — K E I I C H I H A Y A S H I — F ú n f s t e l l i g e T a f e l n d e r 
K r e i s - u n d H y p e r b e l f u n k l i o n e n — W a l t e r de 
G r u y t e r — B e r l i m , 1955. 

O presente l i v r o é uma r e e d i ç ã o das t á b u a s editadas 
com o mesmo t í t u l o em 1920. Apresenta, em r e l a ç ã o 
à s t á b u a s vulgares de f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s c i r ­
culares c h i p e r b ó l i c a s , a grande vantagem de re fe r i r 
o argumento das mesmas f u n ç õ e s , à s unidades naturais: 
para cada ponto x s ã o dados os valores sen x , cos x , 
sh x , ch x , e* , e~", e o correspondente valor do a r g u ­
mento em unidades sexagesimals. 

As d i f e r e n ç a s dos valores de x s ã o de : I O - 4 desde 
x = 0 a x = 0 , 1 ; IO"" desde x = 0 , 1 a x = 3 , 0 ; 
10-* desde x = 3 , 0 a x = 6 , 3 ; 10" ' desde x - 6 , 3 
a 36 = 1 0 , 0 , in te rva los de v a r i a ç ã o na realidade 
pequenos. 

Te rmina o l i v r o com t á b u a s de e* e e~* para os 
valores seguintes : de x = I O - 4 a x = 9 . 1 0 ~ 3 — doze 
decimais; de x = I O - 1 a x = 9 x I O - 5 — dez decimais ; 
de x = I O - ' a x = 10 — o i t o dec imais ; e valores 
in te i ros de x desde x = 11 a x = 100; com tabelas 
de t r a n s f o r m a ç ã o dos valores naturais do argumento 
nas unidades s e x a g é s i m a i s ; COIL f o r m u l á r i o s de t r i g o ­
nometr ia c i rcu la r e h i p e r b ó l i c a . 

J . G . T . 
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