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Uma exposicdo intrinseca

por Elon

1. Introdug&o. Sé&o conhecidos 3 proces-
sos para definir determinantes. O primeiro,
que chamaremos de combinatdrio, (LEIBNIZ,
CAYLEY) define o determinante de uma matriz
nxn(oLij)  por meio da formula det(aij) =
= 2°<i*3(i)i «J(2)2 *** a<r)n « O segundo pro-

cesso, que chamaremos de axiomatico,
(WEIERSTRASS, KRONECKER) consiste em de-
finir o determinante de uma matriz como uma
funcdo multilinear alternada dos vectores
colunas dessa matriz, funcdo normalizada
pela condicdo de ser igual a 1 para a matriz
identidade. Finalmente, o terceiro processo
(@ ordem, num certo sentido, é cronolégica),
que chamaremos exterior, € essencialmente
devido a GRASSMANN mas sO recentemente
foi posto em forma matemadtica correta por
BOURBAKI. Ele utiliza a algebra exterior e
consiste em definir, sem referéncia a matrizes,
0 determinante de uma transformacéo linear
T sobre um espaco vectorial V de dimensédo
n como o escalar > tal que o produto exte-
rior A"T é igual a / vezes a transformacéo
identidade de A'V. O processo combinaté-
rio, se bem que seja o mais difundido em
livros de texto elementares (v.[1])*, é o de

* Os numeros entre colchetes referem-se a biblio-
grafia no fim do trabalho.

da teoria dos

determinantes

Lages Lima

mais complicada exposicdo, onde todas as
demonstragBes sao feitas por «forca bruta» e
as formulas sao repletas de indices. O pro-
cesso axiomatico (v. [2]ou, preferivelmente,
[3]) representa um progresso, ndo somente
sob o ponto de vista da elegancia de expo-
sicdo como da ldgica,, pois mostra que 3 das
mais simples propriedades dos determinantes
sdo suficientes para caracteriza-los : todas as
demais propriedades se deduzem destas. En-
tretanto, além de exigir um teorema de exis-
téncia e unicidade, este processo ainda contém
muitos célculos complicados nas demonstra-
¢des dos resultados cruciais, como : (1) det
(AB) = detA. detB; (2) det"L"O se e s6
se A possui inverso; (3) det (A*) = detA ,
onde A* representa a matriz transposta de
A; (4) desenvolvimento de LAPLACE. O pro-
cesso exterior, embora nada traga em bene-
ficio de (3), que é demonstrado da maneira
classica (v. [4]) elimina completamente a difi-
culdade das demonstracdes de (1)e (2) e da
a (4)uma demonstragdo de simplicidade con-
siderada maximal. Em virtude destas vanta-
gens e de ser o Unico intrinseco (isto €, sem
referéncia essencial a bases e matrizes) o
processo exterior é considerado o mais claro,
simples e elegante para apresentar a teoria
dos determinantes. Apesar disso, continua-se
a ensinar esta teoria da maneira combinatoria



ou, quando muito, axiomética. Motivo : em
geral, quem estd estudando determinantes
pela primeira vez néo conhece a &lgebra de
GRASSMANN.

Nosso proprésito aqui é apresentar uma
exposicdo intrinseca da teoria dos determi-
nantes que difere da de BOCRBAKI por ndo
fazer uso da algebra exterior. Tudo o que
supomos conhecido do leitor sdo rudimentos
da teoria dos espacos vectoriais sobre um
corpo comutativo K que, de resto, pode ser
pensado como o corpo real ou complexo.
Para as demonstracGes dos resultados que
usaremos, veja-se [5].

2. PermutacBes. Resumiremos as pro-
priedades das permutagbes que usaremos nos
paragrafos seguintes.

Chamaremos de grupo simétrico S, ao
conjunto de todas permutacfes dos inteiros
{1,2, —e, n} isto é, de todas as aplicacgdes
biunivocas do conjunto j1,eee,« | sobre si
préprio. Se ¢,a68S, o produto ffp é defi-
nido como a permutagdo que consiste em
aplicar p e depois a. Em outras palavras :
<rp(M) = ff(p(7)), 1< i < n. Munido desta ope-
ragdo, S, € um grupo, isto é: existe uma
permutacdo OeS,, tal que 0a=a0= <« para
toda a6S, (basta definir 0(i) = t, para
todo i, 1<i<n); dada ae S, existe ff* e S,
tal que <Ja" =a-' <x=0 (basta definir ff* (j)=
se ff (t)=1j) ; e finalmente, app)= @pf
quaisquer que sejam o-,p,p6%,. O grupo
S, tem n! elementos. Uma permutacdo ae S,
diz-se par se o numero de inversdes na se-
quéncia (ff(1),, a(n)) é par e impar no
caso contrario. Equivalentemente, considere-
mos o produto P = (1—2)(1 —3)ees(n—
—1—n)= YL ®—]j)+ Uma permutacédo

aeS, éparseesose P'—JJ(ff(t)—(I)™

= P ;ir é impar seesése P'=—P. Osinai
de uma permutacdo a € o inteiro s tal que
sa—+ 1 se ff épare sa= —1 se a ¢ im-
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par. E claro que s, p=ejSa= es = ¢€¢9.
Entre as permutacdes, destacaremos as trans-
posicBes. Uma transposicdo T=(/_/), (1 <z' <
<.j<n) €é uma permutagdo tal que T(t) =
=jruU) T R —* $e  j=f=k=j=i,
Uma transposi¢cdo T € evidentemente uma
permutacdo impar, de modo que s,, = — Sj
qualquer que seja a permutacdo ff . Dada uma
transposicdo (fixa) T, formaremos, para cada
a6sS, o0 subconjunto Ca= jff, Tffjd S, .
Dois desses conjuntos d e C,,p,ffe S,
ou coincidem ou ndo tém elemento em comum.
(Pode acontecer que Ca= C, com a=?=gc;
isto se da se es6 se p= T ff). Portanto os
conjuntos Ca fornecem uma decomposicdo
de S, em partes disjuntas, cada uma com 2
elementos. Logo h& n /2 dessas partes, isto
é : existem n1/2 pormutagdes ffi, oo« ffl/i
tais que

(D) S.-0OiU—uUC.VI, com 0,-{«,™|

Faremos referéncia a (.D) como a decompo-
sicdo de S,, médulo T. Notemos que, em
cada Ca = |jff, Tffj um dos elementos é par
e 0 outro é impar. Substituindo ff; por p, =
= T ff (lembramos que d — <) se neces-
sario, podemos supér que, em (D), todas as
permutacdes ff; sdo pares.

3. Funcdes mulrilineares. Durante todo
este trabalho indicaremos com V um espago
vectorial sobre um corpo (comutativo) K e
com n a dimensdo (finita) de V sobre K.

Se W é outro espaco vectorial sobre K,
uma aplicacdo r-linear de V em W ¢é uma
aplicacdo /: Vx Vx eeexV (r factores) > W,
tal que, para 1<i<r:

[(*i> eee *» + 2fi, e x) -/(*t] "ejKj,--. Xx) +

P13 *JA i T ) ALty i T e TAr) ) A

Em particular, se W= K, uma aplicacdo
r-linear de V em K serd chamada uma
fungdo r-linear sobre V. Este é o caso que
consideramos mais frequentemente. O con-
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junto L(V) de todas as fungdes r-lineares
sobre V constitue um espacgo vectorial quando
se define soma de 2 fungdes e produto de
uma func¢do por um escalar, do modo natural.
Em particular, se r= 1, tem-se L\ (V) =
= V* = espa¢o dual de V.

Uma distincdo importante que faremos é
entre uma sequéncia de inteiros (i, ¢ee°, i),
I<ih<n, eum conjunto de inteiros e ? |,
I<i*<w. Uma sequéncia é uma funcdo defi-
nida no conjunto j1,e+e, rj com valores no
conjunto |1, eee,«): 1-*efi,eee r-*i ; por-
tanto, podemos ter y = t* numa sequéncia,
com j =f=k. Diremos entdo que a sequéncia
(«',eoe j*V) tem repeticBes. Num conjunto,
porem, j=f=k implica ij=f=i,, n&o ha repeti-
¢cdes e, em particular, devemos ter r<n.

PKOPOSICAO 1. Seja J«i,*--,e,\ uma base
de V. Para toda sequéncia (&»*ee.e ir),
I<i<n, fixemos arbitrariamente (*)
/(«;,, ++, e)eK. Entdo existe uma e somente
uma funcdo r-linear / sobre V com os valo-
res (*) nos pontos (e, *°°,Cj,).

Demonstragdo.  Dada feL (V), quaisquer
que sejam Xi, *es, X eV pode-se escrever
n
fi-SANO'-'»"
1=1

«->)- Portanto /(a?.,e* ¢ ,a;)=

=/ 2
\i, =1

= 2

Pl Seeen 20 «dr**r ) =
i.=1 /

*M PP **.«./(«*” e, *oo e") (**)
0 gque mostra que uma funcdo r-linear fica
determinada por seus valores (*) isto €, existe
no maximo uma fe L, (V) com esses valores.
Além disso, se definirmos/(a?i, ¢+*,Xx) por
meio da igualdade(**), é evidenteque/eL, (V)
e portanto existe realmente uma funcéo r-li-
near satisfazendo as condic@es (*).

Uma aplicacdo r-linear / de V em outro
espago vectorial W sobre K diz-se alternada
se cumpre a condicdo

1(xi X ,Xj, *¢*,x) =0 quando x=a;,

Uma aplicacdo r-linear alternada / é também
antissimétrica, isto é,

fofali STt ) ey A ffaltian)t e &

Para demonstrar este facto, ponhamos
f(xi, eee, Xi, eeoxj,.o¢ X) = Pxi ,Xj).

mos 0= Pqc: + Xj,xi + Xj)= 9(«, X)) +
+ 20%>«/)+ 2 (*<I*j)+? («/, =?20*>")) +
+ y (- xi), donde ¢(r-a) = — @ (- a?).

Mais geralmente, dada / alternada, para toda
permutacdo aeS,, temos

Reciprocamente, se if tem caracteristica
diferente de 2, é facil ver que toda aplicacdo
r-linear antissimétrica é também alternada.
Representaremos por A(V) 0 conjunto das
funcdes r-lineares alternadas sobre V, isto
é, o conjunto das aplicagBes r-lineares alter-
nadas de V em K. A(V) € um subespaco
vectorial de L.(V).

A toda permutacdo aeS, e toda funcdo
feLr(V) associaremos a funcdo a f, defi-
nida pela férmula :

«f(*1 §ree* ) —/ K(i).eee,7a(r)) *
E claro que cfelL,(V)e *(2 =

=27n(""10>~"nNjlif'r(n; °° Pe outra
permutagdo, p(<*) = (?)f> ‘© / é alter-
nada ff/ = Co/.

Dada a funcdo felL , (V), definiremos a

21/ de / como 2l/=2°<"/
(ff percorrendo o conjunto S, de todas as
permutacfes dos inteiros 1, ¢+, r). Eviden-
temente 31/ é uma funcdo r-linear. Mostra-
remos agora que 21/ é alternada. Paraisto,
sejam Xy, eee, X, **¢+ X]j, °ee xeV  tais que

alternada

Xi = xj e consideremos a transposicéo
£ = (ij) eS,. Por simplicidade, escrevamos
X=(X,- o - Xi,- ¢ ¢ Xj,-- -, Xr); temos  Zf(x)=f(x).
Seja Jffi, Effij U (Jjff,.t/2, er,-i12) @ decom-

posicdo de S, modulo C. Admitindo cada
ffi par, temos: 21/(a;) = 2 “i"f (") =

Te-
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= 2tof v - (**)/to]- 2M to -

- «(°/to)]- 2 frlto - to] =o-
PROPOSICAO 2. Para todo inteiro r < «
existe uma func¢do r-linear alternada =1=0.

Demonstragdo.  Consideremos uma base
j«t,"'>«n| de Feafuncdo geL (V) talque
9(ei,**=,e)=1 e g(e-,°*°*°,*)=0 para
toda sequéncia (ti,»«»,t) fc(l,eee,r). g existe
pela proposi¢cdo 1. Tomemos f=$\g;
como vimos acima, f O alternada e além

dISSO, /(EI, oo, e,) = 2 N9 (««tt) » eoe  «°(n)) =

g(ei, eee»w)«e 1«

Observagdo : Se r > «, existe a sequéncia
(&1, eee e), o queinvalida a demonstragédo
acima.

COROLARIO : Dada uma base jei,e**,e,j
de V existe uma funcdo n-linear alternada
f, talque fo(ei, ee+,¢e,)= 1.

PROPOSICAO 3. Sejam Xi, e xeV e
0r=/6",,(F). Entdo /(ICl, eee,» )A=0 se
e sOse Xi, ee* X, sdo linearmente indepen-
dentes.

Demonstragdo:  Se
nearmente dependentes,
a'l = Xa2 + eee+ gn,

podemos supor
e K. Entédo

I (X, ,X-2,.00,x,)= /"2 >ia?i,a;, °**,a?," =
=5.2/(a?2,a;2,"**,»,,)H
pois / €& alternada. Reciprocamente, se
X\, eee X sao independentes, eles consti-
tuem uma base de V:ali=e\,e°ce X, =¢e,.
Se fosse f{ei, **<,e,) = O entdo, para toda
permutacdo <seS, teriamos oo ()=
= 6(7/(d ,**°,e,)=0 e, se (ti,-, i, €éuma
sequéncia com repeticbes, f{e, ee=,gj,) =0,
pois / é alternada. Pela proposicdo 1, teria-
mos entdo / = 0 , uma contradicéo.
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Observacdo: A primeira parte da demons-
tragdo acima mostra, mais geralmente, que
se {a?t,ee,x, \ €& qualquer conjunto finito
de vectores linearmente dependentes em V,
f(xi,--"x) = 0. Em particular, se r>n,
toda funcdo r-linear alternada é igual a zero,
mostrando que a proposi¢cdo 2 ndo pode ser
melhorada.

PROPOSICAO 4. Se 0=f=fe A(V), para
toda geA(V) existe leK talque g=if.
Em outras palavras, A, (V) é um espago
vectorial de dimensédo 1 sobre K.

Demonstragdo:  Seja jei,---,e,j uma base
de V. Pela proposicdo 3, f(ei, <<, e)=f=0.
Logo existe \e K tal que g(ei, **°,e) =e°
= X/(ci, °e=,e,). Se aeS, entdo
9("°ii) See’ >%(n)) =**»9(«i. eeeje,) =
= )eJ/(i,s,e,) =/(0(i),--, com>. Se

,®*+ in) éuma sequéncia com repeticéo entdo

9 («A»...>*<_)-/(<<((! >"*>e|'”):°:/\/(EM »ese> g

Portanto g e ~kf coincidem em todos os
pontos da forma (e,, **°,¢€;,). Pela propo-
sicdo 1,tem-se g=1f.

A. Determinantes. Dados o endomorfismo
7 de V{= transformacdo linear de V em si
proprio), definiremos o endomorfismo T de
L(V) do seguinte modo : para toda feL( V),
Tf  é a funcdo tal que
Tf {mi ,-ee,*, =f(lm,  ,eee, Txr).

E facil ver que' TfelL, (V) eque 'T.-/-Tf
é realmente um endomorfismo.Se S é outro
endomorfismo de V, tem-se

@) (TS) ST

Se f é alternada, 'Tf étambém alternada.
Em particular, se representarmos por T a
restricdo de'T a A,( V), Té um endomor-
fismo de A,,(V). Como A,(V) tem dimen
sdo 1,todo seu endomorfismo & um multiplo
escalar do endomorfismo identidade|. Portanto

existe um escalar det Te K tal que  T=&etT-|,
isto &, Tf =det T-f qualquer que seja
feA,(V). Chamaremos o escalar det T de
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determinante do endomorfismo T. Temos
entao

f(Txi, e, TX,,) - det T-fQm,.»X,,)
quaisquer gue sejam x,, * ¢ XxeVefeA (V).

Em particular, se je\, ¢ ¢, | € uma base
de V efeA(V) é tal que /o(«i,*ee,«»)e=1,
temos

) aetT = f(Te.~Te)

TEOREMA 1. Se S e T <% endomorfismos
deV, det(ST)= detS «detT.

Demonstragédo Indicando com o mesmo
simbolo | os endomorfismo identidades de
Ve A(V), temos det(ST).I=ér= Se f=
=(det 8+1)(detT. I)=det S-edet37 donde
det (ET) = det£ «det 2\

E claro que det7 =1, de modo que se T
tem inverso e pomos S=T~' no Teorema 1,
obtemos 1= det(2'-'). det T. Segue-se que
det(7-1) = (detT")-* e que detT"O. Reci-
procamente, se T n&do possui inverso, dada
a base |«i,*ee**w | de Vef, eA (V) tal
que fo (e ,***,e,)= 1, temos detT =
-/o ,**e, Te) = 0 porque Te, **=,re,,
sdo linearmente dependentes. Portanto vale o

TEOREMA 2.
inverso.

det T =jt0 seesdse T possui

Definimos agora o determinante de uma
matriz nx n(a,) com elementos em K,
pondo det(«ij) = det T, onde T € o endo-
morfismo do espaco vectorial K que possui
a matriz (a®) relativamente & base canonica
\$\ 6nj de K’; recordemos que esta base
é formada pelos vectores e = (0, e s, 1,2+ 0)
com todas as coordenadas O, excepto a

i-ésima, que é 1. Explicitamente, se/e™4. (A*,):
®) det(«,)-/(e,,---,e,) =
onde cada a;,= 2 «li/Ci-
i

f(X,-X,,)

Os Teoremas 1 e 2 sdo evidentemente
vélidos se interpretarmos S e T como matri-
zes e portanto duas matrizes semelhantes

(aty) e («ij) ((3) tém o mesmo determi-
nante. Segue-se que 0 determinante de um
endomorfismo T é igual ao determinante de
qualquer das suas matrizes. Consequente-
mente a férmula (3) é valida se considerar-
mos jei, **e°, e, j como uma base de qualquer
espaco vectorial V de dimensdo n sobre K,
e feA, (V). Em particular, é interessante
ler a formula (3) da direita para a esquerda
e ver como se calcula o valor de uma funcéo
alternada f 6 A, (V) quando se conhece
apenas f(et, ¢++,e)°

Se, em (3), considerarmos novamente a“
como a i-ésima coordenada do vector xjeK’
e tomarmos / = f,e A (K) tal que
fo («i j eeeje,)= 1, obtemos det(a®) =
—fo(xi, eee*,x). Portanto o determinante
de uma matriz é uma funcdo multilinear
alternada dos vectores colunas dessa matriz,
normalizada pela condicdo det (3ij) = 1,
onde ($ij) é a matriz identidade. (Definicdo
axiomdtica de determinante). Se F<xij) =
= f(xi,*e*,x) €& uma funcdo multilinear
alternada dos vectores colunas da matriz
(xi/) entdo a formula (3) mostra que F{a.ij) =
— det (ocij) ./(ei, ***,e,) = det(a,) * F$I)
Portanto a fungdo F é um mdltiplo escalar
da funcdo (a,) -*det(a,), o coeficiente esca-
lar sendo precisamente o valor que F assuma
para a matriz identidade. Demonstramos
assim o teorema bésico de existéncia e unici-
dade da teoria dos determinantes exposta
pelo método axiomatico.

Se, em (3), tomarmos f =fo tal que
lo(ei e,) = | e desenvolvermos o segundo
membro de acordo com a definicdo de funcéo
w-linear, teremos :

det («,,) =/, (JV e,

X}
’

«,,, €0 =

Notemos, porém, que fo é alternada e por-
tanto fo («j, [eee, a»0 se a sequéncia
(ii, eee,in) tem repeticbes ; além disso, se
todos os 4 sdo diferentes, isto é, se



(ti,..., 4) = (ff (1), e**,a(n)) para alguma
permutacdo ff e S, temos /, (e;,,*°*,€) =
= fo (tfa(l), *e* ,ea(,)) = Safo(«l, <+« 6») = sffe
Entdo, a ultima igualdade se escreve

4) det (a.) <m 2 e.ao(i)i «1(2)2 — <fao)n

CT
onde ff percorre o conjunto S,. Estabele-
cemos assim a equivaléncia entre a nossa
defini¢do de determinante e a defini¢do com-
binatodria.

5. Simetria entre linhas e colunas.

PROPOSICAO 5. Seja (a;;) uma matriz
nxn com elementos em K. Se (a',) repre-
senta a matriz obtida multiplicando-se a pri-
meira linha de (o-ij) por X, onde 0=f=\eK
temos det(a'jj) = X «det(a,).

Demonstracgao: Seja OzfcfeA, (V) e

\ei, ee= e\ uma base de V. Por (3), se
tomarmos xj—""a"et" j n), teremos

5) /(x, , *e*,X,,) = det(a,) -/(e, , *s* ,e,,).

Por outro lado, considerando a base
de F, onde ei= (I/X)ei e e'=e¢e se
€ 0S mesmos Xj, obtemos xj=2. «ij'ij donde

i:j:L

(6) /(Xv 1 "’,X,,) = det («;1) ./(*;r - v<)'

Notando que f(e[,-...e") =(1/X)/(ei,...,e,)=f=0,
a comparacdo de (5) e (6) da: det(ai;) =
= Xdet(aj) .

Definiremos agora a aplicacdo A:(F*)"-*-
-+A (V) do seguinte modo: se fi,---feV*,
= " (li,eee,/*) " t*" <I*

Como o determinante de uma matriz é uma
funcdo we-linear alternada dos seus vectores
colunas, vemos que, realmente, fe A (V).
Além disso, a proposicdo 5 mostra que, se
I=A(/.,....].) entdo 8 X" A"™,...,1,,).
Se \e, eee e\ é uma base de V*, eviden-
temente A (€, **°,e)="0. Como dim. A,
(V)= 1, toda /e (V) pode ser escrita
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como/ = A(li,...,.0..), li,...  f,eV, de
modo nao Unico. Eealmente, /=X A(e',---,e")=
= A(Xe1, soo e")

PROPOSICAO 6. Se, a cada aeA (V*) e
acada/ =A(fi,e*e°,/,)e-d, (V) associarmos
o escalar -</,¢>=<p(/,,**°,/,)e ST, obte-
remos uma dualidade entre (V*) e -4, (F).
Dado o endomorfismo T em Feo seu trans-
posto T* em F*, o transposto do endomor-
fismo T de A{V) em relacdo a dualidade
acima definida ¢ o endomorfismo T* de
A (V). Em outras palavras: (f)*=1f~*.

Demonstragdo:  Em primeiro lugar, pre-
cisamos verificar que -</,<?>- é bem defi-
nida. Para isto, suponhamos que gi,---,g, eF*
sdo taisque A(g.g.)=Ff=A(/. ,-l,).
Isto significa (permutando i e y em (6), por
conveniéncia) que det( x,) = det(f-xi) (9)
quaisquer que sejam Xi ,---xeV. Tomando
a base [et, e, e, | em F e a base dual
{e¢' -\ em F*, escrevamos /=2 ‘0°'
AMSi"A-"- Temos fera egjenrij.
Portanto, (9) fornece det (a,;) = det (faj).
Como o é alternada, temos, em virtude de
(3) = ?2(>!,000,/«) = det(«,,) ., (Li,...,.«) =
= det((3) ¢ (f(e')-, &)= P (" - #,)* Assim,
0 escalar e<</, > depende Unicamente de /
e @ mas ndo da representacdo /=-A(/,,*°°,/,,).
Para mostrar que -</,9>- é bilinear, obser-
vemos que, sendo os 2 espagos -4, (F) e
A{V*) de dimensdo 1, basta verificar que
NI MANY AT ANIP SN o que ¢
6bvio, em virtude de (8). Finalmente, se
-</, > =0 para toda f entdo = 0 por
definicdo e, se -</,&> = 0 para toda tp,
f=0  pois, dado f=j=0, tomamos uma base
je'm de F* e y=A(Xe',--.,e"),X"0; qual-
quer que seja y=f=0 em A/( V*), -</,ro>-=
= <p(Xe o« -,e)=f=0. Por conseguinte, »>-
da, realmente, uma dualidade entre -4, (V*)
e -4 (F). Quanto ao transposto de T, te-
mos que provar a identidade <«ff, 9" =
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= <f,1*9> qualquer que sejam f e 9.
Ora, se /«=A(/, s _,/+), € claro que
ri=A(r*/, ...,P/»), donde:

S(r*/i, -

Ny n = i * <) =

Observemos agora que, se indicarmos com
0 mesmo simbolo | o endomorfismo identi-
dade de um espaco e do seu dual e se

leK, temos (1>1)* —"Xe|. Segue-se que:
det T* . 1=T*={f)* =(det T el)*=det T 1,
donde o

TEOREMA 3. rieiT = detT~ .

COROLARIO : Se (<xij) tiuma matriz nxn
e («ji) € a sua matriz transposta, entdo
detfaj) = det (aji).

Assim, todos os resultados anteriores refe-
rentes a matrizes continuam validos se subs-
tituirmos «colunas» por «linhas» nos enun-
ciados. Em particular:

(a) det (a,.)) = 2 *,"ia(i) "*2<*2) *' "‘no-(n)-
a

(b) O determinante de uma matriz é uma
funcdo multilinear alternada dos vectores

linhas dessa matriz.
Aplicando (b) a definicéo (7), obtemos a

PROPOSICAO 7. A aplicagio A (
¢ n-linear alternada.

V*)-+A (V)

COROLARIO :  Se Jje’, eee e" J & uma base
de V* e fj=2"ij"" ?entdo:

10  A(A,ees ) =det(s,) *Aei, oo €.

Com efeito, A(/,,**°,/,,) =
=A(2",,,.8-,2:.,~"n") =

Mas, conforme a proposicdo 7, A(e","-,e')=0
se (ti,eee,i, tem termos repetidos e, em
caso contrario A(e"y ¢ ¢,e")= A(€<)>ee,e'(")=

= C,A(e',-*-jC t/etf». Portantoa(/i,. « ., 1,)=

= LS««Fa«(t)l««(«)« ooe «a(7.)n™ AGe’, e’)=

= det (ptif) cA(e', ee+,€e"), de acordo com a
igualdade (4).

6. Desenvolvimentode Laplace. Com as
mesmas notacdes do Corolario acima, se
escolhermos um conjunto J= \j\ ,¢ ¢ ¢ j de
inteiros tais que 1<ji <eee<,;' e<« e coOn-
sideramos o seu complementar J'= \}\,- jk-r\ =

= j1,e°e¢,n\—J, ainda com ji< eee <jn-r,
temos
1) Ay, )=, A, Jf] [ oo f)) =

e A(«,000, 8y, /1, 00 )

onde p”j'é igual a +1 ou a —1, con-
forme o nimero de inversdes da sequéncia
Cli >ee'>JrJi, e« n-r) seja par ou impar,
e a soma acima é estendida a todas as
sequéncias (ki, ee*, k), 1<k <n. Entre-
tanto, se uma dessas sequéncias possui um
elemento repetido, o termo correspondente
em (11) é nulo pois A é alternada. Omitindo
as parcelas nulas, podemos dizer que a
soma (11) é estendida a todas as sequéncias
(ki, ees k) onde os k, sdo todos distintos.
Fixemos arbitrariamente uma sequéncia
(ki, ees,k) com elementos distintos, tais que
ki<C eee <Ck e vejamos qual é a contribui-
cdo, para a soma (11), das parcelas que
correspondem as sequéncias (pi,---p,) que
ttm os mesmos elementos que (Ki, ¢, k)
porém em ordem diferente; em outras pala-
vras : existe uma permutacdo aeS, tal que
pi = a(ki),... ,p, = <J(k). (Observe-se que
estamos escrevendo a(k) em vez de k")) .



Esta contribuicdo € 2 «u(i-)i,

° A\y{**> , 000 ,
=N

’/J io o0 7fj'n-r) =
YA+« @ (njir J @

A(er, eee e f/i,000 fj'n-r), asoma sendo
estendida a todas as aeS, ¢ Ora, o coefi-
ciente entre paréntesis € evidentemente o
determinante da matriz rxr (3<) onde
(3, = «,-. Este determinante é chamado o
menor da matriz (&) relativo a escolha das
linhas fci < eee < e colunas j\ < eee < /o

Representaremos tal menor por M%) ')

= .M . Fazendo K percorrer todos os
conjuntos \k\, eee k\ onde ki < ¢ < fe,,
temos

AA-A) = 2 M(f ) cA(*.,.. &7 Qi *ee1],)

Procedendo de modo analogo com os argu-
mentos fj[, e ff,,. Obteremos :

MA," ) =t» 2 M(j) ™(j)e
A (€N, oo £*r B, eesen-r)
onde L percorre todos o0s conjuntos

lil }eeo In-rj com Zi< ee< Z, . Mas,
sendo A alternada, A (€<,¢ee°,€", €, soe ")
¢ igual a zero se L=f=K' (= complementar
de K) e A(e*, o.», > < eee, g*~4) =
= phrTf A(e’, =-.,e") se L=K". Portanto:

A (Ar*e /)= (pv,/ ff*, *« (f) W
e A (e, o0 <»).

Comparando este resultado com (10), como
(e, +ee,€) =j=0, temos
(12) detK)-,,,,2J31(5)./rf(j;)

e este € o desenvolvimento de LAPLACE do
determinante de (a,-;) em relacdo as colunas

e W
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ji < eee <% O menori | /% ) formado
precisamente pelas linhas e colunas de (a”)

que ndo entram na confec¢do de MR,

chama-se 0 menor complementar de M %"

A formula (12) afirma entdo que, escolhidas
as r colunas j\-'-j da matriz ©-i5) , 0
determinante de (a,) é a soma de todos os
produtos que se obtém multiplicando cada
r Xxr menor extraido das r colunas escolhi-
das pelo menor complementar respectivo,
cada um desses produtos sendo procedido de
um sinal conveniente. Em particular, se es-
colhermos apenas uma coluna, (12) da o
desenvolvimento usual de um determinante
segundo os elementos de uma coluna. Outra
consequéncia de (11), muito util nas aplica-
cdes, é que o determinante de uma matriz do

Ce

X (h—r) e 0 tem todos os elementos iguais
a zero, éigual a det A. det C. (Basta escolher
as colunas de A para o desenvolvimento de
LAPLACE).

Usando o Teorema 3, obtemos um desen-
volvimento de LAPLACE relativo a linhas.

tipo (o "de -4 é rxr, (n—r)x
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Nota sobre o problema

de dois

1. Designem X e Y duas variaveis inde-
pendentes e da mesma natureza gue nos res-
pectivos universos % e 2> tém distribuicdes
normais,

Xr,N

<0<, e Yr\ N (]x,, 55). (*)

Suponhamos colhidas em Qt e W amostras
de valores de A'e Y, respectivamente
@, x-2,¢2¢,x) e (Vi>
blema estatistico aqui encarado ¢é o de inferir,
a partir destas amostras, conclusfes sobre a
plausibilidade da hip6tese H,: ~1="2no caso
em que se desconhecam tanto estas médias
como ai e <.

Para isso servirdo as médias

e as variancias

m , n.,
das distribuicdes observadas nas amostras.

2. Como se sabe, 0 ensaio de uma hip6-
tese fundamenta-se sempre numa «estatistica»
(funcdo das observagbes) cuja distribuicdo
tenha uma densidade de probabilidade que,
além de tedrica e numeéricamente tratavel,
seja independente dos parénetros desconhe-
cidos.

(M Com Xr\ N (fi.,, 0) pretende-se significar uma
variavel normal de média p e variancia o’. Num caso
geral, pode escrever-se Xr\f(x) para indicar que
a densidade de probabilidade da distribuicdo de X é
f(x) e X \HnNf(x) para exprimir que isso s6 é ver-
dade quando se verifique a hipdtese H.

Muito se gostaria de ver generalizada tao clara e
sucinta notagao.

da comparacao
universos

por M. A. Fernandes

»e'*>y«)e O pro-

das médias

normais

Costa

No caso simples em que men  sdo sufi-
cientemente grandes (digamos >30), o pro-
blema referido resolve-se -satisfatoriamente
por recurso a estatistica

- XV

’

V/5 + -

Yy m n
visto que E {x—y) = E(X) —E (y) — fi—f*,
o numerador 6 uma variavel normal de média
nula quando seja verdadeira a hipdtese BoQ).
g ) ?I. F1)‘f’.> 1ff* Q>)

Por outro lado, Var(x —Yy)=

quando men assumem valores elevados,

— ~|——=& uma boa estimativa desta variancia.
m n
Daqui resulta (') que se tem aproximadamente

HIl, —u,r2vV(0,1)
e 0 ensaio de Ho faz-se entdo muito simples-

mente com o auxilio duma tabela da distri-
buicdo normal.

3. O caso em que men tém valores
pequenos foi primeiro solucionado por E. A.
FISHER (19286) com a restricdo adicional de
se supor ffi = <r, (=ff)e

FISHER observou que

n m sj -+- n 8%

@& =
m+n—2

é entdo uma estimativa «inviciada» de ff
(i =e = tal que E(<s) = 05) — sendo portanto

uma estimativa inviciada de

(") Com efeito, sabe-se que, se for Zr\N
e Zr\ N (m, d), se tem
azi+bzZ oN@nu+bm,l/aCl+ e df

(mj, d)
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Var(ee—y) — e utilizou em lugar de w a
estatistica
X—y
“Yig* 5

depois provou que, sendo verdadeira a hipo-
tese 2?0, a distribuicdo de v é a de «Student»
com m+ n—2 graus de liberdade ('), o que
indicaremos escrevendo

vI=3(@{2"1m+ n—2).

Na resolucdo pratica do problema pode-se
assim tirar partido das tabelas da distribui-
cdo «t» de «Student».

O ponto fraco desta solucdo reside na pre-
missa um tanto arbitraria de ser ai= a, o0
que nem sempre pode justificar-se na pratica
— quer por consideracdes aprioristicas quer
por ensaio estatistico da hipotese a, = a.

4. Situa-se precisamente aqui a fonte de
uma das mais interessantes e importantes
controvérsias que caracterizam o desenvolvi-
mento recente da Estatistica Matematica.
O problema do ensaio da hipotese pi =
sem aceitacdo da premissa ci = a, (0 qual
ficou a ser conhecido por «problema de
BEHRENS-FISHER») for também primeiro
resolvido por FISHER [3] & luz da sua teoria
da jidutial inference. Esta teoria, porém, esta
muito longe de ser universalmente aceite, a
ela se opondo uma outra, de inspiragdo fre-
quencista, criada por J. NEYMAN e E. S. PEAR-
SON & roda de 1930. (%)

Em muitos casos, os resultados das duas

() Pode ver-se uma simples e elegante demonstra-
cdo deste resultado no belo livro de Weatherburn [1J,
onde tdo bem se introduzem os aspectos puramente
matematicos da Estatistica. Veja-se também
[2],p4g. 56.

(?) O leitor desejoso de se pOr a par das idéias que
servem de fundamento as modernas teorias do ensaio
de hipoteses e da estimagdo encontrara exposicdes
sucintas e elementares em [4] e [5]. Também estudara
[6] com muito proveito.
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teorias coincidem, mas instdncias surgiram
de profundas e graves divergéncias que muita
tinta tém feito correr. Todavia, no caso par-
ticular do problema de BEHRENS-FISHER, a
posicdo dos partidarios da teoria de NEYMAN-
-PEARSON era bastante incomoda : embora
contestassem a validade da solugdo de FISHER,
ndao sabiam opor-lhe outra. Quem conhecer
a faceta polémica do grande criador da Esta-
tistica moderna ndo estranhard que ele se
valesse desta posicdo de vantagem para pro-
pagandear as suas ideias e lancar comentarios
mordazes aos seus adversarios ; até que de
entre estes j4 havia quem no seu desanimo
sugerisse existirem com certeza problemas
ndo susceptiveis de solucédo...

Foi s6 em 1947 que B. L. WELCH deu a
lume um tratamento definitivo da questdo sem
recurso a teoria da jidutial inference. O seu
artigo [7], se ndo se presta a facil leitura, é
porém de importancia capital ; e a aplicacdo
pratica da solucdo de WELCH ficou possibili-
tada com a publicacdo de tabelas acompa-
nhadas de instrucBes praticas para 0 seu Uso,
de resto muito simples [8].

5. O objectivo desta nota €&, principal-
mente, chamar a atencdo para a meméria de
WELCH, que ndo parece ter ainda tido a di-
fusdo que merece; mas aproveita-se a opor-
tunidade para expor uma outra solugdo —e
muito engenhosa, se bem que de menor inte-
resse pratico—que para o problema de BEH-
RENS-FISHER deu EL SCHEFFE [9].

Considere-se a estatistica

X—=y
w I/m Jm~ —
yZ O=i «)
onde
Im - *g
Zj= xi— »/—y e s £
Y n m j

(supde-se mZ.n , o que € evidentemente le-
gitimo), iv serve excelentemente para uten-
silhar um ensaio da hipbétese Ho:f*i= "2,
pois se tem

wl(ii=®2<tm-—1),
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sendo portanto a sua distribuicdo indepen-
dente de ffi e 0,

Julga-se de certo interesse dar deste resul-
tado uma demonstracdo elementar directa,
pois SCHEFFE f&-lo depender de um enunciado
mais geral.

Para isso, comecemos por notar que

S— o* Oj
Var (x —y) = 1 =T

Var (sj) == 0? + Fa\=mx2

E =H-\/— *i= 0,
y n

desde que para comodidade se escolha a ori-
gem de modo que o valor comum de f*ie

ffa seja nulo ; tem-se entdo

Ora, recorrendo a uma transformagéo
linear ortogonal (cf. [1], pags. 164 e€169),
é facil mostrar que

m m—

2(s;-i)'= 2 Cf,

onde as variaveis t ,l,, ese, ™. sdo inde-
pendentes e

logo,
m—i £i

2 —4 vi=v2e X*M-1)>

em que x°("*—1) designa a distribuicdo do
X* com m—1 graus de liberdade (cf. [2],
pag. 54).

Por conseguinte,

é o quociente de uma varidvel x*(DP°" """
variavel yj(m —1), e isto permite concluir
o resultado enunciado ([1], pag.187).

6. Por ultimo, referir-se-a a curiosa solu-
cdo de DAHMOIS [10], a qual se baseia na

11

construcdo de «regibes de confianca» para o
par de parametros (fx,p.)

Esta solucdo parece no entanto conter al-
guns pontos obscuros. Em particular, néo
estd provado que o tipo de regiGes de confi-
anca escolhido conduza a ensaios eficientes
da hipétese pi= f*a. Por outro lado, ndo é
possivel fixar previamente um valor do coe-
ficiente de risco, mas apenas um limite supe-
rior da probabilidade de cometer um cerro
de primeira espécie».
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Os espagos métricos
0 método

do ponto
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e a analise classica:

fixo

(Conclusao)

8 5. Sistemas lineares infinitos.

Consideremos o sistema linear infinito
ax + a,.Xx, +03X3 + b,
a, X + a X, + a, X, -feee= 0,

ou, abreviadamente,
(1) (*-1,2,...),

« Procuremos uma sucessao Xi,x»,--" X,,---
que, substituida nos primeiros membros das
equacdes (1), os torne convergentes com somas
dadas pelos segundos membros. A tal suces-
sdo, caso exista, chamaremos solu¢do do sis-
tema (1).

TEOREMA. O sistema (1) admite uma e uma
sO solucdo limitada sempre que se verifiqguem
as condicdes

«) 3,0,
©
P) 2 layl<gla,lcomqg< 1,
1) |b,|<B
(i-1,2,..-).

Dem. A condi¢do a) permite resolver a pri-
meira equacdo em ordem a Xi, a segunda
em ordem a £c,, etc. Obtém-se o sistema

Q) «, £ ch

| + 0

com Cy
a»

As formulas

Q) Sft- 1
J-1

c™xj + bi i=1,2,...)

permitem obter a partir de cada sucessdo

X = jXiJ limitada, |a;|<Jf (i= 1,2 ,ee9),
uma nova sucessdo y = |y, j que é também

limitada :

Wil< 2 \¢\x\  + \b\<M”™Mc \+B<Mq + B,

em virtude das condicBes @ ey).

As férmulas (3) difinem portanto um ope-
rador Z7no espaco m das sucessdes limitadas.

E se pusermos yM= Z7¢c>), = jXkjj,
jf»«|jnv|(*=-1,2) serd
STU (x<»), UX"™)JI - S(y»,2'«)= «upl,,, -, I<

< «ltp2 IC.113,, —X,. I <

<sup2 le, lsupl X, —Xs-1<

» 1

<g$  (x<', x),
0 que quer dizer que U é um operador de
contraccdo no espagco meétrico completo m.
O seu ponto fixo serd a solucdo limitada,
Unica, a que se refere o teorema.

Célculo aproximado da solucéo.

Construa-se por iteracdo sobre as férmulas
(3) a sucessdo (de sucessdes)

L (0). 0, x("= |6,|,. I

i~1,-.

Designando por x |G| a solugdo, tem-se

B 5"
1-2
visto que na desigualdade (4) de §3 é agora
y. = $(x«>, X>) = sup \b\<B.
Além disso resulta de (3)

[*|£2KI1«, | + B,
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logo €

*2> |50l < B,

su\N\<B(I + Q)

su\L\<B(I + Qg+ eee + (n->)<- .

i 1-2
Vimos no §2,(2) que E,—>-£j. Por conse-
seguinte,
B
*l- «fp C<z— -«
i 1—3

Observacdo. Se todos os b, sdo nulos, a
Unica solugdo limitada do sistema (1) — nas
condigbes do teorema —é a solugdo nula.

Notemos também que mesmo nas condicdes
do teorema podem existir infinitas solucdes
ndo limitadas. E o caso do sistema

X, = 0 X
Ttk lal<1
X, = axX
gue tem a solucdo néo limitada [*— | -.... ]

\' a cr /
com a constante arbitraria X .

8 6. Resolugao da equacéao

por iteracao.

fx) O

TEOREMA 1. Seja y = <p(X) uma funcdo de
dominio e contradominio no espago métrico
completo X , que satisfaz as duas condicBes
seguintes :

P TPE))?*]<2S(x,x) com 0<g< 1
para quaisquer X e X' na vizinhanga Xi do
ponto a definida por 3(x,a)< E;

a,) S[.(a),al<(l-,)«.
Entdo a equacdo
(@) a- ¢(x)

admite uma e uma so6 solucdo x* «a mesma
vizinhanga X, “te ” o limite da sucess&o

X, = a, 35 =c¢(a), X, <G (X5_,)  *°°,

2 (M, ~< f,
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Dem. A funcdo « = ? @) define um ope-
rador £7 no subespago Xi de .X. Com efeito,
se X EXi, de ai) e aj) resulta

S(Vx,a)- 8((),a)<SpX . .p@)+Sp(a),a)
<,0- (x,a) + (1-e).<}8+ (I—q)i = e,
logo também Ux =  y(X)iXi.

A condicdo «i) mostra que U é um opera-
dor de contracgéo.

X\ 6 um espaco métrico completo. Na ver-
dade, toda a sucessdo jx, | extraida de Xi
E.X que satisfaca a condi¢cdo de CAUCHY tem
um limite xt X, uma vez que X é completo.
E de 3[x, a)< sresulta §(x ,a)<$(x, x) +
+ 3@,,a)< 3(x,x) + s, o que implica
3(as,a)<t, isto é xtXi, se atendermos a
que 3(X, X,) —>°0 .

Em resumo, Ué um operador de contraccdo
no espaco métrico completo Xi ; por conse-
quéncia admite um e um sé ponto fixo x* em
Xi @ Ux* =y(x*)=x* E tomando o ponto-
inicial a2, = a, vem [8§3, (4)]:

S(X,, x*)<*-n

com k= 3(xt, x) —3@ (a), a)< (L—¢)e, o
que estabelece (2).

Exemplo: equacdo de KEPLER.
E a equacdo (')
3) X = esenx + M (O0<ex<l).

Neste caso X € o corpo real com a distancia
3@, y)=j@2—MN; ef(a;))=eseng + M.
Usando o teorema da média do célculo
diferencial, temos
lpPpX)—e(X)I=elsenx —senx'| =
= elcosx, Il x—x"I<e|x—x|;
tem portanto lugar a condicdo «i)com q=&
em qualquer vizinhanga de um ponto arbitra-
rio a, 0 que automaticamente assegura a,) e
garante a existéncia de uma e uma so raiz x*
de (3) em todo o intervalo (—m, + «=).

(") Trata-se da equagao que em Astronomia permite-
calcular a anomalia excéntrica x conhecidas a excen-
tricidade e e a anomalia média Af.



Mais precisamente, tomando a = M, asse-
1—« o

guramos «2)corn e = , Visto que

e

I<f@-alJ- 1f(M) —M|—e|sesM\< e.

E construida a sucessdo

<K = it/, x,= eBenAf + M, eee X, =¢ sen X, _, + Af, eee

sera

e* = lim X, s
n->o00

tendo-se, usando (2),

<4) 1- e

Pode porém calcular-se directamente um

menor limite excedente do erro:

|l —x, | <elsen x*—senx, j|<

<eleosx, || x*—x, ,I<
<elx* —x,jl<elx*—x, 1<
<...<e"|x* — Xol"e"--",

0 que quer dizer que em (4) se pode substi-

tuir o segundo membro por e"".

TEOREMA 2. Seja y = f(x) uma funcio real
de varidvel real que navizinhanga Xjdo ponto
a definida por |x—a|< £ admite derivada
{finita) e satisfaz as seguintes condicdes:

M i<)t<« 1/(«)!,
/(«)

AV <1 -
A («) I (@)

Entdo a equagdo f(x) = O admite uma e
uma sO raiz x* «avizinhanca X i, tendo-se

sup

x* = lim x,,
cooT

X, = a, x, = P (x,), a» = ?(*»-.) E

P(x) = X- .

/(<)
I («)
Ztem. A condigdo (3i) garante/"(«)”™ Oe

com isso a possibilidade de construirmos a
funcdo 9(x). Provemos que esta satisfaz as

| *e-«. 1<, |
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condi¢cbes «1)e «,) do Teorema 1, onde X é

agora o corpo real com a distancia $ (x, y) =
= Ix—yl, desde que se tome

/(«)
/" <«)

E 5< 1e Pi)garante g> O.

Pelo teorema da média do calculo diferen-
cial temos f(x) —/(*") =/" (#1)(ps —x") com
& entre os pontos x e x' de | i . Portanto,

., =1

If (a)-*(»"),
1 (*.)
I /" (<) [
donde, usando (3,) e a definicdo de

[¢(x)-<f(x")\<g\x-x>\ (0<,<1),

que é a condigdo ai) .

A condicdo a,) é—com igualdade—a pro-
pria definicdo de g.

A funcdo y(x) admite pois um ponto fixo
X* 1 @@E* =x* e isto € 0 mesmo que
/0*) - o.

Exemplo

Sejaf(x)=x"+ 2a —1. Tomando a ="/,

e s—*ft tem-se /(a)= | »/' (a)=" e

q= 11
valores satisfazem (3i) e j3,). Por conseguinte,

* O leitor podera verificar que estes

/(a?) admite no intervalo uma e uma

SO raiz x*, que € umnumero irracional (/(a?)
ndo admite raizes racionais), limite da suces-
sdo de numeros racionais

f(X)=x—— X'+2x- 1),

tendo-se
1/9
< -
4\11

X* ek,
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§ 7. Aequacaoy = f(x,y) em espacos

meétricos abstractos.

Comecaremos por generalizar a espacos
métricos abstractos o exemplo (3) do §2 de
um espaco completo de funcdes continuas.

Sejam se e y 0s elementos genéricos de dois
espacos métricos X e F com as métricas pe
@ respectivamente. Consideremos uma funcao
y = t\(xX) com o dominio X e o contradominio
em F . Por continuidade de n(x) num ponto
X entende-se que, dado e> 0 e arbitrario,
existe um nimero p (E) > 0 tal que p (x, X") <
< (I(E) implica 5(yy) = S(n(x), n(»")) < t.

Suponhamos que Y €é um espaco métrico
completo e designe C o conjunto das funcdes
r,(X) continuas em todos os pontos x sX. A
funcdo A definida neste conjunto por

Afm,«)=supS(n(x),n (X))
mis
¢ uma funcdo de distancia.

Vamos provar que, com a distdncia A, o
espaco métrico C é completo.

Seja entdo |n,(a?)| umasucessao de CAUCHY
em C. Dado t> 0, existe uma ordem N(s)
a partir da qual se tem

AK [»)- 8UGCS (YL (X), Y, (x)) < 6

e portanto

€] a(.(x).r,,(x))<.
0 que mostra que asucessdao YH(X) e+, n, (X), = e,
satisfazendo a condicdo do CAUCHY no espago
métrico completo Y, tem certo limite ri(x).

E a sucessdo converge uniformemente para
este limite, porquanto resulta de (1)

(xtX),

S (X)) M ()< S (X), 0 (X)) + SN, (X), 1, (X)) <
< Sy (x), T, (X)) + s,

donde, fazendo m—*-o00 ,

) *0>(«)f*(«))<< (*«X).

Desta desigualdade e da continuidade das
funcdes vi,(ic) resulta a continuidade da funcéo
n(x), visto que

SHoo. v(X))<SHX,v. X))+ SEL, (X),v. (X)) +

(D ().
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Finalmente, mostra (2) que se tem

GsYy)=sup S (X), Vi (X)) <«

quer dizer, lim Yl,= n no espaco C.

O conjunto Z dos pares (x,y) corn xeX e
#E F diz-se produto dos espacos A'e F. Escre-
ve-se Z=Z X r .

O teorema que vamos dar neste paragrafo
refere-se a umafungdo <s(x,y) de dominio no
espaco produtol x Fedecontradominio em 1

Diz-se que a fungdo <¢(x,y) é continua num
ponto (x,y) quando, dado s> O e arbitrario,
se tem

*{?(<<>>SA7*(*'>?'))<«
sempre que p (X, X) < p.(E) e ofy, y') < Vv(E).

TEOREMA. Sejam X e Y espacos métricos, 0O
segundo dos quais completo. Consideremos uma

funcdo y(x,y) de dominio em Z= X x Y e
contradominio em Y nas seguintes  condigBes:
«i) ©(x,y) e definida e continua na vizi-

nhanca Zi = Xix Yidoponto (a,b)eZ defi-
nida por p(x,a)<a e $(y,b)< @;

a,) ?(a,b)=b;
a,) P (x,y) satisfaz a condicdo de LIPSC-
HITZ

s<p (X,y).<p(x,y"))<a*(y.y")

com 0<qg<l| para (X,V)EZI e (x,y')EZi.
Entdo existe uma e umaso funcdo y= 0(x)
definida e continua numa vizinhanca X jC X
do ponto a, tal que >(@)= b, e que na
mesma vizinhanga satisfaz a equacdo
) y=t(>y)-
Dem. Resulta de tx{) e <x,) que a fungdo
(f(x,p) ~ é continua no ponto a e toma neste

ponto o valor b. Serd portanto
O] 8(<p(x,0),i)<(l-.)p

para todo o x pertencente a uma certa vizi-
nhanca A", do ponto a definidapor p(a?,a)<
< a<a.

Consideremos o conjunto C\ das funcdes
continuas y = n(©? com dominio A", de
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contradominio em Y\— subespaco completo
de Y— e tais que Y)(a)= b. Com a distan-
cia A, o conjunto Ci é um espa¢co meétrico
completo, tal como o espaco C estudado
acima e que o contém.

Vamos mostrar que a funcdo de dominio X,

Q) I (¥) = w (x, 0 (X))

6 elemento do espaco Ci.

Temos <]>(a)=b. O contradominio de <\>(x)
esta contido em Fj; é o que resulta de 0:3)
e de (4):

8(] (x),6) =3[ (*Y(*)).6]<
<8[f ]+ »[? (*>*)»&]<
<i»(T(»)i»)+(i-i)P<«p+a-i)P-p-
é continua
supondo

Eesta ainda mostrar que 00
em X, Dado e> 0, tem-se,
X, X£X, eycil,

8[<p (x,Yi(x)), p(x',./")]<.,
desde que p(a?, a?)<(*'(£) e 3(\i(a?), I/")<v(t)—
e isto em virtude da continuidade de y{x,y)
no ponto (X, YI(»)). Por outro lado, sendo
«i(@?) continua, é

SO, N=<Vv()

para p(a;,£c')<u’(e). Designe fx(e) o menor
dos inteiros [t e fi'"; p(@? a”)< (e) implica
entéo

»[2(%, «(*))r(* < (F))]<,
isto é,

»<E(5), (1)) <,

0 que prova a continuidade de q(a) em JC..

Posto isto, podemos concluir que a defini-
cao (5) de <\>(x) € uma transformacdo U no
espago métrico completo C\. Para estabele-
cer o teorema a partir do teorema de BAKACH
s falta verificar se U é um operador de
contraccdo. Mas é o que resulta de as):

A(U®,Vfa)- AR, Yo fx. YIX)] =
- osup STif (x,r, (X)), 9(x, nj(x)) ] <

< Supq 8 iy, Tl (X)) = 24 (M, Tii),

M,

comO0O< g< 1.
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Célculo aproximado de O(X).

Tomando o ponto inicial
sucessao

@)= b, a

I (X) — 6,22, Y, (X) = <p(X, V-1 (¥))>ee"
converge no espa¢co Ci para asolucdo 'D (a;),
quer dizer

lim A (*\,) =0.

Tomando a iteragdo en(x) como aproxi-
macgdo de $(a?), o limite excedente do erro
sera dado pelo segundo membro da desi-
gualdade

A(*,iO<P5"i

a qual se obtém de (4),83 calculando k e
usando (4):

k=A(*!,Y) = sup 8 (<p(x, 6), 6) <(1 - 3)8.

§ 8. Sistemas de equacbes diferenciais.

TEOREMA. Seja
dyi ) i

(1) -d?=f(xvy|!_!y") (I_Iv--rn)
um sistema de n equacbes diferenciais ordina-
rias resolvido em ordem as derivadas e supo-
nhamos que para

Ix—al<a,

lyi-b,|<P Gi=1,-..,n)

as n funcdes fj s@o continuas e satisfazem a

condicdo de LIPSCHITZ

2) Lfi(x,y,, e y,)- fi(x,yi, e yi) | <
<K (|y,-yi| +eee+ ly.-yil) (i —1,ee- «);

Existe entdo um e um so6 sistema de n fun-
coes continuas ji — < (X) (i= 1, eee,n) que
verificam, identicamente o sistema (1) para
IXx —a|< a < a e tais que ?i(a) = bj
i=1,..,n).

Dem. O sistema (1) com as condi¢Bes ini-

ciais i/i(a) = bi é equivalente a este outro
(3) Y. = b+J'f,(t,y,---,y»)<tt

onde, é claro, \x —a|< a.
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Introduzamos o espa¢o Ky da variavel x e
0 espaco K, das matrizes-colunas

y = VI

Definamos a fung¢do, de dominio em Ki x K,

e contradominio em K, equivalente aos
segundos membros de (3),
<fxy) =b+f(x,y)
onde
j "fxdt

Vamos mostrar que a func¢do (4) satisfaz
as condigbes ai), a,) e a) do teorema do §
anterior na vizinhanga .Xix Yi do ponto
(a,b) do espaco K\ x K, definida pelas desi-
gualdades

(5) I XxX—al<a,,
na primeira das quais se fixa <xi mediante a
condicdo

(6) «, -< min

Comecemos por verificar a continuidade de
y(a?,y). Recordando a definicdo de distancia
em K, (82), temos:

\<t{x,y)-<e(x",y')\ = \f(x,y)-f(x=,y<)\ -

=2 I [Mty<,- y») - A(t,yi,-

- j (R

e»»«)*J<
<E V(Y20 ) (<Y - ) d<
+ 2 f"fityl,---y',,)dt <

<i-n|x-al|(]|jl.-yi |+ e+ |y»-itiD +
+ nM\x — X'\,
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utilizando a condigdo de LIPSCHITZ (2) e
designando por M o maior dos supremos das
funcdes fi para \x —a|<« e \yi — &i|<(3.
Com e positivo e arbitrario, vird, como
queriamos,

\y(x,y) -<f(x"y") I <i
desde que, sempre na vizinhanga X\X Y _,

X —x'1 <

lvi- yll < on Af

2 Kn*,

A verificacdo da condicdo a,) resulta da
definicdo (4) de ?(x ,y) e de serf(a,b)= 0.

Passemos a a,). Pelo primeiro teorema da
média do céalculo integral temos

<xy)-<txy>)  =flxy)  -fxy>) =
£ Ifi(t,yu--,y,,)—/Uty",---,yL)]dt
£ th>vi> — ,» ), »i )] <*«

-(—<®)r/i(xi.yi, oo 1)) -/»(asi,»i,"",»i)"|i
L/«(»«1yi’0 ",V») _/»(*”> y|' o0 0>y>))\]

valores conve-

De (2) resulta

designando por x\, e X,
nientes de t entre a e x.

entao

\tf(x,y)—<f(x,y")\<Kn\x —aly — y'\<gly~y"\

se pusermos, atendendo a (5),
(M q=

Mostra (6) que é g < 1 (além de ser
logo a condicdo a,) esta verificada.

De acordo com o teorema do § anterior
existe por conseguinte uma e uma s6 funcao
de dominio em K, e contradominio em K,,

y=Fx =

Kna..

q>0),

>l W

continua numa vizinhanga X, CA% do ponto

a definida por WX —aj|<«'<aj<a que
verifica identicamente a equacao

y- 20»y),
equivalente as n equacdes (3), e tal que
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©@) = b, istoé, a@ =b (i=>»>1 ,eee «).
O teorema esta provado.
Célculo  aproximado das funcdes O; (x).

A fungdo 9i(@?) é o limite da sucessédo
tt> (x) - 6,

A"(x) = 6.+ (F,60,---,6,,)rf«

P (x) = 6, +1 |, [i, gk~ (x) , e, <f-« (X)] T
Designe <pW@? a matriz-coluna das n
fungbes @™ (a;). Para |x —o0|< a" temos
(8) [¢(x) —¢™ (x)|<fc
1-S
com
% = ly»(x)_,w(x) I -i I /"/,(i.in-s ¢ 6Jd&Mna’.

Usando (7) pode pois escrever-se (8)
a forma

com

- M k™ (n a.i)y+
© 2t )i ()t

E evidente que o primeiro membro de (9)
pode ser substituido por sup [ ¢ (x) —g>i"@?) 1
para |@?—a|< a'. Concluimos que a funcédo
yi(x) é o limite da sucessdo uniformemente
convergente N'{"'(x), na vizinhangca  \x—a\<at'.

§ 9.
TEOREMA. Seja
(1) f(X== X Yam==Y50) =0 (i=1,.--,n)
um sistema de n equagdes
variaveis reais Xj,eee,y,

tém lugar as condigdes
f3]) o sistema € verificado pelos

(i=

Funcdes implicitas.

contendo as m + n
e suponhamos  que

valores

x"a, l,.-.,m),y, = b(i=1,--.,n),

isto &,
fi(ai,-*,»,,,,b, b,)—0 (i=
ii possuem derivadas
ordem continuas em
para
(i-1,—,m)
(i=1,--.,n);

l-..,n);
(3) as n funcdes

ciais de primeira

as m + n variaveis

par-
relacdo

—a*|<«
17i-b,|<P
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(3) det M~O, sendo
3i
yi = bi
a matriz das derivadas parciais -~—" calculada
para Xj= ai,y = bi
Entdo existe um e um s6 sistema de funcoes
fl —M*1, -- Xj Gi=1,-.,n)
coM<inwas() j?ara |aj —ai|<a' <<x, ¢we ven-
ficam identicamente o sistema (1) e tais que
2 c.(a,--,0,,) = 6 (»
Dem. Introduzamos os espagos K, e if«

das matrizes-colunas

x = 2

Y

e sejaf(xyy) amatriz, em K, das n funcdes/,.
Definamos a funcdo de dominio em K, x K,
e contradominio em K,

® Py =y —

e mostremos que ela satisfaz as condigdes
ai),a.,) e <) do teorema do 87 numa vizi-
nhanca conveniente do ponto (a,b) tKx K,
Da continuidade das funcdes f , garantida
por (3., resulta, como facilmente se verifica,

M-/(xy)

a continuidade da funcdo (X ,y) para
X —«|[< «>] — 0]<]|3.
De Pi), ou seja de /(a,6) = 0, resulta

9 (@,0)= b, que é a condicdo a,) .
Abordemos a condicdo de LIPSCHITZ as).
Pelo teorema da média do calculo dife-

rencial,

r-->xXm V-, V) fi(x,~--x.y{,~y",) =

i=t \d Vi)
indicando o asterisco que cada derivada é
(1) e derivaveis ; mas omitimos a demonstracdo da

derivabilidade, que pode ver-se na primeira das obras
adiante indicadas.
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calculada para x, ,---x, e para um valor de
yj entreyj e y}. EmK, as formulas anteriores
condensam-se em

fCV) - 16 ,y) = Mi(y- y<),

designando M\ a matriz de elementos

Pondo Mi = M+ M, vem

<t(x,y)-c?(xy') =y —y-M-<\f(x, y) —f(xy) =
= yy>-M- (M+M)  {y-y<)
= -M-iM(y-y<).

Em virtude de (3) os elementos da matriz
M% = Mi— M podem tomar-se arbitrariamente
pequenos desde que se escolham os y'jsufi-
cientemente préximos dos y. Fixado um
numero positivo q< 1 pode pois conseguir-se
que os elementos da matriz—M.-* M, saiam
de valor absoluto inferior a g/ n° numa vizi-
nhanca .Xix Ti definida por

ls —«|<* , |y-6|<Pi<P-

Nesta mesma vizinhanga sera entao

19

que é a,) com lugar em XiX Y.
Posto isto, o teorema do §7 garante a exis-
téncia de uma e uma s6 fun¢do continua

y = <t>(x) = |"*, (Xi,---,Xn)“l,

L*,,  (6—x)J
isto é, de um sistema de fung¢des continuas

Y= 40, (e«

que numa vizinhanga X, CXi do ponto a defi-

nida por [@2(—aj[<a‘'<a (t'=»l, oee ?2«)

satisfaz identicamente a equacdo y = y{x .y)

ou sejaf{poyy) = 0, ou ainda as equacdes (1).

Além disso, $(«)= b, que é o mesmo que (2).
O teorema estd provado.

Exercicio. Indique como se efectua o cal-
culo aproximado das fun¢des 0. e mostre que
a convergéncia das sucessdes aproximantes é
uniforme.
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Maximos e minimos de algumas [uncdes algébricas
por Manuel Joaquim Sousa Ventura

Desde o primeiro nimero da sua publica-
cdo que a Gazeta de Matematica tem incluido
nos seus programas uma rubrica cujos fins
didaticos se tém distinado a bem servir 0s
interesses dos candidatos a admissdo as Esco-
las Superiores.

A Gazeta procurard desenvolver mais in-
tensamente e alimentar com mais assiduidade
uma sec¢do dedicada aos alunos do Ensino
Médio, e aos pro-universitarios, procurando,
assim, diminuir, na medida do possivel, a
distancia que separa o plano liceal do plano
universitario.

*

A presente exposicdo — Maximos e Mini-
mos de Algumas Fung¢fes Algébricas— é
dirigida em especial aos estudantes do 3.°
ciclo e nada de novo apresentara ; mas tenta-
remos imprimir-lhe algo de pessoal na arru-
macdo dos assuntos, do ponto de vista
didatico.

Antes de levarmos alguns conhecimentos
tedricos a aplicagdo de casos concretos, enun-
ciaremos seis proposi¢des e faremos as res-
pectivas demonstracdes.
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O aluno deverd ter bem presente a nogédo
de funcdo, de continuidade de funcdo, de
maximo e de minimo.

Porém, por conveniéncia do objectivo a
que se destina o presente trabalho, sublinha-
remos a diferenca que existe entre o conceito
de Maximo e Minimo absolutos, e o conceito
de Maximo e Minimo relativos.

Chama-se Méaximo absoluto da fung¢éo f(x)
no intervalo (a,b) ao limite superior dos
valores que f (x) assume nesse intervalo.

Analogamente, Minimo absoluto de f (x)
em (a,b) é o limite inferior dos valores que
f(x) assume em (a,6). Diz-se entdo que
extremos absolutos s&o os maximos e os mi-
nimos absolutos.

Sendo a< ar,< b, se o valor f(x{) é um
extremo absoluto (mé&ximo ou minimo) de

f (xX) nalguma vizinhanca | (x, ,e), diz-se
que /(a?,) O um extremo local ou extremo
relativo de f(x) no intervalo (a, b) (méaximo

ou minimo, conforme o caso).

Extremo absoluto, assumido num ponto
interior do intervalo (a, b), é também extremo
relativo, claro. Seja, para exemplo, y=1f(x)
uma funcdo cuja imagem geomeétrica Orepre-
sentada pela curva da figura junta: f(x,) e
f(x.) sdo maximos relativos; f(x,) e /(a?)
sdo minimos relativos.

Em a? apresenta f(x) um maximo abso-
luto (que 6 também um méximo relativo) e em
X, um minimo absoluto (que é também um
minimo relativo) pois f(x.,) e / (a?) séo,
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respectivamente, o maior e o0 menor dos va-
lores que f(x) assume em (a ,b).

Outro exemplo :

A funcdo f(x)= 2x assume no invervalo

(1,2), o minimo absoluto /(1) = 2 e o ma-
ximo absoluto f(2)= 4.

f(x)—2x né&o apresenta extremos rela-
tivos em (1,2); a funcdo 6 ai pontualmente
crescente.

No estudo que vai seguir-se, somente tra-

taremos de extremos  absolutos.

<z) O produto de dois factores variaveis,
positivos, e de soma constante, atinge o0 seu
valor maximo quando os factores forem iguais.

(Sendo possivel a sua igualdade).

Sejam x e y dois factores positivos e tais
que X + y —a (constante).

O valor maximo do seu produto P =
tem lugar quando x = vy .

Com efeito, sendo

AXy= X+ —x—MW=a"— (X—y)*

Xy

verifica-se que o maximo valor do produto

X ey €& atingido simultaneamente com 0 mi-
nimo de (X —y)° ou seja para X =y (a;>0
e N>0).

A mesma conclusdo se podera chegar uti-
lizando as propriedades do trinémio do 2.°
grau :

Para isso considere-se aiDda X +y = a
(constante) e x-y—P; teremos, pois, X e
y como raizes da equacao
1) X2-aX+P =0
cujo binédmio discriminante (A) devera ser
positivo ou nulo para se atender a positivi-
dade obrigatéria de x e dey (X ey reais).
Entéo 6

a*

| =0'-4P>0 ou 4P<a2 ou,ainda, P < —.
4

" é o valor maximo do produto P = X ¢y

2

e, com P—— aequacdo (1) apresenta, pois,
4

a raiz dupla x =y .
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Exemplo I: Calcular o valor maximo de

I(x)=(l +x) 2—x), sendo [0<x<2]

Como é (14 x) + (2—x) = 3= constante, /(x)
atinge o seu valor maximo para
l+x =2—x ou 2x =1 ou x= 1/2;
1 1 7
(T)-("*t)(-TK-T-T
€ 0 maximo procurado.
(3 O produto de varios factores variaveis,
positivos, e de soma constante, atinge o seu
valor méaximo quando esses factores forem

iguais entre si.

Se é
L+ y+ z oo+ t=°
e se (@?,y, z, *c°,t> 0)
entdo é

(constante)

(1) P-=x-y e«eee< maximo com X=2=z="-=1{

Se no produto P —X ey ez *e. t existirem
factores desiguais, é facil aumentar o seu
produto parcial conservando constante a sua
respectiva soma.

Com efeito, seja y =f=z, por exemplo.

Substitua-se o factor y por - —- e o factor z

+ z 2
por y A soma y +z néo é alterada por

esta substituicdo, pois h
2 2
e o produto y *z atinge, desta maneira, o seu
valor maximo, que é
(Y+ 9 (y-M>, <x+x)**
2 v 2 - 4

=y+ z

Com a igualdade dos possiveis pares de fac-
tores desiguais de (1), e sem alterar a soma
desses mesmos factores, consegue levar-se o
produto P=x ey ez t a atingir o seu va-
lor maximo e, portanto, a concluir-se a afir-
macao da proposicdo (3).

* Veja a demonstracdo da proposicdo a), segundo
as propriedades do trindmio do 2.° grau.
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y) Se a soma de varios factores
¢ contante o produto destes factores afectados
de expoentes racionais  positivos €& maximo
quando estes factores forem proporcionais aos
seus respectivos  expoentes.

positivos,

Seja x + y+ z= c (constante)
Pretende-se demonstrar que o valor maximo

do produto P = XI' eyl’ ez*|’
é atingido quando
y
d d d
(r,s,i,d>0, inteiros)

(1) Sendo P = xI' ey'l° «Z'I* ¢, também,

P= y'X ey" ez . O valor mdximo de P ve-
rificar-se-4 simultaneamente com o valor ma-
ximo do produto

2 Px—xy7 (x, y e a factores positivos).

Determinemos em que condicdes se verifi-
card o maximo de (2):

O maximo de P= x if z* verificar-se-a
com o maximo de P, = kxy"z', se k for
uma constante.

Fazendo k = r~".

sr' eir', vem

B Pt-ir-s-n- (y)s(l)'-

*-**_1\)

X X X y
r r r s
produto de factores cuja soma

X X X Yy y y *
— + = 4+ -
—t =+ r s s B t
r r rx sy tx
z + . 1 1 e—x+y+:
t r s t

¢ constante, por hipotese.

Mas, segundo (3), o valor maximo do pro-
duto (3), [ou de (2) ou de (1) portanto], sera
atingido quando

« y »

Multiplicando as
d, vem

igualdades anteriores por

dx dy dz
r S t



22
ou
X ez
r s
d d d
c. d. d.
Exemplo Il:  Determinar o valor maximo da fun-
cao
J(X)=x*(@2- x) com (0< x< 2)
Tendo em consideragdo que x + (2 —Xx) = 2-= cons-
tante, /(x) atinge o seu valor maximo para
X
> > 2 —x donde se deduz x = 4/3;
/ 4\ 16 2 32
é o maximo de / (x).
aj) O minimo da soma de dois termos varia-
veis, positivos, e de produto constante,  veri-
fica-se com a igualdade desses termos (caso

possam ser iguais).

Se P = xey 6 constante, sera (X + YY)
minimo para x =y (X ey > 0).

Com efeito, sendo P = X sy € X +y = *
O trinémio

1) Xi —  sX+P

terda x e y como zeros; e dada a natureza
real de x ey, tera de ser o binémio dis-

criminante (A) de (1) positivo ou nulo:
i =«2-4P>0 ou «>2/P

Com s= 2yP (minimo de s), o trindmio é
quadrado perfeito, e apresenta o zero duplo

X = Y.
Vejamos outro caminho :
E
x+yf —(x- y)*+4xy
QU
(i+yp=(i-j)' t4aP (P <=x-y, por hipétese)
O minimo de (x+vy), ou o de (a+j/)’,

aparece com o0 minimo de (x —y), isto é,
para

X=Yy

visto que a?>0,t/>0, também por hipotese.
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Exemplo 1ll:  Calcular o valor minimo de
I(x) = ?+ X (x>0).
Sendo X = 1= constante, o minimo sera atin-
X
gido para
— = X, donde
X
X*=1o0u x=+1
/(1)= — + 1= 2 é0 minimo.

/3]) Se o produto de varios termos variaveis,

positivos, & constante, 0 minimo da sua soma
verifica-se quando esses termos forem iguais
entre si.

Sed x ey ezeet= c (constante) e se
(X, Y, z, *oet> 0) sera

(1) S=x+y+s+ +t minimo para X=y=z= eee =f.

Com efeito, enquanto existirem parcelas dis-
tintas é facil diminuir a sua soma (conser-
vando constante o seu produto parcial), por
meio de substituicdo adequada: Consideremos,
entdo x=fzy, por exemplo, e substituam-se
X e y pela média geométrica entre x e vy,
isto 6, por V/x = vy.

Temos, X -»* yjxey e y ->VXey.

O produto mantém-se inalterado, pois

VX oy e\IX ey = X oy
e a soma atinge, assim, o seu valor minimo
2\fx~7y*

Deste modo, com a igualdade das possi-
veis parcelas distintas de (1), conseguiu
levar-se a referida soma, x +y + z-\ \-,
a atingir o valor minimo e, portanto, a con-
cluir-se a afirmacdo expressa em (3j).

Por outra via se pode ver que 6

()] X 4-y > 2 \Ix~"y~.
De facto, se é

* Veja a demonstracéo de aj), segundo as proprie-
dades do trinémio do 2.° grau.
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¢, também,
X +y)y>4xey
ou

x—2/)>0 (x>0 e y=0)

cuja evidéncia impde a veracidade de (2)

7)) Se é constante oproduto das poténcias
de expoente racional e positivo de varios fac-
tores varidveis, positivos, 0 valor minimo da
soma desses factores tem lugar quando os fac-
tores forem proporcionais aos seus  respectivos
expoentes.

Seja o produto

P = x* ey* «7'' —c (constante).

O valor minimo da soma

X+ y+ z
¢ atingido para
X y z
r S t
d d d (r,s,t,d>0, inteiros).

Sendo

(1) P=x™ ey'l" 7" = constante &, também
d

P = \Ux ey°ez" = c" e, consequentemente, é
(2) P\ = X ey'*7Z = constante (X, y e z
factores varidveis, positivos).

Se o produto (2) 6 constante também 6
constante

(3) P, = kx y'z se k for uma constante.

Fazendo k = r-'s-t-', vem
p. — (- ~>ir)x
X X X y y z z z

Mas, segundo (Sj), sendo o produto cons-
tante, o minimo da soma dos factores

X X X y y y z
— et — - — 4 eee+ — + — +

r r r S » t t
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verifica-se para

r e

multiplicando as igualdades anteriores por d,
vem

dy dz

t T'
ou

_y__ 7

t t

~d 1

c. d. d.
Exemplo 1V: Calcular para que valor de x a

funcéo

fix) - X°-fx-*
tem valor minimo
Tendo em conta que o produto

(x°)' = (se*)* = 1 = constante,
teremos
X
® = =" ou 2x*= x~* donde se deduz

3

Outros exemplos préticos, indicados a se-
guir, poderdo ilustrar as proposicdes expos-
tas e esclarecer com mais eficiéncia o espi-
rito do aluno.

Calcular 0s méaximos das seguintes funcdes
1) y= X (@*—x* (0< x< 0)
2TC ,
n) y= "X Vx@R—X) (0< x<2R)
X—2a
111) 0< 2a< x)

1) y=x(a — x*) ou y—(x)° (a°—x?).

Os factores x* e (a*—a:’), de soma cons-
tante, terdo produto méximo, segundo ),
quando

X *

— =a’'—Xx’ ou 3x’=a‘’, ou ainda,
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Este valor de x, substituido na expresséo
analitica da funcdo proposta (1), dara

t/8 ( o»\  21/3

como valor maximo

Como
Hw
)
ou
y = __ .a2.X* ‘(ZR — X))
o)
ou
S* 4. . i.
y - -X» -(2i7-x)°

e, além disso, é contante a soma
Xx+(2B —x) = 2iT,
devera ser, segundo ),
X 2R-x

donde se deduz

— Y *
para valor maximizante de y=f(x).
O méaximo é, pois,

/5 \ 2i 2 . fi 7 5 V
50
m
A funcéo
_Xx—20 d i
y = - pode eserever-se:
1 1/ 2a\
b X=2,)--(1--) =
4a* \ x/ \ X /
Tem-se, entdo, dois factores de soma cons-

tante :
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Assim, segundo y), sera

2 2
a 1 - a
X
| f
donde vem x= 3a.
EntéO 3a_2a
y =/(3a) (3«)° 27-a*
€ 0 maximo procurado.
Determinar  0s minimos das fungoes.
) a+x a—x [-a<x <a]
a—X a—+ X
V) caTbx [x>0 e a>0J
<
v _ § 0< a< x
) T (x - a)* [ ]
v
a+ X a—X
y =/(X)
a—X a+ X
e tem-se
la + x\ /a—x\
\a—x/ \a+ Xx)

Entdo, segundo a proposi¢do «,), 0 minimo
de f(x) terd lugar para

a+x a—x ) 0
ou (a+ x)*= (a—x)’ ou para x=0.
f % max O @)= (@—x) oup
a a
/[(O0)--+ --2
(0) 2t a
é¢ o valor minimo
a + b x*
*_/(*) ou /(X)=—+8"X4.

X*
Tendo em conta a constancia do produto
Ja«\ -L
) (Nj-(ry merer

concluimos, segundo y{), que /(a?) 6 minima
quando os factores entre paréntesis, de (1)
forem proporcionais aos respectivos expo-
entes.
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O valor de x minimizante de f(x) saira,

pois, de

a»

NG ) 6 X 6 a a

T 262

2
Entao,
a'+ 6°
y 2é:
3 1120

¢ 0 minimo de f(x).VI

O minimo de /(a?) = deve dar-se

@— a)’
com o maximo do seu inverso aritmético (*)
1 (x — 0)*
TF) trexo1 T T !_AL
Determine-se, entdo, 0 maximo de

1 (1 Xal)\sz

X o\

1
[/(*)] (X_O)Z }(X-&)«

a x \ x/

Sendo (1 ) =1 (constante), po-
X \ X )

deremos, segundo y), afirmar que o valor de
X maximizante de [/(a?)]® serda dado pela

igualdade

donde se deduz x —3a .

O maximo de [/(a;)]",
f(x), & pois,

ou o minimo de

B a)’ 27

B o—a)* 4
A Geometria oferece campo vastissimo a
aplicacdo das proposicdes indicadas e destas

(*) O aluno nao deve confundir as fungbes y=-f{x)
e x =/-" (y) —funcgdes inversas — com funcdesf{x)
e [/(x)] "' —inversos aritméticos —.
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vamos fazer uso em alguns problemas geo-
métricos.

Seguir-se-a um conjunto de exercicios com

as respectivas resolucdes. Porém, aconse-
lha-se ao estudante a tentativa de chegar ao
fim S6 por Si, sem recorrer as trajectorias
indicadas, ou a terceiros :
— ganharda, assim, mais confianca em Si
Mesmo, com beneficio para o desenvolvimento
do préprio autodominio; podera até descobrir
caminho mais directo ou mais elegante se se
alhear das nossas sugestdes.

VIl

De todos os pontos interiores a uma circun-
feréncia de raio K, qual é aquele cuja potén-
cia em relagdo a circunferéncia € maxima?

Sabe-se que qualquer ponto A do interior
de uma circunferéncia divide as cordas que
por ele passam em duas partes cujo produto
0 constante (para cada ponto). A essa cons-
tante chama-se poténcia do ponto A em rela-
cao a circunferéncia.

A circunferéncia de centro O,

CD, raio R,

diametro
representado na Fig. 1, deixa

Fig. |

ver que a poténcia do ponto A,
a circunferéncia referida, 6
/I(x) = (R - x) (R + x)

em relacao

onde x representa a distancia do ponto A
ao centro da circunferéncia.
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Ora,
B-x)4B+x)=2B
é constante.
Entdo, segando a), o maximizante de f{x)
é raiz da equagdo
B—x—B+x
ou
x=0
0 que nos leva a concluir que o maximo da
poténcia
1(0) = .fi
se verifica quando A"NO;A é o proprio
centro da circunferéncia.

VI

De todos os triangulos
mesma hipotenuza, qual
é¢ maxima ?

rectangulos com a
€ aquele cuja area

Questdo equivalente a seguinte :

Inscrever num circulo dado o rectangulo de
area  maxima.

Eepresentem-se os catetos A.B e BC por
X ey, respectivamente ; a hipotenuza por

Flg. 2

2R (constante) — diametro do circulo de
centro O e raio R (Fig. 2).
Assim, sera

1) X*+y  4B"
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e
) 2s = Xy

onde s representa a area da superficie do
tridngulo [ABC], rectangulo em B.

A eliminagdo da varidvel y entre (1) e (2)
da

@)  2s= xvaif- x'= (X) @R —x) .
Como é constante a soma
X'+ (4P —x*) = 4ii®

teremos, conforme y):

a’ 4iit—x°
T T
¥ Y

que nos fornece o maximizante

X = 1/2JB
da fungédo (3).

O valor [/2B mostra ja que o quadrila-
tero [A B CD] é quadrado e que o triangulo
rectangulo [ABC] é isdsceles.

A confirmacdo pode sair de (1), pois é

(v2Bf +y =4R* ou x=y = (/I

Entdo, o maximo da area do triangulo rec-
tangulo de hipotenuza constante 2R &

5=*—2VZB-\IZB = R*.

X

De todos os triangulos dado,

qual é o de maior éarea ?

de perimetro

Sejam X, y e z os valores das medidas
dos lados de um tridngulo de perimetro

A éarea 8 de qualquer triangulo, em fun-
¢cdo do seu perimetro, exprime-se mediante
a conhecida expressdo (de Herdo de Alexan-
dria).
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S=WEFP-xP-yEFE-2©®
Tendo em consideracdo que a soma
P—x)+@-y)+pP—2=Sp —2p=p

é constante e, em obediéncia & proposi¢do [3),
poderemos afirmar que S =f (p) é maxima
para
p—X=p—y—p—2
ou para
X =YmZ.

0 triangulo é, pois, o equilatero, de é&rea
s =tES5=37-y/*(p-jji»)- 2

X

a) /««crever num circulo de raio E MTB rec-
tdngulo de perimetro maximo
e

b) Circunscrever ao mesmo circulo um
losango de area minima
3)

Na figura 3, [ABC D] é um rectédngulo

inscrito no circulo de centro O e de diame-
tro AC=2X.

Faca-se AB = CD = x e BC = AD = y;
teremos para perimetro desse rectangulo

(€] 2p=2@+y) ou p=g+y
e
@ X<+ »f = 4028,

(*) O Matematico portugués PEDRO NUNES (pri-
meira metade do século XV1) foi autor de uma demons-
tracdo do teorema que é traduzido pela formula de
Herdo de Alexandria. A demonstracdo de PEDRO NUNES
é fundada em outra proposicdo segundo a qual a area
do triangulo é igual ao semi-produto do seu perime-
tro pelo raio do circulo inscrito.

Vem a proposito dizer, também, que o eminente
cientista portugués foi dos primeiros matematicosa
estudar, por via geométrica, questdes de maximos e
minimos, antes que a luz do século XVII iluminasse
o Calculo diferencial.
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Mas
X+ yf =» +y*+ 2xy
ou
p°=4R?+ 2x\V 4R* —x*

E evidente que o maximo de p, ou de p,

dar-se-a com o0 maximo de
i j_
fi (X) - 2xXVTR? - x*=2(X)-*(@4R - x)°

cl

FJg. 3

Ora, sendo
X'+ (4R*- x’) - 4.B* (constante)

podemos afirmar que

donde

x=y/l2 K (x=]j=1t/2K, segundo (2))

como valor maximizante de ft (x), con-
forme ).

O rectangulo é, pois, um quadrado de
perimetro

2p=2(x +y) = 2(v2ii + V2B) = 4j/2 S
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b)
Na mesma figura 3, é \E F GH] um
losango circunscrito ao mesmo circula da a).
A area do losango é

<1) S=2R-HG =2R (iTo + -gg")
visto ser
R? - HO {HG —H D)
Como o produto
fl«
HD » = R (constante),

HO

0 minimo tem lugar para HD = , ou

seja, HD = R.

Podemos entdo afirmar que o losango
[EFGH] de &rea minima é um quadrado
tal que a sua area é, segundo 1)

X1
Qual é o paraielipipedo  de volume maximo
inscrito numa esfera de raio R?

Sejam x .,y e z os valores das medidas
das trés arestas do paralelipipedo, concor-
rentes num mesmo vértice. Como um parale-
lipipedo inscrito numa esfera é necessaria-
mente rectangulo, o seu volume V sera dado
por

1) V- Xeyez

O maximo de V tem lugar ao mesmo tempo
que 0 maximo de

2) F» = x*eoy*ez*
e como 6
®3) X'+ «*+ »= 4R* (constante)

pode, pois, afirmar-se que o maximo de V*
¢ atingido com

X*—y —7 (conforme 13))
Tem-se, portanto,

273
X =y = R'
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isto é, o paralelipipedo de volume maximo
¢ 0 cubo de volume

v=2rs

X1

De todos os cilindros com o mesmo volume
2Ma*, qual é aquele quepode ser inscrito na
superficie esférica do menor raio ?

Na fig. 4 tem-se:

R : raio da superficie esférica de centro O ;
r : raio da base do cilindroinscrito.

x : altura do cilindro.

% t

Fig. 4

O volume do cilindro sera:
F=2ira3 = _ra!
ou

1) F=2ira® = ir ~R»—

donde se deduz

2a» = R*X

e
R5_8a“+ X’ 9
2) R = o — + -
X 4

Sendo constante o produto
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pode recorrer-se a yi) para afirmar que o
minimizanfe da funcdo (2) —R(X)— sai de

2a3_ |

~ X

ou
3

x=1[i a-

O cilindro, nas condi¢des do enunciado, é
inscrito na superficie esférica de raio

8a3 + 4-a3 3°*

V- , = 4 \f& +a?
4y/4 o
ou
27
R =
4
X111
Inscrever numa esfera de raio R um tronco

de cone cuja base maior seja um circulo ma-
ximo da esfera e tal que seja maxima a sua

area lateral.

Sejam AB=2R e DC=2x os diame-
tros das bases maior e menor, respectiva-
Ih \ Ar (U

o
X.
/
Fig. 5

mente, do tronco cuja geratriz AD —BC ¢
representada por g.
A geometria elementar fornece a férmula

@
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para célculo da &rea lateral de um tronco de
cone de revolucdo onde r é a mediana do
trapézio rectangulo [OBCT] cuja rotagdo
completa em torno do eixo 01 gera o tronca
referido.

Sabe-se que a medida da mediana ¢ igual
a semi-soma das medidas das bases do trapézio

X+R

2
Ora, da observacdo da figura, sai:

(©)) g= V2R~(R~"x).

Substituindo (2) e (3) na férmula (1), vem

x +.R
4) \2M

(R-x) =
i
Kt/I2ZR X+ R) R - Xx)»

O maximizante da fungdo S =f(x) 0 raiz

da equacao
R —x
(5) (x +R) —

Note-se que

x +R) + (R —x) = 2R ¢é constante

Sendo X a raiz da equagdo (5), &,

pois,
v/I3.,.*.
0 méaximo procurado.

X1V

Considere uma esfera de raio R e seccione-a

por meio de dois planos paralelos AB e A'B'
equidistantes do centro.
Seja C C o diametro perpendicular  a estes

planos.

Qual é o maximo do volume do s6lido cons-
tituido pelo cilindro ABA'B' e pelos dois
cones ABC e A'B'C?

Volume do cilindro ABA'B':

Pi - *«WB™* ¢« WW.
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Volume dos dois cones ABC e
respectivamente,

A'B'C,
rj—3rifS—fC

vV, - BM-E'C

Fig. 6

Volume dos trés so6lidos, em conjunto :

<1) F=Vi+Vz4V,=w S'7«B B +
+3 (EB*<E C+ E<B" *E<C<).
Faca-se

OK = OfT = x.
Sera, pois, segundo a figura 6 :

E B = E B = v/-B" -
<2) /TC = Bic'= .E- X
Jjsur = 2X

A substituicdo destas relagbes (2) na for-
mula (1) de V(x) conduz a

V= *(R-X)-2x + —«[(iP-x*) (B—m)]

ou a
Q) V=—R+x) (RX) (#4-2Xx).
¢}

Com base na proposicao ),
o volume V(X)

diriamos que
seria maximo quando

B+ X=JB-X=A+ 2X,

GAZETA DE MATEMATICA

se a soma destes trés factores fosse constante
Porém, em virtude de

R +x)+R—x)+ (R+2%x)=3R +2x
ndo ser constante, tentaremos a pesquisa de
duas constantes k e >, tais que a funcdo

FmkR-x+\VR+x)+ (R+ 2x)
nao seja variavel, ou, por outras palavras,

seja independente de x.
Tera de ser, portanto,

k(R —x)+).(R+x)+ (R + 2x) = constante
ou
4 ((k—k+2)x+ (k+ X+ 1) R — constante

e, segundo o método dos coeficientes indeter-
minados, na aplicacdo a identidade de poli-
néomios, devera ser

(5) X—k+2=0

cuja verificagdo impde o maximo de
para

V(x),

(6) k (R-x)™(R + X)=-R+2x (proposicdo p))
donde se deduz
ii +2x 1?4-2x
) k e X= (R—x=hO e R + x=j=0,
R—x R + x

quando V (x) é maximo)

A sua substituicdo em (5) conduz a equagao

+2=0,

RRrbB¢ x RR2x

ou seja,
3x* 4 Rx— R*= 0,

com as raizes x = , das quais
6
sO a positiva é util.
Entdo, x = 'Ri[/\SOR maximizante

de F (a;) — substituido em (3), da

£ jN224-2y13) | |~(2 4 yN3> 7

~e(354-13v/13)-,K3.
81
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Damos a seguir os enunciados de alguns
problemas do tipo dos anteriores para que o
aluno possa aferir dos seus conhecimentos e
sedimentar ideias.

XV

a) Sera possivel generalizar o Teorema (3)
substituindo a soma dos factores por combi-
nacdes lineares?

6) Existira minimo do produto de dois
nimeros positivos de soma dada? E maximo
da soma de dois numeros positivos de pro-
duto dado ?

XVI

Da-se um rectangulo de perimetro cons-
tante 4p. Sobre os quatro lados, tomados
como diametros, descrevem-se semi-circunfe-
réncias exteriores ao rectangulo. Determinar
0 minimo da é&rea da superficie assim for-
mada.

XVII

Considere dois pontos A e O; descreva
uma circunferéncia de raio R, variavel, com
centro em O e pelo ponto A tire tangentes
a essa circunferéncia.

Pergunta-se :

1.°) O méaximo da area do triangulo isos-
celes formado pelas tangentes e pela corda
definida pelos pontos de tangéncia.

2.°) O maximo da area do quadrilatero
formado pelas mesmas tangentes e pelos raios
que sao dirigidos para os pontos de tangéncia.

XVIII

Sdo0 dadas duas rectas paralelas r e r,
e uma terceira recta que as intersecta em
dois pontos B e C, respectivamente.

Por um ponto fixo D, tomado sobre r, (por
exemplo), passa uma recta varidvel que inter-
secta BC em 1 e r, no ponto A.

Se se designar por X o comprimento de
Bl, para que valor de a; a soma das &reas
dos triangulos [AIC] e [BID] é minima?
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XIX

Um tridngulo rectédngulo roda em torno da
sua hipotenuza. Da-se o perimetro 2p e a
bipotenuza a deste tridngulo.

Pretende-se :

1." Calcular o volume do s6lido gerado ;

2.° Determinar o minimo deste volume
quando a bipotenuza a varia e o perimetro
2p é constante.

XX

Determinar sobre a linha dos centros de
duas esferas com o0 mesmo raio, um ponto
tal que a soma das zonas esféricas vistas
deste ponto seja maxima.

XX
Determinar o maximo e o minimo da funcao

X'-2a; + 2
F—4x+ 2"

XXI1

Com o esquema representado na Figura 7,
pretende-se o seguinte :

Um carteiro, morador em C, sai duas
vezes por dia de sua casa para vir a estrada
EE' («recta» naquela regidao) tomar posse

Fig. 7

das malas de correio que um autocarro ali
deixa para o carteiro as transportarao Posto
P dos Correios.

a) Em que ponto X da estrada deve o
autocarro largar as malas para que, naquelas
condicbes, o carteiro percorra a minima dis-
tancia ?
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b) Confirme a solugdo por via geométrica.
Represente por m o valor minimo da dis-

tancia calculada em a) e responda a per-
gunta segainte:

¢) No plano em que se situam C, P, EE'
qual sera o lugar geométrico das posicdes de
X tais que a soma das suas distancias aos
pontos fixos C e P seja m?

d) Qual a posicdo de EE'
ao lugar geométrico de c)?

relativamente

MOVIMENTO

SOBRE A INVESTIGACAO

Em ligacdo com a 36.» reunido anual da Divisao do
Pacifico da Associacdo Americana para o Progresso
da Ciéncia teve lugar em Pasadenano Instituto Tecno-
l6gico da California, de 22 a 24 de Junho de 1955,
uma conferéncia sobre a investigacdo na teoria dos
nameros. Participaram 75 matematicos. Foram apre-
sentadas as comunicacgdes seguintes: EENST G. STRAUS:
The arithmetic of analytic functions, OLGA TAUSSKY
TODD: Matrix methods in algebraic number theory,
MORGAN WARD: Divisibility sequences, EMMA LEHMEH:
On the location of Gauss'sums, ALBERT LEON WHVTE-
MAM: A sum connected with the partition function,
TOM M. APOSTOL : The approximate functional equa-
tion of Hecke's Dirichlet series, RICHARD BELLMAN:
The generalised theta-functions of Hecke, Siegel and
Mass, JOSEPH LEHNER: Partial-fraction decompositions
and expansions of zero, LOWELL SCHOENFELD: On the
order of the zeta function near the line a—1, ATLE
SELBERQ. Discontinuous groups and harmonic analysis

CONGRESSO

GAZETA DE MATEMATICA

Estamos dispostos a esclarecer quaisquer
duvidas que porventura possam surgir e pron-
tos a receber sugestdes ou criticas constru-
tivas.

Os estudantes poderao, assim, prestar a
sua valiosa colaboragdo ao autor a quem se
deverdo dirigir por intermédio de aGazeta
de Matematica».

CIENTIFICO

NA TEORIA DOS NUMEROS

with applications to Dirichlet series and modular
forms, D. H. LEHMER: New results about Ramanujan's
tau function, P. T. BATEMAN : General properties of
partition functions, RICHARD BRADER: Number-theore-
tical investi gations on groups of finite order, J.T. TATE:
Cohomology and class-field theory, N. C. ANKENY:
Universal zeta functions, H S. VANDIVER: Fermat's
last theorem, GORDON PALL: Simultaneous representa-
tion by adjoint quadratic forms, MARSHAL HALL, JR.:
The minima of binary quadratic forms, HARVEY COHN:
Accessibility of algebraic numbers with rounded norms,
EMIL ARTIN: The classical finite simple groups and
their orders,J. BARKLEY ROSSER: Some new extensions
of Brun's method, SARVADAM CHOWLA : Remarks on
Bernouilli numbers, IVAN NIVEN: Normal numbers,
ALFRED T. BRAVER: The Schnirelman density of the
sum of two sequences of which one has positive
density.

M. Z.

INTERNACIONAL SOBRE A APLICAGAO DA TEORIA DAS PROBABILIDADES

A ENGENHARIA E ADMINISTRAGAO DETELEFONES

Teve lugar em Copenhague de 20 a 23 de Junho de
1955, o primeiro congresso internacional. O comité de
honra era constituido pelos cientistas: TH. C. FRY,
G. J. O'DELL, F.POLLACZECK e E. VAULOT. Foram fei-
tas as seguintes comunicagoes :

R. 1. WILKINSON: The beginnings of the switching
theory in the United States. LEON KOSTEN : The histo-
rical development of the theory of probability in tele-
phone traffic engineering in Europe. R. FORTET:
Probabilité de perte en sélection conjugée. A. ELLDIN:
On equations of state for a two-stage link system.

J. W. COHEN: Certain delay problems for a full-availa-
bility trunk loaded by two traffic sources. L . VON
SYDOW : Some aspects on the variations in traffic
intensity. R. L WILKINSON: Theories for toll traffic
engineering in the U.S.A. NIELS IVAR BECH: Deduction
of a simple relationship between traffic offered and
loss probabilities for the separate traffic sources.
F. 1. TANGE : Optimal use of both-way circuitsin cases
of unlimited availability. J. CHAUVEAU: Utilisation des
formules d'Erlang dans le cas ou le nombre de sources
d'appel est limité. Applications au calcul des groupes



GAZETA DE MATEMATICA

secondaires de circuits de connexion dans les centraux
rotary de Paris. K. M. OLSSON : Some recording princi-
ples applied in time-zone-metering. K. RANDER BUCH:
On aspecial use ofthe Erlang methods in industry.
J. RICK and E .P. G.WRIGHT : Probability studies
applied to telecommunication systems with storages.
A. ELLDIN: On the congestion ingradings with ran-
dom hunting. N. RONNBLOM : Loss calculations for
simple gradings and pure chance traffic. K. ROHDE :
The significance of random sampling methods in mea-
suring telephone traffic values. C. JACOB.EUS : Traffic
measurements with lamp panel. E. BROCKMEYER: A
survey of traffic-measuring methods in the Copenha-
gen telephone exchanges. LEON KOSTEN. : Application
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of artificial traffic methods to telephone problems.
G. NEOVIUS : Artificial traffictrials using digital com-
puters. S. EKBERO: Telephone traffic research with the
aid of traffic analysers. S. A. KARLSSON : Ein Analy-
sator filr den Fernsprechverkehr. M. LANGER: Die
Anpassung des Verkehrs und der Verluste, sowie die
Ermittelung der Gesamtverluste. R. SYSKI : Analogies
between congestion and communication theories.
ARNE JENSEN: The applicability of decision theory in
the planning and operation of a telephone plant.
G. LEHNBACH : Anillustration of the application of
statistical decision functions in a telephone plant.

0 proximo congresso realizar-se-a na Holanda em
Haia em 1958. MZ.

INSTITUTO DE FiISICA E MATEMATICA DA UNIVERSIDADE D O RECIFE

Em meado3 do 2.° semestre de 1954 fundou-se o
Instituto de Fisica e Mateméatica da Universidade do
Recife. A sua creagdo deve-se ainiciativa do Profes-
sor LUIZ FREIRE, seu director, que encontrou apoio
eficiente no Magnifico Reitor Professor J. AMAZONAS,
a quem muito deve a Universidade do Recife e no
Conselho Nacional de Pesquisas (Rio de Janeiro).O
principal objectivo do Instituto é, evidentemente, a
investigacdo nocampo da Fisica Tedrica e da Mate-
matica mas, de momento, além desta tarefa ocupa-se
também em completar a preparacdo cientifica de
alguns bolseiros de Pernambuco e de estados vizinhos,
que posteriormente frequentardo outros centros de
pesquisas mais desenvolvidos, do Pais, como ol. M.
P. A.,ou do estrangeiro, e do aperfeicoamento de

pessoal docente deescolas do Nordeste. Deve assina-
lar-se a inauguracdo do Instituto com uma série de
conferéncias do Prof. ARNAUD DENJOY que durante
algumas semanas realizou varias licdes sobre assuntos
da sua especialidade.

No ano escolar de 1955 funcionaram regularmente
no Instituto cursos e seminarios. A Fisica Tedrica
estd a cargo do Prof. Lniz FREIRE. Da matematica
ocupam-se o Prof. NEWTON MAIA encarregado dum
curso propedéutico destinado a um grande publico,
o Prof. A. PEREIRA GOMES que faz cursos sobre Topo-
logia Geral e Algebra Moderna e tem a seu cargo
orientar alguns bolseiros do Centro Nac. de Pesquisas
e o Prof. M. ZALUAR que foi encarregado dum curso
de Calculo das Probabilidades. M.Z.

4» CONGRESSO MATEMATICO AUSTRIACO

A Sociedade Matematica Austriaca convida os mate-
maticos de todos os paises a participar no 4.° Con-
gresso que terd de novo um caracter internacional e que
se realizard em Vienade 17 a22 de Setembro de 1956.

0 principal objectivo desta reunido € o dereatar e

reforgcar o contacto entre os matematicos estrangeiros
preseguindo o realizado ja em Innsbruck em 1949.
Direccédo : Osterreichische Mathematische Gessell-
schaft — Technische Hochschule — Karlsplatz 13,
Wien V. M. Z.

XV CONGRESSO INTERNACIONAL DEACTUARIOS NEW-YORK

0 XV Congresso Internacional de Actuarios cele-
brar-se-4 na Cidade de New-York, come¢ando no
dia 14 de Outubro de 1957.

As dissertagdes devem ser enviadas ao Correspon-
dente Nacional antes dodia 31 de Dezembro de 1956.

Funcdes do Congresso

I. Evolucédo e uso da equipagem electrénica
do expediente ereproducao de documentos.
II.  Cobertura de pensdes em grupo e segu-
ros devida colectivos.
I, Classificacdo dos riscoB de seguros de vida
individual.

IV —A. Expressfes analiticas de riscos implicados
em seguros gerais.

IV—B. Influéncia das alteragdes populacionais
sobre o seguro de invalidez e de vida,
pensdes e seguro social nacional.

IV—C. Métodos concisos para obter calculos
actuariais.

* ko
Para informagoes, dirigirem-se a Valentine Howell,
Secretario-Tesoureiro — 763 Broad Street, Newark 1,
New Jersey, U. S. A.



SYMPOSIUM

Estd em organizacdo um «Symposium» Internacio-
nal de Mateméatica sobre A TOPOLOGIAALGEBRICAE
AS SUAS APLICACOES, que se deve realizar na cidade
do México durante o més de Agosto de 1956. Sera
constituido por pequenos cursos e conferéncias sobre
0s recentes progressos mais importantes. Esperam os
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INTERNACIONAL SOBRE TOPOLOGIA ALGEBRICA

organizadores reunir os especialistas mais notaveis
deste campo. Durante o «Symposium» havera excur-
sdes aos arredores da capital mexicana.

Para mais informagoes dirigir-se aSr." Julieta Silva,
secretaria do Instituto de Matematicas, Torre de
Ciéncias — Cidade Universitaria —México 20 D. F.

PROFESSOR JACQUES HADAMARD

Sem aparato oficial, conforme desejo formal do
Homenageado, celebrou-se ha pouco o nonagésimo
aniversario natalicio do prof. JACQUES HADAMABD.

Decano da Academia das Ciéncias, o mais antigo
membro do Instituto, HADAHABD é um dos maiores
matematicos dasua época e de todos os tempos.

A suaobra 6 das mais notaveis pela variedade,
fecundidade e solidez: os seus primeiros trabalhos
sdo relativos a determinagdo das singularidades duma
funcdo analitica a partir dos respectivos coeficientes
de TAYLOR, aoestudo das fungdes inteiras e aplicacdo
a teoria analitica dos nimeros primos.

PomcAEE, PICABD, BOBEI., HADAMABD e MONTEL foram
em Franga os grandes mestres impulsionadores da
teoria das funcdes. Nos seus trabalhos sobre calculo
das variacOes e diversos problemas de fisica mate-
matica assentam certas bases do moderno calculo
funcional.

As suas publicacdes sobre equagbes as derivadas
parciais, particularmente do tipo hiperboélico; sobre
a teoria dasondas, sobre o principio de HUYGHENS,
sdo consideradas como classicas em fisica matematica.
O tratado em Jois volumes de geometria elementar nédo
s6 vem «resfrescar» o ensino da geometria coma
introducdo de varios problemas considerados de geo-
metria superior como fez despontar entre milhares de
jovens o desejo de estudo deste ramo das ciéncias
matematicas.

Nestas breves linhas né&o se pretende dar uma idea
de extensao e riqueza daobra de J. HADAMABD.

A Gazeta de Matematica apenas deseja associar-se
modestamente a homenagem recentemente prestada
ao individuo que num periodo de 90 anos deu provas
de possuir qualidades inexcediveis de matematico,
professor e cidadéo.

J.O. T.

PROFESSOR DR.ANTONIO A. R. MONTEIRO

A AcademiaBrasileira de Ciéncias acaba de eleger
0 matematico portugués Dr. Anténio Monteiro e o
matematico francés Dr.Jean Dieudonné membros cor-
respondentes da sua seccdo de ciéncias matematicas.

A referida Academia concedeu também a medalha
de ouro referente ao «Prémio Einstein» ao matematico

brasileiro Dr. Lélio F.Gama, por seus trabalhos de
Matematica, Magnetismo Terrestre e Astronomia.

N. R.—E com prazer que a Redaccdo registoa a homenagem
prestada ao labor cientifico doDr. Anténio Monteiro, nosso com-
panheiro, sempre lembrado, nos primeiros anos daTida da Gazeta.

j.oaT.

ILLINOIS JOURNAL OF MATHEMATICS

A Universidade de Illinois anuncia o aparecimento
em 1957 de um novo jornal de matematica — lllinois
Journal of Mathematics — destinado a publicacédo de
trabalhos de investigagdo nas matematicas purase
aplicadas. Cada numero (1 por ano) contera cerca de
150 paginas.

Editores : REINHOLD BAEB, J.L .DOOB, A.H . TADB,
Univ. lllinois; GEOBOE W . WHITEHEAD, Mass. Inst.
of  Technology; OSCAB ZABISKI, Harvard University.
Os artigos serdo publicados em inglés, francés, aleméo
e italiano.

Assinatura £9.00 (4 nimeros) e #5.00 para os s6cios
da American Mathematical Society.

Os interessados, leitores, assinantes ou colaborado-
res podem dirigir-se directamente a lllinois Journal
of Mathematics, Department of Mathematics,  University
of Hlinois, Urbana, Illinois.

A Gazeta de Matematica oferece-se com prazer a
facilitar o contacto entre o publico portugués e o
novo lllinois Journal of Mathematics.
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCI A E FINAIS

MATEMATIC AS

F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final — Ju-
lho 1956.

4095 —a) Verificar que a imagem da funcdo
w= 2x— 1+ — admite uma assintota e queesta se
X

pode considerar limite da tangente.
6) Mostrar que os extremantes de /" (x) sdo abcissas
de pontos deinflexdo da imagem de /(x).

4096 — Determinar os planos que passam pela
recta Xx = a= 4 e que cortam a esfera de centro na
origem e raio 2, segundo as circunferéncias de raio 1.
Escrever asequagdes de uma das circunferéncias e a
equacdo dasuperficie cilindrica que a projecta para-
lelamente a OX.

4097 — Transforme o polinémio x* + 3x* + (3 —
— X)x + 3 —X noutro privado de 2.° termo.

Utilizando o resultado obtido, calcule X de modo
que o polinémio admita raizes iguais.

Calcule asraizes nesta hipotese.

I. S. C. E. F.—MATEMATICAS GERAIS —1.° Exame de
frequéncia (ordinario) —7-2-1956

4098 —0) Determinar a expressao geral dos poli-
némios P (x) do primeiro grau tais que na decom-
X+ P (X)
(*-1)*(iB» + 1)
numerador dafraccdo cujo denominador € x*+1 seja

constante.
R: Kx+1

posicio de em elementos simples o
N

b) Determinar m por forma que a caracteristica da
quadrica Xy + yz + Xz + xX+my seja igual a 2e
apresentar asua decomposi¢ao em quadrados.

R:m=0ix+-y+-2\ --(y-zf

c) Aplicar a teoria da eliminacdo ao estudo do
sistema

x-f bx* —a’x—a’'6=0
X' —ax’'—e'xJ-a6=0
R: Asraizes sdo x=a,x= —b

4099 — Em que termos se pde o problema de inter-
polacdo polinomial ?

GERAIS

Provar que ha apenas um polindmio que satisfaz as
condigdes do problema.

Descrever o processo para aobtencédo dos coeficien-
tes do polinémio interpolador do NEWTON —/(x) —
e mostrar que este polinémio é independente da ordem
pela qual se disp6e os valores de x. Justificar a regra
do «zig-zag» descrevendo a sua utilidade.

Que modificagbes sofrem os polindmios interpolado-
res de NEWTON e LAGRANGE quando os valores de x
estdo em progressdao aritmética derazdo h?

4100 — Enunciar os teoremas de LAPLACE, escrever
as relaces que os sintetizam e concluir destas a exis-
téncia da matriz inversa de A («X») (regular). Sendo
A~ ainversa de A qual é ovalor de \A\ se A* — A*?
Justificar a resposta.

Provar que a inversa de uma matriz diagonal é uma
matriz diagonal.

Utilizando o conceito de matriz inversa deduzir a
solucdo do sistema A X = B (igualdade matricial) .

Relacionar a matriz adjunta de A com a matriz
inversa A~*.

Qual é a matriz inversa daadjunta de A?

Justificar.

* Provar que atransformada de inversa de uma matriz
é igual ainversa datransformada dessa matriz.

I. S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS —1.""
Frequéncia Extraordinario — 20-3-56.

Exame de

4101 —Dados u,= 5, «i= 10, «, =20 e «3 8
achar o valor de »i mediante aformagdo dacorres-
pondente tabela de diferengas. Justificar o processo
utilizado.

R: u,=-117.
4102 — Decompor em quadrados a forma
—X*—3y +7 +2yz —4x2+ 8xy
Quais sdoos nimeros caracteristicos e o indica de
inércia?
Indicar como se determinam estes elementos sem
fazer a decomposicdo em quadrados.

\ !

17/ ! 46
R: _(.-4y +2z)+- 19y-7z +-z*.
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4103 —Dados dois poliménios A e B, indicar,
justificando, como se determina o seu m. d. e..

Enunciar o teorema de BEZOUT e deduzi-lo com base
na teoria da eliminagdo. Provar que divisor de A H,
primo com A, divide H.

Aplicando a teoria da eliminacdo, determinar para
que valores de m tem raizes comuns o sistema

3_2ac2 — x-t-2
X —3X —x+m+ 1
e calcula-las
R: m=2 e m=5 Para m—2 as raizes comuns
sd0 1 e —1 epara m>=5 a raiz comum é 2.

4104 —Provar que um determinante nulo, sendo
diferente de zero o complemento de certo elemento,
a coluna desse elemento é composicdo linear das res-
tantes colunas.

Definir matriz simétrica de A e provar que A A*
é simétrica; mostrar que, em geral, o produto de duas
matrizes simétricas s6 é matriz simétrica se os facto-
res sdo permutaveis.

Antemultiplicando o sistema A X = B por A*
deduzir uma regra para resolver A* AX = A*B em
funcédo da solucé@o do primeiro.

L S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final
— Milicianos —17/12/55.
4105 — O polinémio /(x) de grau inferiora m+n
verifica as seguintes condicdes :
[(X,)-1" (Xi)= eee =/<"-">(XO~0,/<"-<H*i) = (™M-1)!
[(**)=/" (X2>= eee =[<»-*>(X,)-0,/<-» (Xx,)= (n-1) !
Utilizando a decomposi¢do da fraccéo
()
(X-Xi)"" (x-x.)"
expressdo analitica de /(x). Indique as raizes de
/(x) e os respectivos graus de multiplicidade.
(x-xj)sk -xjye ~-xJvloc-xo

em elementos simples, determine a

1
+ p
(*T-X1)" (X~"2)
e portanto
-X,
t(x) = (x-xO- (,-*)-. +
)" (*2-
O polinémio tem as raizes xj de multiplicidade m—1,
X, de multiplicidade n—1e a raiz simples
*2 (X, - *)"+ =1 (i " *z2)°
(xi-Xir + IXi-xi)"
4106-Sendo <?(X) =1 +2x + 3x*4- Hnan-"H

mostre que /(X ,y) —y’' + 3y + 4g(x) = 0 define
uma so6 funcdo y (x), qualquer que seja x compre-
endido no intervalo de convergéncia de g(x).
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Determine o sentido da concavidade de g (x) no
ponto P(0, —1).

R = f«(x,y)- (_1-x_) Ix1<1f(x,y)=3 (y».1)*0
f(x,y) =0 define y (x) desde que |x|< 1.

d2
Como N
.t 00

portanto
< 0 aconcavidade estd voltada para

baixo.

4107 — Dado o determinante :-5

calcular os elementos da 1* linha sabendo que os
complementos algébricos da 2.* e 3.* sdo, respectiva-
mente: 1 -2 -1, -3 13.

R:a,=1 a?=0 a?- 1.

I. S. T.— MATEMATICA GERAIS — 1.° Exame de Fre-
quéncia —1954-55

4108 — E dadaumasucessdo Oj,a,,...a,,... que tem
por limite x. Provar que a sucessdo ai<,aio*)°io* "ee
tende para o mesmo limite.

4109 —Diga que valor deve ser atribuido a fun-
cos x— 1
cao no ponto x=0 de modo que a
e’ —1—senx
funcéo seja continua.

4110 —Dada uma sucessdo aia,a3... que tende
para o limite ic mostrar que saoiguais o limite supe-
rior dos nimeros s, para os quais hainfinidade de aa
que lhes sdo superiores e o limite inferior dos nimeros
Vi para os quais ha apenas um numero finito de aa que
Ihes sdo superiores.

4111 — Se num grupo de ordem p** onde p é nu-
mero primo, € o numero de classes de conjugados
com elementos, em particular (', o nimero dos
elementos do centro, entdo é p*= C+ C, + C.,+ +—.

Prove que o centro dum grupo de ordem p* nao se
reduz ao elemento unidade.

4112 —Dados 2 elementos a e b que comutam
entre si, pertencentes a um dominio de integridade
com elemento um e caracteristica a prove que
(a+ 6)«’ = a«’+ 6",

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — Exame ordinario —
24-6-1955.

4113 — Podera ser convergente a série de termo
1+2t+n,,

ral imaginari
gera agao2+3t+n
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4114 —Escreva as equacdes que resolvera o pro-
blema seguinte :

1) dividir 20 em partes tais que o produto do
cubo da primeira pelo quadrado da segunda
seja maximo ou minimo.

4115 — Determine a equacdo do cone de revolucgdo
cujo vértice é: (0,1,0) e cuja geratriz faz 45° com
0 respectivo eixo, este Gltimo suposto em O XV.

4116 — Determine a caracteristica da matriz

—1 0 5 9 5
-2 1 7 13 8
-1 0 5 9 5

3 -9 12 9 3

4117 — Resolva o sistema

2X + 3y —z - 5
X _ y + a = 2

+ z -, 0
2x -y —z = -3

4118 — Se K é um corpo considere o dominio de
K[x ,y] . Mostre que se tem (X) : (y) = (X)

4119 —Mostre que os anti-automorfismos e os auto-
morfismos dum anel formam um grupo de transforma-
cdes no qual os automorfismos sdo sub-grupo inva-
riante de indice 1 ou 2.

GEOMETRIA

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 1" Exame de fre-
guéncia — 1954 -1955.

4124 — Sejam a, p, a‘, 6 nameros reais. Consi-
dere o conjunto dos pares (*,P) e defina nesse conjunto
uma soma pela lei seguinte

(«,p).+ r<'.p*)—(« + «" P+ P

Mostre que a correspondéncia (i, G =>«, é um

homomorfismo, e determine o seu nucleo.

4125 —Determine o grupo dos automorfismos

de um grupo ciclico finito.

4126—Considere um plano obliquo qualquer

ALGEBRA

F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — 1* Frequéncia —
15-3-56.

4129 —® ¢é um grupo -fl e & " invariante

-fi de ©. Suponhamos que \®/& = ©30©0130,3
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. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — i.° Exame de Fre-
guéncia — 3-3-1956.

4120 — Faga passar pela recta

um plano que diste 1 da origem. Determine
A
o angulo desse plano com o plano xOy

4121 — Discutir o sistema de equacdes lineares

2y — z—k
3Xx ¢ y—23=2
oJSC © y z = k'

em fungdo de k.

Determine as solucgdes positivas do sistema quando
o sistema é compativel. Se a? equagdes do sistema
representassem planos, em que condi¢des os planos
formavam uma superficie prismatica ?

4122 — Resolva a equagdo x° —1 = 0. Quais as
raizes primitivas?

4123 — Mostre que o afixo do complexo z= o+ b.t,
em que a e b sdo constantes complexas, descreve uma

recta quando t varia de — ° a +°°¢ Qual a equagao

cartesiana dessa recta? Que curva descreve o afixo
1

de —7?

DESCRITIVA

Determine o seu trago no (”,4 utilizando uma recta
de perfil do plano.

4127 — Dadas 3 rectas ndo complanas duas aduas,
mostre, construindo, que é possivel haver um recta
paralela a uma delas e que encontra as outras duas.

4128 — Dadas 2 rectas, uma paralela ao p,,, e
outra paralela ao f3,,, conduzir por um ponto nao
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta
parela ao |},,,que as encontre.

Observagéo: Resolver o problema sem recorrer a
I T, no caso em que tiver solugao.

Enunciar a condicdo necessaria e suficiente para
que o problema tenha solugao.

SUPERIOR

ZD... 30A=» (X)] é umasérie de composicdo de ©, e
suponhamos que

é uma série de composicdo para Ji.
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Diga se © tem série de composi¢cdo e construa
uma tal série.

4130 —Seja Sj um invariante em © (n vazio).
Mostre que © X # em que @— , se e sO se
existe um endomorfismo E, tal que X E <X, para
todo o xe.©.

4131 —Seja 9J1 um moédulo com respeito a <5
(anel simples, com elemento um, e completamente
redutivel). 2ft tem um numero finito de geradores.
Supondo que um 6 operador unitario em 9JI, mostrar
que 9ft é completamente redutivel, e cada submddulo
é isomorfo de um ideal de &.

4132 —Diz-se que o ideal iT é primo, se o facto
de tf a implicar, aC 91, ou Mostrar
que qualquer ideal impotente esta contido em ideal
primo.

4133 — Mostrar que se a é anel regular com um
s6 idempotente, ele é o elemento um. Mostrar ainda
que a ¢ simples, e ver se é ou ndo anel de divisdo.

F. C.L.—ALGEBBA SUPERIOR — 2.° Exame de Fre-
quéncia — 1.* chamada — 11-6-1955

4134 — o) Decomponha em quadrados a forma qua-
dréatica seguinte :
2Xi Xj— 2Xi Xi + 6XjX3—3x*+ 2Xj X4
b) Reduza a quédrica a forma canoénica.

4135 —Seja f(x)um polindmio real de raizes
‘I i’z )eee'n © designe F (xX) o polindmio de raizes
— (r, —r) (i=rk). Mostre que F (x) tem também
coeficientes reais.

Sendo F(x) completo de coeficientes todos positivos,
prove que /(x) n&o pode admitir raizes imaginarias
nem iguais.

Mostre que, reciprocamente, tendo f (x) raizes reais
e distintas F(x) é completo e apresenta variagdes nos
coeficientes. Determine a equacdo F (x) =0, corres-
pondente & equacéo

/(X) = X + px +q

exprimindo os coeficientes de F (x) nas fungdes simé-
tricas fundamentais das raizes de f (x).

Deduza dos resultados uma condi¢cdo necessaria e
suficiente para que a equacgdo real f(x) —O0 tenha um
par de raizes imaginarias.

4136 — Sejam A e B (reais) 2 matrizes quadradas
(nx n) e designe Aum valor préprio de AB .
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a) Prove que Xé valor proprio de B A .
b) Mostre que existe uma matriz coluna X néo
nula satisfazendo a equacdo matricial

BX=U-"1.

Considere em particular a hipotese de A e B serem
matrizes simétricas, sendo A matriz de forma quadra-
tica definida positiva.

c) Que se pode afirmar dos valores proprios de At

e dos de A* ?

d) Prove que nas condigdes indicadas, X é sempre

real.

4137 - Seja
T) 4,(X), A, (X),**4, (X),4, (X),a (X)

uma cadeia principal prépria da matriz \A + xI\
(A é simétrica real e de ordem n). (Em cadeira pro-
pria dois A consecutivos néo séo identicamente nulos).
a) Quantas variagOes perde a sucessdo T) na pas-
sagem de —00 a + 00 ?
b) Estude o comportamento da sucessdo na pas-
sagem por um ponto ¢ que ndo anula A, (X).
c) Prove que A, (X) tem exactamente n raizes reais.
<) Mostre que se u.<raiz de multiplicidade a de
A, (xX) é de multiplicidade a — i para
i= 1,2,...«-1)
e) Em que condi¢bes pode T) considerar-se como
uma sucessdo de STDBM ?
Comente os resultados para o efeito do estudo dos
valores préprios de A .

F. C. L.— ALGEBBA SUPEBIOB — 2. Exame de Fre-
quéncia — 2." chamada — 15-6-1955.

4138 — Sejam f*j,r,,r, as 3 raizes de equacao
X* + px + g = 0. Construa, utilizando a teoria das
funcdes simétricas a equacdo cujas raizes séo

- {n—r)(rj—r.)
«@ - (r, - i) (r,- r,)
«@ = (n—ri)y(r,—r,)

4139 —Seja fix) um polindmio de grau n, com n
raizes reais e distintas :
0) prove que /(a) ./'(a) <O qualquer que seja a
raiz ade f (x).
6) Designem g (x) e r (x) o cociente e o resto da
divisdo de/(x) por/* (x). Prove que r (x) é de
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grau n—2 e as suas raizes separam as de
/" (X) e que as raizes de g (X) .r (x) separam
as de/(x) .

c) Prove, pelas condicbes indicadas, que a suces-
sdo de FOURIER de /(x) relativa ao intervalo
(— oo,  00) é uma sucessdo de STURM.

d) Faga pelo método de STURM a contagem das
raizes reais da equagao

i+ 5px' +5p'T+1=0.

11
4140—Sejam H, ,H, ,ee¢//p

menores de ordem r da matriz A (nx «) contidas
nas suas r primeiras linhas e K, ,K, e K u 0s res-
pectivos complementos algébricos.

a) Por que motivo é

com u = 0s

\AA*X\

b) Considere a hipdtese das r primeiras linhas,
constituindo asub-matriz B, serem perpendicula-
res as restantes r —n formando a sub-matriz C.

Justifique as seguintes igualdades:

\A A* |- IBB*11UU*

c) Deduza do confronto das relagdes anteriores que
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e que, portanto, nas condic¢Bes indicadas, cada
menor f/; 6 proporcional ao seu complemento
algébrico.

d) Comente deste ponto de vista o comportamento
de uma matriz A ortogonal.

%

4141—a) Prove que S* CS € matrizsimétrica sem-
pre que U seja matriz simétrica.

b) Mostre que se A (nX n) é decomponivel num
produto A = B C de matrizes simétricas o mesmo
acontece com qualquer matriz semelhante a A.
Tendo em atencgdo que

0— Ox~ 00- <00 1 XO eee0
0— xlI 00- <010 IX eee0
0-- X10 01X --0
~xl0-..0 ~10-+000_ _0-.  Ix_

demonstre que toda a matriz quadrada é decom
ponivel num produto de matrizes simétricas.

() Mostre que a matriz simétrica real, definida
positiva é congruente com matriz identidade por
transformacao real. Conclua daqui que na decom-
posi¢ao

A=BC

sendo B e C matrizes simétricas reais, B s6 é
definida positiva se A for semelhante a uma
matriz diagonal real.

GEOMETRIA PROJECTIVA

i
F. C. L. — GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame final —
l.« época — 2.* chamada — 7-1955.

4142 —a) Defina elementos conjugados e elemen-
tos polares em relagdo a uma cénica. Indique como
uma coénica pode determinar involugdes sobre as for-
mas de 1* espécie do seu plano. Defina figuras polares
reciprocas em relacdo a nma cénica e diversas auto-
-polares, enunciando os teoremas que a estes respeitam.

4143 —b) Defina homologia plana, enuncie o teo-
rema que permite definir a sua caracterista e o respec-
pectivo corolario. Defina uma homologia especial e
uma homologia hormonica. Enuncie as proposicdes
que respeitam as rectas de fuga de uma homologia e
defina as homologias particulares que conhece.

4144 —c) Defina quadricas regradas, enumere-as,
enuncie os teoremas que respeitam as quadricas dupla-
mente regradas e indique o niumero de rectas neees-

sarias para definir uma quédrica duplamente regrada
e qual a sua posigao relativa.

4145 —a) Defina uma homologia que converte a
circunferéncia circunscrita ao triangulo rectangulo
[ABU] dado, onde ~ = 90° e A~B~ A~U~, numa
hipérbole equilatera com eixo paralelo a recta B U.
Eixos, assintotas e vértices da hipérbole homoldgica.
Tangentes paralelas a uma direc¢ao escolhida.

4146 —6) Considere um \ [M N P] isosceles
M N = MP e aparabola passando em N e P, e nesses
pontos tangente a AiN e MP  respectivamente.

Determine :

0) O eixo e o vértice da paréabola.

6) a tangente paralelaarecta M V sendo V o vér-

tice parabola.
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ANALISE INFINITESIMAL

F. C. L.—CALCULO INFINITESIMAL — 2. Exame de A (0,0)B (1,1)
Frequéncia — 2.* Chamada— 30-4-56.
Bx =0 =6
)x ' 0x2
4147 — 1. Determine os extremos da funcéo
==-3 = -3
U=Xyz[l—(X+y+ 2)]. dy axdy
4148 —2. Estude os pontos singulares e a envol- dy = 6, =0 5 6
vente da familia de curvas x (x—1)'= (2—x) (y—Xy. s rt -0 <0
4149 —3. Considere a equacédo No ponto A (0,0) n&o ha extremo e noponto B (0,0)
d M d- du h& um extremo; por serem . © dyz>O ha um mi-
T 4y —hT- =« nimo igual a f(1,1) = —1
d® dy d d f af
onde u é fungdo de x,y e z e sejam £,Y],l; novas 4154 —Em que se transforma b =0
X y dy’ dx’
variaveis dadas por £= —,\ = —,C= z. EXpri- quando se faz a mudanca de variaveis u=y + bx,
z z vV -y — 6x?
mindo dM nas variaveis x, y e z e depois em [, R: A fungdo f(x,y) transforma-se em F(u,v)
f) e I, aproveite os resultados para achar a trans- e vem
5 i- OF OF dF dF
:ﬂ;nn:agzrdifg???o dada quando xy 2 se substi d= 0 du+ 3 d vESo@yb doH | (dy-bdx)=
4150 —4. Enuncie o teorema relativo a existén-
cia e derivabilidade dum sistema de funcdes implici- = /b- b-- dx+ — + — dy=— dx+—-dy
tas e deduza as expressdes das suas derivadas de \hHu dv/ \du - avj Ox ay
primeira ordem em relacdo as variaveis de que  donde resulta
dependem. R
Ei. b—-b — E *1 ~
4151 —5. Defina indicatrizes esféricas relativas d x Ou dv.dy  Qu v
a uma curva torsa e os vectores que considera para . .
as suas definicBes; escreva a expressdo das compo- Calculando as diferenciais  de ¢ € d— lemos
nentes de tais vectores relativas a um ponto de uma X y
curva torsa definida por equacdes paramétricas em d — =p—-du-f-b ~——dv—>b-——du—
coordenadas cartesianas. \t)x/ du- <Juv av<ju
d F _ E d F d*F \
4152 —6. Escreva a equacdo vectorial das super- -b-—d u= (b- b- ) (dy + bdx)-f-
ficies regradas. Indique o significado das grandezas . N
que nela figuram; defina superficies empenadas e sua I oF &R
linha de estriccdo e enuncie a lei de CHASILES que res-
peita a tais superficies. S fbA-bA-b3T1°1.b")dx
’ ) \ Qu? dv(u rfurfv dv'/
1. S. C.E.F. — ANALISE MATEMATICA — 2."" Prova pra- B
tica - 3-5-1955. . (b~-b~1 _ b~r-bitll)dv-
4153 — Maéaximos e minimos dasuperficie de equagao A A PYooa
z= X"+ 2F— 3xy. — dx H dy
du’ oxdy

R: O sistema das duas primeiras derivadas  par-
ciais 3x'- 3y=0,3y" —3x=-=0 tem as solugdes
A(0,0),B (1,1). Escreveram-se os resultados a formar f [dF dF d*F  d™-R
0 seguinte quadro dx* vau:  QuQv (ViU e)v’/

donde resulta
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Analogamente

d — = dm
\oy/ u®

dvH
(Junv

duH
eivou eV

dv =

/o*F d*F\ o*F\

'bd*)-(bAAb-A-b-A—bAd((‘

\rfur oV driv ov:/
\fyu* ovou ouov v/
o’f j i'f,
= . dx H dy
donde restyes dy’
of &P F gF OF
iy’ ou” " ovou " oupv ‘' Zv:
Agora, vem imediatamente com os valores  achados:
dy’ d* \Qunv dvd»

4155 — Calcular o volume do cilindroide cuja base
em X OY é o segmento determinado na parabola
y’ = 8x pela recta x= 2, e cuja tampa é o plano
y+z=3.

R : O volume do cilindroide ¢é dado por

X

onde A eéabase e z=f(x,y) éaequacdo da tampa ;
mas no caso que se estd a considerar, a equacao da
tampa, z= 3—y , muda desinal nos pontos de A e deve
decompor-se 0 segmento de paradbola em duas partes por
meio da recta y = 3 traco da tampa no plano da base.

Fixando entdo y entre —4 e 3, as rectas para-
lelas a O X cortam a fronteira da base em pontos de

. yi . - R
abcissa 5 e 2. Logo, o integral duplo relativo &

parte Aj da base onde z” 0, serd

Vj=f/ zdxdy = /°dy
J t/Al J-4 Jy

(B- y)dx =

i Ly 3 1
‘-X (6-2y  g-y'+g-y)y =

27 81 43 4
+ —+ 24+ 16

8 32 8 32

_ 1029

32~

= 18-9

Vi

O integral relativo

z 0, sera

duplo a parte A, da base onde

41

g
j ‘(6-2 | iy3)d .
_J y y..ly y 2
1034
Entao, V-Vt +V, -
~32"
Fixando x entre O e 2, devido a naturesa da fron-

teira da parte Aj, as rectas pararelas o O0Y cortam

a fronteira de em pontos de ordenadas —y/8x
9

e fy/B8x, sempre que X estiver entre 0 e —; as

rectas paralelas a 0Y cortam a frontiira de Aj ei»

pontos de ordenadas

9
ser-uar enire — e 2. Por tan to,

—vy/8x e 3, quando X se con-

v,=rr zdxdy=r°dx C*$-)&y+
«/«/Al Jo J-"HX
: 1029
B—y)dx =
-ofi ' 32

Para a parie A, da base onde z< 0, vem

VvV, = - zdxdy - - £ axjfr"@-y)dy= 1.

1. S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — 2" prova pra-
tica - 4-5-1955.

id «v
4156 —Em que se transformaa soma [— | +
\OXj
quando se faz a mudanga de varidveis

¢ (=)

X=uecosD—vsen6, y=uesen6+ vCos6?
dx = du cos 6 —dv sen
dy = dusen1 + dv cos 8

"du = dx cos 8-f-dy sen 8
e resolvendo

dv=—dxsen6+ dy coss.
Como afungdo z=f(x, y) setransforma em F(u,Vv),
temos
dF dF dp
dz= du ) dv = (dx e cos 8 + dy sen 6) +
< ov ou

oF /oF oF \
H (—dx sen8+dy cos 6)= {N_ cos 8 —— sen 8 ldx-r-
dv u dv /

+ (— sen8+ -j—cos81ldy= -j—dx+ — dy
av
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donde se conclui

df dF <F . df dF dF
— cosG sen6 — = sen6+ —cos 6 .
«)V ay s» dv
P tanto
mm.“m
. Cos*8—2 sen 6cos 6 +
\oy/ \d*J | da av
F\i FdF
-r- — ) sen"8+ 2-7- .-r—sen8cos8 +
av)
4157 — Maximos e minimos da superficie de equa-
v, (x’ S \ /2 \
- Y. 2 L

R : O sistema das duas derivadas
X’ X"
+ 1)y —2)=0,y'+ — + ——4=0 temas solu-

parciais X (X +

coes A(0,2)B(0-2)c(-1,\/") D(-1,-~/C)
E Os resultados encontram-se no seguinte
(-*™*)

quadro :

p=— =x’ =2Xy+y—A4x—2
<X

r 3 T dxrfy

<)z

t—- -

A (0,2) B (0,-2) «/(_ .VD
4 —=y[°

=0 =

s - 0 =0 -0

t:'4 = -4
s‘-rt - 0 = -16 <0

s 0
t =4
s’-rt >0
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Wos pontos D « E ndo ha extremos. No ponto C
a'z d'z
ant ° dy~*

¢ um minimo z="f _V/D iVo porcto B Aa

um méximo devalor z= f(0,—2). Mforma quadra-
tica correspondente a segunda derivada no ponto A,
reduz-se a @ (Xi, X,)= 4X* e, uem sempre positiva  para
todos os pares (x.,X, 0) esoseanida para X,= 0.

A superficie tem secgdes com minimos nosplanos — =

*1
-2
y (X, =1=0). Oestudo prossegue apenas como plano

y_=2(>,«=0). Tem-se: 3 X?=0 e Xj==0 tto-

X3 /\ *
cias as outras formas sé&o identicamente nulas em Xj,
com X,= 0. A seccdo que a superficie temno plano
y = 2 reduz-se a umarecta. Portanto, a superficie tem
no ponto A (0,2) umminimo no sentido lato ou largo,
com o valor z=f(0,2). Os minimos da superficie
dem-se ao longo da recta : y=2,z= f(0,2).

4158 — Calcular o volume determinado pelo plano
x =0 na superficie de revolucdo gerada pela revo-
lugdo da curva y* + 2p(x —a)=0,3=0 em torno

de OX.
R : A superjicie
volume do sélido &

é um paraboloide de revolucdo e o

-JA" dX\]\] Adydz = \* dx[it (j/—2 p (x-a))’]

onde S (x) representa o circulo determinado
boloide pelo plano x = K com K entre 0 e a.

no para-
Tem-se

dydz- «(V-2p (x-a))*
S(x)

visto que esses circulos tém raio \f —2p(x—2); este

raio é real visto que 0™ x” a. Resulta
c* r*? i
V=« ]j —2p((x—a) dx=—2p it ax = a'prc.
Jo L Jo

I. S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — 2.° Exame de
frequéncia — 1-6-1955.

4159 —Dado um sistema de m equagdes am+n incéd
gnitas

(i, 32oeejm, Vi>2WRree)2h)=0  (**—112 ,eee,1»)
enuncie as condi¢cdes em que ele se pode resolver nas
incégnitas Xj,X,,**e, X, , expressas cada uma nos
Viyz>- - y,,-

Considere-se o caso particular

F>—Vi >a:,---,X,,) = 0 (t«1,2 ;000 .«)
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e demonstre, a luz da proposicdo anterior, a relagdo

que héa entre os iacobianos
d (yi yzeeey,)
d (xiXxjeeex,)

d (xi X,--.X,)
td(yi2Reeey)
Em que condi¢Bes o sistema

X' —a'y —z7=0
{xz + j/'+ aa=0
define uma curva em torno da origem ? Considere a
familia de cilindros que projectam aquelas curvas
sobre o plano YOZ e determine o cilindro envolvente.
R : As condi¢cBes enunciam-se assim :
Dado osistema de m equagdes a m+ n incognitas
Fi (x,,X,,--,%X,,yi,y,"-,y,) - 0 (i-1,2,—)
1.°) se osistema éverificado no ponto P, (xj, X§,.**,%> ,
y?,y9,.-.,y°) de R,,.,,

(a e um parametro real)

2.°) se as fungdes F, sdo continuas no rectangulo
centrado em Po
ly,-ySlI<*)lI"'r-x?l<a qg=I,2,.--,n r-1,2-.-;m
e neste rectdngulo, admitem derivadas parciais  continuas
il (i-1,2,....m) (r=1,2,...,m)

3.°) se o determinante  funcional
d (Fi, F, L F.)
<M*i, 2,--->")

é diferente de zero no ponto P, (X?,X8,-e¢X° ,y5 eeeyj)
Nestas condigBes existem m fungdes

Xr= ?r(yi,y2)---,yn) r=12,— m)

definidas, finitas e continuas,
centrado em Qo (y?,y? eey") e definido pelas
dades

em certo rectangulo de R,
desigual-

ly.-ySKa' (= 1,2 n)

A solugdo indicada éUnica, etoma em Q, osvalores x?.
Para aplicar esta proposicdo ao sistema  particular
-,X,) =0 (i- 1,2,---,m)
supomos que em certo ponto P, (y°,y°,*ee, vy0, Xj,
Xgj-"-jxJ,) setem
d(Fi,Fz,---v,)

Fi = yi—fi(xi,x,,-

d (ylvy/\v_ym) n Q

d (*1,X,, ***,X ] Q(XJ, X, ,---X,,
e ainda as outras condi¢des indicadas ; entdo, existem
funcoes
r = fr.(ftvy*r'>7») (r=1,2..-.m)
Ora, eifire os iacobianos ha a relacdo seguinte
d (Fi,F, <, F)) a(F.F,,...,PJ
d(yi,yz,---,Ym) <)X, (Xm0 Xs,)

1%2 )"Me)*ees)
oy )y2,---ym)

43
donde resulta imediatamente, na vizinhanca do ponto
Qo(yijy2>eey ), « relagdo

. a(yly2.---.yJ _ o6(i-2,
f)(Cir2,---)'n,)  (Hyiy2,---)ym)
O sistema
—a’'y—z'=0
+y +az=0
e satisfeito pelas coordenadas da origem, e o matriz
funcional
2x - a’'- 377
2x 3y’ a
. . . -a’ 3z’
tem caracteristica  dois, visto que : 3y #0
y
na origem, se a”fc 0
Entdo existem duas fungdes
fy=y ()
1z = z (X)

que sdo equacdes paramétricas da curva, interseccdo das
duas superficies nas vizinhangas da origem.

Os cilindros projectantes sdo 0s que tém a equagdo
obtida eliminando x, isto é: a’y + z°+y*+ az=0
Derivando esta equagdo em ordem ao parametro a;
2ay + z= 0 e a eliminacdo do pardmetro conduz ao
cilindro  envolvente
z* 7«
L .2.y3_ 0
4y 2y
ou z2(y—1) +y*—0

4160 —Diga o que se entende por cilindroide de-
base quadravel A determinado por z = f (Xx,y) .

Quando é qua este cilindroide é eubavel, e qual é o
seu volume expresso como limite dos volumes de
poliedros ?

Demonstre que a condicdo necessaria e suficiente
para o referido cilindroide ser eub&vel, é que / (x .y)
seja integral em A .

Se a fronteira r do dominio A r acurva formada
pelo arco AB da parabola y° = x, e o segmento de
recta AB onde A[4,2] e B[4,—2]; se a fungdo ¢
z = Xy' + y*; justifique o facto de se poder exprimir
o volume do cilindroide com o integral curvilineo

f |1
Calcule o volume do cilindroide.
R : Odcilindroide C é eubavel, se e so se, existe uma
sucessdo de poliedros contendo C e de volumes P, e
uma sucessdo de poliedros contidos em C e de volumes

p.., de tal modo que a todo o S> 0 arbitrario, se pode
fazer corresponder N tal que

Pn~ P»< 8 para n>N


http://y1y2.---.yJ
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*Ovolume de cilindroide éentdo V= limP,,= lim p,
O volume pode exprimir-se com aquele integral cur-
Cf ~dxdy —
J J \o*

vilineo devido aformula de RIEMANN :

Srr Q (*.y)dy.
Tem-se :

sy’ + xyM dy SL (xy" +y9)dxdy.

f y3 y5\ VX
(X y*-*-y)dy< =2 dx (:
Jo J-sl
=2(-+-)/ ,5/2,x=2-— .--.2" =
216.3 3-216
1-2.3-4-5-6-7 71

4161 — Defina ponto ordinario e ponto singular
duma curva plana; diga como se eBtuda acurva na
vizinhanca dum seu ponto singular e classifique as
singularidades.

Indique a natureza dos pontos singulares da curva

X (x*+y)=a(y + 3a)
R : Sef(x,y) =0 éaequacdo dacurva, as condi-
1) *
coes f(x,,y,) = Oe ( |) O ou #0

permitem afirmar a existéncia dum arco de curva con-
tinua passando por P (x,, y,) eadmitindo uma tangente

ordindria  nesse ponto que sera um ponto ordinario da
curva.
if iC A
Se f(x,y)= 0, =0, = =0 simultaneamente
) 1y
num mesmo ponto, oponto e singular.
A féormula de TAYLOR, na vizinhanca dum ponto
singular
f(x+h,y+Kk)= d1ik +ilk
Gerhy=lo =, Gk +jgk +
c1fit, if \T 1 /if, it
H j(T " +3— +
+ B+, (K1 \e)x iy

permite estudar a vizinhanga daponto e determinar as
tangentes.
A curva tem um ponto isolado na origem.

4162 — Defina curvatura duma curva, tanto no caso
da curva plana como dacurva torsa. Diga o que éa
circunferéncia de curvatura e deduza as expressdes
mais correntes do raio de curvatura.

Como determina a evoluta duma curva plana e que
relacdo tem ela com os conceitos anteriores ?

GAZETA DE MATEMATICA

I. S. C. E. F.—ANALISE MATEMATICA — Exame
escrito — 15-10-1955.

final

4163 —Prove que o integral indefinido de RIEMANN
é funcdo continua e estude as condigdes de existéncia
da derivada.
Calcule a derivada da funcdo
f(.) f (x) dx
Qual é o valor daconstante a gne torna racional a
primitiva de
[(,)->-»>< —«>,
[()->92< 5
R : No caso de f(x) ser continua para x=aex=Dhb,
tem-se

F@=fb@]-V@—fla@]a (@

Pond x—2) (x- a) _ A B
ondo X - 12  (x+ 1) x+1
c D

! (X - rSZer-l

x*-(a+2)x+2a= (B+ D)x3 + (A-B+C+ D)x* +
(_2A—B +2C- D)x+ (A+B+C- D)

eliminando A e Centre o segundo e quarto coeficientes
vem

B—D=a- -
B --D-0
a 1
B =—D=
2 4

Vé-se pois que a primitiva éracional para a<m—.

4164 — Diga quando existem os integrais

>+<»

na
f{x) dx I ¥() dx
Jb

a
sendo P (x) infinitamente
esquerda dex= 6 (a< 6).
Enuncie e demonstre condigdes suficientes de exis-
téncia daqueles integrais: utilize essas condicOes para
definir as fungdes p(a,6) e r (a).

grande na vizinhanga

4165 — Defina envolvente duma familia de curvas
planas : diga como se determina aequacao discutindo
o sistema a que se chega.

A determinacao da envolvente de f(x,y,a)=0 nao
se pode fazer quando esta equagdo esta resolvida
relativamente ao parametro a: porque ?
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Determine a envolvente da familia das rectas cada
uma das quais, com duas rectas dadas, forma um
triangulo de &rea dada 2 K.

R : A determinacdo da envolvente de f(x,y,a) =0
conduz ao sistema

f(x,y,a) =0
IP. (x,y,a) =0

Para deste sistema passarmos a outro, equivalente,
onde
fa- f(x,y)
IP. (x,y,a)~0
a primeira equacdo deste Ultimo sistema devera ser a

funcdo de x, y implicitamente definida pela primeira
equacdo do outro sistema, f(x,y,a) «=O, e & precisa-
menté o que sucedera quando a resolvermos emordem ao
parametro a.

Mas, a existéncia dessa funcdo implicita s6 ficara
assegurada nospontos (x,y) onde for P, (x,y,a)==0
(teorema da fungdo  implicita)

Daqui resulta geralmente a n&o equivaléncia dos dois
sistemas.
Tomemos as duas rectas dadas para sistema de eixos
e seja w o angulo dessas duas rectas.
X y
A equacdo da recta variavel sera 1 =1
a b

e a area do triangulo formado pelas trés rectas

2A= ?absenw

onde a é o parametro  variavel
Eliminando o par@metro entre as duas equagdes

MECANICA

F. C.P. — MECANICA RACIONAL—i.« Exame de frequén-
cia — 2.* chamada — 3-1956

4167 —1) Um movimento rigido plano resulta,
por composicdo, das rotacdes

Wi (0,0 ,(1- 41);0,0,0)
r= 24i-J.

W, (0,0 ,4t;127 ,0,0)

e da translagao
gundo).

la) Exprima em / (t) a rotacdo intantidnea w do
movimento, as coordenadas do centro instantaneo de
rotacdo / (£i, TJl), as componentes da velocidade de
permutagdo V deste centro instantdneo e as compo-
nentes da aceleracdo do ponto que momentaneamente
coincide com ele.

(Unidades : metro e se-
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a’eyesenw —a-4K + 4Kx=0
ysenw
o4k
4 KX H
resulta, por ser a’ = ek /"0"
y sen W V ysenw
+ 2x =0
\% ysenw
K
4 KX = 4x2 Xy =
y sen w sen w

A envolvente é uma hipérbole que tem por assintotas-
as duas rectas dadas.

4166 — O que é uma equagdo diferencial linear e
homogénea?

Enuncie algumas propriedades devidas alinearie-
dade e homogeneidade da equagao.

Demonstre que, se

Vi See0?%(*)

sdo integrais da equagao

Po(*)y‘+ Pi(Xy<"'~" 4eeet  p— (XJy<+ p,,(X)y = 0
linearmente independentes na vizinhaca de x = XQ ,.
onde po(x)="=0, aqueles mesmos integrais serdo linear-
mente independentes em todo e qualquer intervalo
onde po (x) =j=0.

Resolva a equacéo y' —A4l/" + 92/'- 10y = O
sabendo que e* é um integral.
R : A demonstracdo pedida obtem-se a partir da for-

mula de Liouville, quese pede para estabelecer.
A equagdo caracteristica p°—4p°'+ 9p—10= 0

devera admitir araiz p = 2e comefeito : p* — 4p° +
+9p- 10= (p- 2)(p°- 2p +5)
As outras raizes daequacdo caracteristica sdo: 1+.2 i

O integral geral é: y=c.e’*+ c,e*cos2x+ C3e" sen2x.

RACIONAL

16) Exprima em f(t,%,t\) as componentes da
aceleragdode um ponto M (7,fj) qualquer da figura
movel e, por integracdo, tire das expressdes obtidas
as leis do movimento desse ponto sob forma paramé-
trica. Mostre acessoriamente que existe um ponto na
figura moével que descreve no plano fixo o eixo Qij.
Eixos de referéncia do movimento : £ 4']-

1c) Deduza as equagbes das curvas polares: a da
base em coordenadas cartesianas, a da rolante em
coordenadas polares.

4168 — 2) Um sistema é constituido como a figura
mostra. Disco circular e trapézio sdohomogéneos e pe-
sam respectivamente pi e pz. Conhecidos estes pesos, as
dimensbdes do sistema e as posi¢des dos centros de
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massa Gj e G,, calcular a forca F que deve ser
aplicada horizontalmente ao trapézio a altura de Q,,

=/;//"?/n/nn/r/n ii//ii/n/i
para equilibrar o sistema na configuragdo represen-
tada. O célculo devera ser feito

2a) pelo teorema do trabalho virtual

26) pelo método das reaccdes, analitica ou geome-
tricamente.

2c) Exprima em funcdo dos pesos pi,pa, das
dimensdes do sistema e dos parametros de que a sua
configuracdo depende, todas as reac¢des que intervém
no estudo do seu equilibrio, indicando para cada uma
delas grandeza, direcgdo e sentido.

N&o ha atrito.

4169—3) Examine se a mediana do trapézio consi-
derado no problema de estatica pode ser eixo principal
de inércia nalgum dos seus pontos. (Assinala-se que é

nulo ointegral j x*"y"dS estendido &éarea do tra-
pézio, em que X~ e j/,sdo coordenadas obliquas re-

feridas &a mediana e auma paralela as bases).

4170—4) Mostre que ha pontos M de um s6lido em
movimento cujas velocidades contemporéaneas tem
suportes concorrentes. Prove que estes suportes per-
tencem a um cone de segunda ordem e que o lugar
dos pontos M considerados € geralmente uma cubica
de dupla curvatura. (Lembra-se que 0s eixos coorde-
nados para tratar o problema posto podem ser es-
colhidos em posicdo particular que simplifica os cal-
culos e p6e mais em evidéncia as conclusdes a estabe-

NOTA : O aluno deve "procurar responder as preguntas ta),
16), 2a), 26) e 2c). As preguntas 3) e 4)sao facullatiras.
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lecer ; e acrescenta-se que uma cubica de dupla
curvatura resulta dainterseccdo de duas quadricas
com uma geratriz rectilinea comum).

F. C. P. —MECANICA RACIONAL — 1"
quéncia (1.* chamada)— 2-1956.

Exame de Fre-

4171 — A) Dado o estado cinético definido pela
expressao

v, = [(—4+ Y+3Z)I+ (—14—X—22Z2)J +
+ 6- 3X +2Y)K]e/(«) (unidades m, s),

em que X,Y,Z representam as coordenadas de um
ponto ™M num referencial OXYZ fixo no espacgo
e f{t) umafuncdo de t a determinar:

1) mostre que corresponde a um movimento rigido;

2) calcule as componentes da rotacdo instantanea
do movimento ;

3) escreva as equagdes do eixo helicoidal tan-
gente, calcule assua» coordenadas vectoriais, deter-
mine o passo do movimento e mostre que O estado
cinético considerado corresponde a um movimento
permanentemente helicoidal;

4) examine se o movimento é dextrorsum ou
sinistrorsum ;

5) calcule, em mddulo, avelocidade, a aceleragdo
tangencial e a acelaracdo normal dos pontos distan-
tes 3m do eixo helicoidal;

6) fixe afuncdo f(t) demodo que o movimento
seja uniformemente retardado a partir do instante
i=0 ecesse de sé-lo no instante 1=51;

7) suponha que o referencial OXYZ do movimento
considerado nas alineas anteriores—agora movimento
relativo —estd animado de um movimento de trans-
porte, em relagdo a O,X .Y, Z\, composto de uma
rotacdo ii=n (t) K em volta do eixo 0J-ZJ, com o
qual OZ atodo o momento coincide, e de uma trans-
lacdo T=T(t)K (paralela a este eix0), e deduza u,a
expressdo vectorial daacelaragdo complementar de
um ponto H situado sobre o eixo do movimento re-
lativo;

8) supondo CI{t) dada, podera determinar T(I) de
modo que o movimento absoluto implicito na alinea
anterior seja constantemente tangente a uma rotacdo?
No caso afirmativo que valor deve atribuir a T(I) ?

4172—B) Um sistema plano éconstituido como a
figura indica. Um embolo transmite oefeito pS da
pressdo p, que se exerce sobre asua face 1, ao botdo da
manivela OM solidaria com ovolante VV médvel em
volta doseu eixo. Num ponto Q de V estafixoum
cabo que se apoia contra a sua periferiae pende ver-
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ticalmente sob a ac¢do de um peso P. Peso do vo-
lante p; peso da placa rigida B:pi; despreze os
pesos préprios do cabo, das barras M O,M C D E ;

volante e placa B sdo homogéneos; ndo ha atrito
entre a placa e as guias m e n, nem em nenhuma
das articulagdes, nem no eixo de V. As articulacdes
sdo pontuais.

9) Para a configuracdo desenhada, determine o
valor da pressdo sobre o émbolo que equilibra um
peso dado P, pelo método das reaccgdes;

10) Determine completamente as reacg¢des que se
desenvolvem em O eem M e entre a placa B e as
guias m (ou ri) ;
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11) Partindo de P como um dado determine
graficamente as reac¢des exteriores e interiores e o
valor da forga pS, correspondentes a configuracédo
de equilibrio considerada em 9);

12) Determine p S pela aplicagdo do teorema do
trabalho virtual.

4173 — C) O centro das aceleragbes de um movi-
mento rigido paralelo a um plano fixo poderéd coincidir
momentaneamente com o centro instantdneo de rota-
¢do? Se a resposta for afirmativa caracterize um
caso em que aquela coincidéncia se verifique.

4174 — D) Deduza as condigdes analiticas a que
devem satisfazer as coordenadas vectoriais (u,a) de
quatro rectas para ser possivel localizar sobre elas:

DI) um sistema de forcas em equilibrio.

D 2) dois sistemas de forcas, linearmente indepen-
dentes, separadamente também em equilibrio.

NOTA — O aluno deve procurar responder as preguntas
1, 3,3, 4,5 6,7 9 10, 12.
As preguntas 8, 11, C e D sao facultativas.
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108 — Premier colloque sur les équations aux déri-
vées partielles; Second colloquesur les équations
aux dérivées partielles — Centre Belge de Recher-
ches Mathématiques — Georges Thone, Liege et
Masson & Cie., Paris—1954.

O Centro Belga de Investigagdo Matematica con-
sagrou a teoria das equagOes as derivadas parciais
dois coléquios que se realizaram em Lovainae Bru-
xelas, em Dezembro de 1953 e Maio de 1954, respecti-
vamente. Participaram nestas reunides além de ma-
temdaticos belgas varios especialistas estrangeiros
convidados pelo Centro. As comunicacdes foram
publicadas em dois fasciculos, de que a seguir publi-
camos a relacédo.

Primeiro coléquio: A. LICHNEROWICZ, Equations de
LAPLACE et espaces harmoniques—Y. FOUKES, Résolu-
tion du probléme de CADCHY pour les équations hyper-
boliques du second ordre non linéaires—J. DELSABTE,
Sur certains systemes d'équations aux dérivées par-
tielles a une seule fonction inconnue, et sur une géné-
ralisation de la théorie des fonctions de BESSEL et des
fonctions hypergéométriques —G. DOKTSCH, L'appli-
cation de la transformation bidimensionnelle de

LAPLACE dans la théorie des équations aux dérivées
partielles—TH. LEPAGE, Equations du second ordre et
transformations symplectiques —P. GILLIS, Sur cer-
taines classes d'équations aux dérivées partielles du
second ordre, non linéaires — R. SAUEB, Remarques
géométriques sur les équations aux dérivées partielles
du second ordre quasilinéaires et homogénes.

Segundo  coléquio: MAOBO PICONE, Sur un probléme
nouveau pour I'équation linéaire aux dérivées parti-
elles de la théorie mathématique classique de I'élas-
ticité — LAURENT SCHWABTZ, Problemes aux limites
dans les équations aux dérivées partielles elliptiques
—J. L. LIONS, Problemes aux limites de type mixte,
JEAN LERAY, Intégrales abéliennes et solutions élémen-
taires des équations hyperboliques—M. BRELOT etG .
CHOQUET, Polynémes harmoniques et polyharmoniques
— G. DE RHAH, Sur certaines équations de la théorie
des formes différentielles harmoniques—H. G . GARNIR
— «Fonctions» de GREEN pour les problémes auxli-
mites de I'équation des ondes —L. FANTAPPIE, Les
nouvelles méthodes d'intégration, en termes finis, des
équations aux dérivées partielles.
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109 — Colloque surl'analyse statistique- Centre Bel-
ge de Recherches Mathématiques — Georges Thone,
Liege et Masson & Cie., Paris, 1955.

O oitavo coléquio internacional promovido pelo
Centro Belga de Investigagdo Matheméatica foi dedi-
cado a anélise estatistica. Teve lugar em Bruxelas
em Dezembro de 1954. Foram as seguintes as comu-
nicagdes apresentadas: G .DABMOIS, Sur la régression.
Résultats nouveaux. Problemes non résolus —A.
BLANC-LAPIERRE, Considérations sur certains proces-
sus ponctuels et sur des fonctionsaléatoires associées
— B.DEFINETTI, La notion de «horizon bayesien» —
D. VANDANTZIG, Sur les ensembles de confiance géné-
raux et les méthodes dites non paramétriques—M. J.
HEMELBIJK, Exemple d'application des méthodes non
paramétriques et un nouveau test pour I'égalité de
plusieurs probabilités —M. S. BABTLETT, The statis-
tical analysis of stochastic processes —D. DUGCE,
Deux notions utiles en statistigue mathématique: les
ensembles aléatoires bornés «en loi» et la continuité
fortement uniforme en probabilité—E. FRANCKX, Sur
les jeux stratégiques finis —P. GILLIS et S. HUYBERE-
CHTS, Théorie des jeux sur le carré-unité—H. BRENYJ
A propos de la méthode de DANIELS pour I'échantil-
lonnage des faisceaux de fibres paralleles.

M. Z.
110— JHLIA, GASTON—Cours de Géométrie Infinité-
simale— 1°". fasc. €Vecteurs et tenseurs Théorie

élémentaire» 2°"° éd-1953; 2<me fasc. «Cinémati-

que etgéométrie cinématique. Premiére partie: Géné-

ralités». 270 éd. — 1955 —Gauthier-Villars, Paris.

Trata-se duma nova edigdo revista e ampliada do
curso escrito pelo Autor para os alunos da Escola
Politécnica de Paris. O primeiro fascisculo consta de
um Unico capitulo que abrange a algebra dos vectores
e dos tensores em coordenadas cartesianas rectangu-
lares e obliquas bem como elementos de Analise vec-
torial e tensorial (estudo dos operadores gradiante
divergéncia erotagdo, etc.). O segundo fasciculo com-
preende 4 capitulos que tratam dacinemaéatica do ponto;
cineméatica do sdélido, generalidades, velocidades e
aceleragdes : composi¢cdo de movimentos e aplicacdes ;
movimento finito de um sélido conhecido o movimento
instantaneo, método do triedro movel.

A obra, como é de esperar, é escrita com rigor e

clareza. M. z.

111 —G. BOULIOAND —Mécanique Rationnelle —1954 —

Vuibert — Paris.

A nova edicdo da Mecanica Racional de BOULIOAND,
além de reunir no mesmo volume os seus Précis e
Compléments et Exercices tém muitas ampliacdes e
melhoramentos.

O Autor orienta o seu trabalho DO sentido de minis-
trar um ensino entremeado de problemas, conseguindo
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que por meio duma participagdo activa do leitor se
esclarecam diversas questdes de principio e se desen-
volva simultaneamente o espirito critico.

Ao mesmo tempo o estudante sente-se impelido
a leituras orientadas para os trabalhos de POINCARE,
APPKLL, PAINLEVE, HADAMABD, BIRKHOFF, E. CARTAN,
CHAZY etc.

Na primeira parte do livro tratam-se os problemas
classicos: teoria dos vectores, cinemética, geometria
das massas e cinética, principios e teoremas gerais
da dinadmica e aplicacdo ao corpo sélido, dinamica
analitica, estabilidade, pequenos movimento, princi-
pio da menor accdo, choques e percussdes, problemas
de dinamica sern atrito, complementos de dinamica
analitica, mecanica dos fios, dos meios deformaveis e
fluidos, velocidade da luz,espaco-tempo e gravitagéo.

A segunda parte é dedicada a cinemética e dina-
mica dos sistemas com atrito : movimento dum plano
sobre um plano, movimento dum sélido; forgas de
ligagdo, atrito, choque com atrito de escorregamento,
teoria energética do choque com atrito, ligagbes uni-
laterais. A obra termina com a solugdo, do Autor, de
dois problemas de exame e duas notas origiuais

Como em todos os restantes livros de BOULIOAND,
o leitor encontra neste um estudo sério e profundo
dos assuntos, tratados. O Autor consegue dar a meca-
nica racional,ndo obstante a sua axiomatica simplista,
uma estrutura de ciéncia exacta e perfeita, j.o.T.

112 — R. GOUYON — Le Probleme de Mécanique
Rationnelle al'Agrégation —1954—Vuibert— Paris

Trata-se dum volume com 256 paginas de proble-
mas resolvidos cuja indole supde numa prévia inicia-
¢do nos métodos e principios da mecanica racional.

O Autor inicia o volume por 4 notas distribuidas
por 30 paginas: na nota | pretende p6r em destaque
o facto das equagdes de LAGRANGB se estenderem natu-
ralmente aos movimentos com atrito; na nota 11
insiste sobre uma clara compreensdo de diversas
generalizacdes do teorema do movimento cinético >
a terceira nota expde a teoria dos choques com atrito
servindo-se do método dos teoremas gerais; na Gltima
aplica as equacdes de LAGBANGE aos problemas de
choque.

As restantes 226 paginas contém as solucdes dos
problemas propostos em Franca na «Agrégation»
durante 20 anos.

Do mesmo problema, diversas solugfes sédo, por
vezes, encarados e sugeridos e apresentam-se vanta-
gens de cada método indicado.

Em toda a obra o Autor aplica o maximo de con-
cisdo e o leitor nunca serd dispensado do esforgo
pessoal sem o qual ndo é possivel formacdo eficaz.

J.o. T.



LITERATURA MATEMATICA RECENTE

Editor — AKADEMIE-VERLAG-Deutsche Akademie der Wissenschafren zu Berlin

— Berlin
ALEXANDER KUKOSCH — Gruppentheorie.
1. P. NATANHON — Théorie der Funklionen eintr reellen Veranderlichen.
ACHIESEH-GLASMANN — Théorie der linearen  Operatoren  im Hilbert-Baum.
LJUSTEENIK und SOBOLJEW — Elemente der Funktionalanalysis.
A. J .CHINSTSCHIN — Mathematisch Grundlagen der Quantenstatistik.
D. IWANKNKO-A. SOKOLOW —Klassische Feldtheorie.
A. SOKOLOW-D. IWANENKO — Quantenfeldtheorie.

Editor - GAUTHIER VILLARS, Peris

A. DHNJOY —Articles et Mémoires

| — La variable complexe.
Il — he champ réel. Notices.
J. P.VIUIKK —Structure des micro-objets dans I'interprétation causale de la Théorie des Quanta.

Editor - MASSON ETC.'" - Paris

R. CAMPUELL — Théorie Générale de VEquation de Mathieu et de quelques autres équations  différentielles de la
Meécanique.

Editor - WALTER DE GRUYTER & CO ., Berlin

W. B1.A8CHKE — Kreis und Kugel.
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