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Uma exposição intrínseca da teoria dos determinantes 
por Élon Lages Lima 

1. Introdução. São conhecidos 3 proces­
sos para definir determinantes. O primeiro, 
que chamaremos de combinatório, (LEIBNIZ, 
CAYLEY) define o determinante de uma matriz 
nxn(oLij) por meio da fórmula det(aij) = 
= 2 s < i a 3 ( i ) i «J(2)2 •• • a<r(n)n • O segundo pro-

cesso, que chamaremos de axiomático, 
(WEIERSTRASS, KRONECKER) consiste em de­
finir o determinante de uma matriz como uma 
função multilinear alternada dos vectores 
colunas dessa matriz, função normalizada 
pela condição de ser igual a 1 para a matriz 
identidade. Finalmente, o terceiro processo 
(a ordem, num certo sentido, é cronológica), 
que chamaremos exterior, é essencialmente 
devido a GRASSMANN mas só recentemente 
foi posto em forma matemática correta por 
BOURBAKI. Ele utiliza a álgebra exterior e 
consiste em definir, sem referência a matrizes, 
o determinante de uma transformação linear 
T sobre um espaço vectorial V de dimensão 
n como o escalar > tal que o produto exte­
rior A" T é igual a / vezes a transformação 
identidade de AnV. O processo combinató­
rio, se bem que seja o mais difundido em 
livros de texto elementares (v. [1])*, é o de 

* Os números entre colchetes referem-se à biblio­
grafia no fim do trabalho. 

mais complicada exposição, onde todas as 
demonstrações são feitas por «força bruta» e 
as fórmulas são repletas de índices. O pro­
cesso axiomático (v. [2 ] ou, preferivelmente, 
[3]) representa um progresso, não somente 
sob o ponto de vista da elegância de expo­
sição como da lógica,, pois mostra que 3 das 
mais simples propriedades dos determinantes 
são suficientes para caracterizá-los : todas as 
demais propriedades se deduzem destas. En­
tretanto, além de exigir um teorema de exis­
tência e unicidade, este processo ainda contém 
muitos cálculos complicados nas demonstra­
ções dos resultados cruciais, como : ( 1 ) det 
(AB) = detA. de tB; (2) det^L^O se e só 
se A possui inverso; (3) det (A*) = det A , 
onde A* representa a matriz transposta de 
A; (4) desenvolvimento de LAPLACE. O pro­
cesso exterior, embora nada traga em bene­
fício de (3), que é demonstrado da maneira 
clássica (v. [4]) elimina completamente a difi­
culdade das demonstrações de ( 1 ) e (2) e dá 
a (4) uma demonstração de simplicidade con­
siderada maximal. Em virtude destas vanta­
gens e de ser o único intrínseco (isto é, sem 
referência essencial a bases e matrizes) o 
processo exterior é considerado o mais claro, 
simples e elegante para apresentar a teoria 
dos determinantes. Apesar disso, continua-se 
a ensinar esta teoria da maneira combinatória 
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ou, quando muito, axiomática. Motivo : em 
geral, quem está estudando determinantes 
pela primeira vez não conhece a álgebra de 
GRASSMANN. 

Nosso proprósito aqui é apresentar uma 
exposição intrínseca da teoria dos determi­
nantes que difere da de BOCRBAKI por não 
fazer uso da álgebra exterior. Tudo o que 
supomos conhecido do leitor são rudimentos 
da teoria dos espaços vectoriais sobre um 
corpo comutativo K que, de resto, pode ser 
pensado como o corpo real ou complexo. 
Para as demonstrações dos resultados que 
usaremos, veja-se [5]. 

2. Permutações. Resumiremos as pro­
priedades das permutações que usaremos nos 
parágrafos seguintes. 

Chamaremos de grupo simétrico Sn ao 
conjunto de todas permutações dos inteiros 
{ 1 , 2 , — •, n } isto é, de todas as aplicações 
biunívocas do conjunto j 1 , • • • , « | sobre si 
próprio. Se ç,a6Sa, o produto ffp é defi­
nido como a permutação que consiste em 
aplicar p e depois a. Em outras palavras : 
<rp(î) = ff(p(î)), 1 < i < n . Munido desta ope­
ração, Sn é um grupo, isto é : existe uma 
permutação 0 e S„ tal que 0 a = a 0 = <x para 
toda a 6 Sn (basta definir 0 (i) = t , para 
todo i, 1 < i < n) ; dada a e Sn existe ff-1 e Sn 

tal que <J a'1 = a _ 1 <x=0 (basta definir ff-1 ( j ) = i 
se ff (t.) = j) ; e finalmente, a (p p.) = (o- p) f* 
quaisquer que sejam o-, p, p 6 »!?„ . O grupo 
Sn tem n ! elementos. Uma permutação a e Sn 

diz-se par se o número de inversões na se­
quência (ff ( 1 ) , , a (n)) é par e ímpar no 
caso contrário. Equivalentemente, considere­
mos o produto P = (1 — 2) (1 — 3) • • • (n — 
— 1 — n) = YL (*" — j) • Uma permutação 

a e Sn é par se e só se P' — J J (ff (t)—a(J))mm 

= P ; ir é ímpar se e só se P' = — P . O sinai 
de uma permutação a é o inteiro s<j tal que 
Sa — + 1 se ff é par e sa = — 1 se a é ím­

par. É claro que sa p = ej Sa = e? sCT = e? <j . 
Entre as permutações, destacaremos as trans­
posições. Uma transposição T = ( / _ / ) , (1 <z' < 
<.j<n) é uma permutação tal que T ( t ) = 
= j ^ U ) = = i 6 *'(*) — * $e j=f=k=j=i. 
Uma transposição T é evidentemente uma 
permutação ímpar, de modo que s r a = — Sj 
qualquer que seja a permutação ff . Dada uma 
transposição (fixa) T , formaremos, para cada 
a 6 Sn, o subconjunto Ca = j ff , T ff j d Sn . 
Dois desses conjuntos d e C ? , p, ff e Sn, 
ou coincidem ou não têm elemento em comum. 
(Pode acontecer que Ca = CP com a=?=ç; 
isto se dá se e só se p = T ff). Portanto os 
conjuntos Ca fornecem uma decomposição 
de Sn em partes disjuntas, cada uma com 2 
elementos. Logo há n !/2 dessas partes, isto 
é : existem n 1/2 pormutações ffi, • • • , ffB!/í 
tais que 

(D) S . -OiU — UC.VI, com 0,-{«„™,| 

Faremos referência a (.D) como a decompo­
sição de S„ módulo T . Notemos que, em 
cada Ca = j ff, T ff j um dos elementos é par 
e o outro é ímpar. Substituindo ff; por p{ = 
= T ff( (lembramos que d — <J) se neces­
sário, podemos supór que, em (D), todas as 
permutações ff; são pares. 

3. Funções mulrilineares. Durante todo 
este trabalho indicaremos com V um espaço 
vectorial sobre um corpo (comutativo) K e 
com n a dimensão (finita) de V sobre K. 

Se W é outro espaço vectorial sobre K, 
uma aplicação r-linear de V em W é uma 
aplicação / : Vx Vx • • • xV (r factores) ->• W, 
tal que, para 1 < i < r : 

/ ( * i > • • • , * » + 2/i, ••• ,x r) - / ( * t j " • j K j , - - . ,x,) + 

f { X l 3 " * J ^ X i Ï ' " í X r ) = ^ / { x t ) " ** î X i Î " * Î ^ r ) ) ^ 6 

Em particular, se W= K, uma aplicação 
r-linear de V em K será chamada uma 
função r-linear sobre V. Este é o caso que 
consideramos mais frequentemente. O con-
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junto Lr(V) de todas as funções r-lineares 
sobre V constitue um espaço vectorial quando 
se define soma de 2 funções e produto de 
uma função por um escalar, do modo natural. 
Em particular, se r = 1 , tem-se L\ ( V) = 
= V* = espaço dual de V. 

Uma distinção importante que faremos é 
entre uma sequência de inteiros (ix, • • •, ir), 
l<ih<n, e um conjunto de inteiros • • • ,?r | , 
l < i * < w . Uma sequência é uma função defi­
nida no conjunto j 1, • • •, r j com valores no 
conjunto | 1 , • • • , « ) : 1 -*• í i , • • • , r -* ir ; por­
tanto, podemos ter y = t* numa sequência, 
com j =f=k. Diremos então que a sequência 
(« ' , • •• j*V) tem repetições. Num conjunto, 
porém, j=f=k implica ij=f=ik; não há repeti­
ções e, em particular, devemos ter r < n . 

PKOPOSIÇÃO 1. Seja J«i, • -- ,e n \ uma base 
de V. Para toda sequência (&»*••.• ir), 
l<ik<n, f ixemos a r b i t r à r i a m e n t e (*) 
/(«;,, • • •, eir) e K. Então existe uma e sòmente 
uma função r-linear / sobre V com os valo­
res (*) nos pontos (eit, • • • , c j r ) . 

Demonstração. Dada feLr(V), quaisquer 
que sejam xi, •••, xr e V pode-se escrever 

n 
f í - S ^ ^ O ' - 1 » ' • ->r)- Portanto /(a?.,• • • ,a;r)= 

1=1 

= /( 2 * i . l e l > • • • » 2 «lr*e*r ) = 
\ í , = l i r = l / 

n 

= 2 *M • • • **•«•/(«*,, e;,, • • • eir) (**) 

o que mostra que uma função r-linear fica 
determinada por seus valores (*) isto é, existe 
no máximo uma f e L r ( V ) com esses valores. 
Além disso, se definirmos /(a?i , • • • , xr) por 
meio da igualdade(**), é evidente q u e / e L r ( V ) 
e portanto existe realmente uma função r - l i ­
near satisfazendo às condições (*). 

Uma aplicação r-linear / de V em outro 
espaço vectorial W sobre K diz-se alternada 
se cumpre a condição 

/(xi , Xi ,Xj, ••• , xr) = 0 quando xf=a;, 

Uma aplicação r-linear alternada / é também 
antissimétrica, isto é, 

f fali ' ** > x i l " ' t x i l " ' ) x r ) ^ f f a l j " ' j ^ í ) ' ' * >&i>'" 

Para demonstrar este facto, ponhamos 
f ( x i , • • •, xi, • • • x j , . • • , xr) = <p (XÍ , xj). Te­
mos 0 = <p ( íC; + Xj , XÍ + Xj) = <p («; , Xj) + 
+ ? O** > «/) + ? (*< J * j )+? («/, =? 0s* > x j ) + 
+ y (a^-, xi), donde ç (ar,-, a?,-) = — çp (a?,-, a?(). 
Mais geralmente, dada / alternada, para toda 
permutação a e S r , temos 

Reciprocamente, se i f tem característica 
diferente de 2, é fácil ver que toda aplicação 
r-linear antissimétrica é também alternada. 
Representaremos por Ar(V) o conjunto das 
funções r-lineares alternadas sobre V, isto 
é, o conjunto das aplicações r-lineares alter­
nadas de V em K. Ar(V) é um subespaço 
vectorial de Lr(V). 

A toda permutação a e Sr e toda função 
feLr(V) associaremos a função a f , defi­
nida pela fórmula : 

«/(*! $ ' • • * , ) — / K ( i ) . • • • , xa(r)) • 

É claro que c f e L r ( V ) e * (2 = 

= 2 ^ ( f f / 0 > ^ 6 ^ j / i 6 Í r ( n ; 8 6 P e outra 
permutação, p (<*/) = (a?)f> s© / é alter­
nada ff/ = Co-/. 

Dada a função f e L r ( V ) , definiremos a 
alternada 2 1 / de / como 2 l /=2 e < , ( 7 / 

a 

(ff percorrendo o conjunto Sr de todas as 
permutações dos inteiros 1 , • • • , r ) . Eviden­
temente 31 / é uma função r-linear. Mostra­
remos agora que 21 / é alternada. Para isto, 
sejam xy, ••• , x i } • • • , Xj, ••• ,xreV tais que 
XÍ = xj e consideremos a transposição 
£ = (ij) e S r . Por simplicidade, escrevamos 
x=(xi}- • -,Xi,- • • ,Xj,-- -,Xr); temos Zf(x)=f(x). 
Seja J ffi, Eff i j U • (J jff , .t /2, £ f f , - i / 2 | a decom­
posição de Sr módulo C . Admitindo cada 
ffi par, temos : 21/(a;) = 2 £ i a f ( x ) = 
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= 2 to f to - ( E *) / to] - 2 M to -
i = l i 

- « (c/ to)] - 2 fr/to - to] = o • 

PROPOSIÇÃO 2. Para todo inteiro r < « 
existe uma função r-linear alternada f = f = 0 . 

Demonstração. Consideremos uma base 
j « t , " ' > « n | de F e a função geLr(V) talque 
9 (ei, • • •, e,) = 1 e g (e,-,, • • • , *,) = 0 para 
toda sequência (tí,»«»,tr)^fc(l, •••,r). g existe 
pela p r o p o s i ç ã o 1. Tomemos f=$\g; 
como vimos acima, f ó alternada e além 

disso, / ( e i , • • •, er) = 2 ^ 9 («« t t ) » • • • , «° (n) ) = 

g (ei , • • • » «») «• 1 • 

Observação : Se r > « , existe a sequência 
(é!, • • • , e r), o que invalida a demonstração 
acima. 

COROLÁRIO : Dada uma base j e i , • • • , en j 
de V existe uma função n-linear alternada 
f 0 tal que fo (ei , • • • , e„) = 1. 

PROPOSIÇÃO 3. Sejam xi, ••• ,xneV e 
0 ^ = / 6 ^ „ ( F ) . Então / ( Í C I , • • • , » „ ) ^ = 0 se 
e só se Xi, ••• ,xn são linearmente indepen­
dentes. 

Demonstração: Se 
nearmente dependentes, podemos supôr 
a,'! = X2 a?2 + • • • + a?n , e K. Então 

/ ( x L , x-2,. • •, x n ) = / ^ 2 >ia?í ,a; 2 , • • • , a ? , i ^ = 

=5 .2/(a?2,a;2,'••,»„)H +}„/( ;£!„ , a?2,- ..,£c r e)=0 
pois / é alternada. Reciprocamente, se 
x\, ••• ,xn são independentes, eles consti­
tuem uma base de V: a?i = e\, • • • xn = en . 
Se fosse f{ei, • • • , e„) = 0 então, para toda 
permutação <seSn teríamos • • , c«( M ) )= 

= 6 ( 7 / ( d , • • • , e„)=0 e, se ( t i , - , í„) é uma 
sequência com repetições, f{eil, ••• , ej„) = 0, 
pois / é alternada. Pela proposição 1, tería­
mos então / = 0 , uma contradição. 

Observação: A primeira parte da demons­
tração acima mostra, mais geralmente, que 
se {a?t, • • • ,x r \ é qualquer conjunto finito 
de vectores linearmente dependentes em V, 
f(xi,--',xr) = 0. Em particular, se r > n , 
toda função r-linear alternada é igual a zero, 
mostrando que a proposição 2 não pode ser 
melhorada. 

PROPOSIÇÃO 4. Se 0 =f=fe An(V), para 
toda geAn(V) existe leK talque g = ï f . 
Em outras palavras, Aa ( V) é um espaço 
vectorial de dimensão 1 sobre K. 

Demonstração: Seja jei , - -- ,e„j uma base 
de V. Pela proposição 3, f(ei, ••• , en)=f=0. 
Logo existe \e K tal que g (ei, • • • , en) =•• 
= X / ( c i , ••• , e„) . Se aeSH e n t ã o 
9(e°íi) > • • ' > e ° ( n ) ) = * * » 9 ( « i . • • • j e„) = 

= ), e 0 / (ei , • • • , e„) = /(eo(i) , • • • , Co(n>) . Se 
, • • •, in) é uma sequência com repetição então 

9 («A » • • • > *<.)-/(««! > • • * > e í „ ) = ° = ^ / ( E M » • • • > e 0 • 

Portanto g e ~k f coincidem em todos os 
pontos da forma (ein, • • • , e;,,). Pela propo­
sição 1, tem-se g = l f . 

A. Determinantes. Dados o endomorfismo 
7 de V{= transformação linear de V em si 
próprio), definiremos o endomorfismo rT de 
Lr(V) do seguinte modo : para toda feLr( V), 
rTf é a função tal que 
'Tf {mi ,-••,*,) =f(Imt , • • •, Txr) . 

É fácil ver que r T f e Lr ( V) e que r T . - / - rTf 
é realmente um endomorfismo. Se S é outro 
endomorfismo de V, tem-se 
(1) '(TS) -rS-rT 

Se f é alternada, rTf é também alternada. 
Em particular, se representarmos por T a 
restrição de nT a An( V), Tê um endomor­
fismo de A„(V). Como An(V) tem dimen­
são 1, todo seu endomorfismo ó um múltiplo 
escalar do endomorfismo identidade I . Portanto 
existe um escalar det Te K tal que T=ãetT-If 

isto é, Tf = det T-f qualquer que seja 
feAn(V). Chamaremos o escalar det T de 
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determinante do endomorfísmo T. Temos 
então 

f(Txi, • • •, Tx„) - det T-fQm,.»x„) 

quaisquer que sejam xx, • • • ,xneVefeAn(V). 
Em particular, se j e\, • • •, e„ | é uma base 
de V e f0eAn(V) é tal que /o(«i,•••,«»)•=!, 
temos 

(2) ãetT = f0(Teu~-,Ten) 

TEOREMA 1. Se S e T sc?o endomorfismos 
deV, det(ST) = detS • detT. 

Demonstração : Indicando com o mesmo 
símbolo I os endomorfísmo identidades de 
Ve An(V), temos det (S T).I=ér= S• f= 
=(det 8 • I ) (det T. I)=det S • det 5P- 7 donde 
det (£ T7) = det £ • det 2 \ 

E claro que det 7 = 1, de modo que se T 
tem inverso e pomos S=T~l no Teorema 1, 
obtemos 1 = det(2 1 - 1 ) . det T. Segue-se que 
det(7-!) = (detT 7)- 1 e que d e t T ^ O . Reci­
procamente, se T não possui inverso, dada 
a base | «i ,.*••* *w | de V e f0 e An ( V) tal 
que fo (et , • • • , e„) = 1 , temos det T = 
- / o , • • •, Ten) = 0 porque Tet, • • •, re„ 
são linearmente dependentes. Portanto vale o 

TEOREMA 2. det T =jt 0 se e sô se T possui 
inverso. 

Definimos agora o determinante de uma 
matriz n x n (a ; j) com elementos em K, 
pondo det(«ij) = det T, onde T é o endo­
morfísmo do espaço vectorial Kn que possui 
a matriz (a^) relativamente à base canónica 
\$\ t6n j de Kn; recordemos que esta base 
é formada pelos vectores e; = (0 , • ••, 1, • • • , 0 ) 
com todas as coordenadas 0 , excepto a 
i-ésima, que é 1. Explicitamente, se/e^4.n(Ã*„): 

(3) de t (« , i ) - / ( e 1 , - - - , e„ ) = f(xlr--,x„) 
n 

onde cada a;,= 2 « I / C Í -
t=i 

Os Teoremas 1 e 2 são evidentemente 
válidos se interpretarmos S e T como matri­
zes e portanto duas matrizes semelhantes 

(at;y) e («ij) ((3,-j) têm o mesmo determi­
nante. Segue-se que o determinante de um 
endomorfísmo T é igual ao determinante de 
qualquer das suas matrizes. Consequente­
mente a fórmula (3) é válida se considerar­
mos j ei, • • •, en j como uma base de qualquer 
espaço vectorial V de dimensão n sobre k, 
e f e A n ( V ) . Em particular, é interessante 
1er a fórmula (3) da direita para a esquerda 
e ver como se calcula o valor de uma função 
alternada f 6 An ( V) quando se conhece 
apenas f(et, • • • , en) • 

Se, em (3), considerarmos novamente â -
como a i-ésima coordenada do vector xjeKn 

e tomarmos / = f 0 e An (Kn) tal que 
fo («í j ••• j e„) = 1 , obtemos det (a^) = 
— fo(xi, • • • , xn). Portanto o determinante 
de uma matriz é uma função multilinear 
alternada dos vectores colunas dessa matriz, 
normalizada pela condição det (3ij) = 1, 
onde ($ij) é a matriz identidade. (Definição 
axiomática de determinante). Se F(<Xij) = 

= f ( x i , • • • , xn) è uma função multilinear 
alternada dos vectores colunas da matriz 
(xi/) então a fórmula (3) mostra que F{a.ij) = 
— det (ocij) . / ( e i , ••• , e„) = det(a i ?) • F($ÍJ) . 
Portanto a função F é um múltiplo escalar 
da função (ai}) -* det(a ; j ), o coeficiente esca­
lar sendo precisamente o valor que F assuma 
para a matriz identidade. Demonstramos 
assim o teorema básico de existência e unici­
dade da teoria dos determinantes exposta 
pelo método axiomático. 

Se, em (3), tomarmos f = fo tal que 
/o(ei e„) = l e desenvolvermos o segundo 
membro de acordo com a definição de função 
w-linear, teremos : 

det («„) = / 0 ( J V , ei( , •• • , «.•„„ eg = 

Notemos, porém, que fo é alternada e por­
tanto fo («j, ,Í • • • , a» 0 se a sequência 
(ii, ••• , in) tem repetições ; além disso, se 
todos os 4 são diferentes, isto é, se 
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( t i , . . . , 4) = (ff (1), • • • , a (n)) para alguma 
permutação ff e Sn, temos / 0 (e;,, • • • , eir) = 
= fo (tfa(l), ••• ,ea („)) = Safo («1 , • • • , 6 » ) = Sff • 

Então, a última igualdade se escreve 

(4) det (a f>) <m 2 e 5ao(i)i «1(2)2 — <*a<»)n 
CT 

onde ff percorre o conjunto Sn. Estabele­
cemos assim a equivalência entre a nossa 
definição de determinante e a definição com­
binatória. 

5. Simetria entre linhas e colunas. 

PROPOSIÇÃO 5. Seja (a;;) uma matriz 
nxn com elementos em K. Se (a' t J) repre­
senta a matriz obtida multiplicando-se a pri­
meira linha de (o-ij) por X, onde 0=f=\eK 
temos det (a'j j) = X • det (a ;,) . 

Demonstração: Seja OzfcfeAn(V) e 
\ei, ••• ,en\ uma base de V. Por (3), se 
tomarmos xj—"^a^et^ j n), teremos 

(5) / ( x , , ••• ,x„) = det(a u ) -/(e, , ••• ,e„). 

Por outro lado, considerando a base 
de F, onde eí = (l/X)ei e e't = et se i=j=l, 
e os mesmos xj, obtemos xj = 2. « í j e í j donde 

(6) / ( x , , ••• , x„) = det («;,) • / (* ; , — , < ) . 

Notando que f(e[,-..,e'n) = (l/X)/(ei,...,e n)=f=0, 
a comparação de (5) e (6) dá : det (aí;) = 
= X det (a ; j) . 

Definiremos agora a aplicação A:(F*)"-*-
-+An(V) do seguinte modo: se fi,---,fneV*, 

/ = A ( / i 5 • • • , / * ) é t a l < l u e 

Como o determinante de uma matriz é uma 
função w-linear alternada dos seus vectores 
colunas, vemos que, realmente, f e A n ( V ) . 
Além disso, a proposição 5 mostra que, se 
/ = A ( / . , . . . , / . ) então (8) X ^ A ^ , . . . , / , , ) . 
Se \ex, ••• ,en \ é uma base de V*, eviden­
temente A (el, • • • , en) =^ 0 . Como dim. An 

( V) = 1 , toda / e ( V) pode ser escrita 

como / = A ( / i , . . . , / r e ) , / i , . . . , f n e V , de 
modo não único. Eealmente, / = X A(el,---,e")= 
= A (X e 1, • • • , en). 

PROPOSIÇÃO 6. Se, a cada aeAn(V*) e 
a cada / = A ( f i , • • • ,/„) e -d„ ( V) associarmos 
o escalar - < / , ç >=<p ( / t , • • • , / „ ) e .ST, obte­
remos uma dualidade entre ( V*) e -á„ ( F ) . 
Dado o endomorfismo T em F e o seu trans­
posto T* em F*, o transposto do endomor­
fismo T de An{V) em relação à dualidade 
acima definida é o endomorfismo T* de 
An(V*). Em outras palavras: ( f ) * = f * . 

Demonstração: Em primeiro lugar, pre­
cisamos verificar que -</,<?>- é bem defi­
nida. Para isto, suponhamos que gi,---,gn e F* 
são tais que A ( g t g a ) = f = A ( / t ,-••,/„). 
Isto significa (permutando i e y em (6), por 
conveniência) que det (<?, x,) = det ( f - xi) (9) 
quaisquer que sejam Xi ,---,xneV. Tomando 
a base [ et, •• •, en | em F e a base dual 
{e1 ,---,en\ em F*, escrevamos / =2 a o e i e 

^ " S i " ^ - e i - Temos fe^a.^ e g j e ^ i j . 
Portanto, (9) fornece det (a,;) = det (faj) . 
Como o é alternada, temos, em virtude de 
(3) = ? (>! , • • • , /«) = det («,,) . ? ( e i , . . . , e«) = 
= det((3;j) • (f(el,-, e») = <p ( ^ ,••-,#„) • Assim, 
o escalar •<</, <p >• depende ùnicamente de / 
e cp mas não da representação /=-A(/ l , • •• , /„) . 
Para mostrar que -</,9>- é bilinear, obser­
vemos que, sendo os 2 espaços -á„(F) e 
An{V*) de dimensão 1, basta verificar que 
^ / I M ^ V ^ / J T ^ ^ J P 6 ^ ! o que é 
óbvio, em virtude de (8). Finalmente, se 
-</ , q?>- = 0 para toda f então <p = 0 por 
definição e, se -< / , a>>- = 0 para toda tp, 
f=0 pois, dado f=j=0, tomamos uma base 
je'î de F* e y = A ( X e 1 , - - . , e n ) , X ^ 0 ; qual­
quer que seja y=f=0 em An( V*), -< / , ro>- = 
= <p(Xe1 ,• • -,en)=f=0. Por conseguinte, »>-
dá, realmente, uma dualidade entre -á„ ( V*) 
e - 4 n ( F ) . Quanto ao transposto de T, te­
mos que provar a identidade •<< f f , 9 ^ = 
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= -< f , 1 * 9 >- qualquer que sejam f e 9 . 
Ora, se /«= A ( / t , • • • _ , / • ) , é claro que 
r / = A ( r * / 1 ) . . . , P / » ) , donde: 

^ j y , ^ = ? ( r * / i , " - , í 7 * / « ) = 

Observemos agora que, se indicarmos com 
o mesmo símbolo I o endomorfismo identi­
dade de um espaço e do seu dual e se 
leK, temos (1 > I ) * —"X• I . Segue-se que: 
det T* . 1 = T*={f)* = (det T • I)*=det T • 1, 
donde o 

TEOREMA 3. rieí T = det T * . 

COROLÁRIO : Se (<xij) ti uma matriz n x n 
e («ji) é a sua matriz transposta, então 
detfaj) = det (aji). 

Assim, todos os resultados anteriores refe­
rentes a matrizes continuam válidos se subs­
tituirmos «colunas» por «linhas» nos enun­
ciados. Em particular: 

( a ) det ( a i ; ) = 2 '„ a i a ( i ) " *2<*(2) * ' ' ano-(n) • 
a 

(b) O determinante de uma matriz é uma 
função multilinear alternada dos vectores 
linhas dessa matriz. 

Aplicando (b) à definição (7), obtemos a 

PROPOSIÇÃO 7. A aplicação A : ( V*)a-+An(V) 
é n-linear alternada. 

COROLÁRIO : Se J e 1, • • • , en J é uma base 
de V* e f j = 2 a i j e ' ? então : 

i 

(10) A (A , • • • ,/„) = det (•,,) • A (ei, • • •, e") . 

Com efeito, A ( / x , • • • , /„) = 
= A ( 2 ^ a i , i e s - , 2 : = 1 ^ n ^ ) = 

Mas, conforme a proposição 7, A(e , , ,"- ,e i )=0 
se ( t i , • • • , i„) tem termos repetidos e, em 
caso contrário A(e''y • •,eí") = A(ea<1),> • •,e J( n ')= 
= c,A(e 1,- • -jC^t/etf». Portanto A ( / i , . • . , / „ ) = 

= L S « « F « « ( t ) ! « « ( « ) « • • • « a ( 7 . ) n ^ AÇe 1 , , e B )= 

= det (ptif) • A (e l , • • • , en) , de acordo com a 
igualdade (4). 

6. Desenvolvimento de Laplace. Com as 
mesmas notações do Corolário acima, se 
escolhermos um conjunto J= \j\ , • • • j de 
inteiros tais que 1 <ji < • • •< , ; ' , •<« e con­
sideramos o seu complementar J '= \j\,-,jk-r\ = 
= j 1 , • • • , n \ —J, ainda com ji< • • • <jn-r, 
temos 

(11) A ( / j ,...,/„) = P J i J, A ( / J , , , f j r , f j [ , • • •, f j r ) = 

• A («„•••, e*v , / / , , • • • , / ,£_ , ) 

onde p ^ j ' é igual a + 1 ou a — 1 , con­
forme o número de inversões da sequência 
C / i >••' >Jr J i , • • • ,jn-r) seja par ou ímpar, 
e a soma acima é estendida a todas as 
sequências (ki, • • • , kT) , 1 < ke < n. Entre­
tanto, se uma dessas sequências possui um 

- elemento repetido, o termo correspondente 
em (11) é nulo pois A é alternada. Omitindo 
as parcelas nulas, podemos dizer que a 
soma (11) é estendida a todas as sequências 
(ki, ••• ,kr) onde os k3 são todos distintos. 
Fixemos arbitrariamente uma sequênc i a 
(ki, ••• , kr) com elementos distintos, tais que 
ki<C ••• <Ckr e vejamos qual é a contribui­
ção, para a soma (11), das parcelas que 
correspondem às sequências (pi,---pr) que 
têm os mesmos elementos que (ki, • • • , kr) 
porém em ordem diferente ; em outras pala­
vras : existe uma permutação a e Sr tal que 
pi = a(ki),... ,pr = <J(kr). (Observe-se que 
estamos escrevendo a (kg) em vez de k^,)) . 
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Esta contribuição é 2 «u(i-,)i, " • " " « W ' 

• A \y{**> , ••• , , / j Í • • • ,fj'n-r) = 

= ^2 £ o *»(*t)A ' * « «9 (*r)Ír J • 

. A (e*1, • • • , ekr , f / i , • • • ,fj'n-r), a soma sendo 
estendida a todas as a e Sr • Ora, o coefi­
ciente entre parêntesis é evidentemente o 
determinante da matriz r xr ((3S<) onde 
(3,( = « t j J - ( . Este determinante é chamado o 
menor da matriz (a -̂) relativo à escolha das 
linhas fci < • • • < e colunas j\ < • • • <_/r • 

Representaremos tal menor por M^j "'j 

= .M . Fazendo K percorrer todos os 

conjuntos \k\, ••• ,kr\ onde ki < • • • < fe,, 
temos 
A (Á,-,Á) = , 2 M ( f ) • A (e*.,... ,e*r , / i í , •••,//„_) 

Procedendo de modo análogo com os argu­
mentos f j [ , ••• ,ff„_r obteremos : 

MA," , f n ) = tJ.» 2 M ( j ) ™ ( j ) • 

• A (efci , ••• ,e*r ,6*1 , •••,eln-r) 

onde L percorre todos os conjuntos 
I il } • • • , ln-r j com Zi < •. • < Z„_r. Mas, 
sendo A alternada, A (ek<, • • •, ekr, el, • • •, e1"-') 
é igual a zero se L=f=K' ( = complementar 
de K) e A (e*1, • . » , e">, e»<, • • • , e*~+) = 
= p/r,Tf A(e 1 , •-.,e") se L=K'. Portanto: 

A (Ar " • , / - ) = (pv,/ f f * , * « ( f ) W . 
• A (e l, •••,<:»). 

Comparando este resultado com (10), como 
(e1, • • • , en) =j= 0 , temos 

(12) d e t K ) - P / , , 2 J f ( 5 ) . / r f ( j ; ) 

e este é o desenvolvimento de LAPLACE do 
determinante de (a,-;) em relação às colunas 

K 
)• formado ji < ••• <«/%•• O menor i l / ^ 

precisamente pelas linhas e colunas de (a^) 

que não entram na confecção de M^j^, 

chama-se o menor complementar de M i^j^j • 

A fórmula (12) afirma então que, escolhidas 
as r colunas j\,-'-,jr da matriz (O-ÍJ) , o 
determinante de (a ;,) é a soma de todos os 
produtos que se obtêm multiplicando cada 
r xr menor extraído das r colunas escolhi­
das pelo menor complementar respectivo, 
cada um desses produtos sendo procedido de 
um sinal conveniente. Em particular, se es­
colhermos apenas uma coluna, (12) dá o 
desenvolvimento usual de um determinante 
segundo os elementos de uma coluna. Outra 
consequência de (11), muito útil nas aplica­
ções, é que o determinante de uma matriz do 

tipo (o o n de -4 é rxr, C è (n—r)x 

X (n—r) e 0 tem todos os elementos iguais 
a zero, é igual a det A. det C. (Basta escolher 
as colunas de A para o desenvolvimento de 
LAPLACE). 

Usando o Teorema 3, obtemos um desen­
volvimento de LAPLACE relativo a linhas. 
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Nota sobre o problema da comparação das médias 
de dois universos normais 

por M. A. Fernandes Costa 

1. Designem X e Y duas variáveis inde­
pendentes e da mesma natureza que nos res­
pectivos universos % e 2> têm distribuições 
normais, 

Xr,N (,*,,<,,) e Yr\ N ( |x 2 , 55) . (*) 

Suponhamos colhidas em Qt e W amostras 
de valores de À ' e Y, respectivamente 
(a?!, x-2, • • • , xm) e (Vi > » • ' * > y«) • O pro­
blema estatístico aqui encarado é o de inferir, 
a partir destas amostras, conclusões sobre a 
plausibilidade da hipótese H0: ^1 = ^2 no caso 
em que se desconheçam tanto estas médias 
como ai e <T2 . 

Para isso servirão as médias 

e as variâncias 

m , n , 

das distribuições observadas nas amostras. 

2. Como se sabe, o ensaio de uma hipó­
tese fundamenta-se sempre numa «estatística» 
(função das observações) cuja distribuição 
tenha uma densidade de probabilidade que, 
além de teórica e numèricamente tratável, 
seja independente dos parãnetros desconhe­
cidos. 

(!) Com Xr\ N (fí . , o) pretende-se significar uma 
variável normal de média p e variância o 2 . Num caso 
geral, pode escrever-se Xr\f(x) para indicar que 
a densidade de probabilidade da distribuição de X é 
f ( x ) e X \ H r\ f ( x ) para exprimir que isso só é ver­
dade quando se verifique a hipótese H. 

Muito se gostaria de ver generalizada tão clara e 
sucinta notação. 

No caso simples em que men são sufi­
cientemente grandes (digamos >30), o pro­
blema referido resolve-se -satisfatoriamente 
por recurso à estatística 

x — y 
u = — ; 

V / 5 + -
y m n 

visto que E {x—y) = E(x) — E (y) — f*i — f*2, 
o numerador ó uma variável normal de média 
nula quando seja verdadeira a hipótese BoQ). 1 _ ff? ff* 
Por outro lado, Var(x — y) = 1 e> 
quando men assumem valores elevados, 

— ~|——é uma boa estimativa desta variância. 
m n 
Daqui resulta ( l) que se tem aproximadamente 

H I M — u 2 r> ZV (0 ,1) 

e o ensaio de Ho faz-se então muito simples­
mente com o auxílio duma tabela da distri­
buição normal. 

3. O caso em que men têm valores 
pequenos foi primeiro solucionado por E. A. 
FISHER (192õ) com a restrição adicional de 
se supor ffi = <r2 ( = ff) • 

FISHER observou que 
^ m sj -+- n 8% 
a2 = 

m + n — 2 
é então uma estimativa «inviciada» de ff2 

(i • e • tal que E(<s2) = o-2) — sendo portanto 

   
 uma estimativa inviciada de 

(!) Com efeito, sabe-se que, se for Ztr\N (mj, dx) 
e Zzr\ N (mz, dz), se tem 

a Zi + b Zz o N (a nu + b m2 , l/a2 cTJ + è 2 df) 
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Var(œ—y) — e utilizou em lugar de w a 
estatística 

x — y 
•» • • ; 

« V / - + -V m n 

depois provou que, sendo verdadeira a hipó­
tese 2?o, a distribuição de v é a de «Student» 
com m + n — 2 graus de liberdade ('), o que 
indicaremos escrevendo 

v I (xj =3 (i21 - 11 (m + n — 2) . 

Na resolução prática do problema pode-se 
assim tirar partido das tabelas da distribui­
ção «t» de «Student». 

O ponto fraco desta solução reside na pre­
missa um tanto arbitrária de ser ai = a2, o 
que nem sempre pode justificar-se na prática 
— quer por considerações apriorísticas quer 
por ensaio estatístico da hipótese ax = a2. 

4. Situa-se precisamente aqui a fonte de 
uma das mais interessantes e importantes 
controvérsias que caracterizam o desenvolvi­
mento recente da Estatística Matemática. 
O problema do ensaio da hipótese pi = 
sem aceitação da premissa ci = a2 (o qual 
ficou a ser conhecido por «problema de 
BEHRENS-FISHER») for também primeiro 
resolvido por FISHER [3] à luz da sua teoria 
da jidutial inference. Esta teoria, porém, está 
muito longe de ser universalmente aceite, a 
ela se opondo uma outra, de inspiração fre-
quencista, criada por J . NEYMAN e E. S. PEAR­
SON à roda de 1930. (2) 

Em muitos casos, os resultados das duas 

(4) Pode ver-se uma simples e elegante demonstra­
ção deste resultado no belo livro de Weatherburn [1J , 
onde tão bem se introduzem os aspectos puramente 
matemáticos da E s t a t í s t i c a . V e j a - s e também 
[2] ,pág . 56. 

(?) O leitor desejoso de se pôr a par das idéias que 
servem de fundamento às modernas teorias do ensaio 
de hipóteses e da estimação encontrará exposições 
sucintas e elementares em [4] e [5]. Também estudará 
[6] com muito proveito. 

teorias coincidem, mas instâncias surgiram 
de profundas e graves divergências que muita 
tinta têm feito correr. Todavia, no caso par­
ticular do problema de BEHRENS-FISHER, a 
posição dos partidários da teoria de NEYMAN-
-PEARSON era bastante incómoda : embora 
contestassem a validade da solução de FISHER, 
não sabiam opor-lhe outra. Quem conhecer 
a faceta polémica do grande criador da Esta­
tística moderna não estranhará que ele se 
valesse desta posição de vantagem para pro­
pagandear as suas ideias e lançar comentários 
mordazes aos seus adversários ; até que de 
entre estes já havia quem no seu desânimo 
sugerisse existirem com certeza problemas 
não susceptíveis de solução... 

Foi só em 1947 que B . L . WELCH deu a 
lume um tratamento definitivo da questão sem 
recurso à teoria da jidutial inference. O seu 
artigo [7], se não se presta a fácil leitura, é 
porém de importância capital ; e a aplicação 
prática da solução de WELCH ficou possibili­
tada com a publicação de tabelas acompa­
nhadas de instruções práticas para o seu uso, 
de resto muito simples [8] . 

5. O objectivo desta nota é, principal­
mente, chamar a atenção para a memória de 
WELCH, que não parece ter ainda tido a di­
fusão que merece ; mas aproveita-se a opor­
tunidade para expor uma outra solução — e 
muito engenhosa, se bem que de menor inte­
resse prático—que para o problema de BEH­
RENS-FISHER deu EL SCHEFFÉ [9]. 

Considere-se a estatística 
x — y 

w - l/m Jm~ —, 
y z 0=i - « ) 

onde 
I m - * S, 

Zj = Xi— » / — yt e s £ z i 
Y n m j 

(supõe-se m Z.n , o que é evidentemente le­
gítimo), iv serve excelentemente para uten-
silhar um ensaio da hipótese Ho : f*i = ^ 2 , 
pois se tem 

w I (ii = 1*2 <~> t (m — 1) , 
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sendo portanto a sua distribuição indepen­
dente de ffi e o-2 • 

Julga-se de certo interesse dar deste resul­
tado uma demonstração elementar directa, 
pois SCHEFFÉ fá-lo depender de um enunciado 
mais geral. 

Para isso, comecemos por notar que 

S— O* Oj 
Var (x — y) = 1 = T 2 

Var (sj) •= o? + — a\ = m x2 

n 

E = H - \ / — * i = 0, 
y n 

desde que para comodidade se escolha a ori­
gem de modo que o valor comum de f*i e 
f*a seja nulo ; tem-se então 

Ora, recorrendo a uma transformação 
linear ortogonal (cf. [ 1 ] , págs. 164 e 169) , 
é fácil mostrar que 

m m—I 
2 ( s ( - i ) 2 = 2 Cf, 
í t 

onde as variáveis tx , l 2 , • • •, ™ - i são inde­
pendentes e 

logo, 
m—i £ i 
2 —4 V-l = V-2 N x2 (™ - 1 ) > 

em que x 2 ("* — 1 ) designa a distribuição do 
X2 com m — 1 graus de liberdade (cf. [ 2 ] , 
pág. 54) . 

Por conseguinte, 

é o quociente de uma variável x 2 ( D P o r u m a 

variável yj(m — l ) , e isto permite concluir 
o resultado enunciado ( [ 1 ] , pág. 187) . 

6. Por último, referir-se-á a curiosa solu­
ção de DAHMOIS [ 1 0 ] , a qual se baseia na 

construção de «regiões de confiança» para o 
par de parâmetros (fx t, p2) • 

Esta solução parece no entanto conter al­
guns pontos obscuros. Em particular, não 
está provado que o tipo de regiões de confi­
ança escolhido conduza a ensaios eficientes 
da hipótese pi = f*a. Por outro lado, não é 
possível fixar prèviamente um valor do coe­
ficiente de risco, mas apenas um limite supe­
rior da probabilidade de cometer um cerro 
de primeira espécie». 
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Os espaços métricos e a análise clássica: 
o método do ponto fixo 

(Conclusão) 

§ 5. Sistemas lineares infinitos. 

Consideremos o sistema linear infinito 
anxt + a l s x 5 + 0,3X3 + bt 

a„ xt + an x 2 + a S 3 x 3 -f • • • = ò 2 

ou, abreviadamente, 

(1) ( * - l , 2 , . . . ) , 

« procuremos uma sucessão Xi,x»,--',xn,---
que, substituída nos primeiros membros das 
equações (1), os torne convergentes com somas 
dadas pelos segundos membros. A tal suces­
são, caso exista, chamaremos solução do sis­
tema (1). 

TEOREMA. O sistema (1) admite uma e uma 
só solução limitada sempre que se verifiquem 
as condições 
« ) 3 , ^ 0 , 

CO 
P) 2 I ay I < q I a i t I com q < 1, 

l ) | b , | < B 
( i - 1 , 2 , . . - ) . 

Dem. A condição a) permite resolver a pri­
meira equação em ordem a Xi, a segunda 
em ordem a £c2, etc. Obtém-se o sistema 

<2) « | M £ c ^ + o, ( t = l , 2 , . . . ) 

com Cy . 
a» 

As fórmulas 

<3) Sft- î c^xj + bi (í = l , 2 , . . . ) 
J - l 

permitem obter a partir de cada sucessão 
x = j Xi J limitada, | a;; | < J f (í = 1,2 , • • • ) , 
uma nova sucessão y == | yt j que é também 
limitada : 

\Vt\< 2 \cii\xi\ + \bi\<M^\ci,\+B<Mq + B, 

em virtude das condições (3) e y ) . 
As fórmulas (3) difinem portanto um ope­

rador Z7no espaço m das sucessões limitadas. 
E se pusermos y<M = Z7 (#<*> ) , = j Xkj j , 
j f»« | jnv |(*=-1,2) será 
S fU (x<»), U (x"')J - S (y» , 2/'«) = «up I y i i - V i i I < 

< «Itp 2 I C ; > I I 3 „ — X 2 > I < 

< sup 2 I c 0 I sup I X „ — Xs,- I < 
» i 

<q$ (x<" , x < S ) ) , 

o que quer dizer que U ó um operador de 
contracção no espaço métrico completo m. 
O seu ponto fixo será a solução limitada, 
única, a que se refere o teorema. 

Cálculo aproximado da solução. 

Construa-se por iteração sobre as fórmulas 
(3) a sucessão (de sucessões) 

a ! ( 0 ) = | 0 | , x ( " = I 6 , | , . . . , * » > - 1 ^ 1 , - . 

Designando por x | Ç< | a solução, tem-se 
B 5" 
1 - 2 

visto que na desigualdade (4) de § 3 é agora 

y. = $ (x«>, x(0>) = sup \bt\<B. 

Além disso resulta de (3) 

| * | £ 2 K I I « , I + B , 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

logo é 
*"2> I 5n I < B, 
suP\^\<B(l + q), 

suP\lti\<B(l + q+ ••• + q»->)<- . 
i 1 - 2 

Vimos no § 2 , ( 2 ) que Eni—>-£j. Por conse-
seguinte, 

B 
* I - «fp Ç* < z— • 

i 1—3 
Observação. Se todos os bt são nulos, a 

única solução limitada do sistema (1) — nas 
condições do teorema — é a solução nula. 

Notemos também que mesmo nas condições 
do teorema podem existir infinitas soluções 
não limitadas. É o caso do sistema 

xt = o x 2 

x * — a x * I a I < 1 

xn = a xn+i . 

que tem a solução não limitada [*,— j 4 — . . . . ] 
\ a cr / 

com a constante arbitrária x . 

§ ó. Resolução da equação f(x) 0 
por iteração. 

TEOREMA 1. Seja y = <p(x) uma função de 
domínio e contradomínio no espaço métrico 
completo X , que satisfaz as duas condições 
seguintes : 
at) ï [? (œ) ) ? (*')] < 2 S (x, x1) com 0 < q < 1 
para quaisquer x e x' na vizinhança X i do 
ponto a definida por 3 (x , a) < E ; 
a,) S [ ç ( a ) , a ] < ( l - ? ) « . 

Então a equação 

(1) a; - ç (x) 

admite uma e uma só solução x* «a mesma 
vizinhança X i , ^tte ^ o limite da sucessão 

x 0 = a , 3S, = ç ( a ) , x„ <= ç (x„_,) , ••• , 

(2) . ( M , : , ^ < . f . 

13 

Dem. A função «/ = ? (a?) define um ope­
rador £ 7 no subespaço Xi de .X . Com efeito, 
se x E Xi, de aî) e aj) resulta 

S (V x , a) - 8 ( ? (x) , a) < S («p (x) , <p (a)) + S (<p (a) , a) 
< 3 o - (x ,a) + ( 1 -e ) £ < } 8 + (l—q)i = e, 

logo também Ux = y(x)iXi. 
A condição «i) mostra que U é um opera­

dor de contracção. 
X\ ó um espaço métrico completo. Na ver­

dade, toda a sucessão j xn | extraída de Xi 
Œ.X que satisfaça a condição de CAUCHY tem 
um limite xt X, uma vez que X é completo. 
E de 3 [xn, a) < s resulta §(x ,a)<$(x, xn) + 
+ 3 (a?„ , a) < 3 (x , xn) + s, o que implica 
3 (as, a) < t, isto é xtXi, se atendermos a 
que 3 (x, xn) —>• 0 . 

Em resumo, Ué um operador de contracção 
no espaço métrico completo Xi ; por conse­
quência admite um e um só ponto fixo x* em 
Xi : Ux* = y(x*)=x* . E tomando o ponto-
inicial a?0 = a , vem [§ 3 , (4)] : 

S ( x „ , x * ) < * - ^ 

com k = 3 (xt, x0) — 3 (ç> (a), a) < (1 —ç)e, o 
que estabelece ( 2 ) . 

Exemplo: equação de KEPLER. 

E a equação (') 
(3) x = esenx + M ( 0 < e < l ) . 

Neste caso X é o corpo real com a distância 
3 (a?, y) = j a? — ?/1 ; e f(a;) = e sen a; + M. 

Usando o teorema da média do cálculo 
diferencial, temos 

I <p (x) — • (x1) I = e I sen x — sen x' | = 
= e I cos x t I I x — x' I < e | x — x1 | ; 

tem portanto lugar a condição «i) com q = & 
em qualquer vizinhança de um ponto arbitrá­
rio a, o que automaticamente assegura a2) e 
garante a existência de uma e uma só raiz x* 
de (3) em todo o intervalo (— m , + « = ) . 

(') Trata-se da equação que em Astronomia permite-
calcular a anomalia excêntrica x conhecidas a excen­
tricidade e e a anomalia média Af. 
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Mais precisamente, tomando a = M, asse-
1 —« • 

guramos «2) corn e = , visto que 
e 

I <f (a) - a J - I f (M) — M | — e | ses M \ < e. 

E construída a sucessão 

<K0 = i t / , x , = e Ben Af + M, • • • , x „ = e sen x „ _ , + Af, ••• 

será 
œ * = lim x „ , 

n->oo 

tendo-se, usando (2), 
<4) 1 - e 

Pode porém calcular-se directamente um 
menor limite excedente do erro : 

I se* — x„ I < e I sen x* — sen x„_j | < 
< e I eos x t I I x* — x„_, I < 
< e I x* — x„_j I < e2 I x* — x„_21 < 
<. . .<e" |x* — Xol^e"-1-' , 

o que quer dizer que em (4) se pode substi­
tuir o segundo membro por e"+ 1. 

TEOREMA 2. Seja y = f (x) uma função real 
de variável real que na vizinhança X j do ponto 
a definida por | x — a | < £ admite derivada 
{finita) e satisfaz as seguintes condições: 

M l/í«)t<« !/(«)!, 

sup 
/ ' ( * ) 

'/' («) < 1 - / ( « ) 

/ ' (a) 

Então a equação f (x) = O admite uma e 
uma só raiz x* «a vizinhança X i , tendo-se 

x* = lim x„ 
COOT 

x0 = a, x , = <p ( x 0 ) , 

<p ( x ) = x -
/ ' («) 

a» = ?(*»-•) , 

/ . ( • ) 

I * • - « . ! < . l /(«) 
/ ' ( « ) 

Ztem. A condição (3i) garante/'(«) ^ O e 
com isso a possibilidade de construirmos a 
função 9 (x). Provemos que esta satisfaz as 

condições «1) e «2) do Teorema 1, onde X é 
agora o corpo real com a distância $ (x, y) = 
= I x — y I , desde que se tome 

? = 1 / ( « ) 
/ ' <«) 

É 5 < 1 e Pi) garante g > O . 
Pelo teorema da média do cálculo diferen­

cial temos f ( x ) — / ( * ' ) = / ' (#1)(ps — x') com 
a?i entre os pontos x e x' de l i . Portanto, 

| f ( a ) - * ( » ' ) , ' 

/ ' ( * . ) 
[x 

I / ' («) 

donde, usando (32) e a definição de 

| ç ( x ) - < f ( x ' ) \ < q \ x - x > \ ( 0 < 3 < 1 ) , 

que é a condição ai) . 
A condição a2) é — com igualdade—a pró­

pria definição de q. 
A função y(x) admite pois um ponto fixo 

x* : cp (a;*) = x* e isto é o mesmo que 
/ O * ) - o . 

Exemplo : 

Seja f ( x ) = x3 + 2 a; — 1. Tomando a = 1 / 2  

e s — *ft tem-se / (a ) = | » / ' ( a ) = ^ e 

11 
valores satisfazem (3i) e j3 2 ) . Por conseguinte, 

q = — • O leitor poderá verificar que estes 

/(a?) admite no intervalo uma e uma 

só raiz x*, que é um número irracional (/(a?) 
não admite raizes racionais), limite da suces­
são de números racionais 

f (x) = x — — (x' + 2 x - 1) , 

tendo-se 

I X* • * . I < -
1 / 9 
4 \11 
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§ 7. A equação y = f (x,y) em espaços 
métricos abstractos. 

Começaremos por generalizar a espaços 
métricos abstractos o exemplo (3) do § 2 de 
um espaço completo de funções contínuas. 

Sejam se e y os elementos genéricos de dois 
espaços métricos X e F com as métricas p e 
(3 respectivamente. Consideremos uma função 
y = t\(x) com o domínio X e o contradomínio 
em F . Por continuidade de n (x) num ponto 
x entende-se que, dado e > 0 e arbitrário, 
existe um número p. (E) > 0 tal que p (x, x') < 
< (Í (E) implica 5(y,y') = S (n (x), n (»')) < t . 

Suponhamos que Y é um espaço métrico 
completo e designe C o conjunto das funções 
r, (x) continuas em todos os pontos x s X. A 
função A definida neste conjunto por 

A (m , «,) = sup S (n (x) , T I , (x) ) 
mis 

é uma função de distância. 
Vamos provar que, com a distância A , o 

espaço métrico C é completo. 
Seja então |n„(a?)| uma sucessão de CAUCHY 

em C. Dado t > 0, existe uma ordem N(s) 
a partir da qual se tem 

A K , »„) - 8UÇ S (YI„ (x) , Yl„ ( X ) ) < 6 

e portanto 
(1) â ( , m ( x ) , r , „ ( x ) ) < £ ( x t X ) , 

o que mostra que a sucessão YH (X) , • • •, nn (x), • • •, 
satisfazendo a condição do CAUCHY no espaço 
métrico completo Y, tem certo limite ri(x). 
E a sucessão converge uniformemente para 
este limite, porquanto resulta de (1) 

S (Y, (x), r.„ (x) ) < S (r, (x), „ m (x) ) + S (nm (x) , r,„ (x) ) < 
< S (Y; ( X ) , ïim (x) ) + s , 

donde, fazendo m—*-oo , 

(2) * 0 > ( « ) f * ( « ) ) < < ( * « X ) . 

Desta desigualdade e da continuidade das 
funções Y I „ ( Í C ) resulta a continuidade da função 
n (x), visto que 

S (ri ( X ) , Y, (x') ) < S (Y| (x) , Y,„ (x) ) + S (»!„ (x) , Y,„ (x') ) + 

+ («'),„ (*<)). 

Finalmente, mostra (2) que se tem 
4 ( » > Y,„) = sup S (n (x) , Y;,, ( X ) ) < « , 

quer dizer, lim YÎ„ = n no espaço C. 

O conjunto Z dos pares (x,y) corn xeX e 
#E F diz-se produto dos espaços A' e F . Escre-
ve-se Z = Z x r . 

O teorema que vamos dar neste parágrafo 
refere-se a uma função <s(x,y) de domínio no 
espaço produto I x F e de contradomínio em 1". 

Diz-se que a função <ç(x,y) é contínua num 
ponto (x ,y) quando, dado s > O e arbitrário, 
se tem 

* { ? ( « » S Á ) * ( * ' > ? ' ) ) < « 

sempre que p (x, x') < p. (E) e ò {y, y') < v (E) . 

TEOREMA. Sejam X e Y espaços métricos, o 
segundo dos quais completo. Consideremos uma 
função y (x , y) de domínio em Z = X x Y e 
contradomínio em Y nas seguintes condições: 

«i) © (x , y) e' definida e contínua na vizi­
nhança Z i = X i x Y i do ponto (a , b) e Z defi­
nida por p (x , a) < a e $ (y , b) < (3 ; 

a 2) ? (a , b) = b ; 
a 3) <p (x , y) satisfaz a condição de LIPSC-

HITZ 

s(<p (x ,y ) ,<p(x ,y ' ) )<q*(y ,y ' ) 

com 0 < q < l para ( X , V ) E Z I e ( x , y ' ) E Z i . 
Então existe uma e uma só função y = 0 (x) 

definida e contínua numa vizinhança X j C X i 
do ponto a , tal que í> (a) = b , e que na 
mesma vizinhança satisfaz a equação 

( 3 ) y = t ( x > y) • 

Dem. Resulta de tx{) e <x2) que a função 
(f(x,b) é contínua no ponto a e toma neste 
ponto o valor b. Será portanto 

(4) 8 ( < p ( x , ò ) , i ) < ( l - 2 ) p 

para todo o x pertencente a uma certa vizi­
nhança A"2 do ponto a definida por p(a?,a)< 
< a' < a . 

Consideremos o conjunto C\ das funções 
contínuas y = n (o?) com domínio A" 2 , de 
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contradomínio em Y\— subespaço completo 
de Y— e tais que v) (a) = b. Com a distân­
cia A , o conjunto Ci é um espaço métrico 
completo, tal como o espaço C estudado 
acima e que o contém. 

Vamos mostrar que a função de domínio X2 

(5) <ji (x) = tp (x, f) (x)) 

ó elemento do espaço Ci. 
Temos <]>(a)=b. O contradomínio de <\>(x) 

está contido em F j ; é o que resulta de 0:3) 
e de (4) : 

8 (.]. (x), 6) = 3 [V (*,Y(*)),6]< 
< 8 [ f *)] + »[? (*>*)»&]< 

< í » ( T ( » ) i » ) + ( i - í ) P < « p + a - í ) P - p -

Eesta ainda mostrar que 0̂*0 é contínua 
em X2. Dado e > 0 , tem-se, supondo 
x, x' £ X2 e y c í7! , 

8[<p ( x , Y i ( x ) ) , t p ( x l , 2 / ' ) ] < e , 

desde que p(a?, a?1) <(*'(£) e 3 (vi (a?), J/')<v(t)— 
e isto em virtude da continuidade de y{x,y) 
no ponto (x, YI (» ) ) . Por outro lado, sendo 
•/i(a?) contínua, é 

S (-0 (x) , (x1)) < v (.) 

para p(a;, £c')<u"(e). Designe fx(e) o menor 
dos inteiros [t1 e fi" ; p (a?, a?') < (e) implica 
então 

» [ ? ( * , «(*))» » ( * ' , « ( * ' ) ) ] < « , 
isto é, 

» < * ( » ) , * ( * ' ) ) < • , 

o que prova a continuidade de <]i (a;) em JC 3 . 
Posto isto, podemos concluir que a defini­

ção (5) de <\>(x) é uma transformação U no 
espaço métrico completo C\. Para estabele­
cer o teorema a partir do teorema de BAKACH 
só falta verificar se U é um operador de 
contracção. Mas é o que resulta de as): 

A ( U (*) , V fa)) - A [<p ( X , Yl ( X ) ) , f ( X , Y.J (x))] = 
- sup S [if (x, r, (x)), 9 (x, nj (x)) ] < 

< sup q 8 (YI ( X ) , ïii (x)) = 2 4 (m, ïii), 
»«*, 

com 0 < q < 1 . 

Cálculo aproximado de O (x) . 

Tomando o ponto inicial (a?) = b, a 
sucessão 

ir,o (x) — 6, • • •, YI„ (x) = <p(x, v- i (*))>••' 

converge no espaço Ci para a solução "D (a;), 
quer dizer 

lim A (*, vi„) = O. 

Tomando a iteração •nn(x) como aproxi­
mação de $(a?), o limite excedente do erro 
será dado pelo segundo membro da desi­
gualdade 

A ( * , i O < P 5 " i 

a qual se obtém de (4), § 3 calculando k e 
usando (4) : 

k = A ( * ! , Y)0) = sup 8 (<p(x, 6), 6) <(1 - 3) 8. 

§ 8. Sistemas de equações diferenciais. 

TEOREMA. Seja 
d yi 

(1) -j— = f ( x , y i , — ,y„) ( i — l , - - , n ) d x 

um sistema de n equações diferenciais ordiná­
rias resolvido em ordem às derivadas e supo­
nhamos que para 

I x — a I < a , 
| y i - b , | < P (i = l , - . . , n ) 

as n funções fj são contínuas e satisfazem a 
condição de LIPSCHITZ 

(2) I fi (x , y, , • • •, y „) - fi (x , y í , • • •, yi) I < 
< K ( | y , - y í | + • • • + l y . - y i l ) (i — ! , • • - , « ) ; 

Existe então um e um só sistema de n fun­
ções contínuas ji — <pi (X) (i = 1, • • • , n) que 
verificam, identicamente o sistema (1) para 
I x — a | < a 1 < a e tais que ?i (a) = bj 
(i = 1 , . . • , n) . 

Dem. O sistema (1) com as condições ini­
ciais i/i(a) = bi é equivalente a este outro 

(3) yi = bi+J'f,(t,yl,---,y»)<tt 

onde, é claro, \x — a | < a . 
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Introduzamos o espaço Ky da variável x e 
o espaço Kn das matrizes-colunas 

y = Vi' 

Definamos a função, de domínio em Ki x Kn 

e contradomínio em Kn, equivalente aos 
segundos membros de (3), 

onde 

<f{x,y) = b + f ( x , y ) 

f 
j "fx dt 

Vamos mostrar que a função (4) satisfaz 
as condições a i ) , a 2) e as) do teorema do § 
anterior na vizinhança .Xi x Yi do ponto 
(a , b) do espaço K\ x Kn definida pelas desi­
gualdades 

(5) I x — a I < a,, 

na primeira das quais se fixa <xi mediante a 
condição 

(6) «, -< min 

Começemos por verificar a continuidade de 
y (a?, y). Recordando a definição de distância 
em Kn (§ 2 ) , temos : 

\<t{x,y)-<e(x',y')\ = \f(x,y)-f(x>,y<)\ -

= 2 I f" [Mt,y<,- ,y») - A(t,yí,-

- j ' / . ( * * » { , • » » « ) * J < 

<£ / V i(< 5y.."-,2/„)-/(<,y'.,--,!/»)d< 

+ 2 f" fi(t,yí,---,y'„)dt < 

< í - n | x - a | ( | j / . - y í |+ ••-,+ |y»-itíD + 
+ nM\x — x'\, 

utilizando a condição de LIPSCHITZ (2) e 
designando por M o maior dos supremos das 
funções fi para \x — a | < « e \yi — &i |<(3. 
Com e positivo e arbitrário, virá, como 
queríamos, 

\y(x,y) -<f(x',y') I < i 
desde que, sempre na vizinhança X\X Y x , 

I vi - yl I < 2 Kn*ai 

\x — x' I < 
2n Af 

A verificação da condição a2) resulta da 
definição (4) de ?(x ,y) e de ser f ( a , b) = 0 . 

Passemos a a 3 ) . Pelo primeiro teorema da 
média do cálculo integral temos 

<?(x,y)-<t(x,y>) =f(x,y) -f(x,y>) = 

£ lfi(t,yu--,y„)—/Ut,y'l,---,yL)]dt 

£ tf.(*>vi> — , » , ) , » i ) ] < * « 
-(*—<*)r/i(xi.yi, •••,!/„) - / » ( a s i , » í , ' " , » i ) " | i 

L/«(»«,yi,• ••,v») -/»(*„> yí ,•• •>y») J 
designando por x\, • •• ,xn valores conve­
nientes de t entre a e x. De (2) resulta 
então 

\tf(x,y)—<f(x,y')\<Kn\x — a\y — y'\<q\y~y'\ 

se pusermos, atendendo a (5), 

(7) q = Kna±. 

Mostra (6) que é q < 1 (além de ser q>0), 
logo a condição a 3 ) está verificada. 

De acordo com o teorema do § anterior 
existe por conseguinte uma e uma só função 
de domínio em Kx e contradomínio em K„ 

y = f (x) = >1 W 

contínua numa vizinhança X2 C A*j do ponto 
a definida por \x — a | < « ' < a j < a que 
verifica identicamente a equação 

y - ?0»,y) , 

equivalente às n equações (3), e tal que 
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© (a) = b , isto é, a>; (a) = bt ( i =» 1 , • • • , « ) . 
O teorema está provado. 

Cálculo aproximado das funções O; (x) . 
A função 9i(a?) é o limite da sucessão 

tf> (x) - 6f 

?!"(x) = 6 i + ^ > / j ( f , 6 i , - - - , 6 „ ) r f « 

<pí»" (x) = 6f + J / , [í, çí—«> (x) , • • •, ? <f-« (x)] c7 í 

Designe <pW(a?) a matriz-coluna das n 
funções cpí"" (a;). Para | x — o | < a' temos 

(8) 

com 

| ç (x ) — ç ( m ) (x)|<fc 
1 - S 

% = I y » ( x ) _ ? w ( x ) I - i I /"/ , ( í . in-• • ,6Jdt <Mna'. 

Usando (7) pode pois escrever-se (8) com 
a forma 

M km (n a.i)m+i 

(9) 2 !«?,(»)-ÍÍ" 0 ( * ) ! < • 
k n «i 

É evidente que o primeiro membro de (9) 
pode ser substituído por sup [ q>i (x) — g>ím' (a?) I 
para | a? — a | < a 1 . Concluímos que a função 
yi(x) é o limite da sucessão uniformemente 
convergente ^'{"'(x), na vizinhança \x—a\<at'. 

§ 9. Funções implícitas. 

TEOREMA. Seja 
(1) fi(xlr--,xm)yi,---,y„) = 0 ( i = l , . - - , n ) 

um sistema de n equações contendo as m + n 
variáveis reais X j , • • • , y n e suponhamos que 
têm lugar as condições : 

f3j) o sistema é verificado pelos valores 
x^a, (i = l , . - . , m ) , y i = b i ( i = l , - - . , n ) , 

isto ê, 
f i ( a i , - • , » „ , , b l 5 b„)—0 (i = l , - . . , n ) ; 

(32) as n funções íi possuem derivadas par­
ciais de primeira ordem continuas em relação 
às m + n variáveis para 

— a*|<« ( i - l ,—,m) 
l 7 i - b , | < P (i = l , - - . , n ) ; 

(33) det M ^ O , senão 

3i 
yi = bi 

a matriz das derivadas parciais -^—^ calculada 

para Xj = ai , yt = bi. 
Então existe um e um só sistema de funções 

fl — M * ! , - - , x j (i = l , - . , n ) 

coM<ínwas(1) j?ara | aj — ai | <a ' <<x, çwe ven-
ficam identicamente o sistema (1) e tais que 

(2) c P i ( a i , - - , o , „ ) = 6i (»•' 

Dem. Introduzamos os espaços Km e if« 
das matrizes-colunas 

X = 2/i 
• 

_y._ 

e seja f(x,y) a matriz, em Kn, das n f u n ç õ e s / , . 
Definamos a função de domínio em Km x Kn 

e contradomínio em Kn 

(3) <p(x ,y) = y — M-'/(x,y) 

e mostremos que ela satisfaz as condições 
ai),a.,) e <x3) do teorema do §7 numa vizi­
nhança conveniente do ponto (a,b) t Kmx Kn . 

Da continuidade das funções f , garantida 
por (32), resulta, como fàcilmente se verifica, 
a continuidade da função <p (x , y) para 
\x — « | < « > | — ô | < | 3 . 

De Pi), ou seja de / ( a , ô ) = 0 , resulta 
<p (a , ò) = b , que é a condição a 3) . 

Abordemos a condição de LIPSCHITZ as). 
Pelo teorema da média do cálculo dife­

rencial, 

r-->Xm ,Vt,--, V») -fi(xi,---,xm,y{,~-,y'„) = 

i=t \d Vi) 

indicando o asterisco que cada derivada é 

(!) e deriváveis ; mas omitimos a demonstração da 
derivabilidade, que pode ver-se na primeira das obras 
adiante indicadas. 
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calculada para xt ,---,xm e para um valor de 
yj entre yj e y}. E m Kn as fórmulas anteriores 
condensam-se em 

f ( x , V) - /(» , y') = Mi (y - y<), 

designando M\ a matriz de elementos   
 

Pondo Mi = M + M2 vem 

<t(x,y)-c?(x,y') =y — y'-M-<\f(x, y) —f(x,y')] = 
= y-y>-M-' (M+M,) {y-y<) 
= -M-iMt(y-y<). 

E m virtude de (32) os elementos da matriz 
M% = Mi — M podem tomar-se arbitrariamente 
pequenos desde que se escolham os y'j sufi­
cientemente próximos dos y}. Fixado um 
número positivo q < 1 pode pois conseguir-se 
que os elementos da matriz — M.-1 M2 saiam 
de valor absoluto inferior a q / n2 numa vizi­
nhança .Xi x Ti definida por 

las — « | < * , | y - 6 | < P Í < P -

Nesta mesma vizinhança será então 

I - <?(x>y') I < g I y - y' I ( 0 < g < i ) 

que é a 3) com lugar em XiX Y 1 . 
Posto isto, o teorema do § 7 garante a exis­

tência de uma e uma só função contínua 

y = <t>(x) = I"*, (xi,---,xm)~l, 

L * , , (x„—,xm)J 

isto é, de um sistema de funções contínuas 

yi = 4 i (x , , - - - ,x m ) ( í - 1 , • • - , « ) , 

que numa vizinhança X2 C Xi do ponto a defi­
nida por |a?( — a j [ < a ' < a ( t ' = » l , •••,?«) 
satisfaz identicamente a equação y = y{x ,y) 
ou seja f{po,y) = 0, ou ainda as equações (1) . 
Além disso, $ (« ) = b, que é o mesmo que (2). 

O teorema está provado. 

Exercício. Indique como se efectua o cál­
culo aproximado das funções 0 ; e mostre que 
a convergência das sucessões aproximantes é 
uniforme. 

B I B L I O G R A F I A 

G. AuMAtra, Réelle Funktionen (Berlim, 1954) 
I. P. NATANSON, Théorie der Funktionen einer reellen 

Verãnderlichen (Berlim, 1954) 

Máximos e mínimos de algumas [unções algébricas 
por Manuel Joaquim Sousa Ventura 

Desde o primeiro número da sua publica­
ção que a Gazeta de Matemática tem incluído 
nos seus programas uma rubrica cujos fins 
didáticos se têm distinado a bem servir os 
interesses dos candidatos à admissão ás Esco­
las Superiores. 

A Gazeta procurará desenvolver mais in­
tensamente e alimentar com mais assiduidade 
uma secção dedicada aos alunos do Ensino 
Médio, e aos pró-universitários, procurando, 
assim, diminuir, na medida do possível, a 
distância que separa o plano liceal do plano 
universitário. 

* 
A presente exposição — Máximos e Míni­

mos de Algumas Funções A l g é b r i c a s — é 
dirigida em especial aos estudantes do 3.° 
ciclo e nada de novo apresentará ; mas tenta­
remos imprimir-lhe algo de pessoal na arru­
mação dos assuntos, do ponto de vista 
didático. 

Antes de levarmos alguns conhecimentos 
teóricos à aplicação de casos concretos, enun­
ciaremos seis proposições e faremos as res­
pectivas demonstrações. 
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O aluno deverá ter bem presente a noção 
de função, de continuidade de função, de 
máximo e de mínimo. 

Porém, por conveniência do objectivo a 
que se destina o presente trabalho, sublinha­
remos a diferença que existe entre o conceito 
de Máximo e Mínimo absolutos, e o conceito 
de Máximo e Mínimo relativos. 

Chama-se Máximo absoluto da função f ( x ) 
no intervalo (a , b) ao limite superior dos 
valores que f ( x ) assume nesse intervalo. 

Anàlogamente, Mínimo absoluto de f ( x ) 
em (a , b) é o limite inferior dos valores que 
f ( x ) assume em ( a , 6). Diz-se então que 
extremos absolutos são os máximos e os mí­
nimos absolutos. 

Sendo a < ar, < b, se o valor f ( x { ) é um 
extremo absoluto (máximo ou mínimo) de 
f (x) nalguma vizinhança I (xl , e) , diz-se 
que /(a?,) ó um extremo local ou extremo 
relativo de f ( x ) no intervalo (a, b) (máximo 
ou mínimo, conforme o caso). 

Extremo absoluto, assumido num ponto 
interior do intervalo ( a , b), é também extremo 
relativo, claro. Seja, para exemplo, y = f ( x ) 
uma função cuja imagem geométrica ó repre­
sentada pela curva da figura junta : f ( x x ) e 
f ( x 5 ) são máximos relativos; f ( x 2 ) e /(a? 4 ) 
são mínimos relativos. 

E m a?3 apresenta f ( x ) um máximo abso­
luto (que ó também um máximo relativo) e em 
x6 um mínimo absoluto (que é também um 
mínimo relativo) pois f ( x s ) e / (a?6) são, 

respectivamente, o maior e o menor dos va­
lores que f ( x ) assume em (a ,b). 

Outro exemplo : 
A função f ( x ) = 2 x assume no invervalo 

( 1 , 2 ) , o mínimo absoluto / ( 1 ) = 2 e o má­
ximo absoluto f ( 2 ) = 4 . 

f ( x ) — 2x não apresenta extremos rela­
tivos em ( 1 , 2 ) ; a função ó aí pontualmente 
crescente. 

No estudo que vai seguir-se, somente tra­
taremos de extremos absolutos. 

<z) O produto de dois factores variáveis, 
positivos, e de soma constante, atinge o seu 
valor máximo quando os factores forem iguais. 

(Sendo possível a sua igualdade). 
Sejam x e y dois factores positivos e tais 

que x + y — a (constante). 
O valor máximo do seu produto P = x-y 

tem lugar quando x = y . 
Com efeito, sendo 

4 x y = (x + y)* — (x — ?/)2 = a* — (x — y)* 

verifica-se que o máximo valor do produto 
x • y ê atingido simultaneamente com o mí­
nimo de (x — y)2 ou seja para x = y (a;>0 
e ^ > 0 ) . 

A mesma conclusão se poderá chegar uti­
lizando as propriedades do trinómio do 2.° 
grau : 

Para isso considere-se aiDda x + y = a 
(constante) e x-y—P; teremos, pois, x e 
y como raízes da equação 

(1) X 2 - a X + P = 0 

cujo binómio discriminante (A) deverá ser 
positivo ou nulo para se atender à positivi­
dade obrigatória de x e de y (x e y reais). 
Então ó 

a* 
l = o ! - 4 P > 0 ou 4 P < a 2 ou, ainda, P < — . 

4 
— é o valor máximo do produto P = x • y 
4 

a 2 

e, com P—— a equação (1) apresenta, pois, 
4 

a raiz dupla x = y . 
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Exemplo I: Calcular o valor máximo de 

/ ( x ) = ( l + x) (2 — x), sendo [ 0 < x < 2 ] 

Como é (1 4 x) + (2 — x) = 3 = constante, / ( x ) 
atinge o seu valor máximo para 

l + x = 2 — x ou 2x = l ou x = 1/2 ; 

' ( T ) - ( ' * t ) ( - í K - T - T 
é o máximo procurado. 

(3) O produto de vários factores variáveis, 
positivos, e de soma constante, atinge o seu 
valor máximo quando esses factores forem 
iguais entre si. 

Se é 
a? + y + z -f- ••• + t = c (constante) 
e se (a?, y, z, • • • , t > 0) 
então é 
(1) P-=x-y •«•••< máximo com x = 2/ = z = " - = í 

Se no produto P — x • y • z ••. t existirem 
factores desiguais, é fácil aumentar o seu 
produto parcial conservando constante a sua 
respectiva soma. 

Com efeito, seja y =f=z, por exemplo. 

Substitua-se o factor y por - — - e o factor z 

por 
y + z 

A soma y + z não é alterada por 

esta substituição, pois h = y + z 
2 2 

e o produto y • z atinge, desta maneira, o seu 
valor máximo, que é 

( y + g) ( y - M > M <*+*)** 
2 ' 2 = 4 

Com a igualdade dos possíveis pares de fac­
tores desiguais de (1), e sem alterar a soma 
desses mesmos factores, consegue levar-se o 
produto P=x • y • z t a atingir o seu va­
lor máximo e, portanto, a concluir-se a afir­
mação da proposição (3). 

* Veja a demonstração da proposição a), segundo 
as propriedades do trinómio do 2.° grau. 

y) Se a soma de vários factores positivos, 
é contante o produto destes factores afectados 
de expoentes racionais positivos é máximo 
quando estes factores forem proporcionais aos 
seus respectivos expoentes. 

Seja x + y + z = c (constante) 
Pretende-se demonstrar que o valor máximo 
do produto P = xrld • y!d • z*ld 

é atingido quando 
y 

d d d 
( r , s , í , d > 0 , inteiros) 

(1) Sendo P = xrld • y'ld • z'l* é, também, 

P= y'xr • y" • zl . O valor máximo de P ve-
rificar-se-á simultaneamente com o valor má­
ximo do produto 
(2) Px — x'y'z' (x, y e a factores positivos). 

Determinemos em que condições se verifi­
cará o máximo de (2) : 

O máximo de Px= xr if z* verificar-se-á 
com o máximo de P2 = kxry"z', se k for 
uma constante. 

Fazendo k = r~T. sr' • ir', vem 

(3) P t - í r - s - n - * ' * * - ^ ) ( y ) S ( i ) ' -
X X 

r r 
x y 
r s 

produto de factores cuja soma 
X X 

— + — + 
r r 

z 

+ T + ... 

x y y 
— + — + -
r s s 

y * 
s t 

+ • 
t 

r x s y tx 
1 1 • — x + y + : 

r s t 
é constante, por hipótese. 

Mas, segundo (3), o valor máximo do pro­
duto (3), [ou de (2) ou de (1) portanto], será 
atingido quando 

« y » 

Multiplicando as igualdades anteriores por 
d, vem 

dx dy dz 
r s t 
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OU 
x • z 
r s t 
d d d 

c. d. d. 
Exemplo II: Determinar o valor máximo da fun­

ção 
J (x) = x* (2 - x) com (0 < x < 2) 

Tendo em consideração que x + (2 — x) = 2 -= cons­
tante, / ( x ) atinge o seu valor máximo para 

x 
— =» 2 — x donde se deduz x = 4/3 ; 
2 

/ 4 \ 16 2 32 

é o máximo de / (x) . 

aj ) O mínimo da soma de dois termos variá­
veis, positivos, e de produto constante, veri-
fica-se com a igualdade desses termos (caso 
possam ser iguais). 

Se P = x • y ó constante, será (x + y) 
mínimo para x = y (x e y > 0 ) . 

Com efeito, sendo P = x • y e x + y = *, 
O trinómio 
(1) Xi — sX+P 

terá x e y como zeros ; e dada a natureza 
real de x e y, terá de ser o binómio dis­
criminante (A) de (1) positivo ou nulo : 

i = « 2 - 4 P > 0 ou « > 2 / P 

Com s = 2 y P (mínimo de s) , o trinómio é 
quadrado perfeito, e apresenta o zero duplo 

x = y. 

Vejamos outro caminho : 
É 

(x + yf — (x - y)* + 4 x y 
OU 

( i + y p = ( i - j ) ! t 4 P (P <= x - y, por hipótese) 

O mínimo de (x + y), ou o de (a; + j / ) 2 , 
aparece com o mínimo de (x — y)2, isto é, 
para 

x = y 

visto que a ? > 0 , t / > 0 , também por hipótese. 

Exemplo III: Calcular o valor mínimo de 

/ ( x ) = — + x ( x > 0 ) . 
x 

Sendo x = 1 = constante, o mínimo será atin-
x 

gido para 

— = x, donde 
x 

x 2 = 1 ou x = + 1 

/ ( 1 ) = — + 1 = 2 é o mínimo. 

/3j) Se o produto de vários termos variáveis, 
positivos, é constante, o mínimo da sua soma 
verifica-se quando esses termos forem iguais 
entre si. 

S e ó x • y • z •'• t = c (constante) e se 
(x, y, z, • • • t > 0) será 

(1) S=x+y+s+ +t mínimo para x=y=z= ••• =t. 

Com efeito, enquanto existirem parcelas dis­
tintas é fácil diminuir a sua soma (conser­
vando constante o seu produto parcial), por 
meio de substituição adequada: Consideremos, 
então x=f=y, por exemplo, e substituam-se 
x e y pela média geométrica entre x e y, 
isto ó, por \/x • y. 

Temos, x -»• yjx • y e y -> V'x • y . 
O produto mantóm-se inalterado, pois 

Vx • y • \/x • y = x • y 

e a soma atinge, assim, o seu valor mínimo 

2\fx~7y* 
Deste modo, com a igualdade das possí­

veis parcelas distintas de (1), conseguiu 
levar-se a referida soma, x + y + z-\ \-t, 
a atingir o valor mínimo e, portanto, a con-
cluir-se a afirmação expressa em (3j). 

Por outra via se pode ver que ó 

(2) x 4- y > 2 \/x~^y~. 

De facto, se é 

* Veja a demonstração de aj), segundo as proprie­
dades do trinómio do 2.° grau. 
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é, também, 
(x + y)2 > 4 x • y 

ou 
(x — 2/) 2>0 ( x > 0 e y>0) 

cuja evidência impõe a veracidade de (2) 

7J) Se é constante o produto das potências 
de expoente racional e positivo de vários fac­
tores variáveis, positivos, o valor mínimo da 
soma desses factores tem lugar quando os fac­
tores forem proporcionais aos seus respectivos 
expoentes. 

Seja o produto 

P = xrld • y*/d • z'ld — c (constante). 

O valor mínimo da soma 

x + y + z 

é atingido para 

x y z 
r s t 

d d d ( r , s , t , d > 0 , inteiros). 

Sendo 

(1) P=xT'd • y'ld • zfld = constante é, também 
d 

P = \/xr • y° • z* = c t e e, consequentemente, é 
(2) P\ = xr • y3 • zl = constante (x, y e z 
factores variáveis, positivos). 

Se o produto (2) ó constante também ó 
constante 

(3) P2 = k xr y' zl se k for uma constante. 

Fazendo k = r-'s-st-', vem 

verifica-se para 

pz — (r-r

 s-> ir') xr 

x x x y y y z z z 
r r r s s s t t t 

Mas, segundo (Sj), sendo o produto cons­
tante, o mínimo da soma dos factores 

x x x y y y z 
— + — + - + — + — + — + ••• + — + — + 
r r r s » t t 

z » 

+ T + . . . + _ 

r e 

dy dz 
t T ' 

_ y_ _ z 
t t 

~d 1 

multiplicando as igualdades anteriores por d, 
vem 

ou 

c. d. d. 

Exemplo IV: Calcular para que valor de x a 
função 

f i x ) - X S - f x - 1 

tem valor mínimo 
Tendo em conta que o produto 

(x 5) 1 • (se-1)* = 1 = constante, 
teremos 

x— 1 

œ s = — - ou 2 x* = x~* donde se deduz 
2 

3 

Outros exemplos práticos, indicados a se­
guir, poderão ilustrar as proposições expos­
tas e esclarecer com mais eficiência o espí­
rito do aluno. 

Calcular os máximos das seguintes funções : 

I) y = x (a* — x*) (0 < x < o) 

n) 
x — 2 a 

2 TC , 
y = — - • x* \/x (2 R — x) (0 < x < 2 R) 

o 

III) (0 < 2 a < x) 

(1) y = x (a 2 — x 2) ou y — ( x 2 ) 5 (a 2 — x 2 ) . 

Os factores x2 e ( a 2 — a : 2 ) , de soma cons­
tante, terão produto máximo, segundo y), 
quando 

X * 

— = a 2 — x 2 ou 3 x 2 = a 2 , ou ainda, 

1/3 
x = - . a 



24 G A Z E T A D E MATEMÁTICA 

Este valor de x, substituído na expressão 
analítica da função proposta (1), dará 

t/8 ( o»\ 2l /3 

como valor máximo 

II 
Como 

ou 

ou 

Hw , 

ô 

y = _ _ . a;2 . x * •(2R — X ) t 

O 

S * 4. i . 
y - -x» - ( 2 i î - x ) 3 

e, além disso, é contante a soma 
x + ( 2 B — x) = 2 i î , 

deverá ser, segundo y), 
x 2R-x 
T ï 

donde se deduz 

— Y * 
para valor maximizante de y = f ( x ) . 

O máximo é, pois, 

/5 \ 2 i 25 . fi 7 5 V 

50 

m 
A função 

x— 2 o , 
y = pode eserever-se: 

x* 
1 1 / 2 a \ 

, = _ ( x - 2 a ) - - ( l - - ) = 

4a* \ x / \ x / 

Tem-se, então, dois factores de soma cons­
tante : 

x \ x / 

Assim, segundo y), será 
2a 
x 

I f 
donde vem 

Então 
y = / ( 3 a ) 

1 -
2a 

x = 3 a . 

3 a — 2 a 

( 3 « ) 3 27-a* 

é o máximo procurado. 

Determinar os mínimos das funções. 

IV) 

V) 

IV) 

a + x a — x 
a — x a + x 

. ai + bt x 6 

y = 

y = / ( x ) 

x' 
X 3 

(x - a)* 

IV 

[ - a < x < a ] 

[x>0 e a>0J 

[0 < a < x] 

a + x a — x 
a — x a + x 

e tem-se 
/ a + x\ / a — x\ 
\ a — x/ \ a + x) 

1 

Então, segundo a proposição «,), o mínimo 
de f ( x ) terá lugar para 
a + x a — x 
a — x a + x 

ou (a + x) 2 = (a — x) J ou para x=0. 
a a 

/ ( O ) - - + - - 2 
a a 

é o valor mínimo 

* - / ( * ) 
a 8 + b1 x 6 

ou / ( x ) = —- + 6* x 4 . 
x' x* 

Tendo em conta a constância do produto 
/ a « \ -L 

(1) ( ^ j - ( 6 l x 4 ) ! = ° 8 6 Z ' 

concluímos, segundo y{), que /(a?) ó mínima 
quando os factores entre parêntesis, de (1) 
forem proporcionais aos respectivos expo­
entes. 
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O valor de x minimizante de f ( x ) sairá, 
pois, de 

a» 
6 

Então, 

x 2 62 x 4 

T = 

2 

a» 
262 

a 

a 8 + 62 

-</-
y 2 é 2 

3 / / 2 Ô 2 

é o mínimo de f ( x ) . V I 

O mínimo de /(a?) = deve dar-se 
(a? — a ) 2 

com o máximo do seu inverso aritmético (*) 
1 

TF) 
(x — o) 2 

[ / ( X ) ] - . - ! _ ^ L 

Determine-se, então, o máximo de 

[ / ( * ) ] (x - o) 2 1 
1 1 / a \ s 

- ( x - a ) « (1 ) = 
X 3 X \ X / 

a x \ x / 

Sendo (- ( 1 ) = 1 (constante), po-
x \ x ) 

deremos, segundo y), afirmar que o valor de 
x maximizante de [ / (a?)] - 1 será dado pela 
igualdade 

a 1 a 

X X 
donde se deduz x — 3a . 

O máximo de [ / (a ; ) ] - 1 , ou o mínimo de 
f ( x ) , é, pois, 

(3 a) 3 27 
(3 o—a)* 4 

A Geometria oferece campo vastíssimo à 
aplicação das proposições indicadas e destas 

(*) O aluno não deve confundir as funções y=-f{x) 
e x = / - ' (y) — funções inversas — com funções f { x ) 
e [ / ( x ) ] _ l — inversos aritméticos — . 

vamos fazer uso em alguns problemas geo­
métricos. 

Seguir-se-á um conjunto de exercícios com 
as respectivas resoluções. Porém, aconse-
lha-se ao estudante a tentativa de chegar ao 
fim Só por Si, sem recorrer às trajectórias 
indicadas, ou a terceiros : 
— ganhará, assim, mais confiança em Si 
Mesmo, com benefício para o desenvolvimento 
do próprio autodomínio; poderá até descobrir 
caminho mais directo ou mais elegante se se 
alhear das nossas sugestões. 

VII 

De todos os pontos interiores a uma circun­
ferência de raio K , qual é aquele cuja potên­
cia em relação à circunferência é máxima? 

Sabe-se que qualquer ponto A do interior 
de uma circunferência divide as cordas que 
por ele passam em duas partes cujo produto 
ó constante (para cada ponto). A essa cons­
tante chama-se potência do ponto A em rela­
ção à circunferência. 

A circunferência de centro O, diâmetro 
CD, raio R, representado na Fig . 1, deixa 

A 0 1 

F i g . I 

ver que a potência do ponto A, em relação 
à circunferência referida, ó 

/ ( x ) = (R - x) (R + x) 

onde x representa a distância do ponto A 
ao centro da circunferência. 
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Ora, 
(B - x) 4- (-B + x) = 2 B 

é constante. 
Então, segando a), o maximizante de f { x ) 

é raiz da equação 
B — x — B + x 

ou 
x = 0 

o que nos leva a concluir que o máximo da 
potência 

/ ( 0 ) = .fi2 

se verifica quando A^O;A é o próprio 
centro da circunferência. 

VIII 

De todos os triângulos rectângulos com a 
mesma hipotenuza, qual é aquele cuja área 
é máxima ? 

Questão equivalente à seguinte : 
Inscrever num círculo dado o rectângulo de 

área máxima. 
Eepresentem-se os catetos A.B e BC por 

x e y, respectivamente ; a hipotenuza por 

 

Flg . 2 

2R (constante) — diâmetro do círculo de 
centro O e raio R (Fig. 2). 

Assim, será 

(1) x 2 + y1 4 B" 

e 

(2) 2s = x-y 

onde s representa a área da superfície do 
triângulo [ABC], rectângulo em B. 

A eliminação da variável y entre (1) e (2) 
dá 

, ±_ i _ 

(3) 2 s = x v/4 i£ 2 - x 2 = (x2) 2 (4 .R2 — x2) 2 . 

Como é constante a soma 

x 3 + (4ÍP — x 2) = 4 i ï 2  

teremos, conforme y) : 
a,2 4 i í 2 — x 2 

T*" T 
¥ Y 

que nos fornece o maximizante 

X = I / 2 JB 

da função (3). 
O valor [/2B mostra já que o quadrilá­

tero [A B CD] é quadrado e que o triângulo 
rectângulo [ABC] é isósceles. 

A confirmação pode sair de (1), pois é 

(v/2 Bf + y2 = 4 R* ou x = y = (/I 

Então, o máximo da área do triângulo rec­
tângulo de hipotenuza constante 2 R è 

s=*—\/2B-\/2B = R*. 
2 

I X 

De todos os triângulos de perímetro dado, 
qual é o de maior área ? 

Sejam x, y e z os valores das medidas 
dos lados de um triângulo de perímetro 

A área 8 de qualquer triângulo, em fun­
ção do seu perímetro, exprime-se mediante 
a conhecida expressão (de Herão de Alexan­
dria). 
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S = Vv (P - x) (p - y) (p - z) (*) 

Tendo em consideração que a soma 

(p — x) + (p - y) + (p — z) = Sp — 2 p = p 

é constante e, em obediência à proposição |3), 
poderemos afirmar que S = f ( p ) é máxima 
para 

p — x = p — y — p — z 
ou para 

x = y *m z . 

0 triângulo é, pois, o equilátero, de área 

s = t £ 5 = 3 ? - y / * ( p - j j i » ) - ? 

x 

a) /««crever num circulo de raio E M T B rec-
tãngulo de perímetro máximo 

e 
b) Circunscrever ao mesmo círculo um 

losango de área mínima 

a) 

Na figura 3, [A BC D] é um rectângulo 
inscrito no círculo de centro O e de diâme­
tro ÃC=2X. 

Faça-se ÃB = CD = x e BC = ÃD = y ; 
teremos para perímetro desse rectângulo 

(1) 2 p = 2 (a; + y) ou p = a; + y 
e 

(2) x* + »/2 = 4 i2 2 . 

(*) O Matemático português PEDRO NUNES (pri­
meira metade do século X V I ) foi autor de uma demons­
tração do teorema que é traduzido pela fórmula de 
Herão de Alexandria. A demonstração de PEDRO NUNES 
é fundada em outra proposição segundo a qual a área 
do triângulo é igual ao semi-produto do seu períme­
tro pelo raio do círculo inscrito. 

Vem a propósito dizer, também, que o eminente 
cientista português foi dos primeiros matemáticos a 
estudar, por via geométrica, questões de máximos e 
mínimos, antes que a luz do século X V I I iluminasse 
o Cálculo diferencial. 

Mas 
(x + yf = »' + y* + 2 x y 

ou 
p 2 = 4 R? + 2 x \/ 4 R* — x* 

É evidente que o máximo de p, ou de pa, 
dar-se-à com o máximo de 

j _ j _ 

fi (x) - 2 x VTR? - x* = 2 (x2) 2- • (4 R1 - x») 2 

Cl 

FJg. 3 

Ora, sendo 

x 2 + (4 R* - x 2) - 4 .B 2 (constante) 

podemos afirmar que 

x 2 4 R* — x 2 

_ _ = -

2~ ~2 
donde 

x = y/2 K (x = j = t / 2 K , segundo (2)) 

como valor maximizante de f t (x), con­
forme y). 

O rectângulo é, pois, um quadrado de 
perímetro 

2p = 2 (x + y) = 2 (v/2 i í + V̂ 2 B) = 4 j/2 S 
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b) 
Na mesma figura 3, é \E F G H] um 

losango circunscrito ao mesmo circula da a). 
A área do losango é 

<1) S=2R-HG = 2R (iTo + -gg") 

visto ser 
R? - HO {HG —H D) 

Como o produto 
fl« 

H D • = R1 

HO 
(constante), 

o mínimo tem lugar para H D = , ou 
seja, HD = R. 

Podemos então afirmar que o losango 
[EFGH] de área mínima é um quadrado 
tal que a sua área é, segundo 1) 

X I 

Qual é o paraielipípedo de volume máximo 
inscrito numa esfera de raio R ? 

Sejam x ,y e z os valores das medidas 
das três arestas do paralelipípedo, concor­
rentes num mesmo vértice. Como um parale­
lipípedo inscrito numa esfera é necessária-
mente rectângulo, o seu volume V será dado 
por 
(1) V - x • y • z. 

O máximo de V tem lugar ao mesmo tempo 
que o máximo de 

(2) F» = x* • y* • z* 

e como ó 
(3) x 5 + «/* + z» = 4 R* (constante) 

pode, pois, afirmar-se que o máximo de V2 

é atingido com 
x* — y1 — z 5 (conforme f3) ) 

Tem-se, portanto, 

x = y = 
2^3 

isto é, o paralelipípedo de volume máximo 
é o cubo de volume 

8 r-V = — |/8 • R3 

X I I 

De todos os cilindros com o mesmo volume 
2 7T a 3 , qual é aquele que pode ser inscrito na 
superfície esférica do menor raio ? 

Na fig. 4 tem-se : 
R : raio da superfície esférica de centro 0 ; 
r : raio da base do cilindro inscrito. 
x : altura do cilindro. 

O ' 
s 1 1 

* 

/ 1 

X • 

• 1 

v ' f%. t 

Fig. 4 

O volume do cilindro será : 

F = 2 i r a 3 = TCr5a! 
OU 

(1) F = 2 i r a 3 = ir ^-R»— 

donde se deduz 
X 3 

2 a» = .R* x 
4 

e 

(2) .R5 = 
8 a 3 + x 3 

4x" 2 — + -
x 4 

R, 

Sendo constante o produto 
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pode recorrer-se a yi) para afirmar que o 
minimizanfe da função (2) — R(x)— sai de 

2 a 3 _ T 
" ~ X 

3 _ 
x = [/i • a • 

OU 

O cilindro, nas condições do enunciado, é 
inscrito na superficie esférica de raio 

IV-
8a3 + 4-a3 3 3 * _ 

= - \ f & • a? 
3 - 4 

4 y/4 o 

OU 

R = 
27 
4 

X I I I 

Inscrever numa esfera de raio R um tronco 
de cone cuja base maior seja um circulo má­
ximo da esfera e tal que seja máxima a sua 
área lateral. 

Sejam ÃB=2R e DC=2x os diâme­
tros das bases maior e menor, respectiva-

Ih \ 
v 1 

Ar \ \ Ih \ \ 

» O 
X. 

/ 

Fig . 5 

mente, do tronco cuja geratriz AD — BC é 
representada por g. 

A geometria elementar fornece a fórmula 

para cálculo da área lateral de um tronco de 
cone de revolução onde r é a mediana do 
trapézio rectângulo [OBCT] cuja rotação 
completa em torno do eixo 01 gera o tronca 
referido. 

Sabe-se que a medida da mediana ó igual 
à semi-soma das medidas das bases do trapézio 

(2) 
x+R 

Ora, da observação da figura, sai : 

(3) g = \/2R~(R~^x). 

Substituindo (2) e (3) na fórmula (1), vem 

x +.R 
(4) \/2M (R-x) = 

i 
- K t/2 R (x + R) (R - x) » 

O maximizante da função S = f ( x ) ó raiz 
da equação 

R — x 
(5) (x + R) — . 

Note-se que 
(x + R) + (R — x) = 2 R é constante 

R 
Sendo x 

pois, 

a raiz da equação (5), é, 

(1) 

v / 3 . , . * . ; 

o máximo procurado. 

X I V 

Considere uma esfera de raio R e seccione-a 
por meio de dois planos paralelos A B e A ' B ' 
equidistantes do centro. 

Seja C C o diâmetro perpendicular a estes 
planos. 

Qual ê o máximo do volume do sólido cons­
tituído pelo cilindro A B A ' B ' e pelos dois 
cones A B C e A ' B ' C ? 

Volume do cilindro A B A ' B 1 : 

Pi - * • WB1* • WW. 
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Volume dos dois cones ABC e A'B'C, 
respectivamente, 

r j — r i f S - f C 
3 

V3 - B^-E'C . 
o 

X 

X 

6' ^ < 

F ig . 6 

Volume dos três sólidos, em conjunto : 

<1) F = Vi + Vz 4- V3 = w S 1 2 • B B' + 

+ (E B* • E C + E< B" • E< C<). 
3 

Faça-se 
ÕK = Õ£T = x. 

Será, pois, segundo a figura 6 : 

<2) 

E B = E' B[ = v/-B' 2 -

/ T C = B Í C ' = .E - x 
J S U ' = 2 X 

A substituição destas relações (2) na fór­
mula (1) de V(x) conduz a 

V= *(R!l-xl)-2x + — « [ ( i P - x * ) (B—m)] 

ou a 
<3) V = —- (R + x) (R-x) (#4-2 x) . 

O 

Com base na proposição y), diríamos que 
o volume V(x) seria máximo quando 

B + X = J B - X = Ã + 2 X , 

se a soma destes três factores fosse constante 
Porém, em virtude de 

(R + x) + (R — x) + (R + 2 x) = 3 R + 2 x 

não ser constante, tentaremos a pesquisa de 
duas constantes k e >, tais que a função 

F m. k (R - x) + \ (R + x) + (R + 2 x) 

não seja variável, ou, por outras palavras, 
seja independente de x. 

Terá de ser, portanto, 

k (R — x) + ). (R + x) + ( R + 2 x) = constante 

ou 
(4) (k — k + 2) x + (k + X + 1) R — constante 

e, segundo o método dos coeficientes indeter­
minados, na aplicação à identidade de poli­
nómios, deverá ser 

(5) X — k + 2 = 0 

cuja verificação impõe o máximo de V(x), 
para 

(6) k (R-x)^\(R + x)=-R+2x (proposição p)) 

donde se deduz 

i í + 2x i?4-2x 
(7) k e X = (R—x=hO e R + x=j=0, 

R—x R + x 

quando V (x) é máximo) 

A sua substituição em (5) conduz à equação 

R+lx R+2x R + x R—x 
+ 2 = 0, 

ou seja, 
3 x s 4- Rx— R* = 0, 

com as raízes x = 
6 

só a positiva é útil. 
-R±[/\SR 

, das quais 

Então, x = 
0 

maximizante 

de F (a;) — substituído em (3), dá 

v = £« j^(224-2y/Î3) ff» j |~(2 4- y/Î3> J?j 

^•(354-13v / l3)- J K3. 
81 
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Damos a seguir os enunciados de alguns 
problemas do tipo dos anteriores para que o 
aluno possa aferir dos seus conhecimentos e 
sedimentar ideias. 

X V 

à) Será possível generalizar o Teorema (3) 
substituindo a soma dos factores por combi­
nações lineares ? 

6) Existirá mínimo do produto de dois 
números positivos de soma dada ? E máximo 
da soma de dois números positivos de pro­
duto dado ? 

X V I 

Dá-se um rectângulo de perímetro cons­
tante 4p. Sobre os quatro lados, tomados 
como diâmetros, descrevem-se semi-circunfe-
rências exteriores ao rectângulo. Determinar 
o mínimo da área da superfície assim for­
mada. 

X V I I 

Considere dois pontos A e O ; descreva 
uma circunferência de raio R, variável, com 
centro em O e pelo ponto A tire tangentes 
a essa circunferência. 

Pergunta-se : 
1 . °) O máximo da área do triângulo isos­

celes formado pelas tangentes e pela corda 
definida pelos pontos de tangência. 

2. °) O máximo da área do quadrilátero 
formado pelas mesmas tangentes e pelos raios 
que são dirigidos para os pontos de tangência. 

X V I I I 

São dadas duas rectas paralelas rl e r2 

e uma terceira recta que as intersecta em 
dois pontos B e C, respectivamente. 
Por um ponto fixo D, tomado sobre r t (por 
exemplo), passa uma recta variável que inter­
secta BC em 1 e r2 no ponto A. 

Se se designar por x o comprimento de 
BI, para que valor de a; a soma das áreas 
dos triângulos [AIC] e [BID] é mínima? 

X I X 

Um triângulo rectângulo roda em torno da 
sua hipotenuza. Dá-se o perímetro 2p e a 
bipotenuza a deste triângulo. 

Pretende-se : 
1 . " Calcular o volume do sólido gerado ; 
2. ° Determinar o mínimo deste volume 

quando a bipotenuza a varia e o perímetro 
2p é constante. 

X X 

Determinar sobre a linha dos centros de 
duas esferas com o mesmo raio, um ponto 
tal que a soma das zonas esféricas vistas 
deste ponto seja máxima. 

X X I 

Determinar o máximo e o mínimo da função 

x ' - 2 a ; + 2 
œ* — 4 x + 2 ' 

X X I I 

Com o esquema representado na Figura 7, 
pretende-se o seguinte : 

Um carteiro, morador em C, sai duas 
vezes por dia de sua casa para vir à estrada 
EE' («recta» naquela região) tomar posse 

£ X 

Fig . 7 

das malas de correio que um autocarro ali 
deixa para o carteiro as transportar ao Posto 
P dos Correios. 

a) E m que ponto X da estrada deve o 
autocarro largar as malas para que, naquelas 
condições, o carteiro percorra a mínima dis­
tância ? 
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b) Confirme a solução por via geométrica. 
Represente por m o valor mínimo da dis­

tância calculada em à) e responda à per­
gunta segainte: 

c) No plano em que se situam C, P, EE' 
qual será o lugar geométrico das posições de 
X tais que a soma das suas distâncias aos 
pontos fixos C e P seja m? 

d) Qual a posição de EE' relativamente 
ao lugar geométrico de c)? 

M O V I M E N T O 

* 

Estamos dispostos a esclarecer quaisquer 
dúvidas que porventura possam surgir e pron­
tos a receber sugestões ou críticas constru­
tivas. • 

Os estudantes poderão, assim, prestar a 
sua valiosa colaboração ao autor a quem se 
deverão dirigir por intermédio de aGazeta 
de Matemática». 

C I E N T Í F I C O 
S O B R E A I N V E S T I G A Ç Ã O N A T E O R I A D O S N Ú M E R O S 

Em ligação com a 36.» reunião anual da Divisão do 
Pacífico da Associação Americana para o Progresso 
da Ciência teve lugar em Pasadena no Instituto Tecno­
lógico da California, de 22 a 24 de Junho de 1955, 
uma conferência sobre a investigação na teoria dos 
números. Participaram 75 matemáticos. Foram apre­
sentadas as comunicações seguintes: EENST G. STRAUS: 
The arithmetic of analytic functions, OLGA TAUSSKY 
TODD: Matrix methods in algebraic number theory, 
MORGAN WARD: Divisibility sequences, EMMA LEHMEH: 
On the location of Gauss'sums, ALBERT LEON WHVTE-
MAM: A sum connected with the partition function, 
TOM M. APOSTOL : The approximate functional equa­
tion of Hecke's Dirichlet series, RICHARD BELLMAN: 
The generalised theta-functions of Hecke, Siegel and 
Mass, JOSEPH LEHNER: Partial-fraction decompositions 
and expansions of zero, LOWELL SCHOENFELD : On the 
order of the zeta function near the line a —1, A T L E 
SELBERQ. Discontinuous groups and harmonic analysis 

with applications to Dirichlet series and modular 
forms, D. H . LEHMER: New results about Ramanujan's 
tau function, P . T . BATEMAN : General properties of 
partition functions, RICHARD BRADER: Number-theore­
tical investi gâtions on groups of finite order, J . T . T A T E : 
Cohomology and class-field theory, N. C. ANKENY: 
Universal zeta functions, H S. VANDIVER: Fermat's 
last theorem, GORDON P A L L : Simultaneous representa­
tion by adjoint quadratic forms, MARSHAL H A L L , J R . : 
The minima of binary quadratic forms, HARVEY COHN: 
Accessibility of algebraic numbers with rounded norms, 
E M I L A R T I N : The classical finite simple groups and 
their orders, J . BARKLEY ROSSER: Some new extensions 
of Brun's method, SARVADAM CHOWLA : Remarks on 
Bernouilli numbers, IVAN NIVEN: Normal numbers, 
A L F R E D T. BRAVER: The Schnirelman density of the 
sum of two sequences of which one has positive 
density. 

M. Z . 

C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L S O B R E A A P L I C A Ç Ã O D A T E O R I A D A S P R O B A B I L I D A D E S 
À E N G E N H A R I A E A D M I N I S T R A Ç Ã O D E T E L E F O N E S 

Teve lugar em Copenhague de 20 a 23 de Junho de 
1955, o primeiro congresso internacional. O comité de 
honra era constituído pelos cientistas : T H . C. F R Y , 
G. J . O ' D E L L , F . POLLACZECK e E . VAULOT. Foram fei­
tas as seguintes comunicações : 

R. I. WILKINSON: The beginnings of the switching 
theory in the United States. LEON KOSTEN : The histo­
rical development of the theory of probability in tele­
phone traffic engineering in Europe. R. FORTET: 
Probabilité de perte en sélection conjugée. A. E L L D I N : 
On equations of state for a two-stage link system. 

J . W . COHEN: Certain delay problems for a full-availa­
bility trunk loaded by two traffic sources. L . VON 
SYDOW : Some aspects on the variations in traffic 
intensity. R. L WILKINSON: Theories for toll traffic 
engineering in the U.S.A. N I E L S IVAR B E C H : Deduction 
of a simple relationship between traffic offered and 
loss probabilities for the separate traffic sources. 
F . I . TANGE : Optimal use of both-way circuits in cases 
of unlimited availability. J . CHAUVEAU: Utilisation des 
formules d'Erlang dans le cas où le nombre de sources 
d'appel est limité. Applications au calcul des groupes 
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secondaires de circuits de connexion dans les centraux 
rotary de Paris. K. M. OLSSON : Some recording princi­
ples applied in time-zone-metering. K. RANDER BUCH: 
On a special use of the Erlang methods in industry. 
J . R I C K and E . P. G . WRIGHT : Probability studies 
applied to telecommunication systems with storages. 
A. E L L D I N : On the congestion in gradings with ran­
dom hunting. N. RONNBLOM : Loss calculations for 
simple gradings and pure chance traffic. K. ROHDE : 
The significance of random sampling methods in mea­
suring telephone traffic values. C. JACOB.EUS : Traffic 
measurements with lamp panel. E . BROCKMEYER : A 
survey of traffic-measuring methods in the Copenha­
gen telephone exchanges. LEON KOSTEN. : Application 

of artificial traffic methods to telephone problems. 
G . NEOVIUS : Artificial traffic trials using digital com­
puters. S . E K B E R O : Telephone traffic research with the 
aid of traffic analysers. S. A. KARLSSON : Ein Analy-
sator filr den Fernsprechverkehr. M . LANGER: Die 
Anpassung des Verkehrs und der Verluste, sowie die 
Ermittelung der Gesamtverluste. R. SYSKI : Analogies 
between congestion and communication theories. 
ARNE JENSEN: The applicability of decision theory in 
the planning and operation of a telephone plant. 
G . LEHNBACH .- An illustration of the application of 
statistical decision functions in a telephone plant. 

O proximo congresso realizar-se-à na Holanda em 
Haia em 1958. M. Z . 

INSTITUTO DE FÍSICA E MATEMÁTICA DA UNIVERSIDADE D O RECIFE 

Em meado3 do 2.° semestre de 1954 fundou-se o 
Instituto de Física e Matemática da Universidade do 
Recife. A sua creação deve-se à iniciativa do Profes­
sor L U I Z F R E I R E , seu director, que encontrou apoio 
eficiente no Magnifico Reitor Professor J . AMAZONAS, 
a quem muito deve a Universidade do Recife e no 
Conselho Nacional de Pesquisas (Rio de Janeiro). O 
principal objectivo do Instituto é, evidentemente, a 
investigação no campo da Física Teórica e da Mate­
mática mas, de momento, além desta tarefa ocupa-se 
também em completar a preparação científica de 
alguns bolseiros de Pernambuco e de estados vizinhos, 
que posteriormente frequentarão outros centros de 
pesquisas mais desenvolvidos, do País, como o I. M. 
P. A., ou do estrangeiro, e do aperfeiçoamento de 

pessoal docente de escolas do Nordeste. Deve assina-
lar-se a inauguração do Instituto com uma série de 
conferências do Prof. ARNAUD DENJOY que durante 
algumas semanas realizou várias lições sobre assuntos 
da sua especialidade. 

No ano escolar de 1955 funcionaram regularmente 
no Instituto cursos e seminários. A Física Teórica 
está a cargo do Prof. Lniz F R E I R E . Da matemática 
ocupam-se o Prof. NEWTON MAIA encarregado dum 
curso propedêutico destinado a um grande público, 
o Prof. A. PEREIRA GOMES que faz cursos sobre Topo­
logia Geral e Algebra Moderna e tem a seu cargo 
orientar alguns bolseiros do Centro Nac. de Pesquisas 
e o Prof. M. ZALUAR que foi encarregado dum curso 
de Cálculo das Probabilidades. M. Z. 

4.» CONGRESSO M A T E M Á T I C O AUSTRÍACO 

A Sociedade Matemática Austríaca convida os mate­
máticos de todos os países a participar no 4.° Con­
gresso que terá de novo um carácter internacional e que 
se realizará em Viena de 17 a 22 de Setembro de 1956. 

reforçar o contacto entre os matemáticos estrangeiros 
preseguindo o realizado já em Innsbruck em 1949. 

Direcção : Osterreichische Mathematische Gessell-
schaft — Technische Hochschule — Karlsplatz 13, 

O principal objectivo desta reunião é o de reatar e Wien IV. M. Z. 

XV CONGRESSO I N T E R N A C I O N A L DE ACTUÁRIOS N E W - Y O R K 

IV —A. Expressões analíticas de riscos implicados 
em seguros gerais. 

I V — B . Influência das alterações populacionais 
sobre o seguro de invalidez e de vida, 
pensões e seguro social nacional. 

I V — C . Métodos concisos para obter cálculos 
actuariais. 

O X V Congresso Internacional de Actuários cele-
brar-se-á na Cidade de New-York, começando no 
dia 14 de Outubro de 1957. 

As dissertações devem ser enviadas ao Correspon­
dente Nacional antes do dia 31 de Dezembro de 1956. 

Funções d o Congresso 

I. Evolução e uso da equipagem electrónica 
do expediente ereprodução de documentos. 

II. Cobertura de pensões em grupo e segu- * * 
ros de vida colectivos. Para informações, dirigirem-se a Valentine Howell, 

III . Classificação dos r i s coB de seguros de vida Secretário-Tesoureiro — 763 Broad Street, Newark 1, 
individual. New Jersey, U . S. A. 
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SYMPOSIUM I N T E R N A C I O N A L SOBRE T O P O L O G I A ALGÉBRICA 

Está em organização um «Symposium» Internacio­
nal de Matemática sobre A T O P O L O G I A ALGÉBRICA E 
AS SUAS APLICAÇÕES, que se deve realizar na cidade 
do México durante o mês de Agosto de 1956. Será 
constituído por pequenos cursos e conferências sobre 
os recentes progressos mais importantes. Esperam os 

organizadores reunir os especialistas mais notáveis 
deste campo. Durante o «Symposium» haverá excur­
sões aos arredores da capital mexicana. 

Para mais informações dirigir-se à Sr." Julieta Silva, 
secretária do Instituto de Matemáticas, Torre de 
Ciências — Cidade Universitária — México 20 D. F . 

PROFESSOR JACQUES HADAMARD 

Sem aparato oficial, conforme desejo formal do 
Homenageado, celebrou-se há pouco o nonagésimo 
aniversário natalício do prof. JACQUES HADAMABD. 

Decano da Academia das Ciências, o mais antigo 
membro do Instituto, HADAHABD é um dos maiores 
matemáticos da sua época e de todos os tempos. 

A sua obra ó das mais notáveis pela variedade, 
fecundidade e solidez: os seus primeiros trabalhos 
são relativos à determinação das singularidades duma 
função analítica a partir dos respectivos coeficientes 
de TAYLOR, ao estudo das funções inteiras e aplicação 
à teoria analítica dos números primos. 

PomcAEÉ, PICABD, BOBEI., HADAMABD e MONTEL foram 
em França os grandes mestres impulsionadores da 
teoria das funções. Nos seus trabalhos sobre cálculo 
das variações e diversos problemas de física mate­
mática assentam certas bases do moderno cálculo 
funcional. 

As suas publicações sobre equações às derivadas 
parciais, particularmente do tipo hiperbólico; sobre 
a teoria das ondas, sobre o princípio de HUYGHENS, 
são consideradas como clássicas em física matemática. 
O tratado em Jois volumes de geometria elementar não 
só vem «resfrescar» o ensino da geometria com a 
introdução de vários problemas considerados de geo­
metria superior como fez despontar entre milhares de 
jovens o desejo de estudo deste ramo das ciências 
matemáticas. 

Nestas breves linhas não se pretende dar uma idea 
de extensão e riqueza da obra de J . HADAMABD. 

A Gazeta de Matemática apenas deseja associar-se 
modestamente à homenagem recentemente prestada 
ao indivíduo que num período de 90 anos deu provas 
de possuir qualidades inexcedíveis de matemático, 
professor e cidadão. 

J . O. T . 

PROFESSOR DR. A N T Ó N I O A. R. M O N T E I R O 

A Academia Brasileira de Ciências acaba de eleger 
o matemático português Dr. António Monteiro e o 
matemático francês Dr. Jean Dieudonné membros cor­
respondentes da sua secção de ciências matemáticas. 

A referida Academia concedeu também a medalha 
de ouro referente ao «Prémio Einstein» ao matemático 

brasileiro Dr. Lélio F . Gama, por seus trabalhos de 
Matemática, Magnetismo Terrestre e Astronomia. 

N. R . — É com prazer que a Redacção registoa a homenagem 
prestada ao labor científico do Dr . António Monteiro, nosso com­
panheiro, sempre lembrado, nos primeiros anos da Tida da Gazeta. 

j . a. T . 

ILLINOIS JOURNAL OF MATHEMATICS 

A Universidade de Illinois anuncia o aparecimento 
em 1957 de um novo jornal de matemática — Illinois 
Journal of Mathematics — destinado à publicação de 
trabalhos de investigação nas matemáticas puras e 
aplicadas. Cada número (1 por ano) conterá cerca de 
150 páginas. 

Editores : REINHOLD BAEB, J . L . DOOB, A . H . TADB, 
Univ. Illinois; GEOBOE W . WHITEHEAD, Mass. Inst. 
of Technology; OSCAB ZABISKI, Harvard University. 
Os artigos serão publicados em inglês, francês, alemão 
e italiano. 

Assinatura £9.00 (4 números) e #5.00 para os sócios 
da American Mathematical Society. 

Os interessados, leitores, assinantes ou colaborado­
res podem dirigir-se directamente a Illinois Journal 
of Mathematics, Department of Mathematics, University 
of Illinois, Urbana, Illinois. 

A Gazeta de Matemática oferece-se com prazer a 
facilitar o contacto entre o público português e o 
novo Illinois Journal of Mathematics. 

J . G. T . 
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M A T E M Á T I C A S 
P O N T O S DE E X A M E S DE 

M A T E M Á T I C 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final — Ju­
lho 1956. 

4095 — a) Verificar que a imagem da função 

w = 2 x — 1 + — admite uma assintota e que esta se 
x 

pode considerar limite da tangente. 
6) Mostrar que os extremantes de / ' (x) são abcissas 

de pontos de inflexão da imagem de / ( x ) . 

4096 — Determinar os planos que passam pela 
recta x = a = 4 e que cortam a esfera de centro na 
origem e raio 2, segundo as circunferências de raio 1. 
Escrever as equações de uma das circunferências e a 
equação da superfície cilíndrica que a projecta para­
lelamente a OX. 

4097 — Transforme o polinómio x3 + 3 x 2 + (3 — 
— X) x + 3 — X noutro privado de 2.° termo. 

Utilizando o resultado obtido, calcule X de modo 
que o polinómio admita raízes iguais. 

Calcule as raízes nesta hipótese. 

I. S. C. E . F . — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.° Exame de 
frequência (ordinário) — 7-2-1956 

4098 — o) Determinar a expressão geral dos poli­
nómios P (x) do primeiro grau tais que na decom-

, _ . x 2 + P (x) 
posição de em elementos simples o 

( * - l ) * ( í B » + l ) ^ 
numerador da fracção cujo denominador é x 2 + l seja 
constante. 

R : K x + 1 

b) Determinar m por forma que a característica da 
quádrica xy + yz + xz + x2+myz seja igual a 2 e 
apresentar a sua decomposição em quadrados. 

R : m = 0 í x + - y + - z\ - - ( y - z f 

c) Aplicar a teoria da eliminação ao estudo do 
sistema 

x 3 - f b x1 — a 2 x — a 2 6 = 0 
x 3 — a x 2 — è 2 x J - a 62 = 0 

R: As raízes são x = a , x = — b 

4099 — Em que termos se põe o problema de inter­
polação polinomial ? 

S U P E R I O R E S 
F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

A S G E R A I S 
Provar que há apenas um polinómio que satisfaz às 

condições do problema. 
Descrever o processo para a obtenção dos coeficien­

tes do polinómio interpolador do NEWTON — / ( x ) — 
e mostrar que este polinómio é independente da ordem 
pela qual se dispõe os valores de x. Justificar a regra 
do «zig-zag» descrevendo a sua utilidade. 

Que modificações sofrem os polinómios interpolado-
res de NEWTON e LAGRANGE quando os valores de x 
estão em progressão aritmética de razão h ? 

4100 — Enunciar os teoremas de LAPLACE, escrever 
as relações que os sintetizam e concluir destas a exis­
tência da matriz inversa de A («X») (regular). Sendo 
A~l a inversa de A qual é o valor de \A\ se A-1 — A*? 
Justificar a resposta. 

Provar que a inversa de uma matriz diagonal é uma 
matriz diagonal. 

Utilizando o conceito de matriz inversa deduzir a 
solução do sistema A X = B (igualdade matricial) . 

Relacionar a matriz adjunta de A com a matriz 
inversa A~*. 

Qual é a matriz inversa da adjunta de A? 
Justificar. 

• Provar que a transformada de inversa de uma matriz 
é igual à inversa da transformada dessa matriz. 

I. S. C. E . F . — MATEMÁTICAS GERAIS —1." Exame de 
Frequência Extraordinário — 20-3-56. 

4101 — Dados u 0 = 5, «i = 10, « 2 •= 20 e «3 8 
achar o valor de »i mediante a formação da corres­
pondente tabela de diferenças. Justificar o processo 
utilizado. 

R : u 4 = - 1 1 7 . 

4102 — Decompor em quadrados a forma 

— x 2 — 3yi + zi + 2yz — 4 x 2 + 8 x y 

Quais são os números característicos e o indica de 
inércia? 

Indicar como se determinam estes elementos sem 
fazer a decomposição em quadrados. 

1 / \ ! 46 
R : _ ( x - 4 y + 2z) 2 + - 1 9 y - 7 z + - z * . 
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4103 — Dados dois polimónios A e B, indicar, 
justificando, como se determina o seu m. d. e.. 

Enunciar o teorema de BEZOUT e deduzi-lo com base 
na teoria da eliminação. Provar que divisor de A H, 
primo com A , divide H . 

Aplicando a teoria da eliminação, determinar para 
que valores de m tem raízes comuns o sistema 

x 3_2ac2 — x-t-2 
x 3 — 3 x J — x + m + 1 

e calculá-las 
R : m = 2 e m = 5. Para m — 2 as raízes comuns 

são 1 e — 1 e para m >= 5 a raiz comum é 2. 

4104 — Provar que um determinante nulo, sendo 
diferente de zero o complemento de certo elemento, 
a coluna desse elemento é composição linear das res­
tantes colunas. 

Definir matriz simétrica de A e provar que A A* 
é simétrica; mostrar que, em geral, o produto de duas 
matrizes simétricas só é matriz simétrica se os facto­
res são permutáveis. 

Antemultiplicando o sistema A X = B por A* 
deduzir uma regra para resolver A* A X = A* B em 
função da solução do primeiro. 

L S. C. E. F . — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final 
— Milicianos —17/12/55. 

4105 — O polinómio / ( x ) de grau inferior a m+n 
verifica as seguintes condições : 

/ ( x , ) - / ' (xi)= ••• =/<"-'>(xO~0,/<"-<H*i) = ( ™ - l ) ! 
/ ( * * ) = / ' (X2>= ••• = / < » - * > ( x 2 ) - 0 , / < - » (x2) = ( n - l ) ! 

Utilizando a decomposição da fracção 
J ( x ) 

em elementos simples, determine a 
( X - X i ) " " (x -x 2 )" 
expressão analítica de / ( x ) . Indique as raízes de 
/ ( x ) e os respectivos graus de multiplicidade. 

f (s ) 1 R: 
( x - x j ) » (x - x j ) ° ^ - X J V O C - X O 

1 
+ ( * Í - X l ) m ( X ~ x 2 ) 

-x 2 

e portanto 

t (x) = ( x - x O - ( , - * ) - . + 
x2)" (*2-

O polinómio tem as raízes xj de multiplicidade m—1, 
x 2 de multiplicidade n — l e a raiz simples 

*2 (x2 - * i ) m + *1 ( x i " *z)° 
( x í - X i r + Í X i - X í ) " 

4106-Sendo <?(x) =1 +2x + 3x*4- Hna^-'H  
mostre que / ( x , y) — y 3 + 3 y + 4 gr (x) = 0 define 
uma só função y (x), qualquer que seja x compre­
endido no intervalo de convergência de g (x). 

Determine o sentido da concavidade de g (x) no 
ponto P ( 0 , —1). 

R = f'« (x , y) - — - 8 — I x 1< 1 f ( x , y)=3 ( y » + l ) * 0 
(1 - x) 3 

portanto f (x , y) = 0 define y (x) desde que | x | < 1. 
y 

Como 
/ d 2 j 

\d x : 
< 0 a concavidade está voltada para 

(0,-1) 
baixo. 

4107 — Dado o determinante 
3 1 
1 - 1 

: - 5 

calcular os elementos da 1.* linha sabendo que os 
complementos algébricos da 2.* e 3.* são, respectiva­
mente: 1 - 2 - 1 , - 3 1 3 . 

R : a1, = 1 a? = 0 a? - 1. 

I. S. T. — MATEMÁTICA GERAIS — 1.° Exame de Fre­
quência —1954-55 

4108 — E dada uma sucessão Oj ,a 2 , . . . a„ . . . que tem 
por limite x. Provar que a sucessão ai0< , aio*)°io* '•• 
tende para o mesmo limite. 

4109 — Diga que valor deve ser atribuido à fun-
C08 x — 1 

çao no ponto x = 0 de modo que a 
e' — 1 — senx 

função seja continua. 

4110 —Dada uma sucessão a i a 2 a 3 . . . que tende 
para o limite ic mostrar que são iguais o limite supe­
rior dos números s, para os quais há infinidade de aa 
que lhes são superiores e o limite inferior dos números 
vi para os quais há apenas um número finito de aa que 
lhes são superiores. 

4111 — Se num grupo de ordem p" onde p é nú­
mero primo, è o número de classes de conjugados 
com elementos, em particular (,'„ o número dos 
elementos do centro, então é p*= C0+ Clr + C 5 P + • —. 

Prove que o centro dum grupo de ordem p" não se 
reduz ao elemento unidade. 

4112 — Dados 2 elementos a e b que comutam 
entre si, pertencentes a um domínio de integridade 
com elemento um e característica a prove que 
(a + 6)«7 = a« 7 + 6"7. 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame ordinário — 
24-6-1955. 

4113 — Poderá ser convergente a série de termo 
1 + 2t + n „ 

geral imaginário 
2 + 3t + n 
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4114 — Escreva as equações que resolvera o pro­
blema seguinte : 

1) dividir 20 em partes tais que o produto do 
cubo da primeira pelo quadrado da segunda 
seja máximo ou mínimo. 

4115 — Determine a equação do cone de revolução 
cujo vértice é : (0 ,1 ,0) e cuja geratriz faz 45° com 
o respectivo eixo, este último suposto em O XV. 

4116 — Determine a característica da matriz 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — i.° Exame de Fre­
quência — 3-3-1956. 

1 y - 1 
4120 — Faça passar pela recta 

z —0 
1 1 

um plano que diste 1 da origem. Determine 
A 

o ângulo desse plano com o plano xOy 

4121 — Discutir o sistema de equações lineares 

— 1 0 5 9 5 
- 2 1 7 13 8 
- 1 0 5 9 5 

3 - 9 12 9 3 

3x 
•2sc • 

2 y — z — k 
• y — 23 = 2 

y -t- z =• k1 

4117 — Resolva o sistema 

2x + 3y — z - 5 
X - y + a = 2 
X + z - , 0 

2x - y — z = - 3 

em função de k . 
Determine as soluções positivas do sistema quando 

o sistema é compatível. Se a? equações do sistema 
representassem planos, em que condições os planos 
formavam uma superfície prismática ? 

4122 — Resolva a equação x 6 — 1 = 0. 
raízes primitivas ? 

Quais as 

4118 — Se K é um corpo considere o domínio de 
K[x ,y] . Mostre que se tem (x) : (y) = (x) 

4119 —Mostre que os anti-automorfismos e os auto-
morfismos dum anel formam um grupo de transforma­
ções no qual os automorfismos são sub-grupo inva­
riante de índice 1 ou 2 . 

4123 — Mostre que o afixo do complexo z = o + b.t, 
em que a e b são constantes complexas, descreve uma 
recta quando t varia de — 0 0 a +- ° ° • Qual a equação 
cartesiana dessa recta ? Que curva descreve o afixo 

1 
de — ? 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 
F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1." Exame de fre­

quência — 1954 -1955. 

4124 — Sejam a , p, a', (51 números reais. Consi­
dere o conjunto dos pares (*,P) e defina nesse conjunto 
uma soma pela lei seguinte 

(«,p).+ r«'.p*)—(« + « ' , P + P') 
Mostre que a correspondência ( i , (5) ->- « , é um 

homomorfismo, e determine o seu núcleo. 

4125 — Determine o grupo dos automorfismos 
de um grupo cíclico finito. 

4126—Considere um plano oblíquo qualquer 

Á L G E B R A S U P E R I O R 

Determine o seu traço no (^,4 utilizando uma recta 
de perfil do plano. 

4127 — Dadas 3 rectas não complanas duas a duas, 
mostre, construindo, que é possível haver um recta 
paralela a uma delas e que encontra as outras duas. 

4128 — Dadas 2 rectas, uma paralela ao p 2 , 4 e 
outra paralela ao f3,,3 conduzir por um ponto não 
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta 
parela ao | } 2 , 4 que as encontre. 

Observação: Resolver o problema sem recorrer à 
I T , no caso em que tiver solução. 

Enunciar a condição necessária e suficiente para 
que o problema tenha solução. 

F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — 1.* Frequência — 
15-3-56. 

4129 — ® é um grupo -fl e <5 u m invariante 
-fí de © . Suponhamos que \®/& = © 3 © i 3 © 2 3 

ZD... 3©A =» (x) ] é uma série de composição de © , e 
suponhamos que 

é uma série de composição para Jí . 
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Diga se © tem série de composição e construa 
uma tal série. 

4130 — Seja Sj um invariante em © (n vazio). 
Mostre que © x # em que @ — , se e só se 
existe um endomorfismo E, tal que x E • x, para 
todo o x e .©. 

4131 — Seja 9JÎ um módulo com respeito a <5 
(anel simples, com elemento um, e completamente 
redutível). 2ft tem um número finito de geradores. 
Supondo que um ó operador unitário em 9JI, mostrar 
que 9ft é completamente redutível, e cada submódulo 
é isomorfo de um ideal de &. 

4132 —Diz-se que o ideal i î é primo, se o facto 
de tf a implicar, a C 91, ou Mostrar 
que qualquer ideal impotente está contido em ideal 
primo. 

4133 — Mostrar que se a é anel regular com um 
só idempotente, ele é o elemento um. Mostrar ainda 
que a é simples, e ver se é ou não anel de divisão. 

F. C. L. — ÁLGEBBA SUPERIOR — 2.° Exame de Fre­
quência — 1.* chamada — 11-6-1955 

I 

4134 — o) Decomponha em quadrados a forma qua­
drática seguinte : 

2 Xi X j — 2 Xi Xi + 6 X j X3 — 3 x* + 2 X j X4 
b) Reduza a quádrica à forma canónica. 

II 

4135 — Seja f ( x ) um polinómio real de raízes 
r i i rz ) ••• rn e designe F (x) o polinómio de raízes 
— (r{ — rk)z (i =/r k) . Mostre que F (x) tem também 
coeficientes reais. 

Sendo F(x) completo de coeficientes todos positivos, 
prove que / ( x ) não pode admitir raízes imaginárias 
nem iguais. 

Mostre que, reciprocamente, tendo f (x) raízes reais 
e distintas F(x) é completo e apresenta variações nos 
coeficientes. Determine a equação F (x) = 0 , corres­
pondente à equação 

/ ( x ) = x3 + px + q 

exprimindo os coeficientes de F (x) nas funções simé­
tricas fundamentais das raízes de f (x). 

Deduza dos resultados uma condição necessária e 
suficiente para que a equação real f ( x ) — 0 tenha um 
par de raízes imaginárias. 

III 

4136 — Sejam A e B (reais) 2 matrizes quadradas 
(n x n) e designe A um valor próprio de A B . 

a) Prove que X é valor próprio de B A . 
b) Mostre que existe uma matriz coluna X não 

nula satisfazendo à equação matricial 

B X = U - ' I . 

Considere em particular a hipótese de A e B serem 
matrizes simétricas, sendo A matriz de forma quadrá­
tica definida positiva. 

c) Que se pode afirmar dos valores próprios de At 
e dos de A-1 ? 

d) Prove que nas condições indicadas, X é sempre 
real. 

IV 

4137 - Seja 

T ) 4„ (x) , A„_, (x) , • • • 42 (x), 4 t (x) , âo (x) 

uma cadeia principal própria da matriz \A + xI\ 
(A é simétrica real e de ordem n ) . (Em cadeira pró­
pria dois A( consecutivos não são identicamente nulos). 

a) Quantas variações perde a sucessão T) na pas­
sagem de — 00 a + 00 ? 

b) Estude o comportamento da sucessão na pas­
sagem por um ponto c que não anula A„ (x). 

c) Prove que A„ (x) tem exactamente n raízes reais. 
</) Mostre que se u. <: raiz de multiplicidade a de 

A„ (x) é de multiplicidade a. — i para 
(i = l , 2 , . . . « - l ) 

e) Em que condições pode T ) considerar-se como 
uma sucessão de STDBM ? 

Comente os resultados para o efeito do estudo dos 
valores próprios de A . 

F. C. L. — ÁLGEBBA SUPEBIOB — 2." Exame de Fre­
quência — 2.' chamada — 15-6-1955. 

I 

4138 — Sejam f*j ,r a ,r M as 3 raízes de equação 
x 3 + px + g = 0. Construa, utilizando a teoria das 
funções simétricas a equação cujas raízes são 

«1 - {n — r z ) ( r j — r 3 ) 
«2 - (r2 - ri) ( r , - r 3 ) 
«3 = ( n — r i ) ( r 3 — r t ) 

II 

4139 —Seja f i x ) um polinómio de grau n, com n 
raízes reais e distintas : 

o) prove que / (a ) . / ' (a ) <0 qualquer que seja a 
raiz a de f (x) . 

6) Designem g (x) e r (x) o cociente e o resto da 
divisão de / (x ) por/ 1 (x) . Prove que r (x) é de 
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grau n — 2 e as suas raizes separam as de 
/' (x) e que as raízes de g (x) . r (x) separam 
as de / ( x ) . 

c) Prove, pelas condições indicadas, que a suces­
são de FOURIER de / ( x ) relativa ao intervalo 
(— oo , -f- oo) é uma sucessão de STURM. 

d) Faça pelo método de STURM a contagem das 
raízes reais da equação 

i s + 5 p x í + 5 p ! ï + 1 = 0. 

I l l 

4140—Sejam H, , H, , • •• / /p com u. = os 

menores de ordem r da matriz A (n x «) contidas 
nas suas r primeiras linhas e K, , Kt, • • •, K u, os res­
pectivos complementos algébricos. 

a) Por que motivo é 

\AA*\ 

b) Considere a hipótese das r primeiras linhas, 
constituindo a sub-matriz B, serem perpendicula­
res às restantes r — n formando a sub-matriz C. 

Justifique as seguintes igualdades: 

\A A* I - I B B* 11 U U* 

c) Deduza do confronto das relações anteriores que 

e que, portanto, nas condições indicadas, cada 
menor f/; ó proporcional ao seu complemento 
algébrico. 

d) Comente deste ponto de vista o comportamento 
de uma matriz A ortogonal. 

IV 

4141—a) Prove que S* C S è matriz simétrica sem­
pre que U seja matriz simétrica. 
Mostre que se A (n X n) é decomponível num 
produto A = B C de matrizes simétricas o mesmo 
acontece com qualquer matriz semelhante a A. 
Tendo em atenção que 

b) 

0— 0x~ 0 0 - • 0 0 1 XO •••0 
0— x l 0 0 - • 0 1 0 I X •••0 
O - - X l O 01X -- 0 

_ x l O - . . 0 _ _1 0- • 00 0_ _ 0 - . lx_ 

demonstre que toda a matriz quadrada é decom 
ponível num produto de matrizes simétricas. 

(/) Mostre que a matriz simétrica real, definida 
positiva é congruente com matriz identidade por 
transformação real. Conclua daqui que na decom­
posição 

A = B C 

sendo B e C matrizes simétricas reais, B só é 
definida positiva se A for semelhante a uma 
matriz diagonal real. 

G E O M E T R I A 
i 

F. C. L. — GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame final — 
l.« época — 2.* chamada — 7-1955. 

4142 — a) Defina elementos conjugados e elemen­
tos polares em relação a uma cónica. Indique como 
uma cónica pode determinar involuções sobre as for­
mas de 1.* espécie do seu plano. Defina figuras polares 
recíprocas em relação a nma cónica e diversas auto-
-polares, enunciando os teoremas que a estes respeitam. 

4143 — b) Defina homologia plana, enuncie o teo­
rema que permite definir a sua característa e o respec-
pectivo corolário. Defina uma homologia especial e 
uma homologia hormónica. Enuncie as proposições 
que respeitam às rectas de fuga de uma homologia e 
defina as homologias particulares que conhece. 

4144 — c) Defina quádricas regradas, enumere-as, 
enuncie os teoremas que respeitam às quádricas dupla­
mente regradas e indique o número de rectas neees-

P R O J E C T I V A 
sárias para definir uma quádrica duplamente regrada 
e qual a sua posição relativa. 

II 

4145 — a) Defina uma homologia que converte a 
circunferência circunscrita ao triângulo rectângulo 
[ABU] dado, onde ^ = 90° e Ã~B ~ Ã~Ú~, numa 
hipérbole equilátera com eixo paralelo à recta B U. 
Eixos, assíntotas e vértices da hipérbole homológica. 
Tangentes paralelas a uma direcção escolhida. 

4146 — 6) Considere um \ [M N P] isosceles 
M N = M P e a parábola passando em N e P, e nesses 
pontos tangente a Ai N e MP respectivamente. 

Determine : 
o) o eixo e o vértice da parábola. 
6) a tangente paralela à recta M V sendo V o vér­

tice parábola. 
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A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F. C. L. — CÁLCULO INFINITÉSIMAL — 2." Exame de 
Frequência — 2.* Chamada — 30-4-56. 

4147 — 1. Determine os extremos da função 

u = x y z [1 — (x + y + z) ] . 

4148 — 2. Estude os pontos singulares e a envol­
vente da família de curvas x (x —1)2 = (2 —x) (y — xy. 

4149 — 3. Considere a equação 

d M d " d u 
X T - + y-,—h«T- = « « 

d® dy d" 
onde u é função de x,y e z e sejam £ , Y ] , Í ; novas 

x y 
variáveis dadas por £ = — ,i\ = — , Ç = z . Expri-

z z 
mindo d M nas variáveis x, y e z e depois em | , 
f) e Ï , aproveite os resultados para achar a trans­
formada da equação dada quando x,y , z se substi­
tuem por 4 i "»] j C • 

4150 — 4. Enuncie o teorema relativo à existên­
cia e derivabilidade dum sistema de funções implíci­
tas e deduza as expressões das suas derivadas de 
primeira ordem em relação às variáveis de que 
dependem. 

4151 — 5. Defina indicatrizes esféricas relativas 
a uma curva torsa e os vectores que considera para 
as suas definições ; escreva a expressão das compo­
nentes de tais vectores relativas a um ponto de uma 
curva torsa definida por equações paramétricas em 
coordenadas cartesianas. 

4152 — 6. Escreva a equação vectorial das super­
fícies regradas. Indique o significado das grandezas 
que nela figuram; defina superfícies empenadas e sua 
linha de estricção e enuncie a lei de CHASI.ES que res­
peita a tais superfícies. 

I. S. C. E. F. — ANÁLISE MATEMÁTICA — 2." Prova prá­
tica - 3-5-1955. 

4153 — Máximos e mínimos da superfície de equação 
z = x 3 + 2/3 — 3xy. 

R : O sistema das duas primeiras derivadas par­
ciais 3 x ! - 3 y = 0,3 y 2 — 3x=-=0 tem as soluções 
A ( 0 , 0 ) , B (1,1). E screveram-se os resultados a formar 
o seguinte quadro 

Bx 

= 6, 

A (0,0) B (1,1) 

= 0 = 6 

==-3 = - 3 

= 0 ., 6 

> 0 < 0 

í)x ' ()x2 

d y à*dy 

dy2 

s 2 - r t 

No ponto A (0,0) não há extremo e no ponto B (0,0) 

há um extremo; por serem e > 0 há um mí-
d*2 dy2 

nimo igual a f (1,1) = — 1 
d2 f à2f 

4154 — E m que se transforma b2 = 0 
dy2 dx2 

quando se faz a mudança de variáveis u = y + bx, 
v - y — 6x? 

R : A função f (x ,y) transforma-se em F ( u , v ) 
e vem 

ÒF ÒF dF dF 
dz = — d u + — d v = —— (d y+b d x) H (dy-bdx)= 

0 U <)v <)u dv 

= / b - b - - dx + — + — d y = — dx+—- dy 
\ Í ) U d v / \du àvj ()x à y 

donde resulta 

Èi = b — - b — 
d x () u d v 

Èl *1 ^1 
dy <)u <)v 

Calculando as diferenciais de e —— lemos 
t)x dy 

d — = b — - d u - f - b - — — dv — b - — — du — 
\ t )x / du- <Ju<)v áv<)u 

d2 F ( d2 F d*F \ 
- b - — d u = ( b - b - ) (dy + bdx)-f-

I ò2 F à2F\ 

= f b ^ - b ^ - b 3 Í l F l + b ^ ) d x + 

\ <)u2 dv()u rfurfv dv' / 

+ ( b ^ - b ^ I + b ^ - b i ! Í l ) d v -

# f A -A. P{
 A 

— d x H d y 
du2 ôxdy 

donde resulta 

dx 
f /d2F d2F d*F d"- F\ 
;* Váu 2 ()u()v ()VÍ)U e)v 2/ 

http://Chasi.es
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Analogamente 

d — = dm dvH du H dv = 
\oy/ í )u 2 (Ju^v eivou e)v2 

/o* F d* F \ / # P o2 F \ 

- b d * ) - ( b ^ + b - ^ - b - ^ - b ^ d « + 

\ rfU1' 0V<)u d"í)v 0 V 2 / 
\ í ) u ' ovou ouov ()v 2 / 

o 2 f j í ! f , 
= • d x H d y 

dyd* dy2 

donde resulta 

0 2 f óz P 
i )y 2 o u'2 ' ovou ' oupv 

<)2 F g2 F ()2 F  
+ á v 2 

Agora, vem imediatamente com os valores achados: 

dy2 d*2 \()u^v d v d » 

4155 — Calcular o volume do cilindroide cuja base 
em X O Y é o segmento determinado na parábola 
y J = 8x pela recta x = 2, e cuja tampa é o plano 
y + z = 3. 

R : O volume do cilindroide é dado por 

V = / X z d x c 

onde A è a base e z = f (x, y ) é a equação da tampa ; 
mas no caso que se está a considerar, a equação da 
tampa, z = 3— y , muda de sinal nos pontos de A e deve 
decompor-se o segmento de parábola em duas partes por 
meio da recta y = 3 traço da tampa no plano da base. 

Fixando então y entre — 4 e 3, as rectas para­
lelas a O X cortam a fronteira da base em pontos de 

yi 
abcissa — e 2. Logo, o integral duplo relativo à 

8 
parte Aj da base onde z ^ 0, será 

V j = f / z d x d y = / $ d y (3 - y) d x = 
J t/Al J-4 J y' 

-X = / ( 6 - 2 y 
3 1 
g - y 2 + g - y 3 ) d y = 

27 81 43 4* 
= 1 8 - 9 + — + 24 + 16 

8 32 8 32 

Vi = 
1029 

32~ 

O integral duplo relativo à parte A 2 da base onde 
z 0, será 

"8" 

= = _ j , 4 ( 6 - 2 y - l y 2 + i y 3 ) d y = 
5 
32 

Então, V - V t + V , -
1034 
~32" 

Fixando x entre 0 e 2 , devido à naturesa da fron­

teira da parte A j , as rectas pararelas o 0 Y cortam 
a fronteira de em pontos de ordenadas —y/8x 

9 
e -f- y/8 x, sempre que x estiver entre 0 e — ; as 

rectas paralelas a 0 Y cortam a frontiirá de Aj ei» 
pontos de ordenadas — y/8 x e 3, quando x se con-

9 
ser-uar eníre — e 2 . Por tan to, 

v 4 = r r z d x d y = r 8 d x cv*x$-7)&y+ 
«/« /Al Jo J-^HX 

3 1029 
(3 —y)dx = 

- • f i " 32 

Para a paríe A 2 da base onde z < 0, vem 

V 2 = - z d x d y - - £ à x j f ^ "(3 - y ) d y = 1 . 

I. S. C. E . F. — ANÁLISE MATEMÁTICA — 2." prova prá­
tica - 4-5-1955. 

id « V 
4156 — Em que se transforma a soma [ — I + 

\òxj 
+ ( -— ) quando se faz a mudança de variáveis 

X = u • cos D — v sen 6 , y = u • sen 6 + v cos 6 ? 

{ dx = d u cos 6 — d v sen 
dy = du sen 1 + dv cos 8 

e resolvendo 
' du = dx cos 8-f-dy sen 8 
dv = — dx sen 6 + dy cos 8 . 

Como a função z = f (x, y) se transforma em F (u , v ) , 
temos 

d F d F d P 
dz= du -) dv = (dx • cos 8 + dy sen 6) + 

<}u ov ou 
oF / o F oF \ 

H (—dx sen8+dy cos 6)= ( — cos 8 — — sen 8 Idx-r-
dv W u d v / 

+ ( —— sen 8+ - j — cos 8 1 dy = - j — dx + —— dy 
àv 
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donde se conclui 
df dF <)F . df dF dF 

— cos 6 sen 6 — = s e n 6 + ——cos 6 . 
<}x ()u «)v ày s » dv 

Portanto 
,* / , ) f \ 2 / ^ F \ 2 dFÔF 

. cos* 8—2 sen 6 cos 6 + 
\óy/ \d*J da àv 

íd F\ 2 / á F \ í d F d F 
+ ( geníí-r- — ) sen2 8 + 2 - 7 — .-r— sen 8 cos 8 + 

(mm® 
dv) 

4157 — Máximos e mínimos da superfície de equa-
V3 / x 3 x 2 \ / 2 \ 

ç ã 0 z _ _ + ( _ + _ _ 4 j „ _ , 2 + 1 . 

R : O sistema das duas derivadas parciais x (x + 
x 3 x' 

+ 1) (y — 2) = O, y 2 + — + — — 4 = 0 tem as solu-2 

çoes 

E 

A ( 0 , 2 ) B ( 0 - 2 ) c ( - l , \ / ^ ) D ( - 1 , - ^ / Ç ) 

( - * • * ) 
quadro : 

p = — =x2 y+x y—2 x2—2 x 

Os resultados encontram-se no seguinte 

<)x2 
=2xy+y—4x—2 

s 

t 

s 2 - r t 

r 3 
. + _ _ 4 

dxrfy 
<)2z 

t — - =2y 
dy* * 

/ /—\ 
A ( 0 , 2 ) B ( 0 , - 2 ) «(- ' •vD 
= 0 = - 4 —v/?>° 
- 0 = 0 ~ 0 

=. 4 

- 0 

= - 4 

= - 1 6 < 0 

s 

t 

s 2 - r t 

D 

2 + 

0 

- v / f 
v / f 

= 4 

> 0 

.Wos pontos D « E não há extremos. No ponto C 
á 2 z d 2z 
ã ^ 2 6 dy~2 

è um mínimo z = f - v / D iVo porcto B Aá 

um máximo de valor z = f (0 , — 2) . 4̂ forma quadrá­
tica correspondente à segunda derivada no ponto A , 
reduz-se a cp (Xi, X2) = 4 X̂  e, uem sempre positiva para 
todos os pares (x.4, X 2 0) e só se anida para X2 = 0 . 

• x 

A superfície tem secções com mínimos nos planos — = 
*1 

y - 2 
(X 2 =1=0). O estudo prossegue apenas com o plano 

y _ = 2 ( > 2 « = 0 ) . Tem-se: — X? = 0 e — xj==0 tto-
3 c)x3 ^x* 
cias as outras formas são identicamente nulas em X j , 
com X2 = 0 . A secção que a superfície tem no plano 
y = 2 reduz-se a uma recta. Portanto, a superfície tem 
no ponto A ( 0 , 2) um mínimo no sentido lato ou largo, 
com o valor z = f (0 , 2) . Os mínimos da superficie 

õem-se ao longo da recta : y = 2 , z = f (0 , 2) . 

4158 — Calcular o volume determinado pelo plano 
x •= 0 na superfície de revolução gerada pela revo­
lução da curva y2 + 2p(x — a) = 0 , 3 = 0 em torno 

de ÕX. 
R : A superjicie é um paraboloide de revolução e o 

volume do sólido ê 

V - J ^ " dxJJ ^ dy dz = \ * dx [it ( j / — 2 p ( x - a ) ) 2 ] 

onde S (x) representa o circulo determinado no para­
boloide pelo plano x = K com K entre 0 e a . Tem-se 

dy dz - « ( V - 2 p ( x - a ) ) 2 

S(x) 

visto que esses círculos têm raio \f — 2 p ( x — 2 ) ; este 
raio é real visto que 0 ̂  x ̂  a. Resulta 

c* r* 2 "i* 
V = « j — 2 p (x —a) dx= —2p it ax = a'prc. 

Jo L 2 Jo 
I. S. C. E . F. — ANÁLISE MATEMÁTICA — 2.° Exame de 

frequência — 1-6-1955. 

4159 —Dado um sistema de m equações a m + n incó 
gnitas 

(*i, 3=2 ,• • • j mm, Vi > 2/2 r • • ) 2/») = 0 (**—112 , • • • , ! » ) 
enuncie as condições em que ele se pode resolver nas 
incógnitas x j , x 2 , • • •, xm , expressas cada uma nos 
Vi,yz>- - ,y,,-

Considere-se o caso particular 

F> — Vi >a: 2,---,x„,) = 0 (t «- 1 ,2 , • • • , « ) 
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( i - l , 2 , . . . , m ) (r = l , 2 , . . . , m ) 

e demonstre, à luz da proposição anterior, a relação 
que há entre os iacobianos 

d (yi yz• • • ym) d (xi x 2 - - .x m ) 
d ( X Í xj • • • xm) ' d (yi 2/2 • • • ym) 

Em que condições o sistema 

{x 2 — a 2 y — z 3 = 0 , 
(a e um parâmetro real) 

x 2 + j / 3 + a a = 0 

define uma curva em torno da origem ? Considere a 
família de cilindros que projectam aquelas curvas 
sobre o plano YOZ e determine o cilindro envolvente. 

R : As condições enunciam-se assim : 
Dado o sistema de m equações a m + n incógnitas 

Fi ( x 1 , x í , - - , x m , y i , y í , " - , y „ ) - 0 ( i - 1 , 2 , — ) 
1. °) se o sistema é verificado no ponto P 0 (xj, x§,. • •, xj> , 

y ? , y g , . - . , y ° ) de R„ +„ 
2. °) se as funções F , são continuas no rectângulo 

centrado em Po 
| y , - y S l < b ) l x r - x ? l < a q=l ,2 , . - - ,n r - l , 2 - . - , m 
e neste rectângulo, admitem derivadas parciais continuas 

i l l 

3. °) se o determinante funcional 

d ( F i , F 2 , F m ) 

< M x i , x 2 , - - - > x

m ) 

é diferente de zero no ponto P 0 (x? , x§ ,- • • x° , y5 ,• • • y j ) 
Nestas condições existem m funções 

Xr = ?r(yi ,y2)--- ) yn) (r = 1,2,— m) 
definidas, finitas e continuas, em certo rectângulo de R n 

centrado em Qo (y? , y? ,• • • y") e definido pelas desigual­
dades 

l y . - y S K a ' (q = 1 , 2 n) 

A solução indicada é única, e toma em Qu os valores x?. 
Para aplicar esta proposição ao sistema particular 

Fi = yi — f i ( x i , x 2 , - . - , x m ) = 0 (i - l ,2 , - - - ,m) 

supomos que em certo ponto P 0 (y° , y° , • • •, yg,, x j , 
xgj-'-jxJ,) se tem 

d(Fi,Fz,---,vm) = d (y i ,y^ ,—y m ) ^ Q 

d (X1 , x 2 , ••• , x j <) (xj , x 2 ,---x„) 

e ainda as outras condições indicadas ; então, existem 
funções 

x r = fr.(ftvy*r">7») (r = l , 2 . . - . m ) 
Ora, eiííre os iacobianos há a relação seguinte 

d ( F i , F 2 ••, F m ) a ( F 1 F „ . . . , P J 

donde resulta imediatamente, na vizinhança do ponto 
Qo (yi j y2 >• • • y m ) , « relação 

d(yi,yz,---,Ym) <)x 1 ,(x 2 -.- ,x„) 
1*2 )"•)*•••) 

c)(yi )y2,--- ;ym) 

1 _ á ( y 1 y 2 . - - - . y J _ ó ( x i x 2 , 

f ) ( x i x 2,- - - ) x n,) (Hyiy2,---)ym) 
O sistema 

— a 2 y — z 3 = 0 
+ y 3 + a z = 0 

- a 2 

3y 2 

3z2 

# 0 

X 

e satisfeito pelas coordenadas da origem, e o matriz 
funcional 

2x - a 2 - 3z 2 

2x 3y 2 a 
tem característica dois, visto que : 

na origem, se a f̂c 0 
Então existem duas funções 

fy = y ( x ) 
l z = z (x) 

que são equações paramétricas da curva, intersecção das 
duas superfícies nas vizinhanças da origem. 

Os cilindros projectantes são os que têm a equação 
obtida eliminando x , isto é: a 2 y + z 2 + y 3 + a z = 0 

Derivando esta equação em ordem ao parâmetro a ; 
2 ay + z = 0 e a eliminação do parâmetro conduz ao 
cilindro envolvente 

z* z« 
+ z 2 + y 3 _ 0 

4y 2y 
ou z 2 (y — 1) + y* — 0 

4160 — Diga o que se entende por cilindroide de­
base quadrável A determinado por z = f ( x , y) . 

Quando é qua este cilindroide é eubável, e qual é o 
seu volume expresso como limite dos volumes de 
poliedros ? 

Demonstre que a condição necessária e suficiente 
para o referido cilindroide ser eubável, é que / (x ,y) 
seja integral em A . 

Se a fronteira r do domínio A r a curva formada 
pelo arco AB da parábola yz = x , e o segmento de 
recta AB onde A [4 , 2] e B [4 , — 2] ; se a função é 
z = xy1 + y*; justifique o facto de se poder exprimir 
o volume do cilindroide com o integral curvilíneo 

f j j * + 
Calcule o volume do cilindroide. 
R : O cilindroide C é eubável, se e só se, existe uma 

sucessão de poliedros contendo C e de volumes P n , e 
uma sucessão de poliedros contidos em C e de volumes 
p„, de tal modo que a todo o S > 0 arbitrário, se pode 
fazer corresponder N tal que 

Pn — P» < 8 para n > N 

http://y1y2.---.yJ
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•O volume de cilindroide é então V = lim P„ = lim p n 

O volume pode exprimir-se com aquele integral cur­
vilíneo devido à formula de RIEMANN : Ç f ^ d x d y — 

J J \o* 

Sr r 
Tem-se : 

Q ( * , y ) d y . 

J o J -sl 

•y 2 + xyM dy SL (x y 2 + y*) dx dy . 

(x y2-*-y4)dy< = •2 f dx (: 
y3 y 5 \ V̂ x 

= 2 ( - + - ) / X 5 / 2 d x = 2- — . - - . 2 ' = 

216.3 

1 - 2 . 3 - 4 - 5 - 6 - 7 
3-216 

7 ! 

4161 — Defina ponto ordinário e ponto singular 
duma curva plana ; diga como se eBtuda a curva na 
vizinhança dum seu ponto singular e classifique as 
singularidades. 

Indique a natureza dos pontos singulares da curva 

•x (x* + y2) = a (yz + 3 as2) 

R : Se f (x , y) = 0 è a equação da curva, as condi-

ções f ( x 0 , y 0 ) = Oe ( | í ) * 0 ou (J^ # 0 
permitem afirmar a existência dum arco de curva con­
tinua passando por P (x 0 , y 0) e admitindo uma tangente 
ordinária nesse ponto que será um ponto ordinário da 
curva. 

i f i C Se f (x , y) = 0, = 0 , = 0 simultaneamente 
t ) x i y 

num mesmo ponto, o ponto è singular. 
A fórmula de TAYLOR, na vizinhança dum ponto 

singular 

f (x + h , y + k) = 

, 1 f i t , if ,\,s' 

I ( i i k + i l k 
l ! \i* dy + 

l / i f u it 
H j ( T - n + 3— 

n i \e)x i y 
+ 

+ Bn+,(X) 

permite estudar a vizinhança da ponto e determinar as 
tangentes. 

A curva tem um ponto isolado na origem. 

4162 — Defina curvatura duma curva, tanto no caso 
da curva plana como da curva torsa. Diga o que é a 
circunferência de curvatura e deduza as expressões 
mais correntes do raio de curvatura. 

Como determina a evoluta duma curva plana e que 
relação tem ela com os conceitos anteriores ? 

I. S. C. E . F. — ANALISE MATEMÁTICA — Exame final 
escrito — 15-10-1955. 

4163 — Prove que o integral indefinido de RIEMANN 
é função contínua e estude as condições de existência 
da derivada. 

Calcule a derivada da função 

f ( . ) f (x) dx 

Qual é o valor da constante a qne torna racional a 
primitiva de 

/ ( , ) - > - » > < — « > ?  J w (œ2 - I ) 2 

R : No caso de f (x) ser contínua para x = a e x = b , 
tem-se 

F ' (z) = f [b (z)] • V (z) — f [a (z)] • a' (z) 
(x — 2) (x - a) A B 

Pondo = 1 f-
(x2 - 1)2 (x + l ) 2 x + 1 

C D 
+ 777 + 

(X - I ) 2 X - 1 

x 2 - ( a + 2)x + 2 a = (B + D)x3 + ( A - B + C + D)x 2 + 
(_ 2A — B + 2C - D)x + (A + B + C - D) 

eliminando A e C entre o segundo e quarto coeficientes 
vem 

B — D = a - -

B -l- D - 0 

a 1 
B = — D = 

2 4 

Vê-se pois que a primitiva é racional para a <m — . 

4164 — Diga quando existem os integrais 

/
>+<» na 

f{x) dx / ¥ ( x ) dx 
a J b 

sendo tp (x) infinitamente grande na vizinhança 
esquerda de x = 6 (a < 6) . 

Enuncie e demonstre condições suficientes de exis­
tência daqueles integrais: utilize essas condições para 
definir as funções p (a , 6) e r (a) . 

4165 — Defina envolvente duma família de curvas 
planas : diga como se determina a equação discutindo 
o sistema a que se chega. 

A determinação da envolvente de f ( x , y , a)=0 não 
se pode fazer quando esta equação está resolvida 
relativamente ao parâmetro a : porque ? 
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Determine a envolvente da família das rectas cada 
uma das quais, com duas rectas dadas, forma um 
triângulo de área dada 2 K. 

R : A determinação da envolvente de f (x , y , a) •= 0 
conduz ao sistema 

rf ( x , y , a ) = 0 
IP. ( x , y , a ) = 0 

Para deste sistema passarmos a outro, equivalente, 
onde 

fa - f (x , y) 
IP. ( x , y , a ) ~ 0 

a primeira equação deste último sistema deverá ser a 
função de x, y implicitamente definida pela primeira 
equação do outro sistema, f (x , y , a) «• O , e é precisa-
menté o que sucederá quando a resolvermos em ordem ao 
parâmetro a . 

Mas, a existência dessa função implícita só ficará 
assegurada nos pontos (x , y) onde for P, (x , y , a) =j= O 
(teorema da função implícita) 

Daqui resulta geralmente a não equivalência dos dois 
sistemas. 

Tomemos as duas rectas dadas para sistema de eixos 
e seja w o ângulo dessas duas rectas. 

x y 
A equação da recta variável será 1 = 1 

a b 
e a área do triângulo formado pelas três rectas 

2 A = — a b sen w 
2 

onde a é o parâmetro variável 
Eliminando o parâmetro entre as duas equações 

a 2 • y • sen w — a - 4 K + 4 K x = 0 
y sen w 

+ 4 K 
= 1 

resulta, por ser a 2 = 
4 K x 

V y sen w 

y sen w 

+ 2x = 0 

• ± i / 4 g k 

V y sen w 

y 
4 K x = 4x2 

K 
xy = • 

y sen w sen w 
A envolvente é uma hipérbole que tem por assintotas-

as duas rectas dadas. 

4166 — O que é uma equação diferencial linear e 
homogénea? 

Enuncie algumas propriedades devidas à linearie-
dade e homogeneidade da equação. 

Demonstre que, se 

Vi >•••»?»(*) 

são integrais da equação 
P o ( * ) y ( + Pi (x)y<"~" +•••+ p—1 (x)y< + p„ (x) y = 0 
linearmente independentes na vizinhaça de x = XQ ,. 
onde po(x0)=^=0, aqueles mesmos integrais serão linear­
mente independentes em todo e qualquer intervalo 
onde po (x) =j= 0 . 

Resolva a equação yul — 4Í/ I I + 9 2/'- 10y = 0-
sabendo que e2* é um integral. 

R : A demonstração pedida obtem-se a partir da fór­
mula de Liouville, que se pede para estabelecer. 

A equação característica p 3 — 4 p 2 + 9 p — 10 = 0 
deverá admitir a raiz p = 2e com efeito : p 3 — 4 p 2 + 
+ 9 p - 10 = (p - 2) (p2 - 2 p + 5) 

As outras raizes da equação característica são: 1+.2 i 
O integral geral é: y = c1e2* + c 2e*cos2x + C3e"; sen2x. 

M E C Â N I C A R A C I O N A L 

F. C. P. — MECÂNICA RACIONAL—i.« Exame de frequên­
cia — 2.* chamada — 3-1956 

4167 — 1) Um movimento rígido plano resulta, 
por composição, das rotações 

Wi (0,0 , (1 - 4 t) ; 0 ,0 , 0) w 2 (0 ,0 , 4 t ; 12 Z 2 , 0 ,0 ) 

e da translação r = 2 4 í - J . (Unidades : metro e se­
gundo). 

la ) Exprima em / (t) a rotação intantânea w do 
movimento, as coordenadas do centro instantâneo de 
rotação / (£i, TJI) , as componentes da velocidade de 
permutação V deste centro instantâneo e as compo­
nentes da aceleração do ponto que momentâneamente 
coincide com ele. 

16) Exprima em f(t,%,t\) as componentes da 
aceleraçãode um ponto M (î , fj) qualquer da figura 
móvel e, por integração, tire das expressões obtidas 
as leis do movimento desse ponto sob forma paramé­
trica. Mostre acessoriamente que existe um ponto na 
figura móvel que descreve no plano fixo o eixo Q i j . 
Eixos de referência do movimento : £2 4"']-

1c) Deduza as equações das curvas polares: a da 
base em coordenadas cartesianas, a da rolante em 
coordenadas polares. 

4168 — 2) Um sistema é constituído como a figura 
mostra. Disco circular e trapézio são homogéneos e pe­
sam respectivamente pi e pz. Conhecidos estes pesos, as 
dimensões do sistema e as posições dos centros de 
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massa Gj e Gz, calcular a força F que deve ser 
aplicada horizontalmente ao trapézio à altura de Q2 , 

 >/;//!?/n/nn/r/n ii//ii/n/i 

para equilibrar o sistema na configuração represen­
tada. O cálculo deverá ser feito 

2a) pelo teorema do trabalho virtual 
26) pelo método das reacções, analítica ou geome­

tricamente. 

2c) Exprima em função dos pesos pi ,pa, das 
dimensões do sistema e dos parâmetros de que a sua 
configuração depende, todas as reacções que intervém 
no estudo do seu equilíbrio, indicando para cada uma 
delas grandeza, direcção e sentido. 

Não há atrito. 

4169—3) Examine se a mediana do trapézio consi­
derado no problema de estática pode ser eixo principal 
de inércia nalgum dos seus pontos. (Assinala-se que é 

nulo o integral j x^y^dS estendido á área do tra­

pézio, em que x^ e j / t são coordenadas obliquas re­
feridas á mediana e a uma paralela às bases). 

4170—4) Mostre que há pontos M de um sólido em 
movimento cujas velocidades contemporâneas tem 
suportes concorrentes. Prove que estes suportes per­
tencem a um cone de segunda ordem e que o lugar 
dos pontos M considerados é geralmente uma cúbica 
de dupla curvatura. (Lembra-se que os eixos coorde­
nados para tratar o problema posto podem ser es­
colhidos em posição particular que simplifica os cál­
culos e põe mais em evidência as conclusões a estabe-

NOTA : O aluno deve "procurar responder às preguntas ta), 
16), 2a), 26) e 2c). As preguntas 3) e 4) sao facullatiras. 

lecer ; e acrescenta-se que uma cúbica de dupla 
curvatura resulta da intersecção de duas quádricas 
com uma geratriz rectilínea comum). 

F. C. P. — MECÂNICA RACIONAL — 1." Exame de Fre­
quência (1.* chamada) — 2-1956. 

4171 — A) Dado o estado cinético definido pela 
expressão 

v m = [ (—4+ Y+3Z)l+ (— 1 4 — X — 2 Z ) J + 
-+ (6 - 3 X + 2 Y) K ] • /(«) (unidades m, s), 

em que X,Y,Z representam as coordenadas de um 
ponto M num referencial OXYZ fixo no espaço 
e f { t ) uma função de t a determinar: 

1) mostre que corresponde a um movimento rígido; 

2) calcule as componentes da rotação instantânea 
do movimento ; 

3) escreva as equações do eixo helicoidal tan­
gente, calcule as sua» coordenadas vectoriais, deter­
mine o passo do movimento e mostre que o estado 
cinético considerado corresponde a um movimento 
permanentemente helicoidal; 

4) examine se o movimento é dextrorsum ou 
sinistrorsum ; 

5) calcule, em módulo, a velocidade, a aceleração 
tangencial e a acelaração normal dos pontos distan­
tes 3m do eixo helicoidal; 

6) fixe a função f ( t ) de modo que o movimento 
seja uniformemente retardado a partir do instante 
í = 0 e cesse de sê-lo no instante Í = 5 Í ; 

7) suponha que o referencial OXYZ do movimento 
considerado nas alíneas anteriores —agora movimento 
relativo — está animado de um movimento de trans­
porte, em relação a 0 4 X T Yx Z\, composto de uma 
rotação íí = n (t) K em volta do eixo O J - Z J , com o 
qual O Z a todo o momento coincide, e de uma trans­
lação T = T (t) K (paralela a este eixo), e deduza u m a 
expressão vectorial da acelaração complementar de 
um ponto H situado sobre o eixo do movimento re­
lativo ; 

8) supondo Cl{t) dada, poderá determinar T(Í) de 
modo que o movimento absoluto implícito na alínea 
anterior seja constantemente tangente a uma rotação? 
No caso afirmativo que valor deve atribuir a T (Í) ? 

4172—B) Um sistema plano é constituído como a 
figura indica. Um embolo transmite o efeito pS da 
pressão p, que se exerce sobre a sua face 1, ao botão da 
manivela O M solidaria com o volante V móvel em 
volta do seu eixo. Num ponto Q de V está fixo um 
cabo que se apoia contra a sua periferia e pende ver-
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t ica lmente sob a a c ç ã o de u m peso P. Peso do v o ­
lante p; peso da placa r í g i d a B:pi; despreze os 
pesos p r ó p r i o s do cabo, das barras M O ,M C ,D E ; 

Ï 

volante e placa B s ã o h o m o g é n e o s ; n ã o h á a t r i t o 
entre a placa e as guias m e n , nem em nenhuma 
das a r t i c u l a ç õ e s , nem no eixo de V. A s a r t i c u l a ç õ e s 
s ã o pontuais . 

9) Para a c o n f i g u r a ç ã o desenhada, determine o 
va lor da p r e s s ã o sobre o ê m b o l o que equ i l ib ra um 
peso dado P, pelo m é t o d o das r e a c ç õ e s ; 

10) Determine completamente as r e a c ç õ e s que se 
desenvolvem em O e em M e entre a placa B e as 
guias m (ou ri) ; 

11) Pa r t indo de P como um dado determine 
graficamente as r e a c ç õ e s exteriores e inter iores e o 
valor da f o r ç a pS, correspondentes à c o n f i g u r a ç ã o 
de e q u i l í b r i o considerada em 9) ; 

12) Determine p S pela a p l i c a ç ã o do teorema do 
t raba lho v i r t u a l . 

4 1 7 3 — C) O centro das a c e l e r a ç õ e s de u m m o v i ­
mento r í g i d o paralelo a um plano fixo p o d e r á co inc id i r 
m o m e n t â n e a m e n t e com o centro i n s t a n t â n e o de r o t a ­
ç ã o ? Se a resposta f o r a f i r m a t i v a caracterize u m 
caso em que aquela c o i n c i d ê n c i a se ver i f ique . 

4 1 7 4 — D ) Deduza as c o n d i ç õ e s a n a l í t i c a s a que 
devem satisfazer as coordenadas vectoriais ( u , a) de 
quat ro rectas para ser p o s s í v e l local izar sobre elas : 

D l ) um sistema de f o r ç a s em e q u i l í b r i o . 
D 2) dois sistemas de f o r ç a s , l inearmente indepen­

dentes, separadamente t a m b é m em e q u i l í b r i o . 

NOTA — O aluno deve procurar responder às 
1, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12. 

As preguntas 8, 11, C e D sao facultativas. 

preguntas 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
NeBta secção, alem de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

1 0 8 — P r e m i e r c o l l o q u e s u r l e s é q u a t i o n s a u x d é r i ­
v é e s p a r t i e l l e s ; S e c o n d c o l l o q u e s u r l e s é q u a t i o n s 
a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s — Centre Belge de Recher­
ches M a t h é m a t i q u e s — Georges Thone, L i è g e et 
Masson & Cie., Paris—1954. 

O Centro Be lga de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a con­
sagrou à teor ia das e q u a ç õ e s às derivadas parciais 
dois c o l ó q u i o s que se rea l izaram em L o v a i n a e B r u ­
xelas, em Dezembro de 1953 e Ma io de 1954, respect i ­
vamente. Pa r t i c ipa ram nestas r e u n i õ e s a l ém de ma­
t e m á t i c o s belgas v á r i o s especialistas estrangeiros 
convidados pelo Centro. As c o m u n i c a ç õ e s f o r a m 
publicadas em dois f a s c í c u l o s , de que a seguir p u b l i ­
camos a r e l a ç ã o . 

Primeiro colóquio: A . L I C H N E R O W I C Z , Equat ions de 
L A P L A C E et espaces ha rmoniques—Y. F O U K È S , R é s o l u ­

t i o n d u p r o b l è m e de C A D C H Y pour les é q u a t i o n s hyper­
boliques d u second ordre non l i n é a i r e s — J . D E L S A B T E , 
Sur certains s y s t è m e s d ' é q u a t i o n s aux d é r i v é e s par ­
t ie l les à une seule fonc t ion inconnue, et sur une g é n é ­
r a l i s a t i on de l a t h é o r i e des fonct ions de B E S S E L et des 
fonct ions h y p e r g é o m é t r i q u e s — G . D O K T S C H , L ' a p p l i ­
ca t ion de la t r ans fo rmat ion bidimensionnel le de 

L A P L A C E dans la t h é o r i e des é q u a t i o n s aux d é r i v é e s 
p a r t i e l l e s — T H . L E P A G E , Equa t ions du second ordre et 
t ransformat ions symplectiques —P. G I L L I S , Sur cer­
taines classes d ' é q u a t i o n s aux d é r i v é e s part iel les d u 
second ordre, non l i n é a i r e s — R . S A U E B , Remarques 
g é o m é t r i q u e s sur les é q u a t i o n s aux d é r i v é e s par t ie l les 
d u second ordre q u a s i l i n é a i r e s et h o m o g è n e s . 

Segundo colóquio: MAOBO P I C O N E , Sur un p r o b l è m e 
nouveau pour l ' é q u a t i o n l i n é a i r e aux d é r i v é e s p a r t i ­
elles de la t h é o r i e m a t h é m a t i q u e classique de l ' é l a s ­
t i c i t é — L A U R E N T S C H W A B T Z , P r o b l è m e s aux l imi tes 
dans les é q u a t i o n s aux d é r i v é e s par t ie l les e l l ip t iques 
— J . L . L I O N S , P r o b l è m e s aux l i m i t e s de type mix te , 

J E A N L E R A Y , I n t é g r a l e s a b é l i e n n e s et solutions é l é m e n ­
taires des é q u a t i o n s h y p e r b o l i q u e s—M . B R E L O T et G . 
C H O Q U E T , P o l y n ô m e s harmoniques et polyharmoniques 
— G . DE R H A H , Sur certaines é q u a t i o n s de la t h é o r i e 
des formes d i f f é r e n t i e l l e s harmoniques—H. G . G A R N I R 
— « F o n c t i o n s » de G R E E N pour les p r o b l è m e s aux l i ­
mites de l ' é q u a t i o n des ondes — L . F A N T A P P I Ê , Les 
nouvelles m é t h o d e s d ' i n t é g r a t i o n , en termes finis, des 
é q u a t i o n s aux d é r i v é e s part iel les . 

M. Z . 
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1 0 9 — C o l l o q u e s u r l ' a n a l y s e s t a t i s t i q u e - Centre B e l ­
ge de Recherches M a t h é m a t i q u e s — Georges Thone, 
L i è g e et Masson & Cie. , Par is , 1955. 

O o i tavo c o l ó q u i o in te rnac iona l p romovido pelo 
Centro Be lga de I n v e s t i g a ç ã o M a t h e m á t i c a f o i ded i ­
cado à a n á l i s e e s t a t í s t i c a . Teve luga r em Bruxelas 
em Dezembro de 1954. Foram as seguintes as comu­
n i c a ç õ e s apresentadas: G . DABMOIS , Sur l a r é g r e s s i o n . 
R é s u l t a t s nouveaux. P r o b l è m e s non r é s o l u s — A . 
B L A N C - L A P I E R R E , C o n s i d é r a t i o n s sur certains proces­
sus ponctuels et sur des fonct ions a l é a t o i r e s a s s o c i é e s 
— B . D E F I N E T T I , L a no t ion de «hor i zon b a y e s i e n » — 
D . VAN D A N T Z I G , Sur les ensembles de confiance g é n é ­
raux et les m é t h o d e s dites non p a r a m é t r i q u e s — M . J . 
H E M E L B I J K , Exemple d 'appl ica t ion des m é t h o d e s non 
p a r a m é t r i q u e s et un nouveau test pour l ' é g a l i t é de 
plusieurs p r o b a b i l i t é s — M . S. B A B T L E T T , The s ta t is ­
t i c a l analysis o f stochastic processes — D . D U G C É , 
Deux notions ut i les en s ta t i s t ique m a t h é m a t i q u e : les 
ensembles a l é a t o i r e s b o r n é s «en loi» et la c o n t i n u i t é 
fo r tement un i fo rme en p r o b a b i l i t é — E . F R A N C K X , Sur 
les j eux s t r a t é g i q u e s finis —P. G I L L I S et S. H U Y B E R E -

CHTS , T h é o r i e des j eux sur le c a r r é - u n i t é —H . B R E N Y J 

A propos de la m é t h o d e de D A N I E L S pour l ' é c h a n t i l ­
lonnage des faisceaux de fibres p a r a l l è l e s . 

M. Z . 

1 1 0 — J H L I A , G A S T O N — C o u r s d e G é o m é t r i e I n f i n i t é ­
s i m a l e — 1 e r . fasc. € Vecteurs et tenseurs T h é o r i e 
é l é m e n t a i r e » 2 è m e é d - 1 9 5 3 ; 2<>me fasc. « C i n é m a t i ­
que et g é o m é t r i e c i n é m a t i q u e . P r e m i è r e par t ie : G é n é ­
r a l i t é s » . 2 i , m o éd . — 1955 — G a u t h i e r - V i l l a r s , Par is . 

Trata-se duma nova e d i ç ã o rev is ta e ampl iada do 
curso escrito pelo A u t o r para os alunos da Escola 
P o l i t é c n i c a de Paris. O p r ime i ro fascisculo consta de 
um ú n i c o c a p í t u l o que abrange a á l g e b r a dos vectores 
e dos tensores em coordenadas cartesianas rec tangu­
lares e o b l í q u a s bem como elementos de A n á l i s e vec­
t o r i a l e tensor ia l (estudo dos operadores g rad ian te 
d i v e r g ê n c i a e r o t a ç ã o , etc.). O segundo f a s c í c u l o com­
preende 4 c a p í t u l o s que t r a t am da c i n e m á t i c a do pon to ; 
c i n e m á t i c a do só l ido , generalidades, velocidades e 
a c e l e r a ç õ e s : c o m p o s i ç ã o de movimentos e a p l i c a ç õ e s ; 
movimento finito de um só l ido conhecido o movimento 
i n s t a n t â n e o , m é t o d o do t r i edro m ó v e l . 

A obra, como é de esperar, é escr i ta com r i g o r e 
clareza. M. z. 

111 — G . B O U L I O A N D — M é c a n i q u e R a t i o n n e l l e —1954 — 
Vuibert — Paris . 

A nova e d i ç ã o da M e c â n i c a Racional de B O U L I O A N D , 
a lém de reun i r no mesmo volume os seus Précis e 
Compléments et Exercices t ê m mui tas a m p l i a ç õ e s e 
melhoramentos. 

O A u t o r or ienta o seu t rabalho DO sentido de m i n i s ­
t r a r um ensino entremeado de problemas, conseguindo 

que por meio duma p a r t i c i p a ç ã o ac t iva do le i to r se 
e s c l a r e ç a m diversas q u e s t õ e s de p r i n c í p i o e se desen­
v o l v a simultaneamente o e s p í r i t o c r í t i c o . 

A o mesmo tempo o estudante sente-se impe l i do 
a le i turas orientadas para os t rabalhos de P O I N C A R É , 
A P P K L L , P A I N L E V É , HADAMABD, B I R K H O F F , E . C A R T A N , 

C H A Z Y etc. 

N a p r i m e i r a par te do l i v r o tratam-se os problemas 
c l á s s i c o s : teor ia dos vectores, c i n e m á t i c a , geometr ia 
das massas e c i n é t i c a , p r i n c í p i o s e teoremas gerais 
da d i n â m i c a e a p l i c a ç ã o ao corpo só l ido , d i n â m i c a 
a n a l í t i c a , estabil idade, pequenos movimento, p r i n c í ­
p io da menor a c ç ã o , choques e p e r c u s s õ e s , problemas 
de d i n â m i c a sern a t r i t o , complementos de d i n â m i c a 
a n a l í t i c a , m e c â n i c a dos fios, dos meios d e f o r m á v e i s e 
f l u í d o s , velocidade da luz, e s p a ç o - t e m p o e g r a v i t a ç ã o . 

A segunda par te é dedicada à c i n e m á t i c a e d i n â ­
mica dos sistemas com a t r i t o : movimento dum plano 
sobre um plano, movimento dum s ó l i d o ; f o r ç a s de 
l i g a ç ã o , a t r i t o , choque com a t r i t o de escorregamento, 
teor ia e n e r g é t i c a do choque com a t r i t o , l i g a ç õ e s u n i ­
la terais . A obra t e rmina com a so lução , do A u t o r , de 
dois problemas de exame e duas notas o r ig iua i s 

Como em todos os restantes l iv ros de B O U L I O A N D , 
o le i to r encontra neste um estudo sé r io e p ro fundo 
dos assuntos, t ratados. O A u t o r consegue dar à m e c â ­
nica racional , n ã o obstante a sua a x i o m á t i c a s impl i s ta , 
uma es t ru tura de c i ê n c i a exacta e perfe i ta , j . o . T . 

1 1 2 — R. GOUYON — L e P r o b l è m e d e M é c a n i q u e 
R a t i o n n e l l e à l ' A g r é g a t i o n —1954—Vuibert— Par is 

Trata-se dum volume com 256 p á g i n a s de proble­
mas resolvidos cu ja í n d o l e s u p õ e numa p r é v i a i n i c i a ­
ç ã o nos m é t o d o s e p r i n c í p i o s da m e c â n i c a r ac iona l . 

O A u t o r i n i c i a o volume por 4 notas d i s t r i b u í d a s 
por 30 p á g i n a s : na nota I pretende p ô r em destaque 
o facto das e q u a ç õ e s de L A G R A N G B se estenderem n a t u ­
ralmente aos movimentos com a t r i t o ; na nota I I 
insis te sobre uma c lara c o m p r e e n s ã o de diversas 
g e n e r a l i z a ç õ e s do teorema do movimento c i n é t i c o > 
a terceira nota e x p õ e a teor ia dos choques com a t r i t o 
servindo-se do m é t o d o dos teoremas gerais; na ú l t i m a 
apl ica as e q u a ç õ e s de L A G B A N G E aos problemas de 
choque. 

A s restantes 226 p á g i n a s c o n t é m as so luções dos 
problemas propostos em F r a n ç a na « A g r é g a t i o n » 
durante 20 anos. 

D o mesmo problema, diversas so luções são , por 
vezes, encarados e sugeridos e apresentam-se van ta ­
gens de cada m é t o d o indicado. 

E m toda a obra o A u t o r apl ica o m á x i m o de con­
c i s ã o e o l e i to r nunca s e r á dispensado do e s f o r ç o 
pessoal sem o qua l n ã o é p o s s í v e l f o r m a ç ã o eficaz. 

J. o. T . 
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P O N T O S D E E X A M E 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate­
mática é c o n s t i t u í d a pelos pontos de M a t e m á t i c a do 

'exame do 3.° ciclo do ensino l iceal e de exames «le 
a p t i d ã o às Universidades e pontos de exames de f r e ­
q u ê n c i a e f ina i s das cadeiras de m a t e m á t i c a das 
escolas superiores. 

2 . ' E D I Ç Ã O D O V O L . II ( N . " 5 a 8 ) 

Continua aberta a i n s c r i ç ã o para a nova e d i ç ã o do 
ano I I da Gazeta de Matemática ( n . 0 1 5 a 8) ao p r e ç o 
de escudos 30. Esta nova ed i ção oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibilidade de comple­
tarem as suas colecções no formato e c a r a c t e r í s t i c a s 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as in sc r i ções a t i n j a m o n ú m e r o de 300, proceder-
- s e - á , à c o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o e d i s t r i b u i ç ã o da nova 
ed i ção do ano I I . Depois de publicada, a segunda 
ed i ção do volume I I s e r á vendida ao p r e ç o de escu­
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática aceita, 
durante 1956 , quando pedidas directamente, assinatu­

ras de t r ê s n ú m e r o s , ao p r eço de escudos 40, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da c o b r a n ç a . 
As assinaturas são renovadas automaticamente no 
seu termo, salvo aviso p r é v i o em c o n t r á r i o . Todas as 
assinaturas t ê m in íc io com o pr imei ro numero publ icado 
em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à a d m i n i s t r a ç ã o da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes b e n e f i c i a r á 
de uma assinatura g r a tu i t a durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A S A D O S 

E s t ã o completamente esgotados os n ú m e r o s 5 a 11 , 
13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes n ú ­
meros s ã o vendidos aos p r e ç o s seguintes: 
N . ° ' 1-4 (2.* ed i ção do ano I , no formato 
actual e com o texto cuidadosamente revisto) 4 0 0 0 0 
N . " 12 e 15 a 49, cada n ú m e r o 1 2 0 5 0 
N.° 50 6 0 0 0 0 
N . M 51 a 59, cada n ú m e r o 1 7 0 5 0 
N . " 60-61 3 5 0 0 0 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática executa 
qualquer encomenda à c o b r a n ç a pelo correio. 
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