GAZETA

D E

MATEMATICA

JORNAL DOS CONCORRENTES AO EXAME DE APTIDAO E DOS
ESTUDANTES DE MATEMATICA DAS ESCOLAS SUPERIORES

ANO X"V N . o 60_61 .111.HO 196f)

SUMARIO

No primeiro centendrio do nascimento de Henri Pohiearé
por Ruy Luis Gomes
L'Etat actuel et I'avenir de la Physique Mathématique
par Henri Poincaré
A lei dindmica do electrdo livre
por lose Gaspar Teixeira

Os vectores proprios comuns a operadores lineares quase-
-permutaveis
por /. Joaquim Dionisio

Conjuntos finitos

por José Ribeiro Albuquerque

O calculo das probabilidades e a teorizagdo do comporta-
mento econdmico
por Gustavo de Castro

Movimento Cientifico
Comissiio_internacional do ensino matematico. Nub-comissdo Portu-
guesa — Primeiro curso latino-ainerlcano de aperfeicoamento em
matematica para professores universitarios — Comemoracdes do cen-

tenario do nascimento de Henri Poiiicaro
Matematicas Elementares
Pontos dos exames do aptiddo as Escolas Superiores

Admissdo ao Estagio

Matematicas Superiores

Pontos de exames de frequéncia e finais — Geometria Descritiva —

Analise Infinitesimal —Algebra Superior — Mecanica Racional — Cal-

culo das Probabilidades — Astronomia — Fisica Mateméatica — Meca-
nica Celeste

DEPOSITARIO: LIVRARIA SA DA COSTA / RUA GARRETT. 100-102 / LISBOA



GAZETA D E M ATEMATICA

EDITOR—Gazeta de Mateméatica, Lda. ADMINISTRADOU— A. Sa da Costa
Sede e Administracdo — Av. Jodo Criséstomo, 4, 7.°-D. — Tel. 771943 — Lisboa-N.

REDACCADO
Redactores : J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo.

OUTROS COMPONENTES
EM PORTUGAL:

Coimbra: L. Albuquerque, J. Dionisio, J. Farinha; Lisboa: Almeida Costa, Ferreira de Macedo,
A. S4& da Costa, C. Araujo, F. l)ia3 Agudo, J. Calado, J. Sebastido e Silva, S. Ventura J R. Albuquerque,.
M. Teodora Alves, Fernando de Jesus, Mario Madureira, Orlando M Rodrigues. Vasco Oso6rio e V. S- Barroso;
Porto: Andrada Guimardes, Anténio A. Lopes, Delgado de Oliveira, F. Soares David, Laureano Barros,
L. Neves Real, M. G. Miranda, M. G. P. Barros, Rios de Souza e Ruy Luis Gomes.

NO ESTRANGEIRO:

~ Argentina — Buenos Aires: L. A. Santal6; Mendoza: F. Toranzos, Anténio Monteiro; San Luis: Manuel

Balanzat; Brasil — Belo Horizonte: Cristévam dos Santos; Recife: Luiz Freire, Manuel Zaluar, Newton Maia e
A. Pereira Gomes; Rio de Janeiro: Achille Bassi, Leopoldo Nachbin, Maria Laura Mousinho e Mauricio Peixoto;
Sdo  Paulo: Omar Catunda ; Espanha — Barcelona : Francisco Sanvisens ; Madrid: Sixto Rios Garcia;
Itadlia — Roma: Emma Castelnuovo; Franca — Paris: Paul Belgodore; Suissa — Zurich : H. Wermus ;

Uruguay — Montevideo: Rafael La Guardia; U. S. A.— Lincoln: Maria Pilar Ribeiro.

HfOTAS PE MATLIll %TIi i

Volumes pub/ifados pelo INSTITUTO DE MATEMATICA PURA  E APLICADA, Rio de Janeiro
FILTROS E IDEAIS 0)
por A. A. MONTEIRO

Trata dos conjuntos, ordem, diagrama de liasse, dualidade, maximo e minimo, supremo e infimo, ordem linear,
recticulado8, reticulados completos e a-completos, teoremas de Zorn, filtros e ideais, ultra-flltros, filtros e
ideais primos.

Cr$ 70,00

TOPOLOGIA DOS ESPACOS METRICOS
por ELON  LAGES LIMA

Contém uma exposicdo sobre espagos métricos, fungdes continuas, esferas e conjuntos abertos, conjuntos
fechados, sucessfes, convergéncia e topologia, subespacos, espacos completos, espacos separdveis, espagos/
compactos, homeomorfismos.

Cr$'00,00

CURSO DE TOPOLOGIA GERAL
por SAUNDERS  MAC LANE - (rradugio  de JOVIANO c VALADARES)

Trata dos espagos topoldgicos, vizinhangas, conjuntos fechados, produtos cartesianos, subespa¢os, espagos
quocientes, bases, coberturas, espacos conexos e localmente conexos, axiomas de separagdo, espa¢cos normais,
espagos compactos e localmente compactos.

cr$ 100,00
Os pedidos destes  volumes devem  ser dirigidos a
LIVRARIA CASTELO - Av. Erasmo Braga, 277 - RIO DE JANEIRO — BRASIL

Tipografia Matematica. L.da — Av. JoSo Criséstomo, 4, 7.°-D.-Telefono 771943—LISBOA N.



Medalhdo da Homenagem da  Academia
das Ciéncias de Franca, em 1912, a

HENRI POINCARE

SOCIEDADE PORTUGUESA
DE MATEMATICA
ContriDuinte N°50) 065 792






ano XVI—N.© 60-61 GAZETA DE MATEMATICA

eoitor: Gazeta de Matematica, Lda.

JULHO-1955

A. Sa da Costa

ADMINISTRADOR :

repactores: J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo

Composto na Tipografia Mateméatica, Lda.—Avenida Jodo Criséstomo, 4, 7.°, Dto.—Telef.

No primeiro, centenéario

por Ruy Luis

Em 24 de Setembro de 1904, realizou
POINCAEE, perante o Congresso Internacional
de Artes e Ciéncias, reunido em St. Louis,
uma conferéncia”) intitulada «O estado actual
e o futuro de Fisica Matematica», que as
ulteriores e surpreendentes aquisi¢fes da
Ciéncia ndo conseguiram desactualizar, antes
consagraram como modélo de sintese histd-
rica e poder de previsao.

Por esse motivo, ao receber um convite
para participar na elaboracdo deste nimero
de homenagem ao «.maini» Matemético Francés
da segunda metade do século XIX (%), surgiu-
-me logo a ideia de a tomar para tema cen-
tral, ndo propriamente de um artigo mas
apenas de um comentario.

Mas — perguntard o leitor —serd legitimo
isolar de toda a sua obra, que abrange a
teoria do potencial, luz, electricidade, calor,

(1) Foi publicada na integra, pela primeira vez, em
ha Revue des Ideés, Paris, Nov. 15 1904, p. 801.818 e
suponho que ainda nao foi referida no nosso Pais.
A ser assim, mais se nos impde o dever de aproveitar
esta oportunidade para a tornar acessivel aos estu-
dantes das nossas Universidades; é o que faremos
utilizando a fotocdpia existente na J. .M.

(°) Palavras de D. J.STRDIK, A Concise History
of Mathematics, Dover Publications, Inc., New York,
1948, p. 278.

do nascimento
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capilaridade, electromagnetismo, hidrodiné-
mica, termodinamica, probabilidade e ainda os
problemas filos6ficos do infinito e do conti-
nuo, precisamente uma conferéncia sobre
«... o futuro da Fisica Matematica», quando
para nés contemporaneos da era atdmica,
esse futuro estd ja cinquenta anos para tras,
e cinquenta anos no decorrer dos quais se
operou uma verdadeira revolugdo em muitas
das nossas concepcdes sobre o universo?

O préprio POISCARE preveniu o seu audi-
tério, de 1904, que ndo esperasse uma pro-
fecia a «sensation», nem sequer um prognds-
tico... E sentem-se os seus cuidados, de se
manter sempre no terreno menos traigoeiro
de um simples diagndstico, que, afinal, para
felicidade dos seus ouvintes e nossa ainda
mais, 0 seu génio transpds a cada passo.

Tivesse ele, no entanto, rompido aberta-
mente com todas essas limitacGes, tivesse ele
conseguido errar e a nossa admiragdo, ao
comemorarmos este centenério, seria ainda
maior, se acaso isso é possivel, pois os erros
dos grandes homens sdo por vezes mais
fecundos que os seus acertos, como tem sido
salientado a propdsito de alguns dos maiores.
A impressdo que se colhe, hoje, da leitura
dessa conferéncia desfaz, porém, imediata-
mente todas as ddvidas ou pequenas preven-



¢Oes que a nossa preocupacdo, de sermos do
nosso tempo, teimasse em formular.

Com efeito, ultrapassando tudo aquilo que
ja ndo-serd possivel aceitar sem alteracdes,
estd o admiravel estudo critico da origem
e evolucdo da Fisica Matematica, desde o
paradigma Newtoniano —fase das forcas cen-
trais — até ao aparecimento das concepcdes
de maxweLL —fase dos grandes principios
principio de MAYER ou da conservacdo da
energia, principio de LAvoisiER ou da con-
servacdo da massa, principio da igualdade
de ac¢do e reaccdo ou principio de NEWTON,
principio da carnoT ou da degradagdo da
energia, principio de menor ac¢do e ainda
principio da relatividade (*).

Esta ainda na clarividéncia com que, jaem
plena crise pré-relativista, na viragem do
século X I X para o século XX, se firmou na
convicgdo de que, a pesar detudo ,a ultima
batalha seria ganha pela Fisica-Matematica
dos principios.

Estd também na lucidés com que, reflectindo
sobre o fracasso, uma ap6s outra, de todas
as tentativas para medir a velocidade abso-
luta da Terra, foi até ao ponto de acrescentar
aos principios classicos, oprincipio de relati-
vidade®) «as leis dos fendmenos fisicos devem
ser as mesmas, seja para um observador fixo,
seja para um observador animado de um
movimento de translacdo uniforme ; de sorte
gue nés ndo temos e nem podemos ter nenhum
meio de discernir se somos, sim ou néo,
arrastados por um semelhante movimento».

Ora, segundo este enunciado, o principio
de relatividade engloba ndo s6 as leis dos
fenémenos do movimento dos corpos em
particular as que se referem a inércia, como

(1) POINCARE refere estes seis principios.

() E .WHITTAKER, no 2.° vol. da sua documentadis-
sima Histéria das Teorias do Eter e Electrinidadei
ed. Thomas Nelson and Sons Ltd, Edinburgh, 1953*
ialienta devidamente este resultado do penetrante
e original  espirito de POINCARE (p. 30, 31, Cap. I, A
Teoria da Relatividade  de POINCARE e LORENTZ).
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ainda as dapropagacdo da luz, nomeadamente
naquele aspecto em que exprimem que a sua
forma nao depende da velocidade da respectiva
fonte (').

Por isso mesmo, pode dizer-se, sem receio
de paradoxo, EINSTEIN construiu a Relativi-
dade sobre um duplo absoluto: o da acelara-
¢do dos corpos materiais e 0 da propagacdo
da luz (expressa geometricamente no cone
de luz) ; enquanto que GALILEU € NEWTON
apenas consideravam o0 absoluto-aceleracgéo.
Regressando, porém, ao texto de POINCARE,
desejamos salientar que héa nele ainda uma
alusdo bem clara a uma nova mecanica:
«Talvez devamos construir uma nova meca-
nica, que apenas entrevemos, na qual, cres-
cendo ainércia com a velocidade, a velocidade
da luz tornar-se-ia um limite intransponiveis.

E tanto basta para se apreciar, cinquenta
anos depois, 0 alcance e a justeza das pala-
vras proféticas do grande Fisico-Matematico !
Um ponto ha, no entanto, em que POINCARE
se deteve e ndo indicou, em termos assim
explicitos, o sentido da solugdo — e esse ponto
6 0 que diz respeito a gravitacéo.

Efectivamente, s6 EINSTEIN deu uma expli-
cacdo satisfatéria do fendémeno da gravita-
¢d0, baseando-se, para isso, na equivaléncia
entre a massa da inércia e a massa gravitica;
equivaléncia que, como facto experimental,
era ja conhecida de NEWTON.

Mas essa explicacdo surgiu (ja depois da
morte da POINCARE) no decorrer dos anos
de 1913 e 1914, quando EINSTEIN formulou
a Relatividade Geral, associando a gravitagdo
a inércia e estabelecendo que a matéria pre-
sente no universo 6 afinal a determinante dos
fenomenos da gravitagdo-inércia e também
do espaco e do tempo acessiveis a observacdo
e experiéncia.

(") Traduz-se isto dizendo, quase eomo regra, que
a velocidade da luz é constante. Mas é uma maneira
errada de interpretar os factos, como tem sido posto
em relevo por H. WETI..
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E sé muito depois (J), em 1949-1950, lhe
foi possivel, com a colaboragdo de outros
fisicos tedricos, dar toda a relevancia ao
caracter ndo-Unear das equacdes da gravita-
¢do, demonstrando que, por forca disso, elas
nos dao também os movimentos das massas
potenciantes (e ndo apenas a estrutura do
espaco e do tempo). E que essas equacdes
ndo sdo compativeis sendo para certos movi-
mentos dessas massas.

POINCARE pressentiu, porém, o problema,
como ressalta destas suas interrogacdes :

(1) Consultar SCHEIDEGGER, Gravitational
Rev. Mod. Phys. Vol. 25, No. 2, 1953.

Motion,

L'Etat actuel et l'avenir de

la Physique

S

«Eis-nos entdo em face dum problema que
eu me limito a p6r. Se ndo ha massa cons-
tante, que acontece a lei de NEwTON» 2

KA massa tem dois aspectos, 6 a0 mesmo
tempo um coeficiente de inércia e uma massa
gravitica (attirante) entrando como factor na
atraccdo newtoniana. Se o coeficiente da
inércia ndo € constante, a massa gravitica
podera sé-lo»?

«Eis o problema».

E se O certo que a resposta satisfatéria a
estas interrogacdes pertence a EINSTEN, for-
mulé-las éj& um titulo de gldria para POINCARE,
embora ndo seja sendo uma das muitas manifes-
tacdes do seu extraordinario poder criador!

Mathématique”

par Henri Poincaré

Quel est I'état actuel de la Physique Ma-
thématique ? Quels sont les problemes qu'elle
est amenée a se poser ? Quel est son avenir?
Son orientation est-elle sur le point de se
modifier? Le but et les méthodes de cette
science vont-ils apparaitre dans dix ans a nos
successeurs immediats sous le méme jour
qu'a nous-mémes ; ou au contraire allons-nous
assister & une transformation profonde ? Tel-
les sont les questions que nous sommes for-
cés de soulever, en abordant aujourd'hui
notre enquéte.

S'il est facile de les poser, il est difficile
d'y répondre. Si nous nous sentions tentés
de risquer un pronostic, nous résisterions
aisément a cette tentation en songeant a tou-
tes les sottises qu'auraient dites les savants
les plus éminents d'ily a cent ans, si on leur
avait demandé ce que serait la Science au
X1X* siécle. Ils auraient cru étre hardis dans
leurs prédictions, et combien, aprés I'événe-
ment, nous les trouverions timides. N'atten-
dez donc de moi aucune prophétie.

(*) Extraido do original publicado em La  Revue

des Idées, Paris, Nov. 1904.

Mais si, comme tous les médecins prudents,
je répugne a donner un pronostic, je ne puis
pourtant me dispenser d'un petit diagnostic;
eh bien, oui, il y a des indices d'une crise
sérieuse, comme si nous devions nous atten-
dre & une transformation prochaine. Ne soy-
ons pas toutefois trop inquiets. Nous sommes
assurés que la malade n'en mourra pas et
méme nous pouvons espérer que cette crise
sera salutaire, car I'histoire du passé semble
nous le garantir. Cette crise en effet n'est
pas la premiére et il importe, pour la com-
prendre, de se rappeler celles qui l'ont pré-
cédée. Pardonnez-moi un court historique.

La Physique Mathématique, nous le savons,
est née de la Mécanique céleste qui I'a engen-
drée a la fin du XVII1° sciécle, au moment
ou elle venait elle-méme d'atteindre son com-
plet développement. Dans ses premieres an-
nées surtont, I'enfant ressemblait a sa mére
d'une maniére frappante.

L'Univers astronomique est formé de mas-
ses, trés grandes sans doute, mais séparées
par des distances tellement immenses qu'elles
ne nous apparaissent que comme des points
matériels ; ces points s'attirent en raisonin-
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verse du carré des distances et cette attrac-
tion est la seule force qui influe sur leurs
mouvements. Mais si nos sens étaient assez
subtils pour nous montrer tous les détails des
corps qu'étudie le physicien, le spectacle que
nous y découvririons différerait & peine de
celui que contemple l'astronome. L& aussi
nous verrions des points matériels séparés
les uns des autres par des intervalles énor-
mes par rapport a leurs dimensions et décri-
vant des orbites suivant des lois réguliéres.
Ces astres infiniment petits, ce sont les ato-
mes. Comme les astres proprement dits, ils
s'attirent ou se repoussent, et cette attraction
ou cette répulsion, dirigée suivant la droite
qui les joint, ne dépend que de la distance.
La loi suivant laquelle cette force varie en
fonction de la distance n'est peut-étre pas la
loi de Newton, mais c'est une loi analogue ;
au lieu de l'exposant — 2, nous avons proba-
blement Un exposant différent, et c'est de ce
changement d'exposant que sort tout ladi-
versité des phénomenes physiques, la variété
des qualités et des sensations, tout le monde
coloré et sonore qui nous entoure, toute la
Nature en un mot.

Telle est la conception primitive dans toute
sa pureté. Il ne reste plus qu'achercher dans
les différents cas quelle valeur il convient de
donner a cet exposant afin de rendre compte
de tous les faits. C'est sur ce modele que
Laplace par exemple a construit sa belle
théorie de la Capillarité ; il ne la regarde que
comme un cas particulier de I'attraction, ou,
comme il dit, de la pesanteur universelle, et
personne ne s'étonne de la trouver au milieu
de I'un des cing volumes de la Mécanique
Céleste. Plus récemment, Briot croit avoir
penétré le dernier secret de I'Optique quand
il a démontré que les atomes d'éther s'attirent
en raison inverse de la 6° puissance de la
distance ; et Maxwell, Maxwell lui-méme, ne
dit-il pas quelque part que les atomes de gaz
se repoussent en raison inverse de la 5° puis-
sance de la distance. Nous avons l'exposant
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—6, ou—>5 au lieu de I'exposant —2, mais
c'est toujours un exposant.

Parmi les théories de cette époque, une
seule fait exception, celle de Fourier; ily a
bien des atomes, agissant a distance l'un sur
l'autre ; ils s'envoient mutuellement de la
chaleur, mais ils ne s'attirent pas, ils ne bou-
gent pas. A ce point de vue, la théorie de
Fourier devait apparaitre aux yeux de ses
contemporains, a ceux de Fourier lui-méme,
comme imparfaite et provisoire.

Cette conception n'était pas sans grandeur ;
elle était séduisant, et beaucoup d'entre nous
n'y ont pas définitivement renoncé ; ils savent
qu'on n'atteindra les éléments ultimes des
choses qu'en débrouillant patiemment I'éche-
veau compliqué que nous donnent nos sens;
qu'il faut avancer pas a pas en ne négligeant
aucun intermédiaire, que nos péres ont eu
tort de vouloir brdler les étapes, mais ils
croient que quand on arrivera a ces éléments
ultimes, on y retrouvera la simplicité majes-
tueuse de la Mécanique Céleste.

Cette conception n'a pas non plus été inu-
tile ; elle nous a rendu un service inappréci-
able, puisqu'elle a contribué a préciser en
nous la notion fondamentale de la loiphysi-
que. Je m'explique; comment les anciens
comprenaient-ils la Loi? C'était pour eux
une harmonie interne, statique pour ainsi dire
et immuable ; ou bien c'était comme un mo-
dele que la nature s'efforcait d'imiter. Une
loi, pour nous, ce n'est plus cela du tout;
c'est une relation constante entre le phéno-
méne d'aujourd'hui et celui de demain; en
un mot, c'est une équation différentielle.

Voila la forme idéale de la loi physique;
eh bien, c'est la loi de Newton qui l'a revé-
tue la premiére. Si ensuite on a acclimaté
cette forme en physique, c'est précisément
en copiant autant que possible cette loi de
Newton, c'est en imitant la Mécanique Cé-
leste.

Néanmoins, ilest arrivé unjour ou la con-
ception des forces centrales n'a plus paru
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suffisante, et c'est la premiére de ces crises
dont je vous parlais tout a I'heure.

Que fit-on alors? On renonga & pénétrer
dans le détail de la structure de l'univers,
a isoler les piéces de ce vaste mécanisme, a
analyser une a une les forces quiles mettent
en branle et on se contenta de pendre pour
guides certains principes généraux qui ont
précisément pour objet de nous dispenser de
cette étude minutieuse. Comment cela? Sup-
posons que nous ayons en face de nous une
machine quelconque ; le rouage initial et le
rouage final sont seuls apparents, mais les
transmissions, les rouages intermédiaires par
lesquels le mouvement se communique de I'un
a l'autre sont cachés a l'intérieur et échap-
pent a notre vue; nous ignorons si la com-
munication se fait par des engrenages ou par
des courroies, par des bielles ou par d'autres
dispositifs. Dirons-nous qu'il nous est impos-
sible de rien comprendre a cette machine
tant qu'on ne nous permettra pas de la
démonter ? Vous savez bien que non et que
le principe de la conservation de I'énergie
suffit pour nous fixer sur le point le plus
intéressant ; nous constatons aisément que la
roue finale tourne dix fois moins vite que la
roue initiale, puisque ces deux roues sont
visibles ; nous pouvons en conclure qu'un
couple appliqué a la premiére fera équilibre
a un couple dix fois plus grand appliqué a
la la seconde. Point n'est besoin pour cela
de pénétrer le mécanisme de cet équilibre et
de savoir comment les forces se compense-
ront a l'intérienr de la machine ; c'est assez
de s'assurer que cette compensation ne peut
pas ne pas se produire.

Eh bien, en présence de l'univers, le prin-
cipe de la conservation de I'énergie peut nous
rendre le méme service. C'est aussi une ma-
chine, beaucoup plus compliquée que toutes
celles de l'industrie, et dont presque toutes
les parties nous sont profondément cachées ;
mais en observant le mouvement de celles
gue NOUS POUVONS VOir, NOUS pouvons, en
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nous aidant de ce principe, tirer des conclu-
sions qui resteront vraies quels que soient
les détails du mécanisme invisible qui les
anime.

Le principe de la conservation de I'éner-
gie, ou principe de MAYEK, est certainement
le plus important, mais ce n'est pas le seul,
il y en a d'autres dont nous pouvons tirer le
méme parti. Ce sont:

Le principe de CARNOT, ou principe de la
dégration de Fénergie.

Le principe de NEWTON, OU principe de
I'égalité de l'action et de la réaction.

Le principe de la relativité, d'aprés lequel
les lois des phénoménes physiques doivent
étre les mémes, soit pour un observateur fixe,
soit pour un observateur entrainé dans un
mouvement de translation uniforme ; de sorte
gue nous n'avons et ne pouvons avoir aucun
moyen de discerner si nous sommes, oui ou
non, emportés dans un pareil mouvement.

Le principe de la conservation de la masse
ou principe de LAVOISIER.

J'ajouterai le principe de moindre action.

L'application de ces cing ou six principes
généraux aux différents phénoménes physi-
ques suffit pour nous en apprendre ce que
nous pouvons raisonnablement espérer en
connaitre. Le plus remarquable exemple de
cette nouvelle Physique Mathématique est sans
contredit la théorie électromagnétique de la
Lumiére de MAXWELL. Qu'est-ce que I'éther,
comment sont disposées ses molecules, s'atti-
rent-elles ou se repoussent-elles ? nous n'en
savons rien ; mais noua savons que ce milieu
transmet a la fois les pertubartions optiques
et les perturbations eléctriques ; nous savons
que cette transmission doit se faire confor-
mément aux principes généraux de la Méca-
nique et cela nous suffit pour établir les
équations du champ électromagnétique.

Ces principes sont des résultats d'expérien-
ces fortement généralisés ; mais ils semblent
emprunter & leur généralité méme un degré
éminent de certitude. Plus ils sont généraux,
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en effet, plus on a fréequemment I'occasion
de les contrbler et les vérifications, en se
multipliant, en prenant les formes les plus
variées et les plus inattendues, finissent par
ne plus laisser de place au doute.

Telle est la seconde phase de I'histore de
la Physique Mathématique et nous n'en sommes
pas encore sortis. Dirons-nous que la premiere
a été inutile, que pendant cinquante ans la
science avait fait fausse route et qu'il n'y a
plus qu'a oublier tant d'efforts accumulés
gu'une conception vicieuse condamnait d'avan-
ce a l'insuccés ? Pas le moins du monde.
Croyez-vous que la seconde phase aurait pu
exister sans la premiére ? L'hypothése des
forces centrales contenait tous les principes;
elle les entrainait comme des conséquences
necéssaires ; elle entrainait et la conservation
de I'énergie, et celle des masses, et I'égalité
de l'action et de la réaction, et la loi de
moindre action, qui apparaissaient, ilest vrai,
non comme des vérités expérimentales, mais
comme des théorémes ; et dont I'énoncé avait
en méme temps je ne sais quoi de plus précis
et de moins général que sous leur forme
actuelle.

C'est la Physique Mathématique de nos
péres qui nous a familiarisés peu & peu avec
ces divers principes, qui nous a habitués a les
reconnaitre sous les différents vétements dont
ils se déguisent. On les a comparés aux don-
nées de l'expérience on a vu comment il
fallait en modifier I'énoncé pour les adapter
a ces données ; par la on les a élargis et
consolidés. On a été conduit ainsi a les re-
garder comme des vérités expérimentales ; la
conception des forces centrales devenait alors
un soutien inutile, ou plutét une géne, puis-
qgu'elle faisait participer les principes de son
caractere hypothétique.

Les cadres ne se sont donc pas briseés,
parce qu'ils étaient élastiques ; mais ils se
sont élargis; nos peres, qui les avaient établis,
n‘avaient pas travaillé en vain; et nous re-
connaissons dans la science d'aujourd'hui les

GAZETA D E MATEMATICA
traits généraux de l'esquisse qu'ils avaient
tracée.

Allons-nous entrer maintenant dans une
troisieme phase? Sommes-nous a la veille
d'une seconde crise ? Ces principes sur lesquels
nous avons tout bati vont-ils s'écrouler a leur
tour? Depuis quelque temps, on peut se le
demander.

En m'entendant parler ainsi, vous pensez
sans doute au radium, ce grand révolution-
naire des temps présents, et en effetje vais
y revenir tout & I'heure; mais il y a autre
chose; ce n'est pas seulement la conservation
de I'énergie quiest une cause; tous les autres
principes sont également en danger, comme
nous allons le voir en les passant successive-
ment en revue.

Commencons par le principe de CARITOT.
C'est le seul qui ne se présente pas comme
une conséquence immédiate de I'ypothese des
forces centrales; bien mieux, ilsemble sinon
contredire directement cette hypothése, du
moins ne pas se concilier avec elle sans un
certain effort. Si les phénomeénes physiques
étaient dus exclusivement aux mouvements
d'atomes dont les attractions mutuelles ne
dépendraient que de la distance, il semble
que tous ces phénoménes devraient étre ré-
versibles; si toutes les vitesses initiales étaient
renversées, ces atomes toujours soumis aux
mémes forces devraient parcourir leurs tra-
jectoires en sens contraire, de méme que la
terre décrirait dans le sens rétrograde cette
méme orbite elliptique qu'elle décrit dans le
sens direct, si les conditions initiales de son
mouvement avaient été renversées. A ce
compte, si un phénoméne physique est
possible, le phénomene inverse doit ['étre
également et on doit pouvoir remonter le
cours du temps. Or, iln'en est pas ainsi dans
la Nature, et c'est précisément ce que le
principe de CARNOT nous enseigne, la chaleur
peut passer du corps chaud sur le corps
froid, et il est impossible ensuite de lui faire
reprendre le chemin inverse et de rétablir



GAZETA D E MATEMATICA

des différences de température qui se sont
effacées. Le mouvement peut étre intégrale-
ment dissipé et transformé en chaleur par le
frottement; la transformation contraire ne
pourra jamais se faire que d'une maniere
partielle.

On s'est efforcé de concilier cette apparente
contradiction. Si le monde tend vers I'unifor-
mité, ce n'est pas parce que ses parties
ultimes, d'abord dissemblables, tendent a
devenir de moins en moins différentes, c'est
parce que, se déplacant au hasard, elles
finissent par se mélanger. Pour un oeil qui dis-
tinguerait tous les éléments, la variété resterait
toujours aussi grande ; chaque grain de cette
poussiére conserve son originalité et ne se
modele pas sur ses voisins; mais comme le
mélange devient de plus en plus intime, nos
sens grossiers n'apercoivent plus que I'uni-
formité. Voila porquoi, par example, les
températures tendent & se niveler sans qu'il
soit possible de revenir en arriére.

Qu'une goutte de vin tombe dans un verre
d'eau : quelle que soit la loi du mouvement
interne du liquide, nous le verrons bientdt se
colorer d'une teinte rosée uniforme et & partir
de ce moment on aura beau agiter le vase,
le vin et l'eau ne paraitront plus pouvoir se
séparer. Ainsi voici quel serait le type du
phénoméne physique irréversible : cacher un
grain d'orge dans un tas de blé, c'est facile ;
I'y retrouver ensuite et I'en faire sortir, c'est
pratiquement impossible. Tout cela, MAXWELL
et BOLTZMANN l'ont expliqué, mais celui qui
I'a vu le plus nettement, dans un livre trop
peu lu parce qu'il est un peu difficile a lire,
c'est Gibbs, dans ses principes élémentaires
de Mécanique Statique.

Pour ceux qui se placent a ce point de vue,
le principe de CARNOT n'est qu'un principe
imparfait, une sorte de concession a l'infirmité
de nos sens; c'est parce que nos yeux sont
trop grossiers que nous ne distinguons pas
les éléments du mélange; c'est parce que nos
mains sont trop grossieres que nNous ne savons

pas les forcer a se séparer ; le démon imagi-
naire de MAXWELL, qui peut trier les molé-
cules une & une, saurait bien contraindre le
monde & revenir en arriere. Y peut-il revenir
de lui-méme, cela n'est pas impossible, cela
n‘est qu'infiniment peu probable ; ily a des
chances pour que nous attendions longtemps
le concours des circonstances qui permettraient
une rétrogradation ; mais, tét ou tard, elles
se réaliseront, aprés des années dont il fau-
drait des millions de chiffres pour écrir le
nombre. Ces réserves, cependant, restaient
toutes théoriques, elles n'étaient pas bien
inquiétantes et le principe de CARNOT con-
servait toute sa valeur pratique. Mais voici
gue la scéne change. Le biologiste, armé de
son microscope, a remarqué ily a longtemps
dans ses préparations des mouvements désor-
donnés des petites particules en suspension ;
c'est le mouvement brownien. I | a cru d'abord
que c'était un phénomeéne vital, mais ila vu
bientdt que les corps inanimés ne dansaient
pas avec moins d'ardeur que les autres ; il a
alors passé la main aux physiciens. Malheu-
reusement, les physiciens se sont longtemps
désintéressés de cette question; on concen-
tre de la lumiére pour éclairer la pré-
paration microscopique, pensaient-ils ; lalu-
miere ne va pas sans chaleur, de 1a des
inégalités de température et dans le liquide
des courants intérieurs qui produisent les
mouvements dont on nous parle.

M. couy eut l'idée d'y regarder de plus
prés et il vit, ou crut voir, que cette explica-
tion est insoutenable, que les mouvements
deviennent d'autant plus vifs que les particules
sont plus petites, mais qu'ils ne sont pas
influencés par le mode d'éclairage. Si alors
ces mouvements ne cessent pas, ou plut6t
renaissent sans cesse, sans rien emprunter a
une source extérieure d'énergie, que devons-
-nous croire? Nous ne devons pas, sans
dout renoncer pour cela a la conservation
de I'énergie, mais nous voyons SOus Nos yeux
tantdt le mouvement se transformer en cha-
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leur par le frottement, tantdét la chaleur se
changer inversement en mouvement, et cela
sans que rien ne se perde, quisque le mou-
vement dure toujours. C'est le contraire du
principe de CARXOT. S'il en est ainsi, pour
voir le monde revenir en arriére, nous n'avons
plus besoin de [I'oeil infiniment subtil du
démon de MAXWELL, notre microscope nous
suffit. Les corps trop gros, ceux qui ont,
par exemple, un dixieme de millimetre, sont
heurtés de tous les cOtés par les atomes en
mouvement, mais ils ne bougent pas parce
que ces chocs sont trés nombreux et que la
loi du hasard veut qu'ils se compensent;
mais les particules plus petites recoivent
trop peu de chocs pour que cette compensa-
tion se fasse a coup sOr et sont incessamment
ballottées. Et voila déja I'un de nos prin-
cipes en péril.

Venons au principe de relativité; celui-la
non seulement est confirmé par I'expérience
quotidienne, non seulement il est une consé-
quence nécessaire de I'hypothése des forces
centrales, mais il s'impose a notre bons sens
d'une facon irrésistible; et pourtant lui aussi
est battu en breche. Supposons deux corps
électrisés ; bien qu'ils nous semblent en repos,
ils sont I'un et l'autre entrainés par le mou-
vement de la Terre; une charge électrique
en mouvement, ROWLAND nous l'a appris,
équivaut a un courant; ces deux corps char-
gés équivaudront donc a deux courants paral-
leles et de méme sens et ces deux courants
devront s'attirer. En mesurant cette atraction,
nous mesurerons la vitesse de la Terre ; non
pas sa vitesse par rapport au Soleil ou aux
Etoiles fixes, mais sa vitesse absolue.

Je sais bien ce qu'on va dire, ce n'est pas
sa vitesse absolue que I'on mesure, c'est sa
vitesse par rapport a l'éther. Que cela est
peu satisfaisant! Ne voit-on pas que du prin-
cipe ainsi compris on ne pourra plus rien
tirer? 11 ne pourrait plus rien nous apprendre
justement parce qu'il ne craindrait plus aucun
démenti. Si nous parvenons a mesurer quelque
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chose, nous serons toujours libres de dire
que ce n'est pas la vitesse absolue, et si ce
n'est pas la vitesse par rapport a I'éther,
cela pourra toujours étre la vitesse par
rapport a quelque nouveau fluide inconnu
dont nous remplirions I'espace.

Aussi bien I'expérience s'est chargée de
ruiner cette interprétation du principe de
relativité; toutes les tentatives pour mesurer
la vitesse de la Terre par rapport a I'éther
ont abouti a des résultats négatifs. Cette fois
la physique expérimentale a été plus fidele
au principe de la Physique Mathématique ;
les théoriciens en auraient fait bon marché
afin de mettre en concordance leurs autres
vues générales ; mais I'expérience s'est obs-
tinée a le confirmer. On a varié les moyens,
enfin MICHELSON a poussé la précision jusqu'a
ses dernieres limites; rien n'y a fait. C'est
précisément pour expliquer cette obstination
gue les mathématiciens sont forcés aujourd'hui
de déployer toute leur ingéniosité.

Leur tache n'était pas facile, et si LORENTZ
s'en est tiré, ce n'est qu'en accumulant les
hypothéses.

L'idée la plus ingénieuse a été celle du
temps local. Imaginons deux observateurs
qui veulent régler leurs montres par des
signaux optiques ; ils échangent des signaux,
mais comme ils savent que la transmission
de la Ilumiere n'est pas instantanée, ils
prennent soin de les croiser. Quand la
station B apercoit le signal de la station A,
son horloge ne doit pas marquer la méme
heure que celle de la station A au moment
de I'émission du signal, mais cette heure
augmentée d'une constant représentant la
durée de la transmission. Supposons, par
exemple, que la station A envoie son signal
quand son horloge marque I'heure zéro, et
que la station B I'apercoive quand son hor-
loge marque I'heure t. Les horloges sont
réglées si le retard égal a t représente la
durée de la transmission, et pour la vérifier

la station B expédie a son tour un signal
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quand son horloge marque zéro, la station A
doit alors Il'apercevoir quand son horloge
marque t. Les montres sont alors réglées.

Et en effet elles marquent la méme heure
au méme instant physique, mais a une condi-
tion, c'est que les deux stations soient fixes.
Dans le cas contraire, la durée de la trans-
mission ne sera pas la méme dans les deux
sens, puisque la station A par exemple marche
au devant de la perturbation optique émanée
de B, tandis que la station B fuit devant
la perturbation émanée de A . Les montres
réglées de la sorte ne marqueront donc
pas le temps vrai, elles marqueront ce
qu'on peut appeler le temps local, de
sorte que l'une d'elles retardera sur l'au-
tre. Peu importe, puisque nous n'avons aucun
moyen de nous en apercevoir. Tous les phé-
noménes qui se produiront en A par exemple
seront en retard, mais tous le seront égale-
ment, et I'observateur ne s'en apercevra pas
puisque sa montre retarde ; ainsi, comme le
veut le principe de relativité, il n‘aura aucun
moyen de savoir s'il est en repos ou en
mouvement absolu.

Cela malheureusement ne suffit pas, etil
faut des hypothéses complémentaires ; il faut
admettre que les corps en mouvement subis-
sent une contraction uniforme dans le sens
du mouvement. L'un des diameétres de la

Terre par exemple est raccourcide ,,..."....,

par suite du mouvement de notre planéte,
tandis que l'autre diamétre conserve sa lon-
gueur normale. Ainsi se trouvent compensées
les derniéres petites différences. Et puis ily
a encore I'hypothése sur les forces. Les for-
ces, quelle que soit leur origine, la pesanteur
comme I'élasticité, seraient réduites dans une
certaine proportion, dans un monde animé
d'une translation uniforme, ou plut6t c'est ce
qui arriverait pour les composantes perpen-
diculaires a la translation ; les composantes
paralléles ne changeraient pas. Reprenons
alors notre exemple de deux corps électrisés;

9

ces corps se repoussent, mais en méme temps,
si tout est entrainé dans une translation uni-
forme, ils équivalent & deux courants paral-
leles et de méme sens qui s'attirent.

Cette attraction électrodynamique se re-
tranche donc de la répulsion électrostatique
et la répulsion totale est plus faible que si
les deux corps étaient en repos. Mais comme,
pour mesurer cette répulsion, nous devons
I'équilibrer par une autre force, et que toutes
ces autres forces sont réduites dans la méme
proportion, nous ne nous apercevons de rien.
Tout semble ainsi arrangé, mais tous les
doutes sont-ils dissipés ? Qu'arriverait-il si
on pouvait communiquer par des signaux qui
ne seraient plus lumineux et dont la vitesse
de propagation différerait de celle de la
lumiére? Si apres avoir réglé les montres
par le procédé optique, on voulait vérifier le
réglage a l'aide de ces nouveaux signaux, on
constaterait des divergences qui mettraient
en évidence la translation commune des deux
stations. Et de pareils signaux sont-ils incon-
cevables, si I'on admet avec LAPLACE que la
gravitation universelle se transmet un million
de fois plus vite que la lumiere ?

Ainsi le principe de relativité a été dans
ces derniers temps vaillamment défendu, mais
I'énergie méme de la défense prouve combien
l'attaque était sérieuse.

Parlons maintenant du principe de NEWTON,
sur l'égalité de l'action et de la réaction.
Celui-ci est intimement lié au précédent etil
semble bien que la chute de I'un entrainerait
celle de l'autre. Aussi ne devons-nous pas

nous étonner de retrouver ici les mémes
difficultés.
Les phénomenes électriques, pense-t-on,

sont dus aux déplacements de petites parti-
cules chargées appelées électrons et plongées
dans le milieu que nous nommons éther. Les
mouvements de ces électrons produisent des
perturbations dans I'éther avoisinant; ces
perturbations se propagent dans tous les sens
avec la vitesse dela lumiére, et a leur tour
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d'autres électrons, primitivement en repos,
se trouvent ébranlés quand la perturbation
atteint les parties de I'éther qui les touchent.
Les électrons agissent donc les uns sur les
autres, mais cette action n'est pas directe,
elle se fait par Il'intermédiaire de I'éther.
Dans ces conditions peut-il y avoir compen-
sation entre l'action et la réaction, du moins
pour un observateur qui ne tiendrait
compte que des mouvements de la matiére,
c'est-a-dire des électrons, et qui ignorerait
ceux de I'éther qu'il ne peut pas voir? Evi-
demment non. Quand méme la compensation
serait exacte elle ne saurait étre simultanée.
La perturbation se propage avec une vitesse
finie, elle n'atteint donc le second électron
que quand le premier est depuis longtemps
rentré dans le repos. Ce second électron
subira donc, avec un retard, l'action du pre-
mier, mais certainement a ce moment il ne
réagira pas sur lui puisqu'autour de ce pre-
mier €lectron rien ne bouge plus.

L'analyse des faits va nous permettre de

préciser davantage. Imaginons, par exemple,
un excitateur de HERTZ comme ceux que l'on

emploie en télégraphie sans fil ; il envoie de
I'énergie dans tous les sens; mais nous pou-
vons le munir d'un miroir parabolique,

comme l'a fait HERTZ avec ses plus petits
excitateurs, afin de renvoyer toute I'énergie
produite dans une seule direction. Qu'arrive-t-il
alors, d'aprés la théorie ? c'est que I'appareil
va reculer, comme s'il était un canon et si
I'énergie qu'il a projetée était un boulet, et
cela est contraire au principe de NEWTON,
puisque notre projectile icin'a pas de masse,
ce n'est pas de la matiére, c'est de I'énergie.
[l en est encore de méme d'ailleurs avec un
phare pourvu d'un réflecteur puisque lalu-
miere n'est autre chose qu'une perturbation
du champ électromagnétique. Ce phare devra
reculer comme si la lumiere qu'il envoie était
un projectile. Quelle est la force qui doit
produire ce recul? c'est ce qu'on a appelé la
pression MAXWELL-BARTHOLDI ; elle est trés
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petite et on a eu bien du mal a la mettre en
évidence avec les radiometres les plus sensi-
bles ; mais il suffit qu'elle existe.

Si toute I'énergie issue de notre excitateur
va tomber sur un récepteur, celui-ci se com-
portera comme s'il avait recu un choc méca-
nique, qui représentera en un sens la com-
pensation du recul de l'excitateur; la réaction
sera égale a l'action, mais elle ne sera pas
simultanée, le récepteur avancera, mais pas
au moment ou l'excitateur reculera. Si I'éner-
gie se propage indéfiniment sans rencontrer
de récepteur, la compensation ne se fera
jamais.

Dira-t-on que l'espace qui sépare l'excita-
teur du récepteur et que la perturbation doit
parcourir pour aller de l'un a l'autre n'est
pas vide, qu'il est rempli non seulement
d'éther, mais d'air ou méme, dans les espaces
interplanétaires, de quelque fluide subtil, mais
encore pondérable ; que cette matiére subit
le choc comme le récepteur au moment ou
I'énergie l'atteint et recule & son tour quand
la perturbation la quitte? Cela sauverait le
principe de NEWTON, mais cela n'est pas
vrai ; si I'énergie en se propageant restait
toujours attachée a quelque substratum ma-
tériel, la matiere en mouvement entrainerait
la lumiére avec elle et FIZEAU a démontré
qu'il n'en est rien, au moins pour l'air c'est
ce que MICHELSON et MORLEY ont confirmé
depuis. On peut supposer aussi que les mouve-
ments de la matiere proprement dite sont
exactement compensés par ceux de I'éther, mais
cela nous ameénerait aux mémes réflexions que
que tout a I'heure. Le principe ainsi entendu
pourra tout expliquer, puisque, quels que
soient les mouvements visibles, on aura tou-
jours la faculté d'imaginer des mouvements
hypothétiques qui les compensent. Mais s'il
peut tout expliquer, c'est qu'il ne nous per-
met de rien prévoir, il ne nous permet pas
de choisir entre les différentes hypotheses
possibles, puisqu'il explique tout d'avance.
[l devient donc inutile.
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Et puis les suppositions qu'il faudrait faire
sur les mouvements de I'éther ne sont pas
trés satisfaisantes. Si les charges électriques
doublent, il serait naturel d'imaginer que les
vitesses des divers atomes d'éther doublent
aussi, et, pour la compensation, il faut que
la vitesse moyenne de I'éther quadruple.

C'est pourquoi j'ai longtemps pensé que
ces conséquences de la théorie, contraires au
principe de NEWTOX, finiraient un jour par
étre abandonnées et pourtant les expériences
récentes sur les mouvements des électrons
issus du radium semblent plutdt les confirmer.

J'arrive au principe de LAVOISIER sur la
conservation des masses. Certes, c'en est un
auquel on ne saurait toucher sans ébranler la
mécanique. Et maintenant certaines personnes
pensent qu'il ne nous parait vrai que parce
qgu'on ne considere en mécanique que des
vitesses modérées, mais qu'il cesserait de
I'étre pour des corps animés de vitesses com-
parables & celle de la lumiére. Or, ces vites-
ses, on croit maintenant les avoir réalisées ;
les rayons cathodiques et ceux du radium
seraient formés de particules trés petites ou
d'électrons quise déplaceraient avec des vites-
ses, plus petites sans doute que celle de la
lumiére, mais qui en seraient le dixiéme ou
le tiers.

Ces rayons peuvent étre déviés soit par un
champ électrique, soit par un champ magné-
tique et on peut, en comparant ces déviations,
mesurer a la fois la vitesse des électrons et
leur masse (ou plutdt le rapport de leur masse
a leur charge). Mais quand on a vu que ces
vitesses se rapprochaient de celle de la lumi-
gre, on s'est avisé qu'une correction était
nécessaire. Ces molécules, étant électrisées,
ne peuvent se déplacer sans ébranler I'éther ;
pour les mettre en mouvement, il faut triom-
pher d'une double inertie, de celle de la molé-
cule elle-méme et de celle de I'éther. La masse
totale ou apparente que lI'on mesure se com-
pose donc de deux parties : la masse réelle
ou mécanique de la molécule, et la masse

électrodynamique I'inertie de
I'éther.

Les calculs d'Abraham et les expériences
de KAUFFMAN ont alors montré que la masse
mécanique proprement dite est nulle et que
la masse des électrons, ou au moins des
électrons négatifs, est d'origine exclusive-
ment électro-dynamique. Voild qui nous
force & changer la définition de la masse ;
nous ne pouvons plus distinguer la masse
mécanique et la masse électro-dynamique,
parce qu'alors la premiére s'évanouirait ;
il n'y a pas dautre masse que l'inertie
éléctro-dynamique ; mais dans ce cas la masse
ne peut plus étre constante, elle augmente
avec la vitesse ; et méme, elle dépend de la
direction, et un corps animé d'une vitesse
notable n' opposera pas la méme inertie aux
forces qui tendent & le dévier de sa route, et
a celles quitendent a accélérer ou a retarder
se marche.

représentant

[l y a bien encore une ressource : les élé-
ments ultimes des corps sont des électrons,
les uns chargés négativement, les autres char-
gés positivement. Les électrons négatifs n'ont
pas de masse, c'est entendu ; mais les élec-
trons positifs, d'aprés le peu qu'on en sait,
semblent beaucoup plus gros. Peut-étre, ont-
-ils, outre leur masse électro-dynamique, une
vraie masse mécanique. La véritable masse
d'un corps, ce serait alors la somme des
masses mécaniques de ses électrons positifs,
les éléctrons négatifs ne compteraient pas ;
la masse ainsi définie pourrait encore étre
constante.

Hélas ! cette ressource aussi nous échappe.
Rappelons-nous ce que nous avons dit au
sujet du principe de relativité et des efforts
faits pour la sauver. Et ce n'est pas seulle-
ment un principe qu'il s'agit de sauver, ce
sont les résultats indubitables des expériences
de MICHELSON. Eh bien, ainsi que nous l'a-
vons vu plus haut, pour rendre compte de
ces résultats, LORENTZ a été obligé de sup-
poser que toutes les forces, quelle que soit
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leur origine, étaient réduites dans la méme
proportion dans un milieu animé d'une trans-
lation uniforme; ce n'est pas assez, il ne suf-
fit pas que cela ait lieu pour les forces réel-
les, il faut encore qu'il en soit de méme pour
les forces d'inertie ; il faut donc, dit-il, que
les masses de toutes les particules soient influ-
encées par une translation au méme degré que
les masses éleriro-magnétiques des électrons.

Ainsi les masses mécaniques doivent varier
d'aprés les mémes lois que les masses eléctro-
dynaniiques ; elles ne peuvent donc pas étre
constantes.

Ai-je besoin de faire observer que la chute
du principe de LAvoisier entraine celle du
principe de NEWTON. Ce dernier signifie que
le centre de gravité d'un systeme isolé se
meut en ligne droite ; mais s'il n'y a plus de
masse constante, il n'y a plus de centre de
gravité, on ne sait méme plus ce que c'est.
C'est pourquoi j'ai dit plus haut que les expé-
riences sur les rayons cathodiques avaient
paru justifier les doutes de LoRENTZ au sujet
du principe de NEWTON.

De tous ces résultats, s'ils se confirmaient,
sortirait une mécanique entierement nouvelle
qui serait surtout caractérisée par ce fait
qu'aucune vitesse ne pourrait dépasser celle
de la lumiére (') pas plus qu'aucune tempéra-
ture ne peut tomber au-dessous du zéro
absolu. Pour un observateur, entrainé lui-
-méme dans une translation dont il ne se doute
pas, aucune vitesse apparente ne pourrait non
plus dépasser celle de la lumiére ; et ce serait
Ia une contradiction, sil'on ne se rappelait que
cet observateur ne se servirait pas des mémes
horloges qu'un observateur fixe, mais bien
d'horloges marquant le «temps locals.

Nous voici alors en face d'une question
gue je me borne a poser. S'il n'y a plus de
masse, que devient la loi de NEwTON?

(}) Carles corps opposeraint une inertie croissante
aux causes qui tendraient a accélérer leur mouvement;
et cette inertie deviendrait infinie quand on appro-
cherait de la vitesse de la lumiére.
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La masse a deux aspects, c'est a la foisun
coefficient d'inertie et une masse attirante
comme facteur dans l'attraction newtonienne.
Si le coefficient d'inertie n'est pas constant,
la masse attirante pourra-t-elle I'étre ? Voila
la question.

Du moins le principe de la conservation de
I'énergie nous restait encore et celui-la parais-
sait plus solide. Vous rappellerai-je comment
il fut a son tour jeté en discrédit ? L'événe-
ment a fait plus de bruit que les précédents
et il est dans toutes les mémoires. Deés les
premiers travaux de Becquerel et surtout
quand les curie eurent découvert leradium,
on vit que tout corps radioactif était une
source inépuisable de radiation. Son activité
semblait subsister sans altération a travers
les mois et les années. C'était déja la une
entorse aux principes ; ces radiations, c'était
en effet de I'énergie, et de ce méme morceau
de radium, ilen sortait et il en sortait tou-
jours. Mais ces quantités d'énergie étaient
trop faibles pour étre mesurées ; du moins on
le croyait et on ne s'en inquiétait pas trop.

La scéne changea quand curlE S'avisa de
mettre le radium dans un calorimétre ; on vit
alors que la quantité de chaleur incessamment
créée était trés notable.

Les explications proposées furent nombreu-
ses ; mais en pareille matiére on ne peut pas
dire qu'abondance de biens ne nuit pas ; tant
que l'une delles n'aura pas triomphé des
autres, nous ne pourrons pas étre sirs qu'au-
cune d'entre elles soit bonne. Depuis quelque
temps toutefois, une de ces explications semble
prendre le dessus et on peut raisonnablement
espérer que nous tenons la clef du mystere.

Sir W. rRamsAay a cherché a montrer que
le radium se transforme, qu'il renferme une
provision d'énergie énorme, mais non inépui-
sable. La transformation du radium produirait
alors un million de fois plus de chaleur que
toutes les transformations connues ; le radium
s'épuiserait en 1250 ans ; c'est bien court,
mais Vvous voyez que nous sommes du
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moins certains d'étre fixes sur ce point d'ici
quelques centaines d'années. En attendant
nos doutes subsistent.

Au milieu de tant de ruines, que reste-t-il
debout? Le principe de moindre action est
intact jusqu'ici, et LARJIOR parait croire qu'il
survivra longtemps aux autes ; il est en effet
plus vague et plus général encore.

En présence de cette débéacle générale des
principes, quelle attitude va prende la Physi-
que Mathématique ? Et d'abord, avant de trop
s'émouvoir, il convient de se demander si
tout cela est bien vrai. Toutes ces dérogations
aux principes, on ne les rencontre que dans
les infiniment petits; il faut le microscope
pour voir le mouvement brownien ; les élec-
trons sont bien légers ; le radium est bien
rare et on n'en a jamais que quelques milli-
grammes a la fois ; et alors on peut se deman-
der si, & coté de I'infiniment petit qu'on avu,
il n'y avait pas un autre infiniment petit qu'on
ne voyait pas et qui faisait contre-poids au
premier.

[l 'y a donc la une question préjudicielle,
et a ce qu'il semble I'expérience seule peut
la résoudre. Nous n'aurions donc qu'a passer
la main aux expérimentateurs, et en atten-
dant qu'il aient tranché définitivement le dé-
bat, a ne pas nous préoccuper de ces inqui-
étants problémes, et a continuer tranquille-
ment notre oeuvre comme si les principes
étaient encore incontestés. Certes nous avons
beaucoup a faire sans sortir du domaine ou
on peut les appliquer en tout s(reté ; nous
avons de quoi employer notre activité pen-
dant cette période de doutes.

Et pourtant ces doutes, est-il bien vrai que
nous ne puissions rien faire pour en débar-
rasser la science ? |1 faut bien le dire, ce
n'est pas seulement la physique expérimen-
tale qui les a fait naitre, la physique mathé-
matique y a bien contribué pour sa part. Ce
sont les expérimentateurs qui ont vu le ra-
dium dégager de I'énergie, mais ce sont les
théoriciens qui ont mis en évidence toutes les
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difficultés soulevées par la propagation de
la lumiére a travers un milieu en mouvement,
sans eux ilest probable qu'on ne s'en serait
pas avisé. Eh bien, alors, s'ils ont fait de
leur mieux pour nous mettre dans I'embarras,
il convient aussi qu'ils nous aident a en sortir.

[l faut qu'ils soumettent & la critique tou-
tes ces vues nouvelles que je viens d'esquis-
ser devant vous, et qu'ils n‘abandonnent les
principes qu'aprés avoir fait un effort loyal
pour les sauver. Que peuvent-ils faire dans ce
sens? C'est ce que je vais chercher a expliquer.

Parmi les problémes les plus intéressants
de la Physique Mathématique, il convient de
faire une place a part a ceux qui se rappor-
tent & la théorie cinétique des gaz.

On a déja beaucoup fait pour les résoudre
mais il reste encore beaucoup a faire. Cette
théorie est un éternel paradoxe. Nous avons
la réversibilité dans les prémisses et I'irré-
versibilité dans les conclusions; et entre les
deux un abime ; les considérations statistiques
la loi des grands nombres suffisent-elles pour
le combler? Bien des points restent encore
obscurs sur lesquels il faudra revenir et sans
doute a plusieurs reprises. En les éclaircis-
sant on comprendra mieux le sens du prin-
cipe de CAKNOT, et sa place dans I'ensemble
de la dynamique et on sera mieux armé pour
interpréter convenablement la curieuse expé-
rience de ctouvy dont je parlais plus haut.

Ne devrions-nous pas aussi nous efforcer
d'obtenir une théorie plus satisfaisante de
I"électrodynamique des corps en mouvement ?
C'est la surtout, je I'ai suffisamment montré
plus haut, que les difficultés s'accumulent ;
on a beau entasser les hypothéses, on ne
peut satisfaire a tous les principes a la fois;
on n'a pu réussir jusqu'ici a sauvegarder les
uns qu'a la condition de sacrifier les autres ;
mais tout espoir d'obtenir de meilleurs résul-
tats n'est pas encore perdu. Prenons donc la
théorie de LORENTZ, retournons-la dans tous
les sens; modifions-la peu a peu, et tout s'ar-
rangera peut-étre.
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Ainsi an lieu de supposer que les corps en
mouvement subissent une contraction dans le
sens du mouvement et que cette contraction
est la méme quelle que soit la nature de ces
corps et les forces auxquelles ils sont d'ail-
leurs soumis, ne pourrait-on pas faire une
hypothése plus simple et plus naturelle ? On
pourrait imaginer, par exemple, que c'est
I'éther qui se modifie quand il se trouve en
mouvement relatif par rapport au milieu ma-
tériel qui le pénetre, que, quand il est ainsi
modifié, il ne transmet plus les perturbations
avec la méme vitesse dans tous les sens. | |
transmettrait plus rapidement celles qui se
propageraient parallélement au mouvement
du milieu, sont dans le méme sens, soit en
sens contraire, et moins rapidement celles
qui se propageraient perpendiculairement. Les
surfaces d'onde ne seraient plus des spheres,
mais des ellipsoides et on pourrait se passer
de cette extraordinaire contraction de tous
les corps.

Je ne cite cela qu'a titre d'exemple, car
les modifications que I'on pourrait essayer
seraient évidemment susceptibles de varier a
I'infini.

[l est possible aussi que I'astronomie nous
fournisse un jour des données sur ce point;
c'est elle, en somme, qui a soulevé la ques-
tion en nous faisant connaitre le phénomene
de l'aberration de la lumiére. Si on fait bru-
talement la théorie de I'aberration, on arrive
a un résultat bien curieux. Les positions
apparentes des étoiles different de leurs posi-
tions réelles, & cause du mouvement de la
Terre, et comme ce mouvement est variable,
ces positions apparentes varient. La position
réelle nous ne pouvons la connaitre, mais
nous pouvons observer les variations de la
position apparente. Les observations de I'a-
berration nous montrent donc non le mouve-
ment de la Terre, mais les variations de ce
mouvement, elles ne peuvent par conséquent
nous renseigner sur le mouvement absolu de
la Terre.
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C'est du moins ce qui est vrai en premiére
approximation, mais il n'en serait plus de
méme si on pouvait apprécier les milliémes
de seconde. On verrait alors que I'amplitude
de l'oscillation dépend non seulement de la
variation du mouvement, variation qui est
bien connue, puisque c'est le mouvement de
notre globe sur son orbite elliptique, mais de
la valeur moyenne de ce mouvement de sorte
gue la constante de I'aberration ne serait plus
pas tout a fait la méme pour toutes les Etoi-
les, et que les différences nous feraient connal-
tre le mouvement obsolu de la Terre dans
I'espace.

Ce serait la, sous une autre forme, la ruine
du principe de relativité. Nous sommes loin,
il est vrai, d'apprécier le millieme de seconde,
mais apres tout, disent quelques personnes,
la vitesse absolue totale de la Terre est peut-
-8tre beaucoup plus grande que sa vitesse
relative par rapport au Soleil ; si elle était
par exemple de 300 kilométres par seconde
au lieu de 30, cela suffirait pour que le phé-
nomene devint observable.

Je crois qu'en raisonnant ainsi on admet
une théorie trop simpliste de I'aberration;
MICHELSON nous a montré, je vous l'ai dit,
que les procédés physiques sont impuissants
a mettre en évidence le mouvement absolu ;
je suis persuadé qu'il en sera de méme des
proceédés astronomiques quelque loin que I'on
pousse la précision.

Quoi qu'il en soit, les données que I'Astro-
nomie nous fournira dans ce sens seront un
jour précieuses pour le physicien. En atten-
dant, je crois que les théoriciens, se rappe-
lant I'expérience de MICHELSOX, peuvent es-
compter un résultat négatif, et qu'ils feraient
oeuvre utile en construisant une théorie de
I'aberration qui en rendrait compte d'avance.

Mais revenons sur la terre ; la aussi nous
pouvons aider les expérimentateurs. Nous
pouvons par exemple préparer le terrain en
étudiant a fond la dynamique des électrons ;
non pas, bien entendu, en partant d'une
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hypothése unique, mais en multipliant les
hypothéses autant que possible; ce sera en-
suite aux physiens a utiliser notre travail
pour chercher I'expérience cruciale qui doit
décider entre elles.

Cette dynamique des électrous peut étre
abordée par bien des cOtés, mais parmi les
chemins qui y conduisent, ily en a un qui a
été quelque peu négligé, et c'est pourtant un
de ceux qui nous promet le plus de surpri-
ses. Ce sont les mouvements des électrons
qui produisent les raies des spectres d'émis-
sion ; ce qui le prouve, c'est le phénoméne
de Zeeman ; dans un corps incandescent, ce
qui vibre est sensible a I'aimant, donc élec-
trisé. C'est la un premier point trés impor-
tant, mais on n'est pas entré plus avant;
pourquoi les raies du spectre sont-elles dis-
tribuées d'aprés une loi réguliére ? Ces lois
ont été étudiées par les expérimentateurs dans
leurs moindres détails ; elles sont trés pré-
cises et relativement simples. La premiére
étude de ces distributions fait songer aux
harmoniques que I'on rencontre en acoustique;
mais la différence est grande ; non seulement
les nombres de vibrations ne sont pas les
multiples successifs d'un méme nombre ; mais
nous ne retrouvons méme rien d'analogue
aux racines de ces équations transcendantes
auxquelles nous conduisent tant de problémes
de Physique Mathématique : celui des vibra-
tions d'un corps élastique de forme quelcon-
que, celui des oscillations hertziennes dans
un excitateur de forme quelconque, le pro-
bleme de FOURIER pour le refroidissement
d'un corps solide.

Les lois sont plus simples, mais elles sont
de toute autre nature et pour ne citer qu'une
de ces différences, pour les harmoniques
d'ordre élevé le nombre des vibrations tend
vers une limite finie, au lieu de crofitre indé-
finiment.

De cela on n'a pas encore rendu compte,
et je crois que c'est la un des plus importants
secrets de la nature. Lindemann a fait une
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louable tentative, mais a mon avis sans
succés ; cette tentative, il faudrait la renou-
veler. Nous pénétrerons ainsi pour ainsidire
dans l'intimité de la matiere. Et au point de
vue particulier qui nous occupe aujourd'hui,
quand nous saurons pourquoi les vibrations
des corps incandescents différent ainsi des
vibrations élastiques odinaires, pourquoi les
électrons ne se comportent pas comme la
matiére qui nous est familiére, nous com-
prendrons mieux la dynamique des électrons
et il nous sera peut-étre plus facile de la con-
cilier avec les principes.

Supposons maintenant que tous ces efforts
échouent, et, tout compte fait, je ne le crois
pas ; que faudra-t-il faire? Faudra-t-il cher-
cher a raccommoder les principes ébréchés
en donnant ce que nous autres Francais nous
appelons un coup de pouce? Cela est évidem-
ment toujours possible et je ne retire rien de
ce quej'ai ditautrefois. N'avez-vous pas écrit,
pourriez-vous me dire si vous vouliez me
chercher querelle, n'avez-vous pas écrit que
les principes, quoique d'origine expérimentale,
sont maintenant hors des atteintes de I'ex-
périence parce qu'ils sont devenus des con-
ventions ? Et maintenant vous venez nous
dire que les conquétes les plus récentes de
I'expérience mettent ces principes en danger.

Eh bien, j'avais raison autrefois et je n'ai
pas tort aujourd‘hui. J'avais raison autrefois
et ce qui se passe maintenant en est une
preuve nouvelle. Prenons par exemple I'ex-
périence calorimétrique de CURIE sur le ra-
dium. Est-il possible de la concilier avec le
principe de la conservation de I'énergie ? On
I'a tenté de bien des maniéres ; mais ily en
a une entre autres que je voudrais vous faire
remarquer ; ce n'est pas I'explication quitend
aujourd'hui & prévaloir, mais c'est une de
celles qui ont été proposées. On a supposé
que le radium n'était qu'un intermédiaire,
qu'il ne faisait qu'emmagasiner des radiations
de nature inconnue qui sillonnaient I'espace
dans tous les sens, en tranversant tous les
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corps, sauf le radium, sans étre altérées par
ce passage et sans exercer sur eux aucune
action. Le radium seul leur prendrait un peu
de leur énergie et il nous la rendrait ensuite
sous diverses formes.

Quelle explication avantageuse et combien
elle est commode ! D'abord elle est invérifia-
ble et par la méme irréfutable. Ensuite elle
peut servir pour rendre compte de n'importe
quelle dérogation au principe de MAYER ; elle
répond d'avance non seulement a I'objection
de CURIE, mais & toutes les objections que
les expérimentateurs futurs pourraient accu-
muler. Cette énergie nouvelle et inconnue
pourra servir a tout.

C'est bien ce que j'avais dit, et avec cela
on nous montre bien que notre principe est
hors des atteintes de I'expérience.

Et aprés, qu'avons-nous gagné a ce coup
de pouce ? Le principe est intact, mais a quoi
désormais peut-il servir? Il nous permettait
de prévoir que dans telle ou telle circons-
tance nous pouvions compter sur telle quan-
tité totale d'énergie ; il nous limitait; mais
maintenant qu'on met & notre disposition
cette provision indéfinie d'énergie nouvelle.,
nous ne sommes plus limités par rien ; et,
comme je l'avais écrit aussi, si un principe
cesse d'étre fécond, I'expérience, sans le
contredire directement, lI'aura cependant con-
damné.

Ce n'est donc pas cela qu'il faudraitfaire
nous devrions rebatir & neuf. Si l'on était
acculé a cette nécessité, nous pourrions d'ail-
leurs nous en consoler. |1 ne faudrait pas en
conclure que la science ne peut faire qu'un
travail de Pénélope, qu'elle ne peut élever
gue des constructions éphémeéres qu'elle est
bientot forcée de démolir de fond en comble
de ses propres mains.

Comme je vous l'ai dit, nous avons déja
passé par une crise semblable. Je vous ai
montré que, dans la seconde physique mathé-
matique, celle des principes, on retrouve les
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traces de la premiére, celle des forces cen-
trales ; il en sera encore de méme si nous
devons en connaitre une troisieme. Tel I'ani-
mal qui mue, qui brise sa carapace trop
étroite et s'en fait une plus jeune; sous son
enveloppe nouvelle, on reconnaitra aisément
les traits essentiels de Il'organisme qui ont
subsiste.

Dans quel sens allons-nous nous étendre,
nous ne pouvons le prévoir ; peut-étre est-ce
la théorie cinétique des gaz qui va prendre
du développement et servir de modéle aux
autres. Alors les faits qui d'abord nous ap-
paraissaient comme simples ne seraient plus
que les résultantes d'un trés grand nombre
de faits élémentaires que les lois seules du
hasard feraient concourir @ un méme but.
La loi physique alors pendrait un aspect en-
tierement nouveau ; ce ne serait plus seule-
ment une équation différentielle, elle pen-
drait le caractére d'une loi statistique.

Peut-&tre aussi devrons-nous construire
toute une mécanique nouvelle que nous ne
faisons qu'entrevoir, ou, l'inertie croissant
avec la vitesse, la vitesse de la lumiéere de-
viendrait une limite infranchissable. La méca-
nique vulgaire, plus simple, resterait une
premiére approximation puisqu'elle serait
vraie pour les vitesses qui ne seraient pas
trés grandes, de sorte qu'on retrouverait
encore l'ancienne dynamique sous lanouvelle.
Nous n'aurions pas a regretter d'avoir cru
aux principes, et méme, comme les vitesses
trop grandes pour les anciennes formules ne
seraient jamais qu'exceptionnelles, le plus
sir dans la pratique serait encore de faire
comme si on continuait & y croire. lls sont
si utiles qu'il faudrait leur conserver une
place. Vouloir les exclure tout a fait, ce se-
rait se priver d'une arme précieuse. Je me
hate de dire, pour terminer, que nous n'en
sommes pas la et que rien ne prouve encore
qu'ils ne sortiront pas de la lutte victorieux
et intactg.
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A lei dinamica

por José Gaspar

No seu notavel artigo «L'Etat actuel et
I'avenir de la Physique Mathématique (')»,
H. POIKCARE refere-se a duas fases distintas
desta disciplina: «La Physique Mathématique
est née de la Mécanique céleste qui lI'a en-
gendrée a la fin du XVIII® siécle, au mo-
ment ou elle venait elle-méme d'atteindre son
complet développements, e desenvolveu-se,
consequentemente, com base na concepgao
de forca central: na mecénica —a lei de
NEWTON — , na electrostatica —a lei de
COULOMB —na magnetostatica —a lei de DALLA
BELLA—(’), referem-se a forgas (centrais) pro-
porcionais ao inverso do quadrado da dis-
tancia.

«Néanmoins, il est arrivé un jour ou la
conception des forces centrales n'a plus paru
suffisante, et c'est la premiére crise» da Fi-
sica Matematica. Entrou-se entdo «dans la
seconde Physique Mathématique, celle des
principes» caracterizada pela circunstancia
de todos os seus resultados se poderem de-
duzir de seis principios fundamentais:

O principio de MAYER — conservacdo da
energia ;

O principio de LAVOISIER — conservagao
da massa;

(1) Vide pag. 3 do presente nimero da Gazeta de
Matematica.

() JOAO ANTONIO DALLA BELLA, primeiro director
do Gabinete de Fisica da Universidade de Coimbra
criado pelo MARQUES DE POMBAL, em 1782 — 3 anos
antes de couLoms —descobriu com o «famoso Iman. ..
presente do Imperador da China... a D. JoAo V»a
lei das ac¢des magnéticas. Cf. Comunicagdo apresen-
tada pelo Prof. mARIO siLvA em 1938 a Academia das
Ciéncias de Lisboa.

do electrao
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O principio de CARNOT — degradagdo da
energia ;

O principio de NEWTON —igualdade de
accdo e reaccdo ;

O principio de Relatividade — covariancia
das equacGes ;

O principio de Menor Accéo.

«Dans la seconde Physique Mathématique,
on retrouve les traces de la premiére, celles
des forces centrales ; il en sera encore de
méme si nous devons en connaitre une troi-
siéme». Mas «la loi physique alors prendrait
un aspect entiérement nouveau ; ce ne serait
plus seulement une équation différentielle,
elle prendrait la caractere d'une loi statis-
tique».

Assim escrevia H. POINCARE em 1904.

Na realidade, o progresso de técnicas ini-
ciadas por POLZUNOV, PETROV, LODYGIN,
POPOV, ZALESOV(’) e outros, associado ao
aparecimento de grande numero de novos
problemas em todos os ramos da fisica cria-
vam as condi¢cBes em que se fez a passagem
da «segunda» para a «terceira» fisica mate-
maética.

Nesta, como se sabe, ja ndo sdo validos
alguns dos principios fundamentais anteriores,
e a lei fisica toma, na realidade, duas formas
particulares—a de lei dindmica e a de lei
estatistica.

(!) POLZDNOV, V.V. PKTROV, A. N. LODYGIN, A. S.
POPOV, € zALESOV precederam respectivamente wATT,
DAVV, EDISON, MARCONI, € PARSONS nas descobertas
da maquina a vapor (1765), arco eléctrico (1803),
lampada eléctrica (1873), emissdo de sinais de radio
a distancia (1895) e turbina de vapor. Cf. ERic ASBBT
— Scientist in Rassia— Pelican books.
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TEuLETSKif) em 1'J50 considerando unica-
mente as questdes fundamentais de principio
da fisica estatistica geral apresenta a tese de
gque na base de toda a teoria fisica estatistica
«il y a un micro-modéle dynamique et des
hypothéses statistiques, qui ne sont pas dé-
duites des lois dynamiques, mais déterminées
par la fagon de séparer l'object de la théorie
de son entourage». E a luz destas ideias que
TERLETSKI considera os principios fundamen-
tais duma teoria estatistica Unica dos proces-
sos de ndo-equilibrio, e o problema dos fun-
damentos da mecénica estatistica.

Na concepgdo da leidindmica «onretrouve
les traces de la seconde physique mathéma-
tique», pois que no sentido restrito da mecé-
nica”®), por exemplo, ela exprime a possibili-
dade de representar todo o movimento dum
sistema de pontos materiais por um conjunto
de linhas do universo que sdo completamente
determinadas pelas equacdes do movimento
e respectivas condicdes iniciais.

TERLETSKI conclue, no seu trabalho:

«.. .nous avons des raisons suffisantes pour
considérer que la théorie des processus élé-
mentaires doit satisfaire aux conditions géné-
rales suivantes :

1. La théorie doit s'appuyer sur des repré-
sentations définies de I'espace et du temps
réels.

2. La théorie doit admetre la possibilité de
la représentation compléte de tout le
mouvement dans son ensemble au moyen
de grandeurs liées a I'espace et au temps.
L'appareil mathématique de la théorie
doit permettre de calculer tous les mou-
vements possibles.

3. Les lois du mouvement doivent étre
symétriques par rapport au temps.

() Cf. Lois Dynamiques et Statistiques
sique.

() No sentido mais lato, as equagdes de movi-
mento podem ser as equagdes de MAXWELL, a equacgdo
de propagacao do calor, etc..

de la Phy-
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4. Si l'on sépare une partie d'un systeme
physique, le principe généralisé de I'éga-
lité de l'action et de réaction doit étre
vérifié.

5. La théorie doit contenir des lois de
conservation, reflétant la conservation
de la matiére et du mouvement.

6. Les systemes isolés doivent satisfaire
un certain principe de relativité.

Sans doute, la formulation des conditions
énumérées n'est pas absolue et pourrait étre
complétée ou restreinte, a la suite du déve-
loppement ultérieur de la physique, mais elle
nous semble correspondre a l|'état actuel de
la science».

No exemplo seguinte (') propomo-nos apre-
sentar um esquema concreto de lei dindmica
elementar a que daremos o nome de Lei
dindmica do electrdo livre.

Admitamos que se verificam as hipoteses

seguintes :
1— A teoria desenvolve-se na variedade qua-
dri-dimensional do espaco tempo de MINKOWSKI;
as transformacdes de coordenadas admissiveis
sdo portanto as do Grupo de LORENTZ que
conservam invariante a distancia

c(Atf - (Axf —(Ayf — (AEf.
2—Na variedade espaco-tempo, considera-se
definido um quadri-vector potencial
Q(ALA A, V).

3—Em relacdo a determinado referencial
admissivel, 2, a distribuicdo da matéria
faz-se de acordo com as duas densidades
préprias

t(X,7,Z2,T)=m3(X-X, Y—y, Z- z, T—1)
p(z, 7,2, T)=e8(Xx, Jy,Z2-2,T—)
(1) Extraido da admiravel obra — The Classical

Theory of Fields da autoria dos cientistas L. LANDAU
e Z. LIFSHITZ,
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em que O(X,Y,Z, T) é a medida de DIRAC
definida em 2.

4— As equagbes do movimento podem resu-
mir-se na expressao

A)  3S=0,

invariante em face do grupo de LOEENTZ, que
traduz a estacionaridade da funcéo

S=jf |Afrcds+-~(Q,dr)J
F=2(dx*y  («=1,2,3,4)
a

ao longo de qualquer percurso entre dois
quaisquer pontos A e B da variedade.

Comecemos por notar gque a condigdo 3 equi-
vale a considerar localizada em P(x \y .,z 1)
de 2 uma particula de massa m e carga €;
este facto permite que A) tome aforma

-(Q.dr)) =0,

e (. — mcds+
sendo agora o integral tomado entre dois
pontos quaisquer A e B de uma linha de
universo da variedade.

Desenvolvendo os célculos, temos suces-
sivamente (indices mudos)

mcods -\ 3(E2,dx*)\ =
c
da? «3dx* ee,, », .,
1 (i2,+3dr*) f

+ i.(JQB.da-)Ja*: [m(; da;ed3a”
* (0,-d3*«)+6 @ +da)] =
= ATTic«" 4—QY 3ic +
) A—mcedu*e3«’ dO. +3x- +

+ - 3fke+da*] = 0.
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Por um lado o 1.° termo é nulo; por

outro, como
dQA-N-dx?
Q dx$
du’
du- = ' dx* ds
! ds
vem
3S mc du h

donde, dada a arbitrariedade de 3x*, é
du* e, b
1 me = —i%p wr
ds c
em que F*p é o tensor electromagnético
associado ao quadri-vector Q, isto é, como
se sabe

0 H, -Hy -1E,
_ 0 H, -iE,
Hy — H, 0 — iE,
iE, iE, iE, 0

As equacdes 1), que desdobradas nas suas
componentes tomam a forma

d mv
n dt VI—v*/c*
d mc’
E
dt vi— e SCEVD
u(r»,t>,,,t>,,tc)

representam a «ac¢do de campo electroma-
gnético estacionario sobre uma particula car-
regada (*)» ; neste facto se baseia a justifica-
¢do do nome atribuido a lei dindmica em
estudo.

A expressdo A) traduz, efectivamente, o

(*) P. G. BERGMANN — Introduction to the theory of Re-
lativity, pag. 135.
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principio da menor acg¢do, e a lagrangeana
respectiva, como
S=il

A—mcds + —(Adx +Adx +

pois que
ds = cdt VI— V/c,

C
f4,», +A v)—e$.

Tomemos (') como coordenadas generali-
zadas as trés variaveis espaciais da nossa
variedade, X,y,z;  0s respectivos momentos
conjugados sao

dl dl dl
ax ay dz
ou
WV, A
yl—u’/c’ ‘

componentes do vector do espaco vulgar da
mecanica classica — momento generalizado —

P=- == H A.
Vi—v*c* ¢
A funcdo de HAMILTON é, por definicéo:

H(X,y,z,X, y,z, )= 2
X, Y,z

ou, como facilmente se V€,

px—I

H= — —s +e¥
vl-«*/c*®

ou ainda

P- - A) -r-e<r().

(*) Cf.E .BLOCH — L'ancienne et la nouvelle théorie
des Quanta — chap. X1I.

(*) A hainiltoneana costuma exprimir-se era termos
do momento conjugado.
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Se o campo electromagnético O estacio-

nario, ha conservacdo de energia e esta coin-
cide com a funcdo de HAMILTON,

mc

ou

E=y/imce<+ ¢ (p— i-Aj+eV.

Além disso, a energia de uma particula
carregada depende apenas do potencial es-
calar, isto 6, do vector tridimencional vulgar
campo eléctrico

E =-grad¥;

noutros térmos, o vector campo magnético

H = rotA

ndo contribui para o trabalho da particula.
Notemosfinalmenteque as trés componentes
Px, Py, Pz do vector momento generalizado,

P, associadas a quantidade — constituem
c

as quatro componentes dum quadri-vector —
o vector impulsdo do Universo, |: este
quadri-vector reline num sO ser matematico
as nocbes de energia e momento generali-
zado (quantidade de movimento no caso sim-
ples de particula material) que estavam sepa-
radas na fisica classica.

Na Lei dindmica do electrdo livre verifi-
cam-se assim os principios fundamentais se-
guintes :

1 —Principio da Menor Acgéo ;
2 - Principio da Relatividade ;
3 - Principio da Conservagdo da Impulséo.

Em qualquer dos casos particulares simples
d p=0, ou o que éo mesmo, e= 0; ou
b) "aB— O» ou o0 que é o0 mesmo, E=0,
H =0 num mesmo referencial admissivel,
se esta no dominio da pura mecanica racional
— caso da particula material livre.
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A funcgdo lagrangeana é com efeito,

L=—mc¢ - V-jc,
0s momentos conjugados sdo as componentes
do vector quantidade de movimento

mv

1) Vi.- Vic*

e a hamiltoneana, continuando a coincidir
com a energia, reduz-se a
2

2 H=E-=
) / | . V2/C2 "

Por outro lado, de 1) e 2) tira-se a relacdo
importante
3 ¢

v=p—.

O quadri-vector impulsdo do universo simpli-
fica-se também e é

FZ
Vv > —
/2
donde
4) = p*+T1oCt
ou

E= H=cl/p’+ mc’

expressdo preferivel a 2).
Por outro lado, a equagdo .A) d&-nos

S=—mc
r

donde

5x*ds = 0

g

com (SX*)A = (3x$), —O.
cdes da trajectoria sdo(’)

Entdo as equa-

du*
ds

(* Na variedade espago-tempo.
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ou sejam, as equacBes paramétricas duma
recta do espago-tempo.

Suponhamos agora que num referencial
admissivel 2 se anulam identicamente as
componentes espaciais do quadri-vector po-
tencial

Q(0,0,0tY).

Neste caso, diz-se que o electrdo esta,
na subvariedade espaco vulgar de 2 sob a
accdo do campo eléctrico

E=—gradW.

Ndo se prejudica a generalidade do pro-
blema admitindo que €, nessa sub-variedade,

E*—E, By—O,E, —0
e que a velocidade vulgar existe, no instante

i=0, no plano xoy.
As equacdes espaciais 11,)) sdo entdo
d
d|p = «E
ou
p» = eEt Pr**p* Pz = 0,

admitindo que p, =0 quando t= O.
O movimento do electrdo é plano.
Por outro lado, a equacdo 4) toma aforma

c/mictpt+e ET

—JIEf +  CeET*,
e por 3)

dx c’ ceEt dy ¢ c’ po
~t~ it dt = ~1" © ~T~
N=0.

dt

Mas a energia cinética E varia ao longo
da trajectoria; entdo
rfa; c ekt dy
dt ~ VEi+ ce E¥’

<?Po
VE + c’¢e® E‘1®
donde

;= — VEQ + (ce Etf "N gresnh ©-° — -
& ei3 0+ y ei? Eo
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e a trajectéria € uma catenaria

X = Eo cos A eEy_
eE po c
Se for w<<c, um desenvolvimento em
série da
eE
E —m.c’,p, = mvg
2 mvl

equacdo duma parabola.

No referencial admissivel 2 em que o
quadri-vector potencial se reduz a

Q(AAA0)

o electrdo estd, na sub-variedade espaco vul-
gar correspondente, sob a ac¢cdo do campo
magnético
H =-rotA.
Se for mesmo A=—H, A =0 A =0,
H tem a direccdo de 0z e as equacdes espa-
ciais de I1) séo

— = —VAH.
dt c

3) ainda permite escrever
E dv _ e VAH
c’ dt c

Os vectores proprios
lineares

GAZETA DE MATEMATICA
pois a energia E &6 constante num campo

magnético. Conclue-se entdo que

dv, dv,
S A S
. _ {m _eclv
dt
donde
a(vx + tv) = —iu>(v, +ti),)
V*+ iVy= Voe'(" v, = const

X=Xo+rsenwt+a) y—yo-+rcost+a)
Z=12720tv,t
com
vo_ VoE _ c¢cp, ()
w ecH eH
A trajectoria O pois uma hélice cilindrica
2TT 27TTC», ()
deraior epassov, *— = —
w ell
A velocidade da particula 6 constante ;
constante a sua projeccdo sobre xoy e cons-
tante ao longo de oz. Se v, =0, a tra-
jectéria é uma circunferéncia.

(*) {Pmyproj-de p sobre xcy).
() (Pi P”j- do p sobre 0a).

comuns a operadores

guase-permutaveis

por J. Joaquim Dionisio

Apresentamos nesta nota uma demonstracdo
que nos parece nova de uma proposicdo que
se relaciona com o teorema de FROBENIUS
sobre os valores proprios de uma compo-
sicdo racional de matrizes permutéveis duas
a duas.

TEOREMA. Sejam Ai, A, s, A m opera-
dores lineares quase-permutdveis no espaco

linear R, a n dimensdes. Designem ri, r,,
r. 0Os respectivos numeros de valores proprios

m

distintos e tome-se
r= max jri, r,, eee,r j.
Os m operadores admitem vectores proprios

comuns linearmente independentes em numero
pelo menos igual a r.

Basearemos a demonstragdo em dois lemas.
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LEMA 1. Se dois operadores A e B sdo
permutdveis, cada um deles é reduzido pelas
variedades préprias do outro.

Dem. Designe V uma variedade propria
de A e seja 1 o correspondente valor préprio.
Tem-se Ax = 7x para todo o vector x eV e
portanto ABx= BAx — IBx, do que se infere
BxeV, BVA-V. Esta inclusdo significa que
a variedade propria V de A é invariante
para B.

LEMA 2. [*] Se os operadores Ai, A,,
A, s8o quase-permutaveis, 0s permutadores

By == Ai Aj —Aj A, (i,j=1,2,%2¢, m).
sdo nilpotentes.

Dem. Sabe-se que tr (AB — BA) =  trAB-
— trBA =0; o trago de cada operador B{j

é por conseguinte nulo. E o mesmo acontece
a qualquer das suas poténcias, em virtude da
quase-permutabilidade dos Ai:

AiBji= Bji Ai (i,j, 1= 1, 2, ee= ,m).

Temos com efeito, tomando p inteiro e
superior a unidade,

B% «=B" {AiAj- AiAi)= Ai (Bff'Aj)) -
-{B"A)AI
donde
trBfj*O p=1,2,-.-).

Ora os coeficientes do polinbmio caracte-
ristico de qualquer operador A exprimem se
por intermédio das férmulas de BOCUEK como
combiuacées lineares dos tracos tr A, tr A’
tr A. Anulando-se todos estes tragos, A
admite portanto apenas valores préprios

nulos : 6 nilpotente. E o caso dos By.

Demonstragdo do Teorema no caso de os Ai
serem permutaveis. Assentamo-la no Lema 1

[*] DRAZINJ DUNGEY e GRUENBERG, Some theorems  on
commutative matrices, J. of the London Math. Soc,
26 (1951).
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€ na seguinte evidente proposi¢do : qualquer
operador é reduzido pela interseccdo de um
certo nimero de variedades caso o seja por
cada uma destas.

Eepresentemos por Vii, V.2, ¢, V,, as r,
variedades proprias de Ai (i= 1,2,2++,m)
e suponhamos que é r=r, . Fixemos i hum
dos inteiros 1,2, =+, r. A variedade Fi, reduz
Ai, logo 6 n&o vazia uma pelo menos das
interseccBes Vu flV,j (j= 1,2 e r1,). Fixe-
mos j num dos inteiros que d&o interseccao
ndo vazia. Porque V\ DV%j reduz A,, 6nao
vazia uma pelo menos das intersec¢des
FiinF,,nF, (zZ=1,2, ...,r,). Prosse-
guindo do mesmo modo, obteremos um certo
nimero de subespacos nao vazios

(i) VN v,-nv,no.nv,

para o valor inicial fixado aie para certos
sistemas de valores dos indicesj ,1, e« t.
Ora, vectores situados em diferentes sub-
espacos (1) sdo linearmente independentes,
por isso que pertencem a distintas variedades
préprias de um pelo menos dos operadores.
Esta conclusdo estabelece o teorema, no caso
particular em que os Al permutam, ao fazer
variar tde 1 ftran .

Demonstragdo do Teorema no caso geral.
Da permutabilidade dos Ai com os Bji decorre
a permutabilidade dos B% dois a dois e por
esta razdo € nado vazia a interseccdo V dos
espacos nulos dos operadores B, (mostrao
Lema 2 que ndo existem outras variedades
préprias dos Bi/).

E da permutabilidade de A, com os Bji
resulta ainda ndo ser vazia a interseccdo V\j
de V com qualquer variedade prépria Fjy
de ai (i= 1,2,¢0¢,m).

Os subespacos V\j reduzem os m operado-
res Ai.

Na verdade, para xe V\j 6 Bux —O e
AiX =s hjX Ckij valor proprio de Ai para a
variedade propria Vtj), donde

Ai AiX = A, AiX = \ij Aix,
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donde se tira AxeVij. E também AxeV,
por ser
B, Ax= AiBx =0.
Logo, xe V'ijimplica Axe V\j, quer dizer,
AtV'ijCzV'ij

Conjuntos

por José Ribeiro

E de toda a conveniéncia que as palavrasfinito e
infinito  sejam empregadas com propriedade.

S&o conceitos de uso corrente em Matematica, sobre-
tudo em Analise.

As pessoas que por forga de circunstancias séo
obrigadas a fazer frequente uso destes termos, por
exemplo os estudantes, ndo encontram facilmente quem
lhes forneca os significados claros e precisos, limpos
de tudo o que de improéprio e confuso se disse e ficou
ligado a esses termos.

Nos cursos, em geral, comega-se a exposicdo mais
adiante e suple-se que os alunos ja conhecem com
suficiente nitidez essas nogoes.

Os outros conceitos que se apresentam entédo, ficam
seriamente prejudicados sem um esclarecimento prévio.

Procura-se neste trabalho por ao alcance do leitor,
o suficiente para que possa, sem perturbacao, prosse-
guir os estudos correntes de Matematica, e também
0 meio de levar mais longe, se o quiser fazer, o tra-
balho imprescindivel de clarificacédo

Comecaremos, para isso, por estudar o conceito de
correspondéncia.

1. Correspondéncia biunivoca

O oonceito de correspondéncia n&do é um conceito
primitivo e pode reduzir-se ao conceito primitivo de
conjunto. A possibilidade de uma tal redugdo confere
ao conceito de correspondéncia o caracter de conceito
derivado da teoria geral dos conjuntos.

Indica-se a seguir uma maneira de fazer essa re-
ducéo.

DEFINIGAO 1. Dados dois conjuntos A e B, sub-
-conjuntos dum mesmo conjunto fundamental 1, um

(*) Este artigo difere na composicdo dos restantes, por ter
sido inicialmente destinado ao n.” 59 da Gazeta de Matematica.
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(i=1,2, ...

Posto isto, torna-se aplicavel ao caso pre-
sente a demonstracdo do caso particular antes
considerado —desde que se considerem as
variedades Vtj em lugar das variedades Va.

ym;i=h2,...,mJ=1,4-.-,r1)

finitos (%)
Albuquerque

conjunto P tal que:

1.°). ZeP se e sO se Z= (AxZ) + (BxZ),

2.°). Se XeAxZ e XeAxZ entdo N s T j ,

3.°). Se YeBxzZ e YeBxz entdo Y, = VY,,

4.»). Se ZjeP e Ze P entdo ixZiXZj=0,

5."). Se ZgP e Ze P entdo BxZxZ =0,

6.°). Se XeX (ou XeB) existe um ZeP tal
que Xe Z.

E um conjunto P que estabelece uma correspondén-
cia biunivoca entre os elementos de A e B.

Observagdes: Os conjuntos ZeP  sdo sub-conjuntos
do conjunto fundamental 1; as somas e produtos sdo
relativos ao conjunto fundamental. O conjunto P ¢
portanto um conjunto de sub-conjuntos de 1, isto &,
P C 21

As condigbes 1.°), 2" e 3.°) definem um par; um
conjunto P que verifique apenas as condigbes 1.°),
2.°) e 3."),estabelece uma correspondéncia entre os
elementos de A e B.

Um conjunto que verifique as condigdes 1."), 2.°),
3») e 4.°) (ou 1.°), 2.»), 3.»)e 5.°)) estabelece uma
correspondéncia univoca entre os elementos de A e B
(ou de B e A). Uma correspondéncia biunivoca ¢é
univoca nos dois sentidos.

Com a condicdo 6.°) a correspondéncia biunivoca é
completa.

Com o termo derivado correspondéncia  biunivoca
define-se um outro termo derivado : trata-se duma
relacdo binéaria, i equivalente a, estabelecida entre os
sub-conjuntos do conjunto fundamental.

DEFINIGAO 2. Dados dois conjuntos A e B sub-con-
juntos dum mesmo conjunto fundamental 1, diremos
que A ¢ equivalente a B e escreveremos simbolica-
mente A ~~ B se, e sO se, existe um conjunto P que
estabeleca uma correspondéncia biunivoca entre os
elementos de i e 6.
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Pode estabelecer-se o seguinte :

é equivalente a
simétrica e

teoekmMa 1. A relagdo binaria
€ uma relacdo determinada, reflexiva,
transitiva- Quaisquer quesejam, A, B, C

1.°. A—B ouAj<~B (determinagéo).

2.°. A~ A (reflexividade).

3.°. se A~B craidlo B— A (simetria).

4» « A-B eB~C entdo A—C (transitivi-
dade).

A~y~B significa que: A éequivalente a B, é falso.
0 teorema demonstra-se partindo das cinco primeiras
condicdes da definicdo 1; areflexidade, a simetriae
a transitividade demonstram-se qualquer que sejao
sentido atribuido & palavra existe empregada na defi-
nicdo 2. A determinacdo fica assim dependente do
sentido da palavra existe, mas se considerarmos uma
existéncia nao contraditéria a relacdo ~ é deter-
minada.

2. Conjuntos finitos e conjuntos infinitos

Os conceitos de finito e de infinito sao antagénicos
e tém sido formados pela Humanidade através de um
processus lento e prolongado.

Nas origens deste processus esta muito provavel-
mente uma operacdo mecanica, a operacdo de tomar
0s objectos mediante uma escolha entre os inume-
raveis objectos circunstantes. Esta operacdo mecanica
teria passado depois gradualmente e insensivelmente
a operagdo mental, num daqueles saltos qualitativos
que do conhecimento emocional ou sensorial faz
passar ao conhecimento racional.

A repeticdo detantas experiéncias com objectos de
natureza diversa teria levado fatalmente a formacdo
do conceito primitivissimo de numero natural pequeno
(digito) e, pouco a pouco, mediante saltos bruscos,
relampagos de inteligéncia na mente primitiva dos
experimentadores, teria nascido, sem que se possa
precisar como ou quando, o conceito de conjunto finito
ao qual teria seguido o conceito de nimero finito.

Mas, irresistivelmente e de modo inseparavel, ao
lado da coleccédo finita ficava aimensidade dos outros
objectos ; o conceito de conjunto infinito alimentou
assim o seu antagonico, e dele se foi igualmente
formando.

Este processo de formacgdo dos conceitos antago-
nicos € interminavel e, no presente caso do par finito-
-infinito estamos bem longe duma concluséao.

A existéncia de uma teoria dos nameros transfini-
tos (*), teoria recentemente nascida e ainda em plena

0 Veja-se mais longe o sentido dapalavra tranenjiito.
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formacdo, prova como se procura conhecer o infinito
por meio do finito.

Por outro lado o finito estuda-se por meio do infi-
nito. Citemos para esclarecimento esta passagem de
WACLAW SIERPINSKI :

ali importe de signaler
de se servir d'infinité

I'inclination  d'esprit humain
pour examiner la finite- Par
exemple, le Calcul infinitésimal a été" inventé pour
nous faciliter la recherche d'objects finis ; pour calculer
le volume d'un corps nous le décomposons en Calcul
integral en une infinité de parties infiniment petites et
cela nous rend le probléme plus facile ! «Es muss auch
dem menschlichen Verstand das PriXdicat «unendlich»
in gewissen JSucksichten zugastanden  werdenv dit
Cantor

Entre as propriedades dos conjuntos infinitos fi-
guram muitas que néo sao verificadas pelos conjuntos
finitos ; tomar uma delas para definicdo de conjunto
infinito e, a partir dessa definicdo, fazer a teoria dos
conjuntos infinitos, foi o método formal de estudo se-
guido por R. DEDEKIND ().

0 mesmo método formal € adoptado por muitos
outros autores, partindo alguns duma definicdo de
conjunto finito.

Este método, todavia, levanta uma questdo muito
importante dateoria dos conjuntos; trata-se de um
problema que foi enunciado claramente por H.LE-
BESOUE, NOS seguintes termos :

«Bien que je doute fort qu'on nomme jamais
semble qui ne soit ni fini ni infini, I'impossibilité
iel ensemble ne meparait pas démontrée» (°).

Uma vez escolhida umadefini¢do de conjunto finito,
cada conjunto infinito € um conjunto nédo-finito. Do
mesmo modo, dada uma definicdo de infinito, cada
conjunto finito € um conjunto  n&o-infinito.

E depois de adoptar a definigdo de conjunto infinito
dada por DEDEKIND que SIEBPINSKI chama transfinitos
0s numeros cardinais dos conjuntos infinitos.

Em todos os casos faltou sempre provar que: um
conjunto infinito é néo-finito, um conjunto finito &
nao-infinito.

Tomemos a seguinte definicdo de conjunto infinito:

pDEFINIGAO 3. Um sub-conjunto A do conjunto fun-
damental 1 sera chamado um conjunto infinito se, e s6
se, para qualquer Xel —A setem: A~A+ (X).

Com osimbolo (X) representa-se um conjunto com
um Unico elemento: Xe (X) ese Fele Ye(X)

un en-
d'un

entdo  Ym*X.

(') VV.SIERPINSKI —Legons sur les nombres transfinis—
pag. 63.

(') RICARDO (JULIO GUILHERME) DEDEKIND — Was sind and

was sollen die ZAHLEX, g 5.64.
(") No finai duma carta de HENRI LEBESGUE a E'MILE BOREL :
Ter. E.LQUEL —Lecons sur laThéorie desFonctions, pag. 15g.
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A definigdo de conjunto infinito que acabamos de
dar coincide com a definicdo dada por pepekinD em
aWas sind und was sollen die Zahlen»  (Braunschweig,
1888) ; a definicdo de pepekinp era aseguinte : um
conjunto € infinito se, e so se, tem a mesma poténcia de
uma das suas partes aliquotas.

Um conjunto A infinito no sentido daDefinicdo 3
é¢ manifestamente infinito no sentido de pebekinp.

Reciprocamente, seja A um conjunto infinito no
sentido de pepekinp ; serd entao A~B com BcCA.
Seja Xe A—B e entdo teremos Bc [B+ (X)]dA
e se A— B sera também B ~[B + (X)] e portanto
0 conjunto B e consequentemente o conjunto A sao
infinitos no sentido daDefinicdo 3.

Os conjuntos infinitos cuja teoria foi desenvolvida
por DEDEKIND S&0 0S mesmos que os da classe aqui
determinada por esta definigao.

Ponhamos agora a seguinte :

DEFINIGAO 4. Um sub-conjunto A do conjunto
fundamental 1 sera chamado conjunto finito se, e s6
se, para qualquer Xel—A setem: AXx—A+(X).

E quasi evidente que as duas classes de conjuntos
aqui fixadas com as definicdes 3 e 4, sdo complemen-
tares dentro de 2°.

Mas, a evidéncia é o caracter de que se revestem
as proposicdes depois de demonstradas, e entao
demonstraremos um teorema

TEOREMA 2. Para que

1) Cada conjunto A ci nao-finito seja um con-
junto infinito € necessario e suficiente que :

2) Dados dois conjuntos Ae A + (X) comXel—A,
uma e uma so dasrelagdes A~A +(X) e A~*A + (X)
tenha lugar.

Demonstracao.

Suponhamos 1) falsa; entdo existe um conjunto
A ¢ 1 ndo-finito que é ndo-infinito; mas se A é nao-
-finito ndo se tem Aj*A + (X), Xe | —A ese A é
nédo-infinito ndosetem A— A + (X), Xel —A..

Portanto, existem os conjuntos A e A + (X) com
Xe 1—A tais que nenhuma das relagbes A~A +{X)
e AJ<~A + (X) tem lugar; mas entdo também 2)
é falsa.

Suponhamos 2) falsa; ndo se podem verificar simul-
tdneamente para o mesmo par de conjuntos as duas
relacbes —e e portanto existem o0s conjuntos
ici e A4-(X) com Xel —A tais que: nao se
tem A— A+ (X)comXel —Aeentdo A é néo-
-infinito (Def. 3), ndose tem A A +(X) com
Xel A eentdo A é nao-finito (Uef. 4). Portanto
a 1) é falsa. Assim fica demonstrado o teorema.
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Podemos entdo afirmar perante as definicbes 3 e 4,
0 seguinte

Teorema 3. Cada conjunto A C i nao-finito & um
conjunto infinito, cada conjunto A c i ndo-infinito &
um conjunto finito.

Diversas defini¢cdes de conjunto finito se conhecem
hoje. As mais notaveis foram dadas por 8. RusseL?),
ZERMELO('), SIERPINSKI (°), KURATOWSKI ('), TAKSKI (%).

A defini¢do ordinaria de conjunto finito pode ser
assim enunciada: umconjunto éfinito se,e s se, O
ndamero dos seus elementos se pode exprimir  mediante
um ndmero natural (supondo-se dada a nocdo de
ndmero natural).

Das defini¢bes citadas precedentemente a mais
notavel de todas é talvez a de ALFrED TARSKI. Na sua
memoria sobre Ensembles finis, memdria que ele con-
sidera sistematisante, 0 autor apresenta a seguinte
notavel propriedade para definicdo de conjunto finito:

Def. A. Elemento irredutivel duma classe K de
conjuntos é cada conjunto A tal que; AeK: se
Bc A e BeK entdo B= A.

Def. A'. Elemento saturado duma classe K de
conjuntos é cada conjunto A tal que; AeK: se AcB
e BeK entdo As B.

Cada uma destas duas nocbes da origem a uma
definicdo de conjunto finito.

Def. B. O conjunto A é finito se, e so se, cada
classe ndovazia K de seus sub-conjuntos admite
pelo menos um elemento irredutivel (ousaturado).

Para terminar estas noticias histéricas digamos
que muitas definicdes de conjunto finito se baseiam
na no¢do de ordem e notemos ainda que sCHOENFLIES
considerava impossivel a definicdo de nimero finito
independente danocdo de ordem.

3. Propriedades dos conjuntos finitos.

As definicdes 3 e 4 e o teorema que se lhes seguiu,
esclarecem o problema de Lesesoue sobre a possibi-
lidade de nomear um conjunto simultaneamente nao-
-finito e ndo-infinito.

Os conjuntos infinitos no sentido da Definicdo 3
foram estudados ja suficientemente
SIERPINSKI, etC.).

(DEDEKIND,

(') Comptes rendus de la Soc. Math, de Franco, 22 Mars1911,
p. 30.

(*) Ueber die Grundlageo der Arithmetik
Intern, dei Mat., vol. 11).

(°) L'axiome de ZKRMELO et son réle dans la Théorie des
Ensembles, Bull, de I"Ac.des Sciences de Cracévia, 1918, p. 106.

(*) Sur la notion de I'ensemble iini. Fund. Math, T.1, p.13.

(») Surles ensembles finis, Fund. Math., T .6, pp. 45-95.

(Atti del I V Cong.
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Retomemos a Definicdo 4, e estabelecamos para
esta classe de conjuntos as suas propriedades mais
notaveis.

TEOREMA 4. E finito cada conjunto A tal que :

Xe A ese YeA entdio X = Y. Para demonstrar
basta considerar os conjuntos A e B= A+ (X) com
Xe 1 —A e em seguida os conjuntos P verificando
as condigbes 1.°), 2.*), 3.°), da Definigdo 1. Os con-
juntos P nestas condi¢deB, conjuntos de pares de
elementos, um de A outro de B, s&o unicamente
dois e nenhum deles satisfaz as condigdes 4.°), 5°) e
6.°). Entdo para os conjuntos A e B as condigles
da Definicdo 1 sdo incompativeis, e portanto néo
existe um P que estabeleca uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de A e A + (X).

Entdo, temos A X"A + (X) com Xe I—A eo
conjunto A é finito.

TEOREMA 5. Se A e B sdo finitos A+ 8 ¢é finito.

Tem-se: AM~A + (X) e BjrB + (X) para X el -
—(A + B). Mascomo A ~ A e portanto A+ Bj<~A +
+ (B + (X)), vem finalmente A+ BJ™NA +B) + (X).

TEOKEMA 6. Se para cada A c B O conjunto A é
finito, entdo B & finito.

Temos icfl e B—AgB; mas A e B—A séo
finitos e pelo teorema precedente A+{B —A) é finito.
Resultam os seguintes corolarios:

COROLARIO 1.
quer, A —B i

Se A ¢€ finito e B um conjunto qual-
finito.

COROLARIO 2. Se A éfinito e B um conjunto qual-
quer, AX B é finito.

COROLARIO 3.
também finito.

Se B éfinito entdo, cada A c B €é

Seja, com efeito, A CZ B ; entdo, A-\-(B—A) s B
e também B—(B—A)MA; mas, aplicando ao pri-
meiro membro desta Gltima o corolario 1, o que é
possivel porque B é finito, resulta imediatamente :
A finito.

COROLARIO 4. A condi¢do necessaria e suficiente
para que A seja finito, € que seja finito todo e qual-
quer seu sub-conjunto.

TEOREMA 7. Principio da inducdo completa para
os conjuntos finitos. Se A éfinito, entdo A pertence
a toda a classe K de conjuntos que satisfaca as se-
guintes condigdes :

1) Se lie A entdo (X)eK.
2) SiBeEeXeA entdo B+ (X)eK.
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Demonstragéo.

Seja Xe A e portanto devido a 1), temos (X) eK.
Representaremos com o simbolo 1 o cardinal do con-
junto (X). Distinguiremos esse elemento X e A
pondo X =Xi e portanto (Xj) é o conjunto cujo
cardinal é 1 .

Seja um outro X e A; entdo pela condigdo 2) te-
mos (X])-|-(X) eK. Introduzamos um novo simbolo
para representar o cardinal do conjunto (Xi)+(X);
0 simbolo introduzido é 2 e para distinguir aquele
X dos restantes pomos X = X, e portanto o cardi-
nal do conjunto (Xj)+ (Xj) é 2.

Continuando este processo de construgdo introdu-
zimos assim os simbolos

1,2,3,4, =+ ,n

e, se com este processo chegamos ao conjunto A, o
teorema esta demonstrado porque toda a classe K
que verifique as condigbes 1) e 2) contera evidente-
mente todos os conjuntos construidos.

Se, com este procedimento repetido indefinidamente,
ndo se alcanga o conjunto A, tomaremos o conjunto

Xt > XA j X%, Xi,

»we X», -ee
e designaremos por B o conjunto cujos elementos sédo
Xt, Xj ,Xf, "o, A, , oo

0 conjunto P cujos elementos sdo os pares [XJ,XJ],
, [X], X.], *e= estabelece uma correspondéncia biuni-
voca entre B e B + (Xj); serd pois

B-B + iXy) com Xe A— B.

Mas é evidente flci e por consequéncia tanto B
como A seriam infinitos contra a hipotese.

O conjunto A é alcangado com o0 processo de cons-
trugdo anterior e corresponde-lhe evidentemente um
dos simbolos introduzidos: 1,2, 3,4 e 11.

0 conjunto A pertence a todas as classes K que
verificam as condi¢des 1) e 2), pois que qualquer
classe nestas condigdes contera todos os conjuntos
construidos.

c.q.d.

Resultam do teorema os seguintes corolarios :

COROLARIO 1. A cada conjunto A finito corresponde
um e s6 um TIOS nameros  cardinais 1,2,3,4,--"
Além disso, existe uma correspondéncia btunivoca entre
os elementos dum qualquer conjunto finito eos primeiros
nameros  cardinais.

n---.

COROLARIO 2. Existe um conjunto que nédo é finito.
Com efeito tomemos o conjunto dos nimeros cardinais
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introduzidos na demonstragdo do teorema: 1,2,3,
,4,00¢ n ¢ ee Representemos por B 0 conjunto cujos
elementos séo os cardinais 2 ,3,4,¢ ¢ n e ; teremos
a relacdo B~B+(\) com 1$B. Entdo, o conjunto
dos numeros cardinais é infinito no sentido da Defi-
nicéo 3.

TKOKEMA 8. Se A pertence a toda a classe K de
conjuntos que satisfaz as condigdes 1). e 2). do teorema
precedente, entdo A é finito.

Com efeito, se A pertence a uma classe K que
verifica as condicdes 1) e 2), entdo A pode ser al-
cancado mediante o processo de construcdo indicado
na demonstragdo do teorema precedente e correspon-
de-lhe um dos numeros cardinais 1,2,3,4, ¢ n.
Resultard imediatamente que se tem a relacdo A _X'
X" A-r(X) com X$A e portanto A é finito.

O cé/cu/o das probabilidades
do comportamento

por Gustavo

1. O Comportamento Econdmico.

Se o Calculo das Probabilidades p6de
passar por uma teoria dos jogos de azar,
esta teoria dos jogos de azar pode descrever-
-se como uma teoria do comportamento econo-
mico. A concep¢do do Célculo como uma teo-
ria de comportamento tem, porém, que ser
temperada pela concepc¢do das realidades que
nos afasta de extremos insensatos. A mate-
mética ndo pode ser vista como produto do
exercicio gratuito da inteligéncia nem como
codificagdo de verdades absolutas que os
genios desvendam, de maneira mais ou menos
sobrenatural, para pautar as Unicas condutas
inteligentes ; h& que algures encontrar a vera
efigie do que é a um tempo uma construcéo
maravilhosa da inteligéncia e um apoio pre-
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Derivam daqui os seguintes corolarios:

Para que A seja finito é necessario e
K que veri-

COROLARIO 1.
suficiente que A pertenca a toda a classe
figue as condicbes 1). e 2). do teorema 7.

COROLARIO 2. Para que A seja finito & necessario
e suficiente que A pertenca a toda a classe K de con-
juntos que verifique as condigdes :

1) Se Xe A entaio (X)eK,
2) Se BeE e CeKentdo B+ CeK.

Este teorema demonstra-se sem dificuldade.

Muitas outras propriedades importantes dos con-
juntos finitos se podem demonstrar sem grande difi-
culdade, mas com aquelas que aqui apresentamos
consideramos a teoria ja esbocada.

e a teorizacdo
economicoC)

de Castro

cioso da nossa accdo sobre a natureza—
tudo isto, mas sO isto.

Veja-se a solene adverténcia de BOREL :
iLa science du Hasard ne saurait, plus que
toute autre science, prétendre a régir nos actes;
elle peut seulement, comme c'est le réle dela
science, faciliter la reflexion qui précéde I'action
chez tous les étres raisonnables. Dans les ques-

(*) Este escrito é a redacg¢do da segunda de qua-
tro palestras que, sob o titulo geral «O Célculo das
Probabilidades. Palestras  sobre o0s progressos  duma
disciplina  por ocasido dum centenario», foram realiza-
das na Administracdo-Geral dos Correios, Telégrafos
e Telefones, em Janeiro-Fevereirode 1955. Incluidas
numa longa série de palestras profissionais daquela
Administracdo, esta é publicada aqui por sua amavel
deferéncia.
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Hons compliquées, le bon sens a besoin d'étre
guidé par les résultats des calculs; les formules
ne créent pas l'esprit de finesse, mais en faci-
litent I'usage, D

A decisdo dam comportamento é efectiva-
mente o0 6nus e o previlégio de quem conhece
a substancia das coisas, de quem tem a inti-
midade dos problemas : é a rota fixada por
quem, debrugcado sobre a carta, revive e
absorve 0s pormenores, as circunstancias
significativas, valorizando-os convenientemen-
te. No acto de decisdo h& que conjurar
toda a possivel informacdo, uma parte da
qual analizada, cifrada matematicamente;
mas uma parte s6. Aquele a quem cabs esta
analise e estes célculos —o matematico —
raras vezes podera dominar a parte que
se nao conta nem mede, embora se exprima ;
menos ainda a informagdo que se tem e
se nao sabe exprimir e a que nem se
chega a saber que se tem. Informacgdo que
ndo vem revelada, mas duma docilidade do
espirito em face da realidade; informacao que
¢ a impregnacdo do espirito paciente pela
natureza das coisas. A experiéncia e até os
pendores que fazem o matemaético, e sdo sO
certa experiéncia e certos pendores, nao
substitui a experiéncia e os pendores que se
exigem para a decisdo. Adquirir uns e outros
no mesmo dominio, sem que interfiram e sem
que se prejudiquem, é uma tarefa de sucesso
incerto, que parece de desaconselhar, embora
seja indispensdvel no mateméatico o conheci-
mento do clima da administragdo e no admi-
nistrador a inteligéncia do conteddo, real
valor e limitacbes, da contribuicdo da mate-
mética.

E contanto a verdade que, quando uma
parte da informacdo se pode ja processar
cientificamente, a matematica é muitas vezes
um auxiliar inestimavel de que n&o seria
avisado prescindir ; como, de resto, muitos
outros instrumentos de que o espirito se
muniu para uma mais segura e poderosa
perscrutacdo, tal o telescdpio que empurra
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para mais longe a verdadeira noite, a do
que se nao conhece.

Uma vez por outra, até, toda a informacao
pertinente € a que o0 matematico domina e
entdo toda a reflexdo é matemaética : a refle-
x40 matematica pauta entdo, excepcional-
mente, as decisdes. E em situacdes ideais
deste tipo que se exemplifica a utilizagdo dos
conceitos, dos instrumentos e das técnicas, e
se adquire firmeza na utilizagdo ; a distancia
do modelo a realidade constitui uma preo-
cupacao diferente.

Assim o Calculo das Probabilidades 6 a
teoria de comportamento econémico em certas
situacdes em que um jogo de azar constitui
um modelo satisfatério e sugestivo, embora
ideal e sumario. Onde um jogador se move
por razdes que sdo identificaveis as de quem
decide, de onde uma possibilidade de formu-
lacdo de critérios de escolha. Em que hava-
rias opcOes, entre valores que podem adquirir-
-se, eventualmente, com probabilidades de
aquisicao calculaveis.

E pois produto duma reflexdo que tende a
pautar resolucdes pelo calculo dos valo-
res que podem adquirir-se, e das probabili-
dades da sua aquisi¢do, seguido do confronto
com os custos das diferentes opcdes ; tudo
dirigido por certos principios.

Desculpando-nos dum exemplo que de tao
sugestivo favorecera indevidamente o expo-
sitor, consideremos a questdo da exploracdo
industrial da roleta. Ponha-se a decisdo a
questdo de se O ou ndo «econdmico» ser-se
banqueiro ; se se pode ou nao ser banqueiro
quando se procura tirar rendimento dum
capital e, no caso afirmativo, que rendimento
se tira.

SupUnhamos que J joga e' escudos no
vermelho. A quantia e' pode ver-se como a
entrada que J paga a B contra a obriga-
¢cdo assumida por este de lhe pagar 18¢' es-
cudos se sair o vermelho.

Observemos que os e' escudos de «7 terao
valores diferentes ao longo do tempo : antes
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de apostados valem e'; depois de parada a
bola valem 18e¢' ou O, consoante O caso.
E quando a bola estd a andar, depois do
«nada mais» e antes de parada?

Estd a ver-se o interesse duma resposta a
esta questdo; se os e’ escudos postos na
mesa valerem e, a diferenca e'-e é um
um ganho dobanqueiro, pelo menos num con-
veniente sentido. O conhecimento deste ganho
sera pelo menos um elemento valioso na
supesagem da situacdo de que poderd sair
uma decisdo de comportamento  econdmico.

Terdo porém algum valor os e’ escudos no
lapso queestamos considerando ? Parece po-
der afirmar-se quesim, e a seguinte situacéo
esclarecera o caso. Suponhamos que entro
numa sala de jogo e encontro, fortemente
apostado, um devedor antigo ; suponhamos,
por amor dadiscussao, que aminha presenca
provoca uma avalanche de consciéncia que o
leva a propor-me que aceite a sua posicao
como prestacdo a deduzir da divida, e queeu
digo que sim.

Quanto devo abater adivida? A respostade
que se abata o0 que a casa pagar ndo me é satis-
fatéria quando em maré desorte : eusentiria
que o meu devedor me tinha explorado a veia,
obrigando-me ainda a cuidar das fichas ; que
0os deuses néo tinham afinal sido propicios a
mim, porque eu era um tolo; perceberia
mesmo que o devedor me nao tinha passado
posicdo nenhuma, o que tinha erafeito de
mim seu cobrador, etc. Pelo contrario, quatido
cheio de azar, diria o meu devedor que eu
tinha jogado e perdido o dinheiro dele; que
0os deuses preferem os tipos simpaticos e ele
nunca deveria ter mudado amao; que, apesar
de tudo, ndo merecia isto, etc.

Podemos até sondar a questdo mais um
pouco, numa situacdo afim mas diferente. Se
0 jogo fosse demorado, ou de duracdo incerta,
poderia conceber-se que uma vez por outra
um jogador apressado se dispusesse a ven-
der a posi¢do ; esta circunstancia, a ser fre-
quente, poderia suscitar uma outra industria,
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a dum segundo banqueiro que comprasse
posicdes. Porque quantias e'' conviria a este
segundo banqueiro comprar posi¢oes? A dife-
renca e-e'", se conhecermos e, dara oseu
ganho, em certo sentido.

Admitido pois o interesse em se conhecer,
para fins convenientes, o valor e duma parada
e', feita a um jogo de azar que principia,
parece-nos importante que se reconhega que
a suadefinicdo é um problema de certo modo
anterior ao Céalculo das Probabilidades, o
qual se formou para o resolver com base em
critérios que lhe sdo exteriores (embora este
Calculo tenha imposto e orientado a sua for-
mulacao).

Voltando (') a carta de PASCAL aFERMAT, de
29 de Julho de 1654, vemos logo no comego
que PASCAL tinha recebido na véspera uma
carta de FERMAT com a solucdo de dois pro-
blemas ; o dos dados e o das partilhas, ambos
propostos pelo CAVALEIRO DE MERE a PASCAL.
Em resposta escreve PASCAL: f. ..vous avez
trouvé lesdeux partis, desdéset des parties,
dans la parfaite justesse... je nedoute plus
maintenant que je ne sois dans la vérité, apres
la rencontre admirable oh je me trouve avec
vous. ..D

Que problemas eram estes, o dos dados e
0 das partilhas ? O dos dados 6 o que re-
solvemos atrads ; o outro é um problemade
partilha do bolo entre dois jogadores quando
0 jogo tem que desfazer-se antes dum fim.
E, portanto, noutro angulo, aquestdo que nos
ocupa. Vejamos o problema de que se tra-
tava : Dois jogadores J, e J, jogam um
bolo de 64 pistolas que cabera ao primeiro
que ganhar trés jogadas, sendo as possibili-
dades de ganho em cada jogada iguais para
ambos. O jogo tem que acabar quando Ji
esta com duas jogadas ganhas e Ja com
uma ; como devem partilhar o bolo ? Trata-se

() Veja-se a primeira palestra: «Da Navegacdo e
do Comércio ao Célculo das Probabilidades»,  Memdrias
da Ordem dos Engenheiros, 99.
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também, pois, dama questdo de valores de
posi¢cdes num jogo de azar.

Um terceiro angulo é o da equidade no
jogo, o do problema do calculo das paradas
dos jogadores para que um jogo de azar seja
um jogo equitativo. Se, num jogo, Ji entra
com el, que passa a valer «1,e J, com
«2, que passa a valer ei,, de quanto devem
ser as entradas para que «i= e2+ Ou 0 pro-
blema inverso : Dois jogadores lancam a
moeda para saber quem fica com as posi¢des
de ambos (J, tinha apostado 2 num cavalo
e 3 na primeiraduzia ; Jz tinha apostado 1 no
vermelho, 4 numa quadra); serd o jogo equi-
tativo ?

Fica, pois, posto um problema cuja solu-
¢ao poderd intervir em problemas de decisdo :
uma quantia que se aposta num jogo de azar
muda de valor, ou pode mudar; x escudos
apostados no vermelho a roleta podem néo
valer o mesmo que x escudos apostados
nas menores de sete (contra o débro) no lan-
camento de dois dados. E valerdo o mesmo
que x escudos apostados num pleno da
primeira roleta?

O que se quer é saber calcular o valor em
cada caso.

2. O Principio de Bernoulli.

Por estranho que a primeira vista parega
0 Calculo das Probabilidades néo liquida a
guestdo. Um dos bons ensinamentos que
dele se colhem vem mesmo com o esclareci-
mento de que lhe nédo compete liquidar a
guestdo. Mostra-nos para issO que Varios
principios s&o possiveis e, analizando as
consequéncias pde-nos em condi¢des de optar
em conhecimento de causa. De caminho véao-
-se separando distintos tipos de problemas e
delimitando o dominio das matematicas, o
que nao é tarefa inatil ou facil (e o que torna
a analise interessante para quem a faz, diga-
-se incidentalmente e um pouco como des-
culpa).
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Procuremos caminhar para a solucdo do
nosso problema pela introducdo de umas
definicdes. Eecorde-se que as defini¢cdes ma-
tematicas criam seres de espirito, distintos
dos seres reais dos quais sdo contrapartidas;
mais ou menos fiéis na representacdo que
constituem, ndo podem ser julgadas na com-
paragdo directa, que s6 pode ser terminante
quando exclui, mas pela possibilidade que
déem duma teorizagdo que, na estrutura geral
e nas verificacbes da pratica, se mostre sa-
tisfatdria. Por isso convém qne 0s novos
seres tenham novos nomes. Vejamos entéo.

Pde-se o problema de obter, relativamente
a um ganho aleatério (de 100 contos com a
probabilidade 1/10, por exemplo), um nimero
que na descricdo de JACOB BERNOULLI
a esperanca de obtermos o melhor,
ou diminuida pelo receio do pior. Seja a attente
definida por HUYGENS, a que se chamou
depois «esperanca matematica» com alguma
infelicidade ; utilizaremos, com HUYGKNS, o
termo expectacdo para representar essa espe-
ranca que se define, no caso simples, como
o produto da'quantia a ganhar pela probabi-
lidade do ganho (100x 1/10= 10 contos, no
caso do exemplo). Vejamos a definicdo com
a generalidade de que precisamos.

seja
temperada

Chama-se expectagdo duma posi¢cdo num
jogo de azar, num certo instante, a soma dos
produtos que se obtém multiplicando as pro-
babilidades das possiveis cadeias de sucessos
futuros pelos ganhos eventuais correspon-
dentes; chama-se valor actuarial duma entrada
a expectacao da posi¢cdo que com ela se com-
pra; chama-se valor actuarial duma quantia
apostada a soma dos valores actuariais das
entradas em que se desdobra, no tempo e no
espaco.

Postas estas definigdes diremos que o prin-
cipio de valorizacdo, agora no sentido
«econdmico», que os primeiros cultures das
Probabilidades aceitaram implicitamente, é o

I° PRINCIPIO DE BERNOULLI
numerario, numa época, duma quantia

o valor em
apos-
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tada num jogo deazar é oseu valor actuarial
nessa época.

Observe-se que o «valor em numerario», a
que o principio se refere, pretende ser o que
as palavras significam nalinguagem comum
das pessoas que tém capitais para investir;
por isto se trata dum principio, aceitavel ou
ndo : uma proposi¢do hibrida relacionando
um ser de pensamento comuma coisa, um
ser deaccdo. Por isso é, como todos os prin-
cipios, susceptivel de tragar regras de conduta
se lhe juntarmos mais um principio e um
esclarecimento.

PRINCIPIO DE ACGAO ECONOMICA : deve  agir-
-se por forma a aumentar afortuna em nume-
rario.

Esclarecimento : prop0e-se entdo no prin-
cipio de BERNOULLI queo valor em numera-
rio seja identificado com o valor actuarial,
por forma a assentar-se No seguinte

2° PRINCIPIO (DE ACCAO ECONOMICA) DE
BERNOULLI: entre varias alternativas de acgéo
econdmica, como valores actuariais  conhecidos
e tudo o resto igual, deve tomar-se a decisdo
que torne maxima asoma dovalor em nume-
rdrio que resta com ovalor actuarial adqui-
rido, da fortuna coma expectacédo actuais.

Suponhamos para exemplo que, detentor
duma fortuna de 100, confronto acompra (por
100) duma habilitacdo a 300 com a probabi-
lidade '/s® ° ™* compra (por 10)duma habi-
litacdo de 10.000 com a probabilidade de
V2.000. O principio diz-me que devo preferir
comprar a primeira a nao comprar nada,
mas n&ao comprar nenhuma a comprar a
segunda ; as fortunas relativas aos trés casos
sdo as seguintes:

() Senado compro nada afortuna é /i=0;

(i) Secompro a primeira habilitacéo,

/,= 100-100 + ~22=150;
(i) Secompro a segunda,

100-10 + ~ 95,
2.000
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Postas assim as coisas, sera a ponderagdo
das consequéncias da adopcao das normas
(como esta), em que este principio de acc¢éo
se desdobra, que dird se a teorizacdo € ou
ndo aceitavel e delimitard o seu dominio de
validade. Por essa ponderacdo ficardo defi-
nidas atraco grosso as fronteiras do dominio
das situacdes concretas em que se aceitara
decidir como estabelece o principio. No exem-
plo que acabou de dar-se ndo é dificil ima-
ginar casos em que o homem prudente
decidiria contra as injunc¢des da teoria ; é pois
de esperar que novas condi¢bes venham a
introduzir-se por forma a conceder ao prin-
cipio a forca queainda se ndo devisa.

Assim, na linha da adopcdo do principio
de BERNOULLI, com o esclarecimento que se
deu, vird a proposicao das defini¢des seguintes:
uni jogo de azar é equitativo para um joga-
dor se a suaentrada é igual a expectagdo
que compra ; um jogo de azar em que o bolo
¢ a soma das entradas é equitativo quando
estas sdo inversamente proporcionais aspro-
babilidades de ganho que compram ; a parti-
lha equitativa do bolo, num jogo de azar
desfeito antes do fim, esta em dar-se aos joga-
dores os valores actuariais das posi¢cdesque tém.

O que esta a fazer-se é o desenvolvimento
duma teorizacao ; a utilizacdo da palavra
«equitativo» ndo deve fazer-nos esquecer que
se trata aqui dadefinicdo dum novo termo
«jogo equitativo». Nao se exclui a possibili-
dade dum «jogo equitativo» ser desfavoravel.
Faca-se somente referéncia ao facto de que
a definicdo de «jogo equitativo» ndao subtrai
dificuldades as que possam provir dos prin-
cipios de BERNOULLI, como quando (por
exemplo) se pGe o problema daopcdo entre
jogos equitativos. Estamos porém aqui mais
interessados nNos principios, o que nos obriga
a limitar os nossos casos aqueles em que
existe uma e uma s6 opcao que torna maxima
a fortuna total, soma da fortuna e da expecta-
¢cao actuais.

(Continua no préximo numero)
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CIENTIFICO

COMISSAO INTERNACIONAL DO ENSINO MATEMATICO.
SUB-COMISSAO PORTUGUESA

A Comissdo Internacional do Ensino Matematico
foi criada em 1908 e esteve em funcédo até ao comego
da segunda guerra mundial. Em 1950 foi reconstituida
e em 1952 passou a fazer parte da Unido Matematica
Internacional.

Foi eleito Presidente de Honra da Comissdo o
Prof. FEHR, de Genebra, por toda a sua vida,
como reconhecimento pelo interesse que sempre tem
dedicado a causa do Ensino da Mateméatica e pelos
Servigos preciosos que tem prestado a esta causa.

Presentemente, a C. |.E.M.encontra-se em estado
de transformacdo, por causa das novas elei¢des nos
diversos paises.

Cada organismo nacional aderente a Unido Mate-
matica Internacional (em Portugal, o Instituto de
Alta Cultura) pode criar, de acordo com a Comissdo
Nacional de Matematicos, uma Sub-Comisséo, desti-
nada a manter ligacdo com a C. |. E. M. em todos os
campos da sua actividade. O organismo aderente
nomeia entdo dois membros da dita Sub-Comisséo,
como delegados junto daC.|.E. M.

No quadro da actividade da Unido Matematica
Internacional, a C. | .E. M. é encarregada de estudar
as questdes relativas ao ensino matematico e cienti-
fico e de tomar ainiciativa do programa de trabalhos

adequados a fim de favorecer o desenvolvimento e
o aperfeicoamento do ensino da matematica em todos
os niveis, e de levar o publico a apreciar devidamente
a importancia de tal ensino.

As sub-comissfes nacionais executam o trabalho
fixado pelo Comité Executivo Internacional, segundo
a suapropria iniciativa e osseus proprios interesses.
Por outro lado, a Comissao Internacional baseia o seu
trabalho sobre o das sub-comissdes nacionais.

Em 1956 realiza-se uma reunido dos delegados das
sub-comissfes nacionais.

Quase todos os paises aderentes aUnido Matematica
Internacional nomearam jaas respectivas Sub-Comis-
sdes do Ensino Matematico. A Sub-Comissédo Portu-
guesa foi recentemente nomeada pelo Instituto de
Alta Cultura, tendo como membros os professores :
JOSE VICENTE GONGALVES, da Faculdade de Ciéncias de
Lisboa; JOSE JORGE GONGALVES CALADO, do Liceu Pedro
Nunes ; Josi: SEBASTIAO e SILVA, do Instituto Supe-
rior de Agronomia ; JOSE DDAHTE DASILVA PAULO, do
Liceu de Oeiras. O Instituto de Alta Cultura deliberou
ainda designar o segundo e o terceiro dos referidos
membros para delegados junto daC. L E. M.

PRIMEIRO CURSO LATINO AMERICANO DE APERFEICOAMENTO EM MATEMATICA
PARA PROFESSORES UNIVERSITARIOS

O CENTRO DE COOPERACION CIENTIFICA DE LA UNESCO
PARA A AMERICA LATINA tem em seu programa a orga-
nizacdo de uma série de cursos de aperfeicoamento
em matérias cientificas, destinados a professores das
Universidades latino-americanas. O objectivo desses
cursos € oferecer aos professores informagbes acerca
dos progressos em suaespecialidade, fazer uma revi-
sao dos novos temas que devem ser incluidos na ma-
téria, discutir os programas existentes em cada uma
das Universidades e sugerir modificages.

Entre os cursos previstos para o ano de 1955, figu-
rava um curso dedicado a Matematica, organizado

em estreita colaboracdo com a Universidade Nacional

de Cuyo, estando a cargo do Instituto de Matematica
do Departamento de Investigacdes Cientificas da

mesma Universidade. Ao curso que serealizou de 23
de Fevereiro a 20 de Mar¢go compareceram 4 profes-
sores bolivianos, 4 chilenos, 4 peruanos e 1 urugaio,

convidados pela Unesco. Os professores das Universi-

dades argentinas e a autora desta noticia foram con-

vidados pela Universidade de Cuyo que hospedou os

participantes do curso. O Dr. Oscar Dodera participou

do curso como representante da Unesco.

O programa do PRIMEIRO CURSO LATINO AMERICANO
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DE APERFEICOAMENTO EM MATEMATICA PARA PROFESSORES
UNIVERSITARIOS compreendia 5 diferentes tipos de acti-
vidade a saber:

a) Curso deaperfeicoamento sobre os seguintes
assuntos :

| — Teoria damedida eda integracdo, a cargo do
Prof. MISCHA COTLAR do Instituto de Matema-
tica da Universidade de Cuyo ;

Il — Fundamentacdo  da Matematica, a cargo do
Prof. GREGORIO KLIMOVSKY do Instituto de
Matematica da Universidade de Cuyo;

Il —Hidrodinamica  Matematica, a cargo do Prof.
EDUARDO ZARANTONELLO do Instituto de Mate-
matica da Universidade de Cuyo;

VI — Introdugdo asAlgebras deBoole, a cargo do
Prof. ANTONIO MONTEIRO da Faculdade de Enge-
nharia de San Juan da Universidade de Cuyo;

V — Problema da Metrizacdo, a cargo do Prof.
MANUEL BALANZAT da Faculdade de CiénciaB
da Educacdo da Universidade de Cuyo;

b) Cursos especiais versando sobre:

| — Teoria dosconjuntos e aritmética transfinita,
a cargo do Prof. JORGE BOSCH do Instituto de
Matematica da Universidade de Cuyo;

Il — Teoria dos operadores hermitianos. a cargodo

Prof. MISCHA COTLAK;

Il — Légica Matematica, acargo do Prof. GREGORIO

KLIMOVSKI ;

IV — Séries detempo e processos estocasticos e esta-
cionarios, a cargo do Prof. FAUSTO TORANZO da
Universidade de Cuyo;

COMEMORAGOES D OCENTENARIO DO NASCIMENTO DEHENRI

Apds o Congresso Internacional dos Matematicos
a 11 de Setembro de 1954, teve lugar em Haia uma
reunido com oobjectivo depdr emevidéncia o desen-
volvimento das ideias de H. POINCARE no'dominio
especial de cada um dos conferencistas. O programa
da reunido foi oseguinte:

1. Abertura pelo Presidente do Comité do Cente-
nario de HENRI POINCARE, GASTON JULIA.

2. A.WEIL : POINCARE e a aritmética.
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V. —Algebra Moderna, a cargo do Prof. ORLANDO
VILLAMAYOR do Instituto de Matematica da
Universidade de Cuyo;

VI — Introducdo as transformadas  de Laplace, a
cargo do Prof. DIETRICH VOELKER da Univer-
sidade de Cuyo;

c) Semindarios sobre osseguintes assuntos:
| — Teoria de Galois, a cargo do Prof. ORLANDO
VILLAMAYOR ;

Il — Topologia  Combinatéria, a cargo do Prof.

JORGE BOCH ;

Il — Geometria Projectiva sobre um corpo, a cargo
da Prof.* MARIA LAURA MOUSINHO da Universi-
dade do Brasil ;

IV — Fundamentagdo = da Geometria, a cargo do
Prof. CARLOS GRANDJOT da Universidade do
Chile;

d) Conferéncias sobre temas das especialidades
dos seguintes Professores: MISCHA COTLAR, CARLOS
GRANDJOT, PEDRO P I CALLEJA e ERNESTO LAMMEL ;

e) Coléquios com o objectivo de discutir proble-
mas relativos a pesquisa e aoensino da Matematica
nos paises daAmérica Latina. Nessas reunides foram
debatidos os seguintes assuntos :

| —Organizacdo da pesquisa matematica nos
diferentes paises participantes do curso e
balanco dasituacao actual;
Il — Programas de ensino nas respectivas catedras ;
Il — Sugestdes para o ensino da Matematica nas
Universidades.

M. L. MousiDho

POINCARE

3. H.FRENMDENTHAL : POINCARE e a teoria das fun-
cdes automorfas.

4. L .SCHWARTZ : POINCARE e as equacgbes diferen-
ciais da fisica.

5. J.LEVY : POINCARE e a mecanica celeste.

6. P. ALEXANDROV : POINCARE e a topologia.

7. E. W .BETH: POINCARE e™a filosofia.

M. Zaluar
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ELEMENTARES

PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exame de aptiddo para frequéncia do Instituto de
Ciéncias Econémicas e Financeiras — Ano de 1954

Prova escrita de Matematica

3913 — Existem valores reais de x para 0s quais
a soma

2 3
1+

v ir?

é negativa? Justifiquea resposta.
X'+ 2x+ 3

R: 1+ 2/x4-3/x-<0 ou < 0 para
0 que é suficiente ser x'+ 2x + 3 <0 cujas
S0 X = —1+ "2 .

Atendendo a natureza das raizes concluie-se, pois, nao
existirem valores de X para 0s quais a soma proposta
possa ser negativa.

raizes

3914 — Com 10 soldados e 4 eabos quantas rondas
se podem formar, sabendo que cada ronda é consti-
tuida por 7 soldados e 2 cabos?

R: Trata-se de combinagcdes visto que cada grupo
deve diferir dos restantes num homem, pelo menos.

O ndmero de grupos formados com ossoldados e dado
por C{°e o nimero de grupos formados com os cabos é
dado por C\.

Cada grupo dos cabos pode ser associado a todos os
grupos de soldados e vice-versa.

Ao todo serdo, pois, C\°’xC\ =120x6=720 rondas.

3915 — Determine os angulos x compreendidos
entre 0 e 2ir radianos que verificam a igualdade

= cotg x

R: Sendo tg (x + 7r/5)= cotgx é tg (x + n/5) =
= tg (ir/2 —x) cujos arcos estdo relacionados pela
expressdo X + ir/5 = K-ir+ it/2—x onde K é um
parametro que pode tomar valores inteiros no intervalo
(- + o).

E, pois, x = irlK/2 +
20

Como 0< x< 2ir, teremos de considerar apenas 0s
valores de K= 0,1 ,2,3 para o0s quais resultam, res-
. . . 3ir 13ir 23ir
pectivamente, as solugdes X j= , X, 20 X7 9
33k
e X, = 285

3916 — Mostrar que das relacdes

X = a cos 6

y =b send
se deduz

a" 6°

R: Comox=acos6; y=bhbsen6ex/a=cosi;
y/b = sen 6

Quadrando e somando, vem x‘/a’ + y’/b*—
= cos’6+ sen’8 ou x*/a’ + y'/b* =1

3917 —Quais sao os numeros que admitem 12
divisores e cujos factores primos sdo apenas 2 e 3?
Justifique a resposta.

R: 12=2°%x3 =4-3=2-6

Para 12=4¢3 vem N=23.3=72 eN,=27+3"=108

Para 12=2¢6 vemN,=2 ¢3=486e N,=2*+3=96

3918 — Demonstre que a soma a* + 6° + ¢* em que
a, b e c sdo trés inteiros quaisquer nao divisiveis
por 3, é divisivel por 3.

R : Um nimero n&o divisivel por 3 oué da forma
3+ 1 ouédaforma 3+ 2; oseuquadrado € sempre
3'4-1visto cue (34-1)'=34-34-1=341e(342)' =
= 34-344=3434341=34-1.

Entdo a soma dos quadrados de trés ndmeros nas
condicbes propostas € sempre um multiplo de 3 visto
que (34-1)4-(34-1)4- (34-1)=34-3=3
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Exame de aptiddao para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatorios
para as escolas militares e curso de engenheiros
geografos — Ano de 1954

ARITMETICA

3919 — Provar que a soma de trés numeros natu-
rais impares consecutivos nunca é um ndmero primo.

R: Sejam 2n 4 1, 2n 4 3 e 2n 4- 5 os trés nUmeros
inteiros impares consecutivos. O nimero soma 2n + 1 4
+ 2n-f-3+ 2n + 5 = 6n + 9 admite odivisor 3, além
da unidade, do préprio numero e de outros possiveis
divisores.

N&o &, pois, nimero primo.

3920 —Calcular dois nimeros, sabendo que a sua
soma € 360 e que o0 seu maximo divisor comum é 15.
Achar as diversas solu¢des do problema.

R: Seja a+b=2360 e mdc (@a,b)= 15

Fazendo x = a/15 ey = b/15 ou x4 y = 360/15= 24
e, como m. d. c. (x,y) = 1, os valores possiveis de xey
serdo x = |,y —23;x =5,y = 19;x = 7,y = 17"
x= 11,y = 13.

Para x=1 ey=23¢a=15 eb = 345
Para x=5 ey=19¢éa=7 eb= 28
Para x=7 ey=17 ea= 105 e b = 255
Para x= 11ey =13 éa= 165 e b= 195

3921 — Qual o resto da divisédo de a 4 b4 opor 16,
sabendo que os restos das divisbes de a, b e c por 16
sdo 11, 9 e 15 respectivamente? Justificar.

R : Quando dois nimeros A eB divididos por um terceiro
nimero p dédo restos iguais diz-se que sdo congruentes
em relacdo a p que se chama maédulo da congruéncia.
A= B (mod p) (A e B sdo congruentes de modulo p)

Ensina-nos um teorema da Aritmética: «Dividindo
varios numeros pelo mesmo divisor, a sua soma e a soma
dos restos destas divisdes sdo congruentes em relacdo ao
divisor»

Assim, (a 4 b 4 c)e (11 4 9 4- 15) sdo congruentes
em relacdo ao mddulo 16 .

Por outras palavras, o resto da divisdo de (3 + b4 c)
por 16 & igual ao resto'da divisdo de (11 + 9 -+ 15)
por 16.

Donde o resto — 3
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3922 —Calcular os trés menores inteiros positivos
que divididos por 38 ddo o resto 14 e divididos por 46
ddo o resto 2.

R: Segundoo enunciado sera 38 ey +14=46x+ 2 ou
23x —19y = 16 cujas solucdes podem obter-se das rela-
coes x = - 8 —19t; y = —10 —231 onde - 8 e- 10
representam um par de solugbes inteiras,  previamente
determinadas.

As trés menores soluges inteiras e positivas  serdo
correspondentes aos valores de t= —1;t=—2;t = —3.
Para t= —l1eéx=11;y=13 com a solugdo =508

Para t=—2 é x=30;y=36 com a solugdo Nj=1382
Para t=—3 e y=49; y=59 com a solugdo N,= 2256

3923 —Determinar m de modo que as raizes da
equagdo x 4- 2ma; —2m 4 3 = 0 sejam reais e de
sinais contrarios.

R: Como a> 0 é suficiente considerar
", —2m4-3< 0,donde m> 3/2

c< 0, isto

3924 — Os coeficientes do 4.° e do 6.° termos do
desenvolvimento de (1 -~&)" estdo eDtre si como 2 e 3.
Determinar n e esses dois coeficientes.

R: T,=C8ea ex"-"eT,=Cgearex"-’

Cl:Cs- 23a3 :n - 23;(SLA]):(3!Ag)- 23

[5e4e(n-1) (n-2)]:[n(n-J ) (n-2) (n-3) (n-4)]=2/3;
20

; = 2/3, equagdo do 2." grau corn as
(n—A) (n—14)
raizes nj= 9 e 02= —2, fia* quais s6 a primeira pode
ser considerada.

Donde n = 9.

S = If-=(9-8-7):(3.2.1)=84eC%=CJ- A
= (9e8e7¢e6): (4321 = 126

Exame de aptiddao para a frequéncia dos prepara-
torios para a Faculdade de Engenharia—Ano de 1954

3925 —Para que valores de m a equagdo
1
— (m- 2)x" -
m
tem as raizes reais e de sinais contrarios?

m—3)x +2m =0
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R : Esuficiente quea-+c< o, isto & - (ra—2)*2m< 0
oum’—2m< o,donde o< m< 2.

3926 —Por que algarismo se deve substituir u
para que o nimero 35u seja divisivel por 6? Justifi-
que a resposta.

R: Afirma um Teorema de Aritmética: «Se um
nimero € divisivel por varios ndmeros primos entre si,
dois a dois, € divisivel pelo seu produto e reciproca-
mente».

Assim 0 nimero 35u sera divisivel  simultaneamente
por 2 epor 3: e'u=2e3 + 5+ u= 3o0lisgja u=2
e u= 3+ 1 donde se concluie que u s6 podera tomar
o valor 4, que é o Unico algarismo par que é igual
a3+ 1.

3927 —Como define combinages n a n de m
objectos distintos? Tome 6 letras e escreva as combi-
nacdes das mesmas tomadas 4 a 4, mostrando a sua lei
de formacgéo e verificando o seu nimero pela formula
respectiva.

3928 — A soma de dois numeros € 176 e 0 seu
m. m. c. € 840. Calcule os nimeros
R: Seja a+ b= 176 em. m. c. (a,b) = 840.
840 840
, Y = —- esubstituindo os valores
a b

Fazendo x =

840 840

de aede b naprimeira relagdo obteremos N 1 =176

X+y 22 .
ou = donde x + y = 22ex-y = 105 visto
Xey 105+ y

que a fraccdo € irredutivel (x e y sdo primos
entre si).

Como x ey sO poderdo assumir osvalores 7 e 15,
respectivamente, as solugdes serdo a = 840/7 = 120

e b = 840/15= 56

ADMISSAO

Exame de admissdo ao estagio do 8.° grupo no
Liceu Normal de D. Jodo IIlI (Coimbra) — Ano
de 1951.

| —Teoria da divisibilidade.

Il —Poliedros, poliedros regulares, superficies
prismatica e piramidal. Prisma, pirdmide e troncos
respectivos.

3931 — A soma de dois numeros inteiros, a e b,

e 1620. Calcule esses nimeros sabendo que o seu ma-
ximo divisor comum admite 12 divisores.
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3929 —Demonstre qual é o limite para que tende
uma fraccdo qualquer quando se adiciona aos seus
dois termos a mesma quantidade e se faz crescer esta
indefinidamente.

R : O problema, tal como estd enunciado, podera
prestar-se a certas confusdes e dificuldades visto que
uma «fraccdo qualquer», sendo do tipo x/y, € funcdo
de duas variaveis e, nestas condicbes, a determinacao
do limite pedido é problema para além do ambito das
matematicas elementares. Parece-nos que o A ¢ desejara
o limite, supondo constantes os termos da fracgéo.

Seja a/b uma fraccdo com a e b constantes ena
«quantidade» que se faz variar indefinidamente.
a+n a+n

b+n

% 00

pequeno com n —*

Serd lim 1 visto que
/- a
la- b ¢ infinitamente
n
3930 — Resolva a equacao
2tg’x - tgx—1- 0

determinando os valores de x com a aproximacdo
de 1'.

R: Fazendo tgx = Z, a equagdo proposta toma
0 aspecto 2Z°—Z —1= 0, com as raizes Z =1
1
e Z,= .
’ 2
As solucOes das equagdes trigonométricas Zj=tgx —=1
1
e Zj= tgx = —— obter-se-d0, respectivamente, por

meio das relagdes x = 180° ¢ K+ 45" e x= 180° K +

+ 153° 27" onde 45° e 153° 27" representam 0S menores

arcos positivos, com a aproximacdo pedida, cujas tan-
1

gentes sdo, respectivamente, iguais a 1 e a — —

Solugdes dos N.' 3913 a 3930 de M. J. Sousa Ventura

ESTAGIO

R : O problema ¢ solucionado pelos seguintes valores
para a: 60, 90, 108, 120, 216, 240, 300, 420, 432, 450,
600, 630, 660, 750 e 780.

3932 —Calcular p e g sabendo que a fraccdo

X*+px+q o Lo
toma o valor minimo a e o valor maximo b.

Verificar a exactiddo do resultado recorrendo ao
Calculo Infinitesimal.
- . X'+ px+q
R: A primeira derivada de f(x) =

X
e f (xX)=1—q/x’, anulando-se para x=+y/q (supde-
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-se q>0) ; sendo f" (x) =— 2qg/x’ , afungdo tem um
maximo para + yq com o valor b =p+ 2y/q, e um

minimo para —y/q com ovalor a=p—2Il/q, rela-
cOes que ddo p e q emfuncdo de a e b.

3933 — Considere o triedro Oxyz, e as medidas das
respectivas faces: xOz = 90"y0z = 90° e xOy = 120°.
Sobre as arestas Ox e Oy marque, respectivamente,
os segmentos OA e OB de comprimento igual a
K: OA—OB=K. Calcule o comprimento do segmento
OC que deve marcar-se sobre a aresta Oz, de modo
que o triangulo ABC seja equilatero.

Considere agora o triedro Ox'y' z', polar do triedro
Oxyz. Marque sobre as arestas Ox' e Oy, respectiva-
mente, 0os segmentos OM e ON de comprimento igual
K: OM=ON =K. Determine sobre Oz' a posicdo de
um ponto P de modo que a area total do tetraedro
OMNP seja igual a (4+ i/lT) if'/ 4.

R: O triangulo OAB é isosceles, e visto que <0 =
= 120°, segue-se <CA = B = 30°; seja OT) a per-
pendicular a AB conduzida por O, com AD =
= K ecos 30° = K «i/3/2 ,, portanto, AB = K *v/3 .
Como o ponto C rfeue ser atie ABC saia equilatero,
ter-se-a AB = BC = AC = K VS ; entdo do trian-
gulo OAC, rectangulo em O, obtem-se OC = K ey/2 ¢
Construindo otriedro polar do dado, verifica-se que os an-
gulos das suas faces sdo: x'Oy'= 60",x'Oz =y'Oz'= 90°.
Sejam OM = ON = K o0s segmentos dados sobre Ox'
e Oy', e OP = x o valor do segmento a determinar
sobre a outra aresta do triedo. No tetraedro MNOP,

a face OMN é um triangulo equilatero de area
y/3-K*/4; as faces OMP e ONP sdo triangulos
rectangulos de catetos x e K, portanto de area
1

— K x; enfim;, como MN = K (visto ser O MN
equilatero) e Mf* = K* + x* (do triangulo  rectangulo
MOP), segue-se que a altura PQ do triangulo MPN

¢ PQ = 1/3 K+ 4x’/2, e o triangulo tem a area
K e\J3 K"+ 4x'/4 . A area das faces do tetraedro ¢é
Y3 e K4 + K x +_K oV/3K<+ 4x/4 = (4+i/3~) « K'/4
donde se tira x=OP = K/2.

3934 —Calcule a medida do diedro do tetraedro regu-
lar com os recursos da trigonometria plana, e verifique
a exactiddo do resultado por meio da trigonometria
esférica.

R: Se 6 ia medida do angulo diedro pedido, a
trigonometria  plana conduz a 8= 2 are cotgy/2 . Pela
trigonometria  esférica chegar-se-ia a f)= aro sec 3.

Exame de admissdo ao estagio do 8.° grupo 110 Liceu
Normal de D. Jodo Ill (Coimbra) —Ano de 1952.
| — Inequacgdes. Principio de equivaléncia.
Il — Homotetia e semelhanga.

GAZETA DE MATEMATICA

3935 —Sendo n um nimero inteiro, demonstre que a
fraccdo resultante da adigdo Il/re+ 1/(n +1)+ l/(rc + 2)
gera uma dizima periédica mixta.

R : A soma pode-se escrever

A _ (n+1) (n+2)+ninf 2)+n(n+ 1)
~B" - nn+1)(n+2) '

Em primeiro lugar notemos que dos trés nimeros in-
teiros n,n +1 e n+ 2 ouépar n+ 1 (enesse caso
2 divide B mas ndo divide A) ousdo pares n e n+ 2
(e entdo 4 divide B e 2 divide A). Por outro lado,
um e um sO dos trés nimeros n,n +1 e n+ 2 é
divisivel por 3, e por isso B € divisivel por 3 sem que

A/B = . .A'IB",
2 *3
enunciado.

0 seja A. Assim ficando  pro-

vada a afirmagdo do

3936 —Resolva a equagdo 32 (x-a)'-27 x° (x—
—2a) = 0, sabendo que uma das raizes ¢ um mualti-
plo inteiro de a.

R: Sendo n inteiro e x, (i= 1,2,3) as raises da
equacdo, tem-se pelo enunciado Xxj=oa. Pelas relacbes
de GIKAKD-NEWTON

5-2x=42a;5 2 X *x,=2% a ;5X%x,Xx,x,=32a?

equacdes que, juntamente com Xxj= na lenam a determi-
nagdo de n como raiz inteira de 5n° —42n°4-96n—
—32 =0, ou seja, n=4. Eliminando na equagdo
proposta a raiz xj= 4 a pela regra de RUFINI, vem a
equagdo do 2" grau 5x*—22ax+ 8a =0, com as
raizes 4a e 2/5 a. A equacdo dada tem, pois, as raizes
4a (dupla) e 2/5 a.

3937 —Numa circunferéncia de raio dado considere
o diametro AB e uma corda que lhe é paralela, inter-
sectando a circunferéncia em M e M' e o diametro
perpendicular a AB em P. Determine a equacdo do
lugar geométrico descrito pelo ponto R (x,y) de inter-
seccdo das rectas AP e BM , quando a corda MM' se
desloca paralelamente a AB. Caracterize o lugar
obtido.

R : Tomando como eixos coordenados os dois diame-
tros perpendiculares, seja R oraio da circunferéncia
considerada, e y = m (m éum parametro) a equagdo
da recta MM'; o lugar geométrico procurado € o lugar
dos pontos de interseccdo das rectas AP e BM' de
equacdes, respectivamente, Ry —Kx=KR e (*R* —K'—

—R)y —Kx = —KR. Eliminando K entre as duas
equacbes obtem-se para equagdo do lugar 3 X' + y'—
—2Rx = R* (elipse).

3938 — Resolva otriangulo de que se conhece o lado
a , sabendo que :1.°) os lados bec verificam a relacdo
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b+ c=2a; 2.°) a drea do rectangulo construido com
os dois menores lados é m vezes a area do triangulo.
Discussdo. Aplicacdo ao casode ser a= 438mem= 3.

R: Seja b-fc=2a, esuponhamos que b é o me-
nor dos lados do triangulo : b< a<Cc. A area do rec-
tangulo referido é a<b; e como a altura do triangulo
para olado b & a-sen C, a sua area exprime-se por
aebesen C/2; donde, emvirtude da condi¢do do enun-
ciado, sen C= 2/m. Tem, pois, de ser m”">2 .

Se m =2, o triangulo é rectangulo em C, com
ae*b=2; edesta relagdo, juntamente com a’+ b*= c’
e b+ c=2a, tiram-se os valores dos seus lados
(@a=4b/3,c=5b/3 com b=V3/2), obtendo-se em
seguida os valores dos angulos (A —arc sen 4/5) .

Se m>2, obtidko C de sen C= 2/m, da relacao
entre os lados e as somas dos angulos opostos vem, cal-
culando a soma b+ c,2sen B= sen A+ sen C; mas
sendo sen B=sen (A+C), fica 2sen (A+ C)=sen A+"'

MATEMATICAS
DE EXAMES
GEOMETRIA

PONTOS DE

F. C.L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1°
quéncia, 1954-55.

3939 —Sejam a,($,<*'numeros reais. Considere
0 conjunto dos pares (a, p) e defina nesse conjunto
uma soma pela lei seguinte

Exame de Fre-

(«,?) + («',?2")-(« + «",2 + ?2').
Mostre que a correspondéncia (<*,£)-»e a,
momorfismo, e determine o seu nucleo.

3940 — Determine o grupo dos automorfismos de
um grupo ciclico finito.

3941 — Considere um plano obliquo qualquer.
Determine o seu trago no p,,, utilizando uma recta
de perfil do plano.

3942 — Dadas 3 rectas ndo complanas duas a
duas, mostre (construindo) que é possivel haver uma
recta paralela a uma delas e que encontra as outras
duas.

é um ho-

3943 —Dadas 2 rectas, uma paralela ao *,,, e
outra paralela ao p,,3 construir por um ponto néo
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta
paralela ao p.,, que as encontre.

Observacédo:
Resolver o problema sem recorrer a LT, no caso
em que tiver solucdo.

39

A C
+ sen C, o queconduz a 3tg ) = cotg - que
permite determinar A, — ficando o problema  resolvido,

pois se conhecem os trés angulos do triangulo e se sabe
que (b+c)/2sen A=b/sen B=c/senC. Como a<c

segue-se que também A< C ouseja tg < tg—;

assim, a relacio 3tg-e tg =1 conduz a

c | . C
tg— > — e, como Ce (0,it),tg— > Deste

modo conclui-se que tem deser Cey— ,— J. Excluido o

caso de ser m= 2, ja considerado, fica-nos "3/2 <

<CsenC= < 1 eportanto m6(2,4/j/3), ficando

m
0 problema com duas solugbes para m neste intervalo.
SolugBes dos N.°' 3931 a 3938 do L. Albuquerque

SUPERIORES
FREQUENCIA E FINAIS
DESCRITIVA

Enunciar a condigdo necessaria e suficiente para
que o problema tenha solucéo.

F. C. C. — GEOMETHIA DESCRITIVA — 2.°

quéncia — 1953-54.

Ponto n.°1

3944 —Por um ponto de L. T. conduzir uma recta
que faca angulos de 40° com o plano vertical de pro-
jeccdo e com um plano vertical que define com aquele
um diedro de 70°.

R : A recta é uma das arestas de um triedro, cujas fa-
ces medem 70°, 50" e 50", sendo as outras duas arestas
eixos dos dois planos.

Exame fre-

3945 —Determinar os pontos de B, que distam
4 de L. T.

R : S&o0 os pontos da interseccdo de Bj comuma su-
perficie cilindrica  de revolugdo que tem L.T. por eixo
e 4" por raio dum paralelo.

3946 — Conduzir pela L. T. os planos que defi-
nem angulos de 30° com uma horizontal inclinada
45° sobre o plano vertical de projecgéo.

R : S8o os planos tangentes, conduzidas por L.T.
a uma superficie conica de revolugdo que tem a hori-
zontal por eixo e 60°de abertura.

SolufSes dos N.' 3944 a 3946 de J. Farinha
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ANALISE

F. C.L.— CALCULO INFINITESIMAL — 1.° Exame de Fre-
guéncia — 1* chamada—11 de Janeiro de 1955

Teoria

3947 — Defina operacdo de fracdo continua e in-
dique como tal operagdo se aplica ao desenvolvimento
dos nGmeros reais e enuncie os teoremas que respei-
tam a tais desenvolvimentos, quer no caso dos nime-
ros fraccionarios, quer no caso dos numeros irracio-
nais.

3948 — Defina conjunto complementar dum con-
junto dado e justifique a classificagdo dos pontos de
um conjunto que resulta das relagdes deste com o seu
complementar. Defina fronteira de um conjunto e
enuncie os teoremas que respeitam a tal conceito.

3949 — Defina nimeros derivados, semi-derivadas
e derivadas de uma fun¢do de uma sé variavel inde-
pendente, num dos seus pontos.

Defina diferencial de uma tal funcédo e escreva a
sua expressdo analitica e indique o significado geo-
métrico da diferencial considerada.

Pratica
3950 —Dada a quadrica

X +y +7~2yz +2zx —2xy +x—1=0

a) mostre que a superficie tem uma recta de cen-
tros a distancia infinita;

6) determine o plano diametral conjugado com a
direccdo definida por (1,3,5) e mostre que ele passa
pela recta de centros ;

c) classifique a quadrica e escreva a sua equacdo
reduzida.

3951 — Dada a superficie

rifi (X + 20x +Yy) = z- (a e m fixos)

a) indicar as suas direccdes principais e verificar
se ha rectas que passem pela origem das coordenadas
e pertencam a superficie;

6) determinar o lugar geométrico das circunferén-
cias : rz. g, Xx +y*=R*

iz=nh
que se apoiam na recta
XxX=z—my=0;

c) em face dos resultados obtidos que pode dizer

acerca da superficie dada?

GAZETA DE MATEMATICA

INFINITESIMAL

F. C. L.— CALCULO INFINITESIMAL — 2"
— 2.* chamada— 30 de Abril de 1955.

Frequéncia

Pratica
3952 — A partir da equacdo vectorial C= P +
+ pn que d& o centro de curvatura de uma curva
plana correspondente ao ponto P, mostre que
de dp ->e
ds ds
onde s é o arco da curva dada tomado a partir de
um ponto Po e
Conclua dai que a tangente a evoluia é normal a
evolvente no ponto correspondente. O que acontece

nos pontos em que p é maximo ou minimo? Deter-
mine a evoluta da elipse

e estude a natureza dos pontos da evoluta que sao
centros de curvatura da elipse nos seus vértices.

3953 — Determine a menor distancia da origem O
a superficie
a2. j2. .2_8a;-8j/-6si-24=0
e mostre que o ponto a menor distancia se encontra
numa normal a superficie passando por O.

3954 —Determine e estude os pontos singulares
da curva
X 4y =xy .
Qual a ordem do contacto da curva com a circunfe-
réncia
X*+y =y?
F. C.C.— CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre-
guéncia — Maio de 1954.
Ponto 1

3955 — Determinar e caracterizar o integral ge-

ral e ointegral singular da equacédo
Ly2 (1 +jI2) . Mz

R: As curvas do integral geral sdo as circunferén-
cias comecentro sobre Ox e tangentes as rectas y= +.X,
que constituem o integral  singular.

3956 — Determinar as curvas integrais da equacédo

y'"+y —2(1—sen2x~) + cos x
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gue passara pela origem tangencialmente a recta
y = — X

R : Integral geral
1 X
y = Ci+ C,Cos X+ C,sen X+ 2 X —— C0S 2 X —— COS X .
- . 5 1 )
As condices dadas exigem C3 = —,c, = — (.
o o
dy . dz
3957 — Calcular em funcdo de zt— e
d x* dt
diz , Ix=z+te
, sendo o
dfl ly=12"-fi.
dz
2z— - 2t
dt
R:
dx dz
+ e + te’
dt
" 21 (N T™
o [Kr,)"-S-1(*™)
dx’ dz \’
he +te
dt
diz + 2e' + te 21
dt’
/dz \?
(ol IR
Ponto 2

3958 — Mostrar que as curvas integrais da equa-
cédo diferencial
jl2I*+ 2xy' —y —0
constituem duas familias de curvas ortogonais. Deter-
mina-las e representd-las geometricamente.

R : Trata-se de uma equa¢do do 2."grau em y', em
que o produto das raizes vale —1. O integral geral e
o familia de pardbolas y’ = 0?+ 2ax.

3959 — Determinar a curva integral da equagéo

</ +y —senx =0

que passa pelo ponto ~ ™ i ™ ~ com tangente paralela
a Ox .
R: Integral geral: y= Ci+c,e~ (sen x + cosx).
1 1
As condicbes impostas exigem Cj = —,Cc, = —e"

3960 —Calcular z£,, em funcdo de «,v, w,w' ,ees,
tu =y+z

v=y—z

(w=x"—e.

sendo

41

R : Atendendo a que z = .

a ~ 1y
as equacdes
vihzZ[ —w,z, = 2x —eZ,
w,(1+z)+w;(1- z)=-e" 2%
ddo zj e zj emfuncdo de u,v,w, ,Wj .
4 equacao
W@ +z)+ w; (i —«>] < + wiz;
—Ww>(@ - zp)+ w, (i +z)]zi- ., —
= —e'xzj —€'zj
permite de u,v,w,

depois calcular  zj', em funcéo

SolugBes dos N.°'8955 e 3960 de J. Dionisio
L S. A. — CALCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILIDADES

—Prova escrita do Exame Final —4* época —
l.« chamada — 1955.

3961 — Desenvolva” 1 —e~* em série de potén-
cias de e~' e indique os valores de x para os quais a
série € convergente. Com base neste resultado desen-
volva em série ointegral

dx
1i
e justifique o processo utilizado.

3962 —Calcule ointegral de x t/° no dominio limi-
tado pelas curvas representativas das funcdes cosx,

cos 3x no intervalo

3963 —Determine o dominio de existéncia da

funcéo l
)) - r‘ i
()
e calcule o valor exacto da funcdo para t —— ¢
3964 —4) Resolva a equacdo y*' = I/l—y' ,sendo

y funcédo incognita de x e diga em que consistem as

linhas integrais da equacdo. 6) Escreva o integral

Nz Qz
+J\ —y

dx oY

ficie integral da equagdo que passa pela recta x = 0,

y=a

geral de = 0 e determine a supe-

3965 — Calcule a probabilidade de que, tirando ao
acaso trés cartas dum baralho completo, com reposi-
cdo ap6s cada tiragem, as cartas sejam : a) as trés de
copas ; 6) duas de copas e uma de espadas ; c) as trés
dum mesmo naipe ; d) as trés de naipes diferentes!
e) ndo todas dum mesmo naipe.
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I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL E DASPBOBALIDADES
—Prova escrita do Exame Final —i.» Epoca—
2." Chamada - 1955.

3966 — Determine o dominio de existéncia da
funcéo

2(*) -/
J_. x'(1+3x%)
e calcule o valor da fungdo para t — 0.

3967 — Calcule o integral da fungéo
X eif e~
no dominio limitado pelas superficies de equacdes
V_** 2=2,s =0,z =Y.

3968 — Verifique que odiferencial

y dx xdy xydz

.
a—z a—z (a—z)

é exacto, e determine uma sua primitiva.

3969 — Resolva o sistema de equagOes
ty =y + 2s
[ <=3y +2z

em que y, z sdo fung¢les incdgnitas de x.

3970 — Calcule a probabilidade de que, em trés
lancamentos sucessivos dum dado perfeito, a soma
dos pontos obtidos seja:

a) ndao superior a 4;

b) n&o inferior a 17;

c) superior a 4 e inferior a 17.

Posto isto, calcule a probabilidade de que, em seis
lancamentos sucessivos dum dado perfeito, a soma
dos pontos obtidos, tanto nos trés primeiros como nos
trés Gltimos langamentos, seja superior a 4 e inferior

a 17.
Enunciados dos N.° 3961 a 3970 de J. S. e Silva

I. S. C. E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — Exame final
— 14 de Outubro de 1954.

3971 —Considere a equacdo f(x,y,z)=2x2z +
+ x°2/* —2y —3z = 0 e prove que ela define uma
funcdo z=f (xy) na vizinhanca de P (—1,1,-1).
Escreva até aos termos do 2.° grau, inclusivé, o de-
senvolvimento tayloriano da funcdo z= p(x,y) se-
gundo as poténcias de (x 4-1) e (y —1).

A fungdo z= fp(x,y) terd um extremo no ponto
(— 1,1)? Justifique a resposta.

R: Como f(—1,1,—1)=0 e f(x,y,z) é continua
como funcdo de (x,y)ezef, (—1,1,—1)=£0, existe

GAZETA DE MATEMATICA

uma vizinhanca
existe uma funcéo

do ponto (—1,1) dentro da qual
z=1 (X,y) quesubstituida na equa-

cdo dada a transforma numa identidade
zx(-1,1) =- D LDy
fo0-1 1, -1)
z', (-1, 1)= - -1 -
p,(-1 1, -1)
€ (-1.1) =- FW-1.1,-1) . 5.
fo(-1,1,-1)
z;', (-i,i)= 1"l)=4e
p, (-1,1, -1)
25 (i) = O GLL L) oy

f, (-1,1,-1)
e portanto o desenvolvimento tayloriano de z (Xx,y) i o0
seguinte:

Z(va)_ i (-111) + (X+ l)",(-l vl) + (y-

L)y zt (- ) D)z - ) 2(x+ ) (Y-
S1) «E(-1,1) + (y-1)fz>(-1,1)+ fl, =- 1 -
2 (x+ 1)+ 8x+)(y-1- 2(y- 1)+ R, .
Como o ponto (—1,1) faz z' . (—1,1) =0 e 7z, (—
—1,1) = 0 teremos de analizar o sinal de s° —rt

para ver se existe um extremo. Ora s —rt = 4°'—
— (—2) (—2)> 0 eportanto n&o ha extremo.
"

3972 —a) Prove que

B (m,n)
r’<"+"'m> 0,n> 0 onde A é o quarto

f oo ytidy dy =

4 (m+ n)
de circulo x* + y* <Jr® situado no 1.° quadrante.
[*»

6) babe que em certas condi¢cdes [/ /(x)dx =

= /(c)(6 —0) com a< c< 6. Enuncie e demons-

tre alguma proposicdo analoga para JJ f(x,y)dxdy
sendo A orectangulo a<”x<”"6,c<"2/<Jd.

R :a) Fazendo a mudanca para coordenadas polares

vem j | X"~<y’—'dxdy =] 'p’"»>+">'dpJ
y ‘cos™- 6sen’-' &d6=y S(m,n)J p'’<>>dp-

8 (m, n)

4 (m+ n)

£

b) Sabemos que J f(x)dx = f(c) b —a) quando
f (x) écontinua em (a,b) . Vamos entdo demonstrar o
seguinte proposicdo : «Se f(x,y) é continua em rela-
cdo ao par de variaveis (Xx,y) no rectangulo a<”x<;

b,c y<~d entdo:

JT"dxjf *f(x,y)dy- (- a(@d- c)fft,X

onde ft ,T) i um ponto do rectangulo».
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Com efeito, sendo f(x,y) continua em relacdo ao
par de variaveis (Xx,y) também oéemrelacdio a x e

a

r
a y separadamente, e entdo | f(x,y)dy =
fb

=d—c)f(x,T), comc<t<d,e j (d—
—c)f(x,x)dx=(d—c)(b—a)fM,T) comac< f] <
< b eoteorema estda provado.

3973 — Achar uma curva tal que se a normal num
ponto M corta o eixo 0x num ponto P, o centro
de curvatura C é simétrico de P emrelacdo a M.

1
R: Anormal é Y —y= (X —x) ouseja X—
y
—X4-y'(Y—y) =0 e as coordenadas de P s&o
' . M= MP, i facil
(o + vy, '-(:))1 4C)9m0e%sta equagéocor[}% € escrever-se - do
que yy dy’
seguinte modo yy" Y 1+y”
dy
d '
Y y' dy logh- = log I/l +y**;
y 1+y"” "cCt
1 . f dy
ilyz _c? x=Cij , ° - +C.,; x-C

- C, arech — e finalmente = Cich—— cate-
Ci Y C (

4

naria).

I. S. C. E. F. —ANALISE MATEMATICA —Prova pratica
— 10 de Janeiro de 1955.

3974 —Determinar as equagdes dos planos tangen-

N Ly N X —I1
tes a superfluel + z'=| paralelosarectar = —— =

a+ 2

R : A superficie € um cilindro de geratrizes
lelas a OX; o correspondente  plano projectante da recta
é: 2y —3z —6 = 0. Os planos procurados deverdo ter
equagbes daforma 2y —3z + ¢ = 0. Tudo se reduz a
fazer comque o sistema

para-

r2zy- 3z+c- 0
lyi +4z°-4=0

tenha solucbes reais iguais. A equacdo 25z° —6cz +

4- e° — 16 ~ 0 que resulta da eliminagdo de y deverd
ter raizes reais iguais, e portanto: 9¢'—25 (¢’ —16) = 0
ou c= +5 . As equacdes dos planos tangentes s&o:
2y - 3z+5=0.

48

3975 — Escrever a expressdo da derivada de ordem

1
n da funcdo: f(x)= *sen‘a;
R :  Decompde-se em soma de fracgdes  simples
1 ir 1 1 ~ -
= - f . e vem imediatamente
— 1 2Lx—1 X+ 1 j
d™ (v =C")" (x+ 1) = (Q<_— 1)+
dxe \x*-1/ 2 (x*- 1)
Como x (senx) = 2sen x cos X = sen 2x, temos
X
facilmenle
d" n- 1)«
e (sen® x) —2"-" sen (2x +
dx"
Empregue-se  agora a formula de LEIBNIZ
da" (-1)" (x4 D"+ - (X- Lp»+
fG)—" L.r 1 '— esen’ X 4-
dx°® 2 (x* - )"+
pr-, oo D) -PH_ L _1)-H-.
4- 2] EXZ-1) ="+
- 1 / n-1) tc
sen ( 2x4- (P-1)« | «2"-'-sen 2x4( )

X -
3976 — Indicar como se racionalizam os integrais

f dx f dx C
| . Lol — ;.1 (2x’4-arcsena;)’i7ab;
J st xceescx i Y4

(@ 4-2)3[1 4- (x + 2)°]" dx e resolver completa-

mente dois deles.

R : Para oprimeiro integral,
sen X e cos X sdo da mesma paridade

como os expoentes de
é possivel  exprimir

a funcdo integranda  racionalmente emtg x comas for-
mulas defacil  deducao
tg® X 1
sen’ x = 14-tg°x COS'X - 14-tg'x
tgx
sen X cos X
14-tg*x

Para osegundo integral, faz-se : 4 —x = t° e vem:

Sff/ ™

J 1-t°

Para o terceiro integral vem :
/| (2x* 4 arc sen x)’dx = - xX°4-4 | x*arcsenidx 4

4- |/ arc’ sen x dx
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e acha-se integrando por partes :

y1 —

2 —_ ‘_/ 2 = =
fxarcsenxdx—3arcsenx43jx =dx
2

.3 1
= —aresen X + - xX* y[1—x* + - j/(l_x*)" + °

Narc’senxdx=x sarc'senx+/yarcsenx .-~=== dx=

= Xearc’sen x+2 N 1—x arc sen X —2 x +C

valores a substituir em cima.

Finalmente, ~tem-se, J (X + )3 +(x+2)7]d(x +2)

efaz-se |+ (x+2)°= z’oqueda: d(x-f-2) = dz .
. X x -f-2i
z zZ
I (z*-1) z22dz +C
o 6
(X+23[1+(x42) 1" dx=- [1+ (x+2)" ]«

Rt

Enunciados e solugdes dos n.°" 3971 a 3976 de Fernando de Jesus

+(x+-2)T" +C.

F. C.C.— ANALISE SUPERIOR-2.° Exame de Frequén-
cia - 1952-53.

3977 — Desenvolver em série nasvizinhangas da
origem afungdo f(z)= 1/(2 sen z—e"), e indicar o
raio docirculo de convergéncia.

R: f(,)=-1+(-2+i)z+ (——+2ij
O raio docirculo de convergéncia &
log® 2
av 4 9
3978 —calcular [ N r dx

Ji ¢+ 4)j/x-1
sen 3 sendo a= are tg 2

F. C.C. — ANALISE SUPERIOR — Alguns problemas dos
exames de frequéncia e finais do ano lectivo
1953-54.

3979—Integrar pelo método de BERTRAND O sistema
e)z Xz —z(X +y+1z)log (X +y + z)
dx XZ—X(X+y +2z)log (X +y +2)
dz_ yz—z(Xx4y+g)log(x +y4qg)
.dy yz—y(x4y+2z)log (x4y4s)

GAZETA DE MATEMATICA

R : Ointegral geral do sistema
dx dy dz
Q'.-»', R*- P, Pr-Q:
que € neste caso
dx dy dz
=) yC-7) “(C-vy)
define as linhas de turbilhdo
i log(xy z) =Ci
Ix4y-f-z = c,.

Efectuada amudanca de varidveis
ilog(xyz) =u
Ix4dydz =v,
a equacdo diferencial total equivalente ao sistema pro-
posto reduz-se a vlogvdu = dv, equagdo que inte-

grada da u=loglogv 4c. Oresultado final sera
entdo x4y f z=e""".

3980 — Integrar osistema de CHARFIT-LAGRANGE e
determinar um integral completo para aequacao de
derivadas parciais

pPa4g—2(px4qy-

R: Integral geral do sistema de CHARPIT-LAORANOE:
p=aq
4z2=p’4q 4P
2px—p'=f
29y - q°=8.
Integral completo :
2a /a | 4
z = — X'+
14« \2 X% aa T
3981 — Mostrar que as linhas assintoticas da su-
y
perficie s = arc tg— se projectam sobre os planos
X

z =k segundo duas familias decurvas ortogonais.

R : As projeccOes referidas sdo as circunferéncias de
centro naorigem X4 y**ec e as rectas que passam
pela origem y = cXx.

3982 —Determinar as trajectorias ortogonais das
superficies integrais da equacao

(x* 4-y*)dx + 2xydy + 2dz = O.

R : Integre-se o sistema

dx dy dz
X' 4y’ 2xy z"'

0 que dara
t—y' méay
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3983 — Calcular os trés primeiros termos do desen-
volvimento em série de MAC-LAURIN da funcdo

I =14+ che
Calcular o raio de convergéncia e os poios de f(z)
cora a respectiva ordem.
1 73

R f(z)  — ¥ __3ai+ __2Z + v

Poios: z=i(n+ 2kT) , K=0,+1,+ 2, eee
duplos.

Baio de convergéncia, K.

3984 — Calcular pelo método dos residuos

ok 1 |
-dx .

;X V2 - X)) (Xx— 1)«

5»/3\/4 j
18

ALGEBRA

F. C.L.—ALGEBRA SUPERIOR — 1" Exame de Frequén-
cia—2.* chamada — 7 de Marco de 1955.

3987 — Seja @ um grupo e Jje g dois sub-grupos.

Mostre que se f)g é um sub-grupo, se tem
6g = grj e f)g= fjug.
I

3988 — Mostre que todo o médulo com um gerador
é isomorfo de um modulo cociente dos inteiros.

3989 — Seja 21 um anel. Mostre que toda a potén-
cia SI" de 21 é um ideal bilateral.

MECANICA

I. S. T. — MECANICA RACIONAL — 1.° exame de frequén-
cia — 1951.

3992 — Dados trés pontos
Pi ("i>°ijl) de massa mj;
Pi (az, b,,c,) de massa m,;
Z («3jh ,c,) de massa m,;

que relacdes devem existir entre as coordenadas dos
pontos para que seja possivel determinar as massas

40

3985 — Calcular pelo método dos residuos

1
) x- %
1/8Vv125 (« « 1
T - H— com 6= are tg;
10 "en{gH 2> 9

0< 9<-
3986 — Calcular o integral

| . dn

h (*+ 1) i/x—2
usando o método dos residuos e verificar o resultado
por meio do célculo real.

R:

Euuociados e solugdes dos n.”" 3977 a 3986 de J.Dionisio

SUPERIOR

A%

3990 —Prove que o anel dos elementos da forma
{m+ %1/2] em que m,n s&o inteirostem algoritmode
divisdo. Conclua por consequéncia, que é um dominio
euclidiano.

\Y

3991 —Dado o dominio de integridade £)[x\ em
que
O = 3/(3),

diga quais sdo os polinémios irredutiveis do 1" e 2.
graus.

Verifique depois que, para os referidos polinémios
é, de facto, b-—4c=jt dum quadrado perfeito.

RACIONAL

de modo tal que os eixos coordenados sejam eixos
principais de inércia?
E se forem mais de trés pontos?

3993 — Indeterminacao nos problemas variacionais:
1.*—No caso do integral simples;
2.° —No caso do integral duplo.

3994 — Operacgdes sobre tensores —grandeza dum
vector eangulo de dois vectores em célculo absoluto —.
Produto interno e produlo externo.
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I. S. T.— MECANICA RACIONAL — 2.
guéncia — 1951.

exame de fre-

3995 — Um ponto move-se sobre o0 eixo dos Xxx

segundo a lei x = = (x(, + v.t), sendo X uma

»
constante e x, e v, as condicdes iniciai)s(.

. , m
Mostrar que a lei de forcas é F = o sendo m

a massa do ponto.

CALCULO DAS

F.C L.—CALCULO DAS PROBABILIDADES —Prova extraor-
dinaria em 24 de Margo de 1955.

3999 — Dois jogadores A e B atiram alternada-
mente dois dados ao ar, comecando A; A ganha o
jogo se obtiver uma soma de 6 pontos antes de B ter
obtido uma soma de 7 pontos; B ganha ojogo se
obtiver uma soma de 7 pontos antes de A ter obtido
uma soma de 6 pontos. Calcule a probabilidade que
cada jogador tem de ganhar e a de empate, supondo

a) que ojogo é limitado a llpartidas no maximo.

6) que o jogo prosegue até que um dos jogadores
tenha ganho.

4000 — Umaurna contem 1 esfera branca e a pre-
tas. Fazem-se extragdes sucessivas de uma esfera sem

GAZETA DE MATEMATICA

3996 — Deduza as formulas de JORENTZ e verifique
a invariancia da forma ds'= c’ dfi —dy\ —dy\ — dyl.

3997 —Equilibrio duma funicular submetida a
accdo de forgas centrais.

3998 — Verifique que as equagdes candnicas sdo
as das caracteristicas da equacao as derivacdes par-
ciais de HAMILTON-JACOBI.

PROBABILIDADES

reposicao até ter-se extraido todas as esferas da urna.
Determinar o valor médio do nimero de esferas pre-
tas saidas antes de sair a branca e o valor médio do
nimero de esferas pretas saidas depois de ter saido
a branca. Diga, justificando, se ndo podia indicar
imediatamente, antes de resolver o problema a que é
igual a soma daqueles 2 valores médios.

4001 — Dois jogadores A e B jogam entre si
um jogo composto de 300 partidas, cada uma das
quais é equitativa. Em cada partida A tem a pro-
babilidade p de ganhar 2 escudos e B a probabili-
dade q=1—p de ganhar 6 eseudos. Determinar o
valor de p de modo que seja igual a 0,8427 a pro-
babilidade de que nenhum dos jogadores ganhe mais
de 60 escudos.

ASTRONOMIA

F. C. L.— EXAME PRATICO DE ASTRONOMIA — 1* Fre-
guéncia —i." chamada — 3 de Fevereiro de 1950.

4002 — Calcular analitica e graficamente as coor-
denadas equatoriais de Urano sabendo que as suas
o . fx=158°18 08"5
coordenadas eclipticas sao i e que

1p=- 3°5049"6
a obliquidadeda ecliptica é e = 23°27'24"9.

4003 — Calcular analitica e graficamente o azi-

mute e o angulo horério da estrela a Piseis Australis

i . fa- 22"53™ 49780

(Fornalhaut) cujas coord, séo i

18 = -29»58'00",31

no momento do seu nascimento num lugar cuja lati-
tude é f = 25» 46' 15",09.

F. C. L.— EXAME PRATICO DE ASTRONOMIA — 1* Fre-
guéncia —2.' chamada — 13 de Fevereiro de 1950.

4004 — Calcular analitica e graficamente as coor-
denadas galacticas duma estrela cujas coordenadas

.. fa=14» 0™ 30»,5
equatoriais sao <

sabendo que aori-
yo= 38°43 15 8

gem de contagem das longitudes galéacticas tem de
ascensdo recta 18"40™0*00 e que o plano do equa-
dor galactico faz um éangulo de 62° O'0",0 com o
plano do equador celeste.

4005 — Calcular analitica e graficamente o angulo
horario e a distancia zenital da estrela a Lyrae
a = 18*34"34',043

38° 42'56",91
no instante em que corta o 1.° vertical Este dum lu-
gar cuja latitude é y = - 40° 40'59",98.

Se estivesse a trabalhar com um teodolito neste
local teria possibilidade de efectuar esta observacédo?
Porqué ?

(Vega) cujas coordenadas s&o

F. C. L. —EXAME PRATICO DE ASTRONOMIA — 2.*
guéncia — 1" chamada — 11 de Maio de 1950.

Fre-

4006 — Na data de hoje, num lugar da terra de
m = 29°56'39",45 N

, - . observou-se, no
X = 4"15™43-78 E

f
coordenadas All
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momento da sua passagem moridiana, a estrela a
» s r.=i6"25»09»,908
Scorpn (Antares) cujas eoord. sao i
o v 18=-26"16'54",90

Pretende-se determinar:

a) o tempo sideral, o tempo verdadeiro e o tempo
legal no momento da observacao.

0) o tempo sideral num local situado no meridiano
médio do 6.° fuso a W de Greenwich.

c) o angulo horario, o tempo sideral e o tempo
médio num local cujas coordenadas sao
<p = + 68» 47' 19,96
IX = - 10" 49» 27',18"

4007 —Num local de coordenadas

J<p = 53» 10'20",84 tf .
IX =10" 3™ 42' g5| Observou-se hoje o Sol, a leste

do meridiano, tendo-se determinado para altura h =
= 40° 58'47 ",16.

Sabendo-se que as coordenadas do Sol sédo
fa= 3"03» 39»,95
15= +17» 18'25" 4 prerereetter crtevtar
dadeiro nesse instante.

’ tempo ver-

F. C. L. —EXAME PRATICO DE ASTRONOMIA — 2*
guéncia— 2." chamada — 26 de Maio de 1950

Fre-

4008 — Observou-se as |1''de tempo civil, num
determinado lugar da terra, o Sol cujas coordenada,
., fa= 8"4™48"82
sao0 4 | .

10=+ 18°19'49"4
recta do Sol médio nesse instante é a. =8'" 34" 33",56
pretende-se calcular o tempo sideral e o tempo ver-
dadeiro no momento da observacéao.
1 = — 30° 30' 30"
ﬁX =10"15%30-,6 E
observou-se hoje uma estrela tendo-se determinado
para seu azimute A = 129°49'50"; as coordenadas

fa= 10" 15" 30',6

da estrela sao '18 — 20° 25 04"

Pretende-se determinar:

a) a distancia zenital da estrela, o tempo sideral
e o tempo verdadeiro no momento da observacéo.

Sabendo que a ascensdo

4009 — Num local de coord.

b) o angulo horéario e o tempo legal num lugar de
? = 66°32' 18"9 N

coordenadas . ,
X= [1"54»47»,8W"
F. C. L. —EXAME PRATICO DE ASTRONOMIA — 1* Fre-
guéncia —i." chamada— 31 de Janeiro de 1955.

ra=10"' 3™ 00»,30
4010— Uma estrela de coord. \
| S=-85°44'50",96

foi observada num lugar cujas coordenadas geogra-

47

i N P = - 22°53' 43", 96
icas sdo {y'_ | pvgpe.5377
Determinar:

a) a distancia zenital quando a estrela passa no
meridiano.

b) analitica e graficamente o azimute, o angulo
horario e a distancia zenital no momento da sua elon-
gacdo E.

4011—Determinar graficamente as coordenadas
equatoriais do planeta Neptuno cujas coordenadas
P . X=+166° 10
eclipticas séo 1
Il p=+ 1°03
e = 23°27".

sendo a obliguidade de
ecliptica

4012 —Duas estrelas de coordenadas (ai,8j) e
(0i2,S,) foram observadas nu» mesmo vertical nos
instantes Uj e 6,.

Determinar o azimute io vertical e a latitude do
lugar de observacéo.

F. C. L. — EXAME PRATICO DE ASTRONOMIA — I.” Fre-
quéncia — 2.» chamada — 7 de Fevereiro de 1955.

4013 — Determinar analitica e graficamente o an-
gulo horério e a distancia zenital duma estrela de
ra- 18"43»43',043
18 = + 38°24'656",19 "°' '
0 1.° vertical Este dum lugar cuja latitude é f — —
- 40°04' 59", 98.

Calcular o tempo sideral nesse instante.

Se estivesse a trabalhar com um teodolito neste
local teria possibilidade de efectuar esta observagao?
Porque ?

Determinar a distancia zenital e o tempo sideral
no momento das passagens meridiauas.

coord teem ec o rta
- q((

4014 — Determinar graficamente as coord, equa-
toriais duma estrela cujas coordenadas galacticas sédo

rg=- 5°20 .
. A | lac-
1 G = 129° 37 s coordenadas do polo norte galac
i . ra= 12"4ws i
tico sdo { en, origem de contagem das
["8= + 28°00

ra= 18"4™
longitudes galacticas tem por coord. |

4015 — Num lugar de latitude <f, duas estrelas
(ai ;Si) e (02,82 sdo observadas num mesmo verti-
cal (de azimute desconhecido) no mesmo instante.
Determinar o tempo sideral local no instante da
observacao.
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FiSICA

F. C. L. —FiSICA MATEMATICA — 1." Exame de Fre-
guéncia — Ano 1953-54.

4016 —Duas barras rigidas assentesem S e S
(referenciais em movimento relativista) experimentam
ambas contraccdes. Explique o paradoxo aparente.

4017—FIZEAO realizou a seguinte experiéncia: Fez
passar raios luminosos por tubos onde circulava agua
em velocidade constante v e mediu a velocidade da
luz nesse trajecto, c.

Sabendo que éreo indice de refracgdo da agua e
— cC
c. = —\-v o valor ndorelativista a esperar deduza o

n —

valor relativista c, e encontre o que for obtido expe-
rimentalmente desprezando os termos de ordem de

4018—Defina comprimento duma barra (fixaem S')
em 6 com o produto de velocidade do referencial S'
em que assenta pelo tempo que medeia entre os 2
passagem dos extremos de barra pelo mesmo ponto
P aS.

Deduza expressdo da contracgdo dos comprimentos.

Enunciados dos N.°* J01G a 4018 de J. Tiago de Oliveira

F. C. C.— FISICA MATEMATICA — 2." Exame de Fre-
quéncia — Ano de 1952-53.
d- d-
4019 — Considere a equacdo a
rfx ay
em que a e b sdo constantes,
ai Determine o integral geral.

MECANICA

F. C. C.— MECANICA CELESTE — 1» Exame de fre-
quéncia.
Prova pratica
4022 — Calcular com um erro inferior a 0,1" a
longitude de JUPITER na sua orbita, as 0*T. U. de
15 de Abril de 1955, utilizando os elementos do pla-
neta dados nas Efemérides deste ano.

B :v —121° 57" 44" 7. Soluglo de J. Farinha
Prova tedrica
4023 —Baseando-se na expressdo do potencial
duma camada esférica homogénea, demonstrar que

GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICA

b) Determine a superficie integral que contém a
curva z=x*+vy, z=1.

c) Mostre que a equacdo dada é a equacao de deri-
vadas parciais das superficies cilindricas.
R: a) x—az=f(y—bz) que: c) é a equagdo das
superficies cilindricas; b) 1—a’ — (x—az)*—2 ax +
+ 2a'z = b’ + 2b(y —bz) + (y—Dbz)".

4020—Verificar se é aplicavel o critério de JORDAN
relativo as séries de FOURIER para a funcéo

f(x)=sen lc, /(O)= 0, com x <z (—f,")-

R : A aplicacdo do critério de JORDAN exige que a fun-
cdo seja de variagdo limitada. Na soma que define a
variacdo total da fungdo, cada parcela

Iseni/x,., —sen I/x,|

pode ter o valor 2 desde que se tome
1 1
2j*+*/a 2j it—n/2

Deste modo a funcdo dada nédo é de va-
e o critério de JORDAN ndo & aplicavel.

com j inteiro.
riacdo limitada,
»

4021 — Prove que o potencial definido pela calote

da esfera
X"+ 1+ - a' + 6»

de densidade [t = z e limitado pelo circulo de cota b
tem, na origem, o valor na‘. R: O potencial é dado

CcC )
de superficie 11 cujo

elo integral
. ’ JIstls' +y + z'

valor €, de facto, TZ a’.
Solucdes dos N.° 4019 a 4021 de J. Farinha

CELESTE

esta atrai um ponto exterior como se a sua massa
estivesse reunida no centro.

4024 — Das equacdes diferenciais dos movimentos
do Sol e dos planetas relativamente a um sistema de
referéncia inercial, deduzir as equacdes diferenciais
dos movimentos dos planetas em volta do Sol.

4025 — Partindo das correspondentes formulas do
movimento eliptico, deduzir as formulas que dao a
posicdo dum cometa hiperbélico na-sua drbita.
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DISTRIBUIDOR EXCLUSIVO
EDITORIAL LATINO AMERICANA — Caixa Postal

publicados em

17 escudos

ASSINANTES

para o

1954

e 50 centavos

relativa a 1956 (3 nimeros) 40 escudos

ras de trés nimeros, ao pre¢co de escudos 40, para o que
basta indicar o nome, a morada e o local da cobranga.
As assinaturas sao renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas as
assinaturas tém inicio com o primeiro niamero publicado
em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS

Todo o assinante que indique a administragdo da
Gazeta de Matematica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRAZADOS

Estdo completamente esgotados os nimeros 5 all,
13 e 14 da Gazeta de Matemética.  Os restantes nu-
meros sdo vendidos aos precos seguintes:

N." 1-4 (2.*edicdo do ano 1, no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto)  40£00
N.<" 12 e 15 a 49, cada nimero 12£50
N.° 50 (icico
N." 51 a 59, cada nimero 17750

A administragdo da Gazeta de Matematica executa
qualquer encomenda a cobranca pelo correio.

PARA
MATEMATICA ».

melhoramento

comerciais

PRECO ESC. 17%$50

PARA O BRASIL:

1524 — RIO DE JANEIRO

Administracdo da Gazeta de Matematica — Av. Jodo Criséstomo, 4, 7.°-D.— Lishoa-N —Telef. 77 19 43



