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O TEOREMA DE ROUCHE E A RESOLUCAO DE SISTEMAS

DE EQUACOES LINEARES

Pressupomos o leitor de posse dos resultados fundamen-
tais da teoria dos determinantes, dos conceitos de matriz e
de caracteristica e das propriedades elementares desta,

L. Determinacio da caracteristica duma matris. A deter-
minagdo metodica da caracteristica duma matriz baseia-se no

Teorema ™ — E cona’igdo necessdrz'a e suficiente para que
a matris ((a;)) (=1 n; j=1,2,...m) tenha caracteris-
tiea k que exista umn dez‘ermmam‘e da matris, de ordem k ndc
nulo e que sejam nulos os (n—rk).(m—=rk) determinantes de
ordem k-1 obtidos daquele orlando-o com uma linha ¢ uma
coluna da matriz, das que néle ndo entram.

Exemplo: Seja a matriz

’_,’..

A— |1 e S - R K
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A sua caracteristica é igual & da matriz

BASILE SRR G WOk I 4

Sk (e Ty 1 2 ||

L R R e e

il
obtida de A pela supressao das linhas 4.2 e 5.2 cujos elemen-
tos sdo combinagdes lineares dos correspondentes das trés
primeiras linhas, de coeficientes 1,1,0 e —1,0,1, respecti-
vamente.

A caracteristica da matriz B e, portanto, a de A é igual

a da matriz
fEeds

| 8

9, B o < o]l
que se obteve de B pela supressdo da iltima coluna, cujos
elementos sdo proporcionais aos correspondentes da 3.2 coluna.
A matriz € tem um elemento nio nulo, por exemplo o da
1.2 linha e 1.2 coluna, logo, a sua caracteristica é, pelo menos 1,
Mas, o determinante obtido do elemento considerado
orlando-o com a 2.2linha e a 2.2 colunade €, a— | 1 = —6
130 |
¢ diferente de zero e a caracteristica da matriz € &, pelo
menos, 2. '
Orlemos o determinante A com a 3.2 linha e a 3.2 coluna

de C, vem o=l 2 1
0 —2
A
Logo, a caracteristica da matriz € €, pelo menos, 3 ¢, é 3,
porque desta ndo pode obter-se determinantes de ordem supe-
rior a 3. O determinante A, pode ser considerado determi-

nante principal da matriz A.

1

=8

9=
=) .

2. Resolugdo de sistemas de equacies lineares nio homo-
géneas. Di-se o nome de sistema de equacdes lineares, nas
incégnitas xy, a3, -+ &,, a todo o sistema da forma

s’ Ay X+@1p Nyt @y, X, =0y
]) / a)l X+ A X+ @, -Vu':'bz
(AR S P 2] amu Xy = bm

ou, condensadamente, =b; GEe=10n O

2“.:; X;= m)
=1

onde a; € b; sdo expressdes que ndo contém as incognitas.
A @; da-se o nome de coeficientes e a b, o de térmo indepen-
dente.

As equacoes do sistema 1) sido komogéneas se b;—0
(i=1 - n) e ndo homogéneas se os b; nao sio 51multanea-
mente nulos. S6 o segundo caso nos interessa, por agora.

Diz-se solugdo do-sistema todo o conjunto de # ndameros
%1y92, 2, que substituidos nas incégnitas das equacoes do
sistema as converte, simultaneamente, em identidades.

O sistema 1) diz-se compativel (possivel) ou incompa-
tivel (impossivel) se admite ou nio solugdes. Prova-se que
o sistema 1) se for compativel, ou tem uma solucéo tnica, ou
uma infinidade, e dir-se-4 entdo determinado ou indeterminado.

)-‘i'

" Introduz-se o conceito de grau de indeterminacio.

Designaremos por A amatriz ((@;)) (i=1,2,---m j—1,2,--- 1)
dos coeficientes das incognitas e por B a matriz dos coeficien-
tes e dos termos independentes.

Prova-se que, se for % a caracteristica da matriz A, a
caracteristica da matriz B, ou é £, ou £-+1. Aos determi-
nantes de ordem %+1 da matriz B, obtidos do determinante
principal da matriz A, que contenham a coluna dos termos
independentes, da-se o nome de caracteristicos. S6 quando
um dos caracteristicos, pelo menos, nao for nulo a caracteris-
tica da matriz B é 2+1.

Teorema de Rouché ® — I condi¢do necessiria e suficiente
para que o sistema 1) seja compativel que as caracteristicas das
matrizes A ¢ B sejam iguais (ou, o que é o mesmo, os caracte-
risticos, se existirem, sejam todos nulos), sendo compativel, o

‘sistema é determinado ou indeterminado se a caractervistica k

das matrises A ¢ B for igual ou inferior ao nmimero n de
incognitas ©.

() L. Kronecker (1825-1891). V. demonstracdo em Bento de Jesus
Caraca— Ligoes de Algebra e Andlise, vol 1, pags. 274-276.

) E. Rouché (1832-1910). V. demonstraciio em B. J. Caraca, Ob. Cit.
pag. 383-587.

@) E a diferenca, sempre positiva, n—~% que se denomina grau de
indeterminagdo.
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Na hipotese da compatibilidade, se for £ a caracteristica
das matrizes A e B, prova-se que a resolucdo do sistema 1)
se reduz a do sistema

[ a“ Xy +@pp Xat- @y, .V,,==b1
2)
l a/( Xy @ Np @y, 6,0
u
ou abreviadamente, 2 a; v;=0, (2—=15 20" %)

i=1
que se diz principal e cuja solugdo ou solugdes satisfazem as
restantes equacdes de 1) (equagdes ndo principais), as quais

‘sio combinacoes lineares das de 2).

No caso geral, o sistema 2) escrever-se-a

agy Xyt @gp Xy - +ay. X.=¢
DR
@y X+ @ N2t 0 By X =G,
13
ou M g e (i=1,2, - #)" com
=t
€=b—(Byps ¥p+ - +@, %), sefor A= |ay - ay i»"F“
|
{ Ay Qg |
e, portanto, susceptivel de ser tomado como determinante
principal.
Ter-se-a ¢;—b; sempre que for n—%, isto €, sempre que

o sistema, sendo compativel, for determinado.

As incognitas &, &, , - x, da-se a designacdo de princi-
pats e as restantes ¥, - a de ndo principais.

A solucao ou solucoes do sistema 2) sdo dadas pela

Regra de CramerV — O valor de cada incignita é dado
por uma frac¢@o cujo denominador é o determinante principal
A, e cujo numerador ¢ o determinante obtido de A, pela substi-
tuicdo da coluna dos coeficientes da incognita pela coluna dos
2.95 membros das equacoes de 2).

.x',-'—"i (=152 ==z,

Exemplo 1. Eslua'ar 0 szstema
[ & *’V% 2g—F=1
\ X+y—8- ‘.’.t -9
2x+5—3t=2
2y—3z—t=1.
A caracteristica da matriz A & 2. A caracteristica da
mdtriz B é 3, visto que dos dois caracteristicos um € dife-
rente de zero:

e e I L O R v e R
S R RS S
D 0 2 *,0 S

O sistema dado é incompativel. Ndo o seria o sistema que se
obtém do proposto pela supressiao da 3.2 equagao.

Exemplo 11. Estudar o szstema

x¥+y— 1
22— 3_1' +a=2
( 4v—y—5-—T

¢ interpretar geométricamente o resultado. Determinar as
direceoes das arestas da figura definida no espaco pelas equa-
¢oes do sistema.

A caracteristica da matriz A é 2 e a da matriz B é 3,
pois o tunico caracteristico €

= ' 1 1 ‘:7_15:[1:“.

| —3

4 —1
O sistema é mrompatwel
Mas, os sistemas formados pelas equacoes do sistema
proposto tomadas duas a duas sdo todos compativeis, visto

que ndo existem caracteristicos.

=~ DN =

As equacdes do sistema proposto sdo as de trés planos
que se intersectam dois a dois. A figura é um prisma cujas
arestas tém a direc¢do comum § (2,3,5).

Exemplo I11. Estudar o s:sz‘ema
x—2y+35+1=10
’\«T‘ 7"——~1

{ 3."&1*9'."f:1..).

A caracteristica da matriz A &€ 2 e a da matriz B € tam-
bém 2, em virtude do anulamento do tinico caracteristico
pp=]1-—2 -10|=0- a,=|1 —2|=3.

l s o 1 e s

BB B 1)
O sistema é compativel e indeterminado de grau 2.
A regra de Cramer, conduz-nos a

N i s N S
X=g ’ L+s 1 Ty (2-s-1)
1 s i L ‘
g 1 ey I=n :;( O4+-4z+£).
Exemplo 1V. Estudar o sistema
¥y +5=
v—y+5=1

A caracteristica da matriz A € 3 :
Ay=|1 1 1
(1 1 I !
| 1 2 =17
A da matriz B é também 3, o anico caracteristico é nulo
A, 1 1 1 01=0
1 1 1 1
1 2 1

53

9
]
o
) 9

{18
—

5

visto que a sua 4.2 linha & a soma das 3 primeiras.

o LG 1.7‘ e NS EPSO
CaaERsl, TR DAl R e R
SR 1’ R
1Ll SUNSREE
ot Eh

i1 RETREL
b\emﬁlo V. Discutiv ¢ vesolver o szstema
{ (a+b)x+(a—b)v=a + b2
) (@ b)x+(atbd)y=a®-b%.
Interpretacido em geomelria analitica no espago. (1. S. T. — Mat.
Gerais, 1.0 exame de freq. de 1938-39—V. Gas. Mat. exerc. 155).

As matrizes A ¢ B tém, em qualquer hip6tese, a mesma
caracteristica: 1 se a—0 ou =0 e 2 se @, b+ 0. Excluimos
o caso, sem interésse, de @=06=0.

O sistema proposto €, portanto, sempre compativel. No
caso de a,b=0, a regra de Cramer conduz-nos a ¥—a+b,
y=a—b.

Se se tem a0 ou 60, as equacdes do sistema ndo sao
distintas reduzem-se a ¥ +v—a ou x¥—y—>b, plano perpendi-
cular a Oxy.

Se a,b =0, as equacdes do sistema sao as de dois pla-
nos pelpendlculales ao plano Oxy que formam um diedro
X= a—rb
y=a—b.

A. SA DA COSTA.

—1 1 ; A
\

cuja aresta tem por equacoes

(Continna)

@G, Cfamer (1704-1752). V. a deducdo em B. J. Caraca,-
pag. 375-382.

Ob, cit.,
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b

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

(CONTINUADO DO N.° 5)

) — Dada uma proposicdo condicional 2 (X)), suponhamos
que existe uma, e uma s6, determinacao de X, que represen-
taremos por X#, para a qual a proposicdo «(X) é verda-
deira ", Déste modo, a proposicao «(X*), incondicionalmente
verdadeira, traduz uma propriedade exclusiva de X*#, e sera
portanto possivel definir o elemento X* 2 custa dessa mesma
propriedade: «.X'*# é o elemento que satisfaz a condigao 2 (X*)»,
ou, em termos de Loégica matemitica, «(X=X*)=0u (X ) @.
Obtém-se, por éste processo, uma defini¢do logica da entidade
X*#, Por exemplo, «X é o sucessor de 4» € uma propriedade
que pode utilizar-se para definir o nimero convencionalmente
representado pelo simbolo 5, e assim teremos, por defini¢do,
«b € o sucessor de 4»,

Para que, segundo o processo indicado, uma dada propo-
sicdo «(X) possa conduzir & definicdo dum elemento, é evi-
dentemente necessario que exista uma, € uma so, entidade X%,
que satisfaca & condicdo « (X*). Todaa definicdo dum elemento
deve, portanto, logicamente, ser precedida duma proposicao
de existéncia e de unicidade. E, contudo, natural admitir a pos-
sibilidade de um mesmo elemento ser definido de modos dife-
rentes, isto &, utilizando proposicées condicionais distintas;
assim, a anterior definicdo (do namero 5) sera equivalente a
seguinte : «(X=5)=(X € o m.d.c..de 20 e 15)». Havera por-
tanto, entre as propriedades dum ser, uma que se toma, umn
tanto arbitraviamente, como propriedade definidora (em geral,
produto logico de um conjunto de propriedades), sendo as
restantes consideradas apenas conseqiiéncias da definicao.
Convém, evidentemente, aceitar como definidora a proprie-
dade que se afigure mais simples, — mas compreende-se qie,
muitas vezes, se torne dificil, até impossivel, a determinacédo
duma tal propriedade elementar ®. ’

Notemos agora que, além das definicoes de elementos, se
devem considerar ainda as defini¢des de classes (ou de con-
juntos). O processo é analogo ao anterior: define-se uma
classe (ou um conjunto), indicando uma propriedade comum
a todos os elementos dessa classe (ou désse conjunto), e s6 a
ésses. Exemplos: I) Definicao de quadrado perfeito : «(x éum
quadrado perfeito) = (Existe um inteiro y tal que x=21?%);
1Ty Definicao de mediatriz dum segmento: «(X é um pontoda
mediatriz do segmento AB)=dist (1,X)=dist (B, X))». Neste
caso, as condicoes de existéncia e de unicidade deixam de
constituir um motivo de preocupacgdo, visto que o conjunto
dos elementos que satisfazem a uma dada proposicdo condi-
cional #(X) existe sempre e ¢ uinico; pode apenas tal conjunto
nio conter elemento nenhum (recebe entdo o nome de con-
Junto vasio) V. Assim, existe, e é determinado, o conjunto dos
nimeros primos multiplos de 4, embora tal conjunto seja
vazio ; analogamente, € vazia a classe dos triangulos rectan-
gulos equilateros.

Devemos, finalmente, referir-nos a definicoes de operado-
res ou relacoes. Exemplo: Por meio da equivaléncia «(A recta x
¢é paralela a recta y)=(As rectas & e y pertencem ao mesmo
plano) (Ndo existe nenhum ponto comum a x ea y)», fica defi-
nida a relacdo «paralelo a», entre duas rectas. Ndo deixare-
mos, contudo, de afirmar que se pode, mediante um artificio
muito simples, fazer entrar éste tipo de definicGes, no pre-
cedente.

Como se vé, uma definicdo ndo &, no fundo, mais do que a
atribuicdo dum nome ou, o que vem a dar o mesmo, a repre-
sentacdo por meio dum simbolo, da entidade ou da classe de
entidades, que gozam duma certa propriedade : o objectivo é,
pois, resumir, por meio dum tnico simbolo, o que, antes disso,
s6 era exprimivel por meio de varios simbolos. Assim, as
defini¢des sdo proposicoes, incondicionalmente verdadeiras
por nossa propria deliberacdo, isto é, por conven¢do, € tém por
fim, ndo s6 a economia de tempo, como ainda maior clareza
de expressao: €, sem divida, muito mais cémodo dizer «cir-
cunferéncia» do que «conjunto dos pontos dum plano situados
a uma mesma distancia de um outro ponto désse planoy, prin-
cipalmente, se notarmos que esta nogao é de uso correntis-
simo em Geometria.

10 — Em qualquer teoria matematica, construida segundo
os preceitos da Logica, comeca-se por fixar um certo niimero
de nocoes (as no¢des primitivas) e um certo nimero de pro-
posicoes (os postulados), de modo que satisfagcam as seguintes
condicbes: 1) Todas as entidades consideradas nessa teoria se
podem definir & custa das no¢des primitivas ; 2) Todas as pro-
posicdes categoricas que, na mesma teoria, se formulam como
verdadeiras (excepto as definicdes) sdo conseqiiéncias logicas
dos postulados; 3) Os postulados sdo compativeis, isto €, nao
conduzem a contradicdo; 4) Nenhuma nocao primitiva se pode
reduzir, por meio duma definicdo, as restantes nog¢oes primi-

‘tivas ; 5) Nenhum postulado se pode deduzir dos restantes pos-

tulados @, Em virtude destas condicoes, os conceitos pri-
mitivos ndo serdo susceptiveis de definicdo, e os postulados
serdo indemonstrdveis : uns e outros se aceitam geralmente,
como dados fornecidos pela infui¢do, no contacto com a reali-
dade sensivel. Assim, por exemplo, na Geometria que se
estuda nos liceus, ou Geometria euclidiana, ¢ #so tomarem-se,
como primitivas, entre outras, as idéias de «ponto», «rectay,
«planoy», «situado entre»; e como postulados, entre outras, as
seguintes proposicdes: «Por dois pontos distintos passa uma
recta, e uma s6» ; «Dados trés pontos distintos, pertencentes a
umarecta, existe um, e um so déles, situado entre os restantes»;
«Por um ponto exterior a uma recta passa uma, € uma so,
paralela a essa rectay.

Além dos postulados, consideram-se em Matematica mais
dois tipos de proposicoes: as defini¢oes nominais e os teore-
mas. As primeiras, de que ja tratamos desenvolvidamente no

() Pode comparar-se «(X) a uma equacéo que admite uma solucéo
tinica X#; déste modo, 2 (X¥) corresponde a identidade em que € con-
vertida essa equacdo, quando seé faz X=X*#,

2 Como ja fizemos anteriormente (obs. 2), § 7), usamos o sinal =
patra exprimir identidade; assim «a=b» significa que a representa 0
mesmo elemento que b.

) A propriedade com que, historicamente, uma entidade se da a
conhecer pela primeira vez, nem sempre € a mais indicada para uma defi-
nicdo 16gica dessa entidade: € o que sucede por exemplo, com o nimero 7.

(4 Hé nisto, € claro, apenas uma convenc¢do: uma extensdo natural do
conceito de conjunto, em vista da comodidade de linguadem que dai
resulta,

™ As condicdes 4) e 5) ndo sdo indispensdveis para o desenvolvi-
mento 16gico da teoria; compreende-se, todavia, a vantagem que ha em
reduzir a um minimo o namero das entidades que ndo se definem e o das
proposicdes que ndo se demonstram, sendo 6bvio que tal minimo existe
necessariamente.
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§ anterior, introduzem novas nogdes, a custa dos conceitos
primitivos, com o objectivo de contribuir para a brevidade e
a clareza do discurso. Os teoremas sdo aquelas proposigoes,
distintas dos postulados e das defini¢des que, segundo a con-
dicio 2), se podem deduzir dos postulados, isto €, que sao sus-
ceptiveis de demonstragdo.

Pode suceder que, dado um teorema 2y, ndo s6 seja pos-
sivel deduzir 2; dos postulados admitidos, como até exista
um postulado =, que seja implicado por 2y, quando se admi-
tem os restantes postulados; isto &, as proposicdes o € o
serdo, em tais condicoes, equivalentes, e podera substituir-se
s por «;. Isto mostra que a escolha das proposig¢oes que
hao-de figurar como postulados, numa dada teoria, apresenta
um certo grau de arbitrariedade : devem preferir-se, € claro,
as proposi¢oes de enunciado mais simples, mas podem surgir
neste caso, as mesmas hesitacdes que apontdmos, a respeito
das definicoes. Andloga liberdade de escolha se verifica para
as nocdes primitivas. Por exemplo, em vez do conceito de
«rectay, podem tomar-se como primitivos o conceito de «dis-
tancia (entre dois pontos)», o de «direcgdo, etc. Analogamente,
demonstra-se que o postulado das paralelas (Por um ponto
exterior a uma recta passa uma paralela a essa recta, e uma
s6) se pode substituir pelo teorema, segundo o qual a soma
dos angulos internos dum triangulo € igual a um angulo raso
(a ultima proposicdo passaria entdo a ser um postulado e a
primeira, um teorema).

Em virtude do que dissémos nos §§ anteriores, fica per-
feitamente esclarecido o significado de expressoes, tais como

«hipotese» e «tese» (dum teorema ou dum postulado), «teore-

remas reciprocosy, etc.

Devemos ainda notar que nao existe uma distin¢do fun-
damental entre defini¢des e postulados: éstes sao apenas,
como ja se tem ditd, defini¢des disfarcadas, que limitam a in-
determinac@o dos conceitos primitivos.

11 — E normal, no ensino médio, para demonstrar (e até
para enunciar) um teorema de Geometria, fazer uso de figu-
ras, cujo papel ndo €, unicamente o de facilitar a compreensao
da matéria, mas ainda o de substituir uma parte importante
da demonstracdo (ou do enunciado): omitem-se muitas passa-~
gens, apenas porque sdo sugeridas, intuitivamente, pela figura,
Perde-se, déste modo, em precisdo, o que se ganha em clareza,
—se pode chamar-se claro ao que € superficial . As pro-
priedades que, intervindo na demonstracdo dum teorema, nao
sdo geralmente invocadas, sdo as que envolvem os conceitos
de «pertence a» e «situado entre», — chamadas propriedades
topologicas. Por exemplo, o facto de um ponto ser interior ou
exterior a um poligono é uma propriedade topolégica. Tém
de especifico estas propriedades ndo serem alteradas quando,
por exemplo, se substituem segmentos iguais por segmentos
diferentes, angulos rectos por angulos ndo-rectos, segmen-
tos de recta por convenientes linhas curvas, ete. — contanto
que a posicdo relativa dos pontos seja respeitada @, Dai o
dizer-se que «a Geometria é a arte de raciocinar sobre figuras
mal feitas».

Para que uma demonstracdo seja impecdvel, do ponto de
vista logico, é necessdrio que ndo dependa, de manciva neniuma,
da figura utilizada, de modo que, abstraindo desta, a demons-
tragdo ndo seja afectada em qualquer pormenor. Nao preten-
demos, com isto, insinuar que se deva por completamente de
parte a figura: pelo contrario, hd grande vantagem no seu

uso (devidamente acautelado), como poderoso auxiliar da
intuicdo. Ndo deixaremos, contudo, de aconselhar, como optimo
exercicio para combater os habitos de raciocinio provenientes
do uso imoderado das figuras, fazer a demonstragéo de alguns
teoremas,sem recorrera imagem geomeétrica intuitiva. E,porém,
necessério, para tal conseguir, além dum conhecimento per-
feito de todas as propriedades que intervém na demonstra-
cdo, o emprégo dum sistema de notacaoes, muito mais minu-
cioso do que os ordinariamente adoptados (ndo esquecamos
que as nota¢des correspondem a verdadeiras definicoes, e qual
o papel simplificador das defini¢ges). Os simbolos vém déste
modo substituir o desenho, o que representa um progresso
decisivo no sentido da depuracédo logica dos métodos.

12 — Vamos, neste §, introduzir algumas convengoes
que teremos necessidade de utilizar. Como simbolos repre-
sentativos de entidades, empregaremos letras do alfabeto
latino em redondo: maiusculas (A, B, --), para os pontos;
minusculas, (a,b,x,::), para 0S NUMEros; mintsculas

encimadas dum traco (x,a,-), para as rectas; minds-
culas entre colchetes (|y],[b], ), para as figuras geomé-
tricas em geral. Em particular usaremos letras latinas minds-
culas, em itilico, (@, x, ), para designar naumeros inteiros.
Quando nada se diga em contrario, estes simbolos reprel
sentario seres indeterminados, dentro dos limites impostos
pelas condicdes anteriores: assim, A e B designarao dois pon-
tos quaisquer, independentes (coincidentes ou distintos) ; resulta
ainda das convencoes estabelecidas que proposicdes, tais como

«A,P e X sio pontos», «r e y sdo rectas» «k &€ um nimero»
sdo proposi¢des reconhecidas, uma vez por todas, como incon-
dicionalmente verdadeiras, e, por isso mesmo, dispensédveis
nos enunciados das outras proposicoes. O sinal ' sera aqui
utilizado com a mesma funcdo que se lhe atribui vulgarmente
(excepto quando se aplica as proposices, caso em que
exprime negacéo).

Em vez do térmo «igualdade» aplicado as figuras geomeétri-
cas, usaremos o de «congruéncias: «[a] € congruentea [b]» signi-
fica o mesmo que, no sentido ordinario, «[a] & igual a [b]»;
e escreveremos, para exprimir éste facto, [a] =[b], em vez
de [a]—=[b]. O sinal = fica reservado para exprimir identidade.
Notemos que, no caso dos nimeros, «igualdade» € sinénimo
de «identidade».

Adoptaremos ainda as seguintes notacoes: ¢ (perience a);
=~ (distinto de); || ([/)aralelo ou paralela a); AB (recta def. por A e

por B); AB (segmento de extremos A e B); AB (semi-recta que
tem por origem A e que passa por B); AB- (semi-recta oposta
a AB); AOB (angulo convexo cujos lados sao OA e OB)

a.b (ponto de interseccdo das rectas a e b); [ABC] (triangulo
de vértices A, B e C); Ae[P, Q] (A estasituado entre P e Q).
Convém ainda ter presentes algumas regras: num triangulo

[ABC] o angulo oposto aolado AB é ACB (asletras exteriores

() E inteiramente justificdvel a orientacdo intuitivo-racional, que
se imprime ao ensino da Geomettia, nesta fase de iniciacéo (ainda ndo vai
longe o tempo em que se ensinava Euclides, a maneira de Euclides...);
o que ndopodemos aceitar, € que muitas vezes se apresente como demons-

racdo, o que ndo é demonstragdo, e como definicéo... o que nada define.

2 Poincaré da intuitivamente a idéia de «propriedade topoldgica»,
dizendo que s#o topolégicas aquelas propriedades duma figura que se
conservam, mesmo quando esta é grosseiramente reproduzida por uma
crianca,
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sdo as que designam os vértices do lado oposto); AOB~! sera
um angulo adjacente a AOB (lado comum OA); A-'OB, o
angulo verticalmente opdsto a AOB; AOA-', um angulo
raso, etc.

13 — Podemos agora, por meio do simbolismo adoptado,

" enunciar algumas proposi¢des da Geometria euclidiana :

=:([a] =[b]).([b] = [e]) — ([a] = [c]), (Propriedade tran-
sitiva da congruéncia entre figuras geométricas).

6:(A,B,C ndosao colineares).(ABC>ACB) — (AC>AB)",
(Em qualquer triangulo, a um maior angulo opde-se um maior
lado).

2:(P,Q,R nio sio colineares).(POR=1recto)—> (PR>PQ),
(A hipotenusa dum triangulo rectangulo é sempre maior do
que os catetos).

Teorema de Thales: (M,N,P,Q sdo colineares). (M/N'P/'Q'
sdo colineares). (MM/||NN'||PP'||QQ/).(M£N).(P+£0Q) —

NANT Y2
S LT,
M/N' PIQ'/

Veja-Se que, por éste processo, a hipotese e a tese ficam
sempre postas em relévo. Além disso, os enunciados em lin-
guagem corrente nao sdo, de nenhum modo, mais precisos do
éstes, apresentados em linguagem simbolica. Ndo esquegamos
ainda que (Obs. 1), § 7)) é indiferente adoptar éste ou aquéle
simbolo no enunciado dum teorema, desde que se respei-
tem as convencoes: assim, no enunciado do teorema 0,
podemos, por exemplo, substituir A ,B, C, respectivamente,
por P,Q,R. Em particular, fazendo em o a substituicdo:
P por R, Q por Q, R por P, a hipétese nao muda de aspecto,
enquanto a tese toma a forma «PR>QR» (o cateto PQ foi

substituido pelo cateto QR , sem que tivesse havido alteragio
do teorema). E ainda para notar como o enunciado, que apre-
sentamos, do teorema de Thales, inclui todos os casos possi-
veis: possibilidade de alguns dos pontos M,P,N,Q, coinci-
direm ; arbitrariedade na disposicao dos mesmos ; possibili-
dade de as rectas MQ e M/Q’' serem paralelas, etc.

Visto que, segundo as propriedades 1) e 2) do § 5, se
tem (h—>%)=('—H!), serd sempre possivel enunciar um
mesmo feorema, pelo menos de duas maneiras distintas.

Assim, o teorema® «(M pertence a mediatriz de AB) —
— (AM =BM)» [Qualquer ponto da mediatriz dum segmento é
equidistante dos extremos désse segmento], pode ainda enun-
ciar-se como segue: «(AP=BP)' —> (P ndo pertence 3 mediatriz
de AB)» [Todo o ponto nio equidistante dos extremos dum
segmento nao pertence 4 mediatriz désse segmento] ; notemos
ainda que o reciproco déste teorema é verdadeiro, o que per-
mite substituir a seta pelo sinal =.

14—Proponhamo-nos demonstrar agora o teorema «, enun-
ciado no § anterior, admitindo como verdadeiros o teorema 6 do
mesmo § e o teorema § seguinte: «(U, V,X ndo sdo colinea-
res) (UVX =1 recto) — (UXV < UVX)». Para isso, represen-
temos por fy e h,, respectivamente, as proposicoes «P,Q,R
ndo sio colineares» e «P@R = | recto» ; a hipéotese # de « sera
entdo fi=h;.%h,, De £ resulta, pelo teorema 3: PQR > PﬁQ
(prop. 9); de ; e 2, deduz-se, conforme 0: PR >PQ (tese +
do teorema o, que déste modo fica demonstrado). Podemos
por em evidéncia todas as passagens da demonstracdo, utili-
zando o seguinte esquema (a chaveta indica que se deve tomar

o produto logico das proposicées abrangidas):

{154’11'52 < g '——)l‘,
by

ou, mais simplesmente, £ —> %3 —>1, donde f—>* (teo-
remaos); a implicacgdo h—>23 (ou, o que ¢é equivalente,
f—> #,9) ndo é mais do que o teorema B; por outro lado, a
implicacdo #,9 —>1% vem a ser o feorema 0. Para reconhecer
a identidade entre estas implicacdes e os teoremas indicados,
basta fazer nos enunciados uma conveniente mudanca dos
simbolos, tendo em vista a obs, 1) do § 7. Pode escrever-se
ainda (§ 8): B—> « (segundo 6).

Nesta demonstracdo empregou-se, como se vé&, um tinico
silogismo: mas raramente isto acontece. O exemplo seguinte
dara uma idéia do ntmero surpreendente de propriedades
que se aplicam numa demonstracdo, aparentemente simples,
de Geometria elementar.

Seja o teorema y seguinte : «<Todo o angulo inscrito numa
circunferéncia € congruente a metade do angulo ao centro
correspondente» ; e demonstremos éste teorema no caso em
que um dos lados do angulo inscrito passa pelo centro da cir-
cunferéncia ; isto &, demonstremos o teorema y*, cuja hipo-
tese #* € o produto logico das condigdes: #;: [x] & uma circun-
feréncia de centro em O; #,: Ae [x]; f3: Be [x]; fy: Ce[x];
hs: A £=Bj; gt AEC; gt BEC; fig: OeBC; ecujatesetéa

~ T
condicdo : ABC= = AOC. Para a demonstracao, suponhamos

conhecidas as seguintes proposicoes categoéricas verdadeiras :
3 — Defini¢do de «diametro> duma circunfervéncia; ;. «[k] é
uma circunferéncia de centro em O)(PQ & um diametro de
[k]) (Re [k]) (R=£P) (R#£Q) —(O,P, R ndo sdo colineares)y;
3y — Defini¢do de «circunferéncia de centro em O; v3: «(A,B,C

S o] 2 ¥ g 2
n3o sdo colineares) (AB=AC)—> (ACB= 5 BAC—)®»; vy:

« XY é um diametro duma circunferéncia de centro em C)—>
—> (Ce [X,Y]»; v4: (Pe [M,N]) — (APN-1=APM) (AMN =
7"AI\ZP);» vs — Propriedade transitiva da congruéncia entre

o B 5 R ey
angulos; vs: «(ABC=PQR)— <2 ABC= 5 PQR) ». Posto

isto, vira, sucessivamente: 3;: BC é um diametro de [x] (de

fy,hy, by, Hy e hg, por §)?; 3,: A,0,B nio sdo colineares

(de Hfy, iy, 5,46 €3, por v); %: OA =OB (de fy,h, e H3,
% S

por 3,); 9;: ABO = 5 AOB-! (de 2, e 33, por 75); 3;: O¢ [B,C]

(de #, e 3, por vs); %: (AOB~'=A0OC)(ABC= ABO) (de 3;,

2o Lie i
por y4); &;=+: ABC ?:':'2 AOC (de ?; e 9, pelas propriedades

(1) Admitimos aqui, como 6bvia, a seguinte equivaléncia: «(A,B,C néo
sdo colineares) = (A,B,C sdo 0s vértices dum triangulo)»,

2 Admitimos aqui, como teorema, o que no § 7 aceitdmos como defi-
ni¢do. Tomamos agora, como definidora, a seguinte proposicéao: «A media-
triz dum segmento é a perpendicular ao meio désse segmento».

) Consegiiéncia dos teoremas: «Qualquer angulo externo dum trian-
gulo € congruente & soma dos internos opostos» e «<Em qualquer triangulo
a lados congruentes opdem-se dngulos condruentes»,

() Quando, por exemplo, escrevemos: «3, ... (de 3, e d,, por 7,)»
pretendemos com isto afirmar que ¢,9,—> 3,‘, sendo esta implicacéo
equivalente ao teorema (on postulado) Y2 . Se, em vez dum teorema ou pos-
tulado, se tratar duma defini¢do, ter-se-d4, mais do que uma implicacéo
simples (—>)—uma equivaléncia (=). Note-se que foram omitidos os
sinais , nos produtos 16dicos.



v5 € 76 combinadas). Tem-se, pois, i — 1, como se pretendia
demonstrar. Deixamos ao cuidado do leitor a construcdo dum
esquema analogo ao do exemplo anterior,

15 — Na maior parte das demonstracées, em Geometria
elementar, é necessario recorrer 2 intervencao de elementos
que nao figuram no enunciado, mas que se consegue eliminar
antes de atingir o térmo dos raciocinios. Tais elementos sdo
introduzidos por meio de Zipdteses adicionais, cujo papel con-
siste portanto em tornar exequivel a demonstracdo. Assim,
para demonstrar o teorema: «Se, num triangulo [PQR], se
tem PQ > PR, serd também PRQ > PQR», faz-se intervir um
ponto M (elemento estranho’, tal que: MePQ, PM = PR (hipé-
tese adicional); entdo, visto que PQ > PR, o ponto M ficara
situado entre P e Q, e portanto sera PRQ > PRM ; bor outro
lado, como PMR = PRM (visto os Jados PM e PR do trian-
gulo [PMR] serem congruentes, por construcdo), ter-se-a
P§Q> PI‘\?IR; além disso, PMR sera maior do que P@R, por
ser angulo externo do triangulo [MQR], oposto a MOR —POQR,
e assim vira (tese do teorema): PRQ >PQR™. O elemento
M foi, como se vé, eliminado. Averiguemos, no entanto, em
que medida é legitimo éste procedimento, tao usual em Geo-
metria elementar.

Seja f(X)—1(X) o teorema a demonstrar, e suponha-
mos que foi possivel estabeleceraimplicacdo #(X).a(X,Y)—>
— 1 (X)), em que « (X, Y) representa uma hipétese adicio-
nal, introdutora do elemento estranho Y . Entdo, para que,
da ultima implicacao, se possa deduzir a primeira, basta que
se verifique a seguinte condicao de existéncia: «Qualquer que
seja a determinacdo X* de X que verifique a proposicido
b (X)), existe, pelo menos, uma determinacdo Y* de Y paraa
qual é verdadeira a proposicao o (X*, Y )». Com efeito, seja
X* uma determinacdo de X que verifica #(X) e, supondo veri-
ficada a condicdo anterior, designemos por Y * um elemento
tal que a proposicao «(X*, Y*¥) seja verdadeira; entdo, em
virtude da implicacdo estabelecida, a proposicdo ¢(X*) tam-
bém sera verdadeira, Assim, toda a determinacao de X que
verifique f (.X') verificara também 4 (X): isto quere dizer que
se tem W(X)-—>1t(X).

Além disso, é facil ver que, se esta condicdo se nao veri-
car, nada se pode concluir. Portanto, sempre que se introdu-
zirem elementos estranhos numa demonstracdo, € preciso
ter o cuidado de estabelecer as respectivas proposicdes de
existéncia. Assim, no exemplo apresentado, deve acrescen-
tar-se que o ponto M existe, necessariamente, em virtude do
seguinte postulado: «Dados um segmento AB, uma recta a
e um ponto Pea, existe, para cada lado de P, um, e um sé6
ponto M, tal que: Mea,PM = AB».

Tornemos agora ao teorema v do § anterior. O seu enun-
ciado, em linguagem simbolica, obtém-se a partir do de +*
suprimindo apenas as condicdes fi; e fig, na hipdtese déste:
Jintao, para demonstrar o teorema em toda a sua generalidade,
bastara demonstra-lo em cada um dos seguintes casos:
pi: (A=£C).(0eBC); pa: (A+£C).(OeBA); py: A=C; pi: (AF£C).
.(BO ¢ interior a ABC); p3: (A==C).(BO é exterior a ABC).
Com efeito, tem-se, como facilmente se verifica, representando
por fia hipétese de s f\pf‘r“pz% ft]p3 a4 ﬁm{»ﬁ].gEﬁ (]Jlﬁ—-pzf"h P+
+ps+ps)=h; isto é, os casos considerados sdao todos os possi-
veis. Mas as implicacoes fip; —>t e fipp—> 1 coincidem com o
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teorema ~*#, ja demonstrado; por outro lado, € 6bvio que se
tem fhpy —>t; resta-nos pois provar que se tem hp;—-1 e
fips —> t, visto que, pela adicdo logica ordenada de todas estas
implicacdes, se obtém f —>t. Ora, para demonstrar as duas
ultimas implicacdes, basta introduzir um ponto D, tal que:
De[x],DeBO,D =~ B; ésse ponto eviste, necessariamente, em
virtude do seguinte teorema: «Tdda a recta que passa por um
ponto interior a uma circunferéncia encontra esta em dois
pontos distintos». Entdo, vira, no caso p;: ABC=ABD+DBC;
e no caso ps: ABC=ABD-CBD ou ABC=CBD—-ABD;
mas, em qualquer dos casos, os angulos ABD & CBD tem
um lado que passa pelo centro, o que permite aplicar-lhes o
teorema ~v#: déste modo se chega, facilmente, a tese do teo-

i

rema, sendo eliminado o ponto DD, elemento auxiliar.

16 — Nos exemplos apresentados, a demonstragdo consis-
tin em passar da hipétese para a fese, por meio de varias
implicacdes, equivalentes a outras tantas proposicoes catego-
ricas, conhecidas como verdadeiras (teoremas, postulados ou
definicées). Por éste processo, sdo formuladas, umas apés
outras, diversas proposicdes condicionais, de modo que: 1)
toda a proposicdo, que nao faca parte da hipétese do teorema
ou duma hipoétese adicional, é conseqiiéncia logica de algumas
(ou mesmo todas) formuladas anteriormente ; 2) a altima pro-
posicdo formulada coincide com a tese. Equivale isto a dizer
(§ 8), que, partindo de proposicdes admitidas como verda-
deiras, se € conduzido a proposicido que se pretende demons-
trar, pela aplicacdo sucessiva de silogismos. O caso mais sim-
ples sera aquéle em que a hipétese fica ligada a tese por uma
cadeia linear de proposicoes: f—>8 —> 3 —> . —>3, —>1
(donde f — %); mas sera éste também o caso menos freqiiente.
Em geral os raciocinics sao mais complicados: apresentam-se
ramificacbes muito variadas, em que as proposicoes se com-
binam entre si, quer pela soma logica, quer pelo produto
logico.

Devemos contudo notar que ndo é esta a inica maneira
de proceder, o tnico método possivel de demonstracdo:
podera ainda adoptar-se a marcha inversa, isto €, da fese para
a hipotese, ou, o que vem a dar o mesmo, da proposicdo a
demonstrar, para as proposicoes categoricas admitidas como
verdadeiras. O primeiro método é chamado sintético.ou dedu-
tivo : vdrias proposicoes (pelo menos duas!) combinam-se
entre si, por meio do raciocinio dedutivo, para conduzir a uma
proposicdo unica; o seguudo método é chamado analitico ou
redutivo : redus-se, em tltima andlise, a veracidade duma unica
proposicdo, a veracidade de de duas ow mais proposicoes.
O método sintético & o mais conveniente para a exposicao
duma teoria ja construida; o método analitico é o mais indi-
cado para a investigacio, quando se pretende saber se uma
dada proposi¢do é ou ndo verdadeira.

Ocupar-nos-emos adiante, dum terceiro método de de-
monstracao.

17 — Apliquemos o método analitico 2 demonstracao do
seguinte teorema: «(u é perpendicular ao meio de AB)
(P ¢ u) > (AP =BP)». Designemos por M o ponto u.AB,
que, por hipétese, é o ponto médio de AB. Entdo, para que

(1) Neste exemplo e nos seguintes, limitamo-nos, paramaior brevidade,
a esbogar a demonstracdo, a maneira ordindria, fazendo um largo apélo a
intuicdo.
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se verifique a condicio AP = BP (tese), basta que se tenha
[AMP] = [BMP] e AMP = BMP (visto que, em triangulos con-
gruentes, a angulos congruentes se opdem lados congruentes);
mas a G)tima congruéncia resulta da hipétese, pois que, sendo u
(ou MP) perpendicular a AB, os angulos AMP e BMP serdo
rectos e portanto congruentes: resta-nos, pois, a condicdo
[AMP] = [BMP] ; mas, como os triangulos [AMP] e [BMP] sdo
rectangulos, e um cateto dum é congruente a um cateto do
outro (o lado MP comum', a dltima congruéncia sera satis-

feita, desde que se tenha AM = BM ; ora, esta condi¢do resulta
imediatamente da hipdtese, pois, como dissemos, M é o ponto
médio de AB: assim o teorema fica demonstrado.

Muitas vezes, as demonstracdes feitas pelo método ana-
litico sdo conduzidas de modo que o térmo inicial seja a pro-
posicdo dada, «, € o térmo final, uma proposicao, », conhe-
cida como verdadeira, conforme o seguinte esquema: o<—
<~ o <— - <—a,<—0. E claro que, na redugdo de a a a,
de «; a ay, etc., intervém proposicdes conhecidas, em geral dis-
tintas de », mas na demonstragdo éatribuida a estaum papelde
relévo, como se a veracidade de o ficasse reduzida, por éste
processo, a veracidade de v, e s6 a dessa proposicdo — o que
nao € exacto. f

EXAME DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas mili-
tares e curso de engenheiro gedgrafo.

555 — Para que valores de m sdo reais e desiguais as
quatro raizes da equacgdo: 2x4—(3m—2) 824+ m?2—4=0. R: Para
que as quatro raises sefam reais ¢ desiguais é necessdrio e sufi-
ciente que o descyviminante, @ soma ¢ o produto das raises da
equacdo resolvente 2x2—(3m—2) x+m?—4=0, sejam positivos,
0 que torna as suas raises veais, desiguais e positivas. Quere
diser serd: (3m—2)2--8m2+32>0; 3m—2>0 e m?>-4>0.
Estas desigualdades sdo satisfeitas : a 1. para qualquer valor
veal de m; a 2.% para m >2/3 ¢ a 3.% para valores de m tais
que m>2 ou m <—2. Satisfasem pois as trés desigualdades
simplesmente os valores de m reais tais que m > 2. JHC

556 — Aplique a férmula do desenvolvimento do binémio
de Newton ao desenvolvimento de (14+wx)4. R: (1+4x)i=
—1-4+4x+6x244x3 x4, J5Cy

557 — Defina algébricamente o logaritmo do nimero V
no sistema de base a. Calcule o logaritmo de 16 no sistema
de base 2. R: Chama-se logaritmo do nimero N no sistema
de base a ao mimero x tal que a*=N. Assim log, 16=x,2*=16
Xi=—=4., A CC;

558 — Os comprimentos das bases de um trapézio rectan-
gulo sdo 16m,32 e 13m,86 e o da altura &€ 4m,29. Calcule recor-
rendo ao calculo logaritmico, os valores dos argulos do tra-
pézio. R: Como ¢ obvio dois dos dngulos sdo rectos e 0os outros
dois sd@o os angulos agudos dum triangulo rectangulo de que
0s catelos s@do 4m29 ¢ 2m46--16m32 13286, £ serd entdo

2,46 :
159 donde logtg2=0,39094-+1,36754=1,75848 ¢ 2.=29049'52"
e B—600 10! 8/ —90°--290 49/ 521, s

L o

559 — Verifique a igualdade: sen(a+b)sen(a—b)=sen2a—

Em geral, aplica-se éste método, quando as sucessivas pro-
posicdes sio mesmo equivalentes entre si. Sao déste género as
demonstracdes que, vulgarmente, se apresentam como «veri-
ficacoes de identidades», em que a passagem de cada térmo
para o seguinte é feita com a aplica¢ao dos chamados «prin-
cipios de equivaléncia das equacdes». Exemplo: Seja o teo-
rema: "a."yYb="yab"; para a sua demonstragio con-
sideremos, sucessivamente, as seguintes proposicoes, equiva-
lentes entre si: ("ya."yb) = ("yab)", ("Va)".("yb)" —
—("y/ab)”, ab — ab; mas a ultima proposic¢do ¢ incondicio-
nalmente verdadeira (trata-se duma identidade): logo, também
a primeira, equivalente a esta, sera incondicionalmente verda-
deira, e assim o teorema estd demonstrado. Notemos que, neste
exemplo, intervieram nio s6 os principios de equivaléncia,
mas ainda : 1) propriedade relativa & poténcia dum produto;
2) definicdo de poténcia; 3) propriedades da igualdade.

(Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA

d) Em virtude das convencdes adoptadas no § 12, a hip6tese déste
teorema (<a € b sdo nameros» e «m é um nimero inteiro») € supérflua,
e assim o teorema fica reduzido a tese, proposicdio incondicionalmente
verdadeira neste caso. Supomos, é claro, que se trata aqui apenas de raizes
positivas.

ESCOLAS SUPERIORES

—sen?b. R: sen(atb)sen(a—b)=(sen acosb+senb cosa)><
X (sena cosb—sen b cos a)—sen?a cos?b—sen?bcos’a—sen?acos’b —
sen’b(1--sen?a)=sen’a(cos?b+sen’b)—sen’b—=sen?a—sen’b .

J. C.
560 — Determine, sem recorrer as tdbuas, os valores de:

13
cos 75°=cos (30°445°) e de tg <~— A -> R: ¢os 50 =cos (300
)

+45°)=cos 30° cos 45°—sen 30° sen 45° — ‘{2.3, 4 ‘/2 & % : ‘{)2
V2 ¢ ey A3 ) 13 ¥ - e
=Y (V5-1); tg<_ = w)=.,,tg§r:_tg 5=—V3. lLc

561 — Considere uma circunferéncia de raio ». Trace
uma outra circunferéncia de raio

, € que seja tangente interior-

r;ente a4 primeira. Demonstre '

que ha um numero inteiro de cir-
cunferéncias nas condicoes da 2.2
e que s3ao tangentes entre si. B
R: Da figura, considerando o
triangulo |OAC], dedus-se que

_ﬁzl, dond, 300
sen o oC 9 onae d.—=c (4

A
portanto AOB=60°. Como 360°=

=600 conclue-se que ha um mimero inteiro de circunferéncias
nas condicoes do enunciado,; ésse miimero é evidentemente 6. j, C.

562 — Numa divisdo, com resto diferente de zero ;qual é

o menor numero de unidades que pode juntar ao dividendo
sem alterar o resto? Justifique a resposta. R: Zem-se
(1) D=dq tr, r <d; adicionando m a ambos os membros de (1)
vem (2) m+D=dq+r+m. Para que m seja o menor niimeyo
nas condicoes do enunciado, deverd ser (3) m+D=d (q+1)+r
ou atendendo @ (2) e (3) r+dq+m=d(q+1)-+r e portanto m=d.
RSAC
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563 — @) Quais sdo as superficies de revolucio mais im-
portantes que conhece? Como podem ser geradas? Dé as
suas defini¢oes como lugares geométricos. Descreva-as suma-
riamente. 4) E dado um triangulo isosceles cuja altura é igual
ao dobro da base. Faz-se girar ésse triangulo em torno da
base; exprima a area do sélido obtido em funcdo da altura
do triangulo. R: §) O solido gerado é constituido por dois
cones da base comum e simétricos em relagdo ao plano desta,
A drea do sélido é, portanto, o débro da drea lateral de um
dos cones. Qualquer déstes tem por base um civculo de raio
r=2b, sendo b a base do triangulo dado, ¢ por altura h=b/2.
Logo S=2{/1Tb=.

564 — Determinar o raio da base e a altura dum cone cir-

1 3
i Ta’
3

R : O enunciado condus ao sistema

cular recto sabendo que o seu volume é e que a sua

4rea total é =b2. Discussdo.

[1 2h 3
— #r2h =—ra’
o a

>~

( r2h—4a

dond,
{ T0- 1 h2— (b2 12)2 bk

G

g?=r2+h? ou
l =T (g+r)==b?
Vbt + /b5 128b2 ad
2b
e o problema terd duas solugoes.

. Condig¢do de possibilidade b®>128ab

r=-+

565 — Determinar m de modo que a fraccdo f(x) =

x24+1
T X242 +m
fique a determinacdo. R: A frac¢do dada serd positiva se a
desigualdade x2+2x+m >0 se verificar qualquer que seja x
real, visto que o numeradoy é sempre positivo o que condus
am>1,

seja positiva para todo o valor real de x. Justi-

A“L-G-E-B-RA

F. C. C.—2.° exame de fregiiéncia, 1940

569 — Determinar ~# de maneira que a equacao a*>+{ay?
+(a+1)xy+(1—a)v+h—-0represente duas rectas.

570 — Mostrar que as bissectrizes dos angulos externos
de um triangulo encontram os lados opostos em pontos coli-
neares.

571 — Para valores reais de @, mostrar que a equagao
f(x)+af'(x)=0 tem, pelo menos, tantas raizes reais como a
equacao f (x)=0.

572 — Partindo do método de aproximacao de Newton,
deduzir uma regra para obter a raiz quadrada do nimero
positivo A .

573 —; Qual é a condigdo para que a equacdo &% axd|
+ 82 ¢cx+d—=0 tenha duas raizes cuja soma seja igual a soma
das outras duas?

F.C.L.—2.°Exame de fregiiéncia, Maio e Junho de 1940

574 — Complete, de forma que seja reciproca, e resolva a
equacdo 6a0+5x0—4dxit44a24... =0, R: Os termos que fal-
tam sdo —5x e —6. As raizes sdo +1,2,1/2,-3, —1/3.

575 — Deduza a equagado da circunferéncia que passa por
P (0,1) e forma com a circunferéncia &2+ y2—3x+4y+5=0

GAZETA DE MATEMATICA

566 — Seja um triangulo rectangulo de catetos b e ¢ e
seja b+¢=S, b—c=S'. Exprimir em funcdo de S e S' arazio
das areas do triangulo e do seu circulo circunscrito. R: Zem-se

S+ S! S—S! 1
imediata e sucessivamente b=——_—1 c=— = a3=':§(S?—{~S'~’)

—a 1 2 DNS AN P % 9 19 AIA_S’),,SQ 1,
B (8% B, Ayes S TRsRy e i S

567 — Determinar o maior e o menor valor que pode

tomar a soma do seno com o coseno dum mesmo angulo.
[ \

R: A4 soma S=senasicosaz—=senas sen( 3 ~~a,) pode escre-
N /

ver-se S—-‘)seni—cos<7mL T>= ‘/‘Z.cos(a,-#%)- Como  se

reconhece, imediatamente, S serd mdximo quando o [for

/ o N / 7 \
cos(z i —1>r ou' 0 que ¢ 0 mesmo, quando for cos (a. r 1 )*— il
4 N 2

e, portanto, o= 2ks — i— (k 7nteiro) .

568 — Defina progressdo aritmética. Resolva o seguinte
problema: Numa progressédo aritmética de #+1 termos, conhe-

- ce-se a soma s dos #z primeiros termos e a soma S dos #

ultimos. Calcular os elementos da progressdo. R: 4 relacdo
S—s 1
aiS=s}atrn dd-nos r= Eige i B relagdo a+S= ~(2a+

+rn)(n+1) conjuntamente
(3-n)S+(n-—1)s
Al se inda gk by

2n

com o resultado anterior

e podemos calcular os elementos da pro-
gressdo.

As solucdes dos exercicios 565 a 568 foram-nos cedidas pelo assistente
Dr. Augdusto Sé da Costa.

SR EsRABOLR

um sistema de eixo radical »;, sendo 7, tangente a x¥2+9" - 2x—
—4y—-5=0 no ponto P (0,5). R: 6 (x2+y?)—36x+13y —45=0.
576 — Deduza as equacdes duma recta que passe pelo
ponto P efacacom OX e OZ angulosde 45° e 60° respecti-
vamente; P € traco da recta ¥=2¢—0, y=3s—1 no plano =;
= € um plano paralelo a x—y+ {/25—7=0, cortando a esfera
X2+ 9?52 —4x+29—-20=0 segundo uma circunferéncia de raio
20 ‘ - 30 : 10
i S iy o T et
V2 % 1 E i o4

577— Resolva a equagdo 245 —x4—1143 41642 —30x 4360,

X —

iguala 3. R:

e A S L

578 — Calcule a drea do paralelogramo definido pelas
rectas de equagdes 2x—5y+14=0, bx+y—19=0, 2xv—5Hyv—
—13=0 e bw+y+8 =0. R: S=27,

579 — Deduza as equagdes da recta definida pelos pontos

P, e P»; Py é um dos pontos da esfera a2+ y2+32—4x+2y—65-+
g x+1 2+3
+5=0, em que o raio & paralelo a _'451 =%= g -

o ponto de encontroldas rectas 7; e #, de equacdes x=5s—2,

Yepgé
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580 — Resolva a equagdo Hx?+6=0 usando o método das

equacoes reciprocas, R: .\/6, ¥ \/G .1+ ‘/5%‘/-2(‘/5—5),
5 5 +

s /54 V5 (1ETs)
\/) V5+V2 (V5+5) ;

4

581 — Deduza a equagao da circunferéncia que passa por
Pj e é tangente a 7, no ponto P,{—3,—1); P, éainterseccdo
de 3x¥-2y—-3=0 com a mediana relativa ao vértice 4 do
triangulo definido pelos pontos 4 (0,—1) B(1,3) C(5,1), e
ry € paralela ao lado BC do mesmo triangulo. R: 6 (x24-y?)+
+19x 22y —25=0.

582 — Calcule a distancia da recta »; arecta #,; »; € eixo
radical do sistema formado pelas esferas de equacdes x2+4 32+
+82—=3x4-2y +5—12=0, a2+ y*+ 32+ —5=0, 24 945242y —
—6=0 e 7, & a recta de equacoes ¥=3s—-1, y=542.

R: d=1/y/6.

583 — Escreva uma equagdo de 4.° grau que admita as

' raizes 1 e 2 e cujo primeiro membro dé de resto —90 e —144

quando dividido por (x+1) e (x4-2) respectivamente.
R: (x+1) (x+2) (x+4) (x—4)=0.

584 — Deduza a equacdo duma recta que faca com OY
um angulo de 30° e passe a distancia 2 do centro da circunfe-

réncia 42+ y2+2x—6=0. R: x— {/3y—3=0 ¢ x— \/gy +5=0.

585 — Deduza as equacdes da perpendicular comum as
rectas 7, € #, e que as encontra; »; passaem P;(1,0,0) e é
paralela a OZ, », passaem P,(1,-1,1) e é paralela a
x+5 =z—1 : ,x-:l
;2 = —-:—3—1 _1’:0. R: ' :"T1 .

586 — Desembarace a equacdo 2x5--dxt 12043 1232 —
—x+3=0 do térmo em &3, R: 2x5}25x4 -428x2-1073x —
—T67=0 ¢ 2x5—25x41}822x2—-3043x1+3273=0.

587 — Dadas as rectas # e 7, deduza a equagdo duma
recta que passe pelo ponto de abcissa 5 da recta 7y e forme
com as rectas dadas um triangulo de area S=7; »=3x—2y—
—7=0, ry=x+4y—7=0. R: 2x+y—14=0 ¢ x—3y+47=0,

588 — Deduza a equacdo do plano que passa pelo centro
da circunferéncia T e pelo centro da esfera &+ y2+5°—2x -
+2y-1=0 e que €é paralelo a OY; T € a intersecgao da
esfera 3 (a24 2+ 5%)—18x—30y—125—5=0 com o plano YOZ.
R: 2x42z—-2=0.

589 — Servindo-se da regra dos sinais de Descartes indi-
que quais as possiveis distribuicées das raizes da equacado
a°—4x3—342-x—2=0 nos campos positivo, negativo e imagi-
nario. R: As distribuicoes possiveis sdo: a) 3 pos., 2 neg.,
o imag; b) 3 pos., o neg., 2 imag.; ¢) 1 pos., 2 neg., 2 imag.;
d) 7 pos., 0 neg., 4 imay.

590 — Deduza a equacdo da recta que passa pela inter-
seccao de 7y e 7y e € paralela a 735 7 =3x—y+7=0, r,=2x—
—9+5=0; ry € bissectriz de um dos angulos formados pelas

rectas dx—2y—1=0 e 2x—5y—13=0, R: r'=x+y+1=0 ou
rll=x—y+43=0.

591 — Deduza a equacdo da esfera que passa pela origem
das coordenadas e forma com a esfera X um sistema de plano
radical =; X é tangente ao plano 2x—y+2s—-6=0 no ponto
Pi(1,—2,1) e com o centro no plano 3x—2g+1=0, = € um
plano paralelo ao plano 2x—y—2z+6=0 a distancia 2 do cen-
trode =. R: 5(x2+y2+22)+22x+4y ~2z=0 e T(X*+y’+2°)+
+2x +26y +-26z=0.

Os exercicios 574 a 591 e respectivas solucoes foram-nos cedidos
pelo assistente Dr. J. Pais Morais.

I.S.C. E. F.—2.° Exame de fregiiéncia, 17-6-1940.

592 — Determinar um polinémio do 5.° grau que satisfaca
a relagdo P (v)+ P! (x)—P!'(x)—P!" (x)+P"(x)—P'(x)=
x5 xt
= ,',Jr 7 Estudar a equacdao P (x)=0 e determinar as suas
5/ 4!
raizes reais com uma casa decimal. R: Se¢ja P (x)=agx+
+agxita,x3fazx?fa;x+a;; serd Pl (x)=5agx!+4a;x3+3a,x2+
2asx+az, —P!'(x)=-20a,x3-12a; x2--63, x—2a,, —P/'(x)=
—60ayx2—24a;x—6ay, P'(x)=120ayx +24a;, —P"(x)=--120a.

xd x4
De P,»P' ~Pl_P L PIV__PV = o + ?’ y vem
X 4

[ ag=1/5/ [ a=1/5/
Hayt+aj=1/4/ ay=0

202442y +a;=0 a,=1/3/
—776()80 1231 S 332-{-33:0 azg=0
1202y—24a;—6a, 4233 +4,=0 a;=0

\ —120a9+-24a;—6a,—2a3+a;+az=0 | a;=0
e, finalmente, Px)=x°5/+x3/3!. A equag¢do X3/5/4-x3/31 =0,
ou, o que ¢ o mesmo, a equacido x*+20x3=0 admite, como tme-
diatamente se veconhece, a rais nula (tripla) ¢ as vaises ima-
gindrias conjugadas +2y5i, logo escrever-se-d P (x) =
=1/57.%3 (x2+20)=0.
593 — Estudar e representar geométricamente a funcédo

Y(w)= x%i' R: Estudo da funcdo y =

S
Dominio: Os intervalos (—co,1) e (1,+00) abertos.
Valores particulares: Nunca se anula, porque o numera.

dor nunca se anula. Para x=0 vem y—= 1. Tem-se ainda
- (5 e’

i oo ilim ——==10,

x->+400 X pr =0 X'_l

Continuidade : 4 fungdo é continua em todo o dominio
de defini¢cdo. Para x=1 a fungdo ndo ¢ definida e tem-se
e’ . = s
lim —==—° e lim =+c0; Jlogoa funcdo admite uma

i X il w140
descontinuidade de 2.% espécie (salto infinito).
Miximos e minimos. Crescimento. Zem-se

el et i o '

i (x_1y = (x—12" y'=0<«—x=2,
e (X jRedef (R P S Xe a5 i :
A (x—1) e T R (2)=e?

¢ a x=2 corresponde um minimo para a func¢do: y=e.
Reconhece=se imediatamente que nos intervalos abertos

(—o0,1), (1,2) e (2,+00) 0s sinais de y' sdo respectivamente

—, —, -+ logo, @ fun¢do é decrescente nos dois primeivos

intevvalos e crescente no ultimo.
. 3 x2=4x 45
Inflex6es. Sentido da concavidade. y!'=e” R

y1=0<—x2-4x+5=0<—x=2+41 ¢ ndo hdi inflexdes.
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A segunda derivada é negativa no intervalo abevio (—oo,1)

e positiva no intervalo aberto (1,- o), visto que o seu sinal

depende unicamente do demominador, pois ¢ sempre e >0 ¢
2 AX+5>0.

I.S.C. E. F.—2.° Exame de freqiiéncia, 24-6-1940

594 — Utilizar o desenvolvimento em série para o cileulo’
com um érro inferior a 1073, das ¢ rdenadas dos pontos de infle-
xdo da curva de equacdo y=-¢ > 2R A fungdo y—e=2" ¢ par,
logo basta determinar os pontos de inflexdo de abcissa posi-

!

tiva para que todos fiquem determinados. y'— - Axe™" | yli—
— _de~ 116x2e% —e~% (165?—x), y''=0<— 165?40 <—
< x=F1/2, yl=_(16x°—4)dxe> fe >, 82x, yI(1/2)=
=16e~'120 ¢y (—1/2)=-—-16e"12£0. Logo, os pontos
(—1/2,e72) ¢ (1/2,e7'?) ‘sdo deinjylexdo.
ALt 1 ;_1,,. 1, okl ) D
Do 20T 88y
Tratando-se duma série alterna, ¢ um limite superior do
resto o valor absoluto do primeivo térmo despresado.

i

et :
2:111.[

nmoauooo‘)m—1 g0
1840

No cdglenlo do 4.2 e do 5.2 termos cometem-se ervos infe-
riores a 107",
Por outro lado se considevarmos apenas os 5 primeiros

e 12-1--0,5+0,125—

termos da série, cometeyemos um érvo inferior a

1840
O érro absoluto sevd porianto inferior a po okt : &
: ' 10000 10000
: 684 L y :
1 L >l dogo et 1-0,540,125--0,0208+

1810 920000 7 1345 :
+0,0026=0,6068 ¢ um valor aproximado a menos de 10~*, como
se pretendia.

595 — Dada a fungdo s=als", yler verificar que

ooE Ve
Yoz~ by
771— - 0; =2log (x.9)—-1."R: A funcio y=x"vsyu=
T oy
3z
pode por-se sob a forma  z—=e*lvrliv, donde : *éé:
1 2 bi = 2 /u blz =

:;dlog)e" ¢ oy — 2 log xe2ko e et

1 1 2z
A 2/0g 2 logy L 2 log ar ;r/ S

< 2logye e 4 loge yei ek E

1 1 ¥z
o o 2 log xe2korlny + ;~4lov—xe” i ITE Y oSt

2 ¥z 2 log a1 1 3 it 9

I g 2e2turlony(—log y+2log® y+log x—2 log® x).

0z 0z 5 ;
B=x e W = 2e2lm«luy (Jog y—log Xx).
B locr x—logy+2log2y—2logZx  _ log?y—log®x
Bl log y—log x “° logy—logx

=2log (xy)—1

596 — Dado o vector #=al+bJ+cK 1.°) mostrar que os
3 vectores uy=uNIl, us=u)J, ns=u/\K sdocoplanares e para-
lelos a um plano perpendidular ao vector #; 2.°) verificar que

GAZETA DE MATEMATICA

wuy A Uy -ty \ Uz s )\ 2y ~—(a+b c)u; 3.°) determinar os angulos
que formam, dois a dois, os vectores u,u,,u3. R: u=al+

+bJ+eK, yy=upAl=c]J—-bK, up=uA J=—cl+aK, uy=u A
NK=bl-a]. Sdo coplanares: u;\u,|uz= 0 ¢ —b |=0.
=¢ 0 a |
b'-—a c|

Qualquer dos trés veclores uy, uy, 0y é perpendicular a u, logo
0s trés sdo paralelos a qualquer plano perpendiculay a u.
u; A ug=acl+be]+c2K, uyAug=a2l+abJ+acK, uzAuj=abl+
b2J +beK; uy Auy+up Aug+uzAug=a (a+b+e)l+bla+b+e)J+
+c(at+b+c) K:(a—'rb—,H:) u. ZTem-se:

ab Va- b2 c?
‘/ T =, sen (U A Up)=— ===y
av

V. b2 et Y a2+ e?
é“r b’ c?, ¢ expressoes andlogas para os
ab !

cos (u; A uy)—

tg (ug A ug) =—

outros angulos.
As solucdes dos exercicios 592 a 596 sdio do assistente Dr. A. Sa da
Costa.

. S. T. — Alguns pontos do 2.° ex. de freq.,

597 — Discutir e resolver o sistema
{ (@—1Rx+(a*—1) y=(a+1)
'( (2a—1)x+(a+1) y=a>—1
R: A caracteristica da matyiz dos coeficientes serd 2 ou 1 con-
forme for a==0,4+1, on a=0,+41.

No primeiro caso, a+0,-1, trata-se dum sistema de
Cramer, portanto, compativel e determinado e tey-se-a: X=y=

(a+1)(a—3) ; .
HCTIErETE ™ coordenadas do ponto de interseccdo das rectas
representadas pelas equacoes do sistema.

Se a=0, —1, o sistema é compativel, porque o inico cara-
cteristico se anula para qualquer daqueles dois valores de a
Az=a(a+1)(a2—Ha+2), esimplesmente indeterminado. As equa-
¢0es do sistema ndo sdo distintas ¢ vepresentam a mesma recta—
x—y—1=0 on x=0.

Se a=1, o sistema é incompativel, pois é 5,50, e as equa-
coes do sistema representam duas rectas paralelas —a recta no
infinito do plano OXxy e a recta de equagdo x-+2y=0.

598 — Achar a excentricidade da cénica a?-2xvy--5Hy? -

2x-+69y=0 (eixos rectangulares).

599 — Sendo M o ponto de encontro do plano =2 com

s=2x+1
a recta » yie—4
relacdo aos pontos 4 e B de encontro de » com os planos
YOZ e X0Z.

600 — Mostrar que a série V < g; ) € convergente para
I

1940

(@ parametro variavel).

achar o conjugado harmonico de M, em

x2
R: A sévie de termo geral v, ot

convergente para todos os valores de x. Prova-o a aplicagdo

1 2
do critévio de Raabe hm n(—‘l—- 1>*11m n<k *(Bj?)“ 1> =
00 ¥ X3

todos os valores de «x. é

1 i Pne
2n2+n . T s
=5 an,} R ey qualquer que seja X, finito e naoc nulo.
X 2
Comparemos com esta a sérvie proposta : lilg poe ek K
s

n
=1-0,c0; as duas séries tém o mesmo cardcter ¢ a Série
dada ¢ pois convergente qualquer que seja X .
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601 — Estudar a curva: 32} xy 2xi+v--dx +3-0 (eixos

rectangulares; tracado grafico aproximado).

602 — Verificar analiticamente que as rectas que unem
os meios das arestas opostas do tetraedro 4 £CD sao concor-
rentes. Achar as coordenadas do ponto de concurso.

A (0,0,0)5 B(6,0,0); C(480); D (2,210).
et

603 — @) Mostrar que a série 2 5,1 para x=0,1 é con-
vergente §) e calcular a sua soma com 6 decimais exactos.
R: a) A aplicacdo do critévio d’Alembert a série proposta

li ‘\'_r-{l(i)ll__])i A ] O 1-
“1!11 =1 (20 +1) = mg Ty x2 dis-nos que ¢ (—1,1)
o seu intervalo de convergéncia. A sévie é convergente para
: shd A RESUREs LR, SN A
x=0,1. b) A série escreve-se 10 3.10° LS T T
! 1 ; . 3
SR @p 1) 107 .+ . E uma majorvante do vesto a
série 1071 4105 4- ... L1020 . . cujo resto R, tem por soma
%1020t 10? Sacal
R, =170 ~ 10%+ (10°1)  99.10%1 "

1 1

Determinemos p de tal modo que R, <10~ —> 99 1021 =105’
99,1021 > 106, 99,1027 >1 —>p>3 :

Entdo, por ser R, <R, , serda R,<10~% para p=>3.
Finalmente Sz—0,1+0,003333 10,000 055-0,103 388 ¢

CRLCULO
F.C.L.— 2.°c Exame de fregiiéncia, Maio e Junho de 1940

609 —Deduza as equacdes das assintotas da curva a%—xy2—
__‘_)a:‘l;,f,a.'S:().

; dx
630 Calole i

PoG

611 — Calculeaarealimitada pelasduas parabolas y?—2x=0
v?—4y=0.
9 3{'\,.,‘ : 7 > .—23\//"

2 : 3
W / (vex —% )ax= B e
bl ; 3 3 0

(o]

3 12 e
M. Z.
612 — Determine os pontos singulares da curva
vi—a? (a2+497) =0,

613 - Calcule / ‘\,/ %,T',“jd
x

.
614 — Determine a area da superficie gerada pela rotacio
em torno de OX do arco de curva 6xy=xt4-3 compreendido

entre as rectas x=1.e . x=2.,
a3
615 — Determine os pontos de inflexdo da curva y= 5 i a?
—2a%x i
(XZ_%‘a.')g ? )’ T2
~ 6a%x2-2a° = 1‘)a‘x(‘<1+a )—6x (623 x2—2a’ ) 4 by
C(x2ta?) Y e (x21a) sraizesde
vI'=0 ou da equacdo 3x’—a>—0 sdo a[\/3 ¢ —af {/3, valores
que nao anulam y'' . Os pontos de inflexdo da curva, que tem
o0 eixo das ordenadas por eixo de simetria, sao (a/ V3,3a/4) e

—alV/3,3a/4) e as tangentes pedidas, notando que y’u/‘/x =

e as tangentes nesses pontos. R: Tem-se y' =

ik

um valoy aproximado a menos de 10" da soma da sérvie pro-
posta. \

604 — Dada a conica 22— 2xy 3x+1-0, determinar as
tangentes paralelas & recta 2v+y—1--0. Fazer o respectivo
tracado grafico.

605 — Achar as equacdes da recta que encontra as rectas
(w=28+3 | x=2s+1
;y=23+4 ?_}'--3~ 2
sidas duma recla paralela a Ox sGo y=p,z=q. Para que
esta recta encontye as vectas dadas, ¢ necessdrio e suficiente que
p ¢ q satisfacam, simultaneamente, a p—2q--7 ¢ p=3q-+2
donde p=1T7 ¢ q=5.

e é paralelaa OX. R: As equagdes redu-

606 — Achar o desenvolvimento da série inteira da fun-
a+x S ;
cao f(x) arctg --------- (@ constante) e indicar o respectivo
ax
raio de convergéncia.

607 — Achar o diametro da conica 2x°-3xy-{4y>—2x—
10 perpendicular a recta que passa pelos pontos A4 (0,4)
e B(—2,0),

608 — Achar a equacdo do plano que passa pelo ponto
A4(@2,1,—-1) e é paralelo a recta x—2z+3, ¥-2 e perpendi-
cular ao plano 2x+3y—4s+5-0.

As solucdes dos exercicios 597, 600, 605 e 605 sd@o do Dr. Audusto Sa
da Costa.

ENE FNPE-B oSN A,

=—9/8y/3 vy =8 V3, tém por equagies Y-—3a/i=
——9/8Y/3 (X a/V&) e Y-3a/4=9/8y/3 (X+a/V/3).
M. Z.
cos? & X
616 — Calcule 1‘»“./ 208 v——sé?f{ dxv. R: Fazendo tg 57
1-12 2t 2dt
donde cosx g dre= vem

T TR T
1re sen x -

e e O
/ (1—t2—2t) (1 +t2)2

+Clog (t2+1)-}-Darctg +

“1re ire.

Alog(t+1— /2)+Blog(t+1-+ /2 )+

e =+ th

w1 teons o
617 — Determine o volume do s6lido compreendido entre

os planos ¥—=0 e x=6, limitado pela superficie gerada pela

x—8) y2=2x (x -6
rotacdo em torno de OX da curva: ! ( )y ( )

? =0
: x(x—6 16
R: V=7 / y2dx =2x | Xims’)dxv:‘zﬁ / (x+2 rvsj;(ydxv:
0 g Ty -
—9% [ x2/24-2x+16 log (8—x) |y = 27 (18+12+16 log2—161og8)~—
=27 (3016 log 4) . M. Z.

. S. C. E. F. —2.° Exame de fregiiéncia, 17-6-1940.

618 — Determinar as curvas planas para as quais o raio
de curvatura é inversamente proporcional a abcissa.

619 — Integrar a equacdo v""+2k%y' +k'y—=2?11 (k cons-
tante).

620 — Determinar a evoluta e o raio de curvatura da
curva y=3¢"%,
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621 — Determinar os maximos ¢ minimos da funcio
U=g—~x—y sobre a esfera 2+ 92+ 5>—4, R: Trata-se dum
problema de mdaximos e minimos condicionados, fdcil, de resto,
de vedusir por eliminacdo a um problema de duas varidveis
independentes.

As solugoes do sistema: X2} y*-722=4, x—y=0 ¢
X —z=0 ddo-nos os pontos de estaczonama’ade da func¢do u

que sGo X=y=z—=—+2[{3. M.Z.

8. C. E. F.— 2." Exame de freqiiéncia, 24-6-1940
22 (2

622 — Integrar a equacio 2y (ﬁ:' (E)
623 — Escrever as equacdes do plano osculador e do plano

( x24-y2=4
normal da curva ) S sty
x24-52=9,

-2
624 — Calcular o volume limitado pela superficie 't 2

& yT =2s e pelo plano s=3. R: 4 superficie dada é um para-
boloide eliptico tendo OZ por eixo e tangente na ovigem ao
plano z=0. O volume é medido por V= // (3—x?/4—y?/8) dxdy,

sendo A a drea limitada ;ﬁela elipse x"/12 +y¥24 =1, projec-
¢@o de x*|2 4 y*/4 =2z ,z = 3 s6bre OXY. Facamos a mudam‘a

de varidveis x=2X, y=\/ 8Y; atendendo a que b(X’{') =4/ o
—Y?)dXdY, sendo A/, trans for-

temos V =4y 2 [f(3 — X2
A7

mado de A, o circulo limitado por X2 -1-Y2 =3 ; introduszindo
agora coordenadas polares, vem, finalmente,
X ie ‘/: ; i
—=4y/2 /f (8 — ¢2) ¢dpdo —4;/2 fde / (B — ¢*)ds —= 18/ 2.
M. Z.
625 — Mostrar que a equa¢do homogénea Pdx+ Qdy—=0

admite o factor integrante 1= R: Por hipdtese

20Q
03 -t TR
0 T i Q 5
var qe v~ Pk%QQ)zgi" Fx:ﬁyA v 0 que é fdcil escre-
vendo as expressoes destas devivadas ¢ notando que ¢ mP —

P P 110)
e e oy Y ¢ m@— gt b?y (teovema de Euler)

Px+Qy’

homogéneas do mesmo grau; é preciso pro-

M. Z.

I. 8. T. — 2°. exame de fregiiéncia, 1940

626 — Integrar a equacdo ¥ — 7y' + 10y — 2sen 2,
R: Trata-se de integrar uma equacio diferencial ordindria
de coeficientes constantes com segundo membro. A equacio
homogénea correspondente y' -Ty' 10y -0 fem por equacao
caracteristica o>—T04+10=0 de raizes 2 ¢ 5 ¢ admite, portanto,
o integral geral Cy e*+C, e™. Atendendo & forma especial do
2.9 membro ¢ possivel dcterminar um integral particular da
equagdo completa que, somado ao integral geral da homoginea
dd o integral geval da equacdo dada. O integral particular ¢
da forma Y —a sen 2x+b cos 2x ¢ para determinar as constan-
‘es a e b basta substituir Y ,Y' ¢ Y!' na equacio proposta e
identificay. Obtem-se assim Y"-7Y'-10Y =(6a+14b) sen 2x +

+(Cb-—14a) cos 2x—2sen 2x, ¢, identificando: 6Ga-+14b—2,
3b—7a—0, donde a=3/58, b—=7/58.
O integral geral da equacdo dada é pois: y—Cipe¥+
3 7
@t — IR 2x.
+Cye :_)Ssen w 75 c0s 2x s

627 — Determinar as curvas planas para as quais a area
do trapesoide limitado pela curva, pelo eixo dos xx e por duas
ordenadas, é proporcional ao comprimento de arco limitado
pelas mesmas ordenadas.

628 — Calcular o integral duplo '/.f/'.\fdxcbr sendo 4 a area
1

20 + y=2.
0,0),

limitada pelas rectas y — 0, }},, e
R: A ¢ a drea limitada pelo tridngulo de vértices

(1,0) ‘¢ (28,28). Temese: I~ [[xdxdy - '/"y/ xdx—

2/3
)

/ ' (1 oy '—y'-’.—, iy ;/ A==y ‘ Yy dyT

0

A integracdo por outra ovdem exige a decomposicio de A
em A e A feita pela recta x=2/3 ¢ tem-se neste caso :

2/3 ; “2/'¥

/"/ .xdxdy = /‘dx /.xdy == / x2dx = /] xdxdy =
S s 0 s

a G : i ey e
=/ dx | xd v:i’/(x x%)dx = | x2— Y = =7)/' donde
93 b 93 & e
o 24T b
3 27 v M. Z.

629 — Determinar os pontos de inflexdo da curva yt—942-

1 1
+27y=0. R: Tem-se . e (x1—9x?), y’=*2~;‘;(4x3-—18x),

1 8
Y b 6-(4x2~-6), y”’:A*(Tx. A4 equacdo y'"'=0 ou 2x2—3—0

tem as raises =1/ 62,
y"’fw >0. Os pontos (Y 6/2,512) e (-
—Vo2

pontos de inflexdo da curva dada. M. Z.
I. 8. T.— 2.° Exame de freqiiéncia, 1940

630 — Determinar os pontos miiltiplos da curva af 293
392242410,

valores para os quais y" 0 e
Vo2

/2

1/ 62,5/12) sdo

Yrpat=4
631 — Dada a curva y

Sen x = =
2

¢oes paramétricas em funcdo do arco s e determinar as coor-

€scCrever as suas equa-

- /. ™
denadas do centro de curvatura no ponto ( x

&~
\

A
12,0 )
. /
632 — Determinar para a equacdo p2x—2py+4xr—0 o
integral geral e as solucdes singulares, se as houver.

633 — Determinar as curvas planas para as quais o com-
primento de arco 4D, contado a partir duma certa origem 4 ,
€ proporcional ao coeficieute angular da tangente em P.
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F. C. P. — 1.2 Exame de fregiiéncia, 1940

634 — Um ponto P descreve uma elipse de semi-eixos a
e b de tal modo que se verifica a lei das areas relativamente
ao centro O da curva.

a) Calcular as componentes da aceleracdo de P segundo
os eixos da trajectoria‘em fungdo das coordenadas cartesianas
de P referidas a estes eixos.

b) Calcular o valor numérico desta aceleracdo quando P
se encontra num dos vértices da curva sdbre o eixo menor.
Dados numéricos: a=4m; b=2m; velocidade de P a sua
passagem por uma das extremidades do eixo maior da elipse
v=30 m/min.

635 — I£ dada num plano = uma circunferéncia C de raio #
e centro O. Uma régua 4B assente em = estd animada duma
translaccdo uniforme rectilinea de velocidade 77 formando
um angulo de 60° com 4B. Supondo que sdo P e O os pon-
tos de interseccdo de 4B com C calcular: :

¢) As velocidades de P sobre a circunferéncia e sobre a
régua A7 no momento em que a distanciade O a 4B é 60 cm
(r=1m ; V=5 cm|min) .

d) A velocidade de aproximagao (ou de afastamento) dos
pontos P e O no instante considerado.

636 — Um disco circular C de raio » rola sem resvalar
sobre uma recta fixa A de modo que a velocidade do seu cen-
tro, O neste movimento é /7 constante., Ao mesmo tempo o
plano = do disco gira em volta de A com velocidade angular o
também constante.

e) Qual é o eixo do movimento helicoidal tangente ao
movimento que resulta dos dois movimentos acima definidos
e calcular o passo do movimento ?

f) Qual é a superficie axoide movel ?

g) Quanto vale em funcdo de V7 e de o a aceleracgdo do
ponto 4 da periferia do disco diametralmente oposto ao
ponto 7 de contacto de C com A?

637 — Duas barras rectilineas 48, CD articuladas em C
sobre AB movem-se sobre um plano = de tal modo que 4 e D
percorrem uma recta
8 Ox emquanto que 4B
se mantém constante-
mente tangente a uma
¢ circunferéncia de raio
R centrada sobre Ox .
#) Sabendo que a
velocidade de 4 é
4m/min e que a sua aceleracdo & constantemente nula, tra-
gar, para o instante em que 4B forma um angulo de 30° com
Ox, os diagramas das velocidades e das aceleracdes e dedu-
zir déles os valores da aceleracdo de D e daaceleracdo angu-
lapide CD
Dados numeéricos AB—6m; CD=3m; AC—2m; R—2m.
(Indicag¢do: para obter a direc¢do da aceleracdo de C procurar
graficamente a tangente ao hodégrafo do movimento déste
ponto pelo método exposto no curso para a cissoide).

>
-

0

638 — Em que casos existe num dado instante num sélido
em movimento mais de um ponto sem aceleragao.

¥

R A Cx:1 @O NGATL

Solugaes :

2

X
634 — a) Equacdo da elipse Yl iz TR 1. Lei das dreas

xy' — yx! = C (movimento no sentido de Ox para Oy C>0).

: six U oyl b2x
Temos sucessivamente P sk Seos e Onmipepli === PO v i
/ 92 “
X~ Cy Cx
e == Pl el Tl o s
( a’y )’) x =0y X D2t iy e donde X
NG iR i
Teeadb2¥ s Toaneheh S ey Sapi Y

A aceleracdo (central) é proporcional a distancia.

b) Para a posi¢do considerada ¢ P (0,b) logo x'" =0,

@2 (@ :
Ve Pl D e (dimens. »77?). Mas C=a.vsen(90°)-=
120 m?/min, /o, i i dvg 150 m/min?
= 120 m? : 0o |ap|=|——|=450 m/min?.
&0 PR Tese '

PN AR D
&

635 —¢) Temos (\AB) + ( ¢ ) = ) ¢ as respectivas ve-
locidades : v di-
rigida segundo Q
AB,V dadaeV,
tangenie a C. o
Como é V,=V+v
Vi e v ficam $
determinadas, ” ANE
conhecida V .

E da figura A qw
tiva-se:

v AN V,
sen (60°—6) seno

V3

5 L e e

donde: v=V.:—

sen 120° sen b

3 el
5 0,6 — 5 0,8 Soni’d
D e . —=4 cm/min.
0,8 sen 120° ¢
d) A velocidade de afastamento de Q e P é v' — v, isto ¢,
tem para grandesa a soma das grandesas das velocidades
v ¢ v. correspondentes a posicdo considerada.

0,75cm/min; V=V

636 —¢)Comooponto 1 temuvelocidade nulanos dois movimen-
tos considerados, o movimento resultanteé langente a umarotacdo
em volta do civo w + w, onde w, é normal a = ¢ tem para gran-

7

deza R O passo do mouvimento é portanto nulo.
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f) Por ser constante o angulo o e por w-+w,, se pro-
Jectar orfogonalmente em = tangencialmente a circunferéncia
que limita o disco, a superficie axoide movel ¢ um hiperboloide
regrado de revolugdo.

g) A aceleracdo de A pode calcular-se pela aplicacdo do

)
_,ode

™

teovema de Coriolis. O movimento velativo serd (

)(rolaaio w) ¢ finalmente o movimento abso-

3
transporie
? (Obs.
luto é o que resulta déstes ¢ aquéle parva o qual se prefende

conhecer a acelevacdo de A .
72 2

R

Temos pois: a,;—Roij=R-—= I—{ (centro das aceleragoes
em O); a,=2Re?, a,,—20Av,=0 por v, fer suporte paralelo

V2
ao de o (vot. de transporte). Serd entdo a,— 'R'+2Rm? R

637-—_/1) Resolucdo a publicar no préximo niimero.

638 — A resposta a esta pregunta encontra-se por exemplo
em Gaston Julia «Cours de Cinématique de la Faculté des
Sciences de Paris». pdags. 44 ¢ 45. O assunto foi tratado na aula
tedrica como éste autor o expde no livro citado.

OBSERVACOES

1— O ponto foi entregdue dactilografado a cada aluno, dando-se em
seduida as explicacdes que se julgaram necessdrias para a sua perfeita
compreensdo.

2 — Os alunos dispuzeram de 2 h, 15 m para o resolver.

3-— Aos alunos mais hdbeis aconselhou-se a resolucdo dos proble-
mas 634, 636 e 637; aos alunos médios a dos problemas 634, 635 e 636; final-
mente aos alunos mais fracos pediu-se a resolucd@o de um dos problemas
634, 635 ou 636 e a resposta a pregunta 638,

4-—-Embora duranté as aulas praticas se procure incutir no espirito
dos alunos a idéia _de que o emprégo dos métodos draficos exige grande
perfeicdo nos tracados, no exame, devido a escassez do tempo, consen-
tin-se que os alunos tracassem as perpendiculares a vista ou com o trans-
feridor.

— Os problemas 654 a 658 e respectivas solucdoes foram-nos cedidos
pelo Prof. Doutor Rodrigo Sarmento de Beires.

F. C. P. —Exercicios de revisao, Dezembro de 1938

+5=1, x+v ==2 esta localizado um vector deslizante de
grandeza 2. Calcular os seus momentos relativamente aos
eixos coordenados.

640 — Dados os vectores V =21—]J, V,—=]J 3K, V,=
—2K--I respectivamente aplicados nos pontos: 4, (2,0,0),
A,(0,2,0), A3(0,0,3), verificar se é possivel construir um
vector V; de tal modo que o sistema (V,V,,V;,V,) seja
equivalente a zero. No caso afirmativo calcular as coordena-
das vectoriais Pluckerianas de V;; no caso contrario justificar
a impossibilidade de resolver o problema.

ANALISE
F.C. L. — 2.° Exame de fregiiéncia, 22 de Maio de 1940

>

649 — Caleule | i 55 1955

sendo y uma
.

circunferéncia de raio 2 e centro na origem.

641 — Desenhar trés vectores paralelos V;,V,, Vs de
valores algébricos respectivamente iguais a —1,4, 3 rela-
tivamente a um vector unitario U. As distancias dos supoz-
tesde Vie V, ede Vo e Vys30: 2 e 3 em. Construir um
funicular déstes vectores e da forma do funicular deduzir se
o sistema é particularmente reductivel. Dizer, além disso,
onde deveria ser aplicado o vector V, para o sistema ser
equivalente a zero. (Supde-se que as posicoes dos vectores
Vi e V; se conservam).

642 — Um sistema de vectores deslizantes tem para ele-
mentos de reducdo na origem das coordenadas os seguintes
vectores: V=21-2J, My=—I+]J. Escrever as equacdes do
eixo central do sistema e determinar um torsor que lhe seja
equivalente, escrevendo a equacdo do plano do binario e indi-
cando a grandeza dos vectores que o formam e a sua dis-
tancia.

643 — Dado um campo de momentos dizer se existe sem-
pre algum ponto do espaco onde o vector momento seja para-
lelo a uma recta dada. Justificar a resposta.

644 — Dado um sistema de vectores deslizantes existirao
sempre duas rectas conjugadas do sistema perpendiculares
entre si? Justificar a resposta.

645 — Calcular a abscissa do centroide da area plana

2]
(3]

limitada pela sinusoide y=senx e pelarecta y = _ &, quando
I

)7

a funcdo associada é p.—1. Indicar também os limites do inte-
gral que € ainda necessario calcular para obter a ordenada do
centroide considerado.

Os exercicios 639 a 645 foram-nos cedidos pelo Prof. Doutor Rodrig
Sarmento de Beires. -

. §. T. —2.° exame de fregiiéncia, 1940

646 — Dado o sistema material

l xz1=0 ap=1 , x3=—1
my=23 y1=2 my= 13 v,= my=4y y3=2
l 8= 5) | l 32:2 l 5’:;?4()

escrever a equacdo do elipsoide de inércia em relacdo a ori-
gem e averiguar se algum dos eixos coordenados € eixo prin-
cipal de inércia nalgum dos seus pontos.

647 — Dadaa for¢ca /7 (X, Y, Z), funcdo apenas das coor-
denadas (x,v,2) do ponto P sobre o qual actua, e supondo
que ela ndo é conservativa, havera sempre uma superficie
f(x,7,2)=0, tal que o ponto P’ esti em equilibrio (sem
atrito) em qualquer posicdo sobre essa superficie? E se a
forca for conservativa ?

648 — Determinar a lei de forcas paralelas a Oy, sob

cuja accdo um fio flexivel e inextensivel toma, como figura de
equilibrio, a da curva y — x% 1,

SUHERIOR

650 — Determine o integral geral da equacao x*y?
1242 yyl2—xy? y'—93=0, (Diferencial exacta).

651 —Determine o integral geral da equacao:
(2x—3)3 91" 4-2 (20 —3)2 ! +-2(24 —3) »'
—4y=3 cos [log (2x—3)?] .
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PROBLEMA PROPOSTO

652 — Sejam  Oy=[ra,m, 1] € Os=[f, &, 5] dois
pontos do espaco projectivo de #» dimensoes e
ag B+ 818yt + -+ +a,£,=0
a equagao de um hiperplano =.
Se Qy e Q; nio pertencerem a =, € sempre possivel
determinar uma linha (stetiger Weg) — 4=f; (¢), f; funcao

RESOLUCAO DE PROBLEMAS

res que suporei sempre ortogonais unitarios, de forma a que
sendo x=a'e¢;, y=9'¢. Seja x¥=x=x|e¢.

2) A fungdo v(x).— A generalidade da funcao u () tem
de ser limitada por 7 dever ser um operador linear: 7'(x+y)=
~Tx+Tyv, TOx)=2Tx o queda p(x+y) =uv@)+p(y)
. () = 2w () ou finalmente w(x) — x'u; (em que x=x'¢’
vi=p (€))

3) A transformacdo Tx—x+pa.—Sendo x—x'e;, a=a'e;,
w(®)=a'p, vem &'—=Tx—=a'e,+ "y, ale,—e (" +x"p a)=
—¢ ' em que ' —x'txu,al=2x" em que o=+t a.

4) T ortogonal.(Definiremos produtos internos x| y=a'y').
— Supondo que @ nao € is6tropo, tornaremos a unitario mul-
tiplicando v por um factor conveniente. Escolhemos o sistema
coordenado de forma que ¢,—a, o que da a'—¥:. A condi-
cdo of o —3,, escreve-se (5 +u,d:)(d +v,8)=5;, ou, notando
que & =8, 8[u. 4+ w i+ 8y y.,] =0 ou w ¥+ w O+

fup =0 fazendo k==mn, I==n vem p,p,=0 £k =1. =1,

fazendo k£—/—n vem 2p,+p2—0 desprezando a solucdo sem
interésse p,—0, temos u,——2, o que da p(¥)—-—2(x|2)
[@ unitario]. Esta expressdo, tendo o caracter tensorial dum
invariante, é valida com quaisquer coordenadas e’ é facil ver
que o operador 7Tx=x-2(x|a).a € ortogonal, pois muda o
sinal da componente segundo @ e conserva as outras. a € di-
reccdo unida com valor préoprio —1, e as n—1, direcgdes
do hiperplano perpendicular a @ sdo unidas com o valor pré-
prio +1.

431 — 1) Conven¢does.—Designarei por ¢ ¢, ---¢, 0s vecto-

5) T unitdrio (produto interno x/v—«'y'); tomando ainda
@ unitario para vector cordenado ¢,, a condicdo  4'y;, es-
creve-se (3w 00) (3f +pa 8)=0, O} + 1, 3 + 1 1,=05 fazendo

k=Il-#+n vem ainda un,—0, Ak=1,.--#—1 e para k=Il=n,
ot P F 1y =05 seja p,=r+is vem 2¢r-4r24s?=0 ou, intro-
<)
p,=—-———(1 +4t) ou, pas-
bl (].#'tz)( ! ) » P
p () =

coordenadas gerais (@ unitario)
para f—0 vem a solucdo real ja

duzindo um parametro real #

sando para
9

&

'(143 t_) (1+42) (x| a);

obtida para o caso de 7 ser ortogonal.

6) T de projecc@o. — Suponhamos que 7" anula as com-
ponentes segundo os vectores coordenados ¢ ---¢, e con-
serva os componentes segundo ¢,;---¢,. Serd entdo ai—0>

(N 0" f=T s §
%

p+L-m
(p@i= 8 i=1-p :
ou 3 % nao sendo os p,; todos nulos se-
uy @ =0 i=p+1,-n

rao todos os a', para i—p+{1---u, e no caso de serem nulos

i—=1-- p, ai=0i, i=p+1---n ou

ity =8 i

continua — que passe pelos dois pontos e ndo intersecte o
hiperplano =.

Nota—Escrever f;(8)=(1—17)n+2%(").

Comparar éste resultado com o que se passa no espago
nao-projectivo.

() Schreier-Sperner — «Analytische Geometriey — II—
pag. 142, R.L. G,

PROPOSTOS NOS N.o5 4 € 5

1;

todos os v menos um p. odera ser a'=+0, ou a'=- —
: By ™

(seria facil de ver geomeétricamente que a soma a & dum
vector de direccdo fixa ndo poderia anular uma variedade
de E, a mais de 1 dimens#o). A tradu¢do disto em notacdo de

1 3 xla
b ()
\/ (a'!a) a'a
supondo de novo a unitirio 7x—x--(¥|a@)a, que éeviden-
temente uma projeccdo ao longo de a sobre o hiperplano per-
pendicular a @. As direc¢des unidas s3o a de @ (valor pro-
prio 0) e as do hiperplano ortogonal, com valores proprios
iguais a 1.

produto interno € p;—— & entdo,

7) T simetria. — Supondo x| y—x'y’ podemos tomar
para e, ---¢,, as direccdes do hiperplano de simetria, e
: - . \TxJe;:—x!e,-
para ¢, a direccdo normal, Tera de ser
) T"L“\eu'" Xy

(2 +aty, @ =2 { &k, a' —0

y dadaaarbitrariedadedos

5

{‘ a 'f'—r/l‘ s a' 2 .l xk P a'— —2x"
2x?

x" tera de ser @'=0, 7=1.--#n—1, xFp,=—=— em forma tensorial
a

. 2(x|a) {
RGN s Isto prova que @ tem de ter comprimento
i

nio nulo, pois numa direccdo isétropa nao pode ser tomada
para direccao cordenada. Supondo agora que a € unitario,
vem p(x)=- 2(x|a), Tx—x —2(x|a)a (igualdade com
cardcter tensorial). As direccdes unidas sdo as de a (valor
proprio 1) e as direcgdes ortogonais a @ (valor proprio +1).
Veé-se ainda que se foi conduzido ao mesmo resultado que ao
investigar se- 7 € ortogonal. Ou seja, um operador da forma
! —=x -+ (x).a se for ortogonal &€ uma simetria, em que o

hiperplano de simetria € a | y—-0.
g Mario de Alenquer
Deducdo mais simples :

4) Ortogonal. — O simbolo [z, v] = zx,-_v;, permite-
=1
-Nn0s escrever [Tx, Tx]

[T Tz ) =[a,x] ou
([ +pa,x +pa] =[x,x], 2ula,x]+p[a,4]=0, p(2)=
2{a,x]

[a,a]

5) Unitiria. — O simbolo (v, y) — Y ~. v, permite-
i=1

) [a,a]r,i—.().

-nos escrever (Lx Tx)y=( T Ta, %)= (x%) ou
(vtpa,vtpa)=(x,x), [(a,a)-1], vla,x)+Fp(a,x)+pp—0
[wt(a,x)] [p4(a,#)] - |(a,2) =0, p+(a,x)= ¢ (a,x),
u(x)-—(e'0—1). (@, x). E o mesmo simbolo leva imediata-
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mente a forma-de s para os outros operadores — projeccdo e
Simetria.

NOTA —As dedugdes do autor estio bem; mas ressen-
tem-se da circunstancia de ndo pertencerem ao dominio natu-
ral dos respectivos problemas — problemas de operadores
em um espacgo real ou complexo onde se definiu préviamente
um produio interno. RL: Q.

548 — a) A transformacdo a— 7w definida por xi—/i 't
representara uma rota¢do em torno da origem se forem inva-
riantes: «) a distancia de dois pontos: d(xv)—d(xv), B)
a orientacdo de um triedro.

A condicdo B) ‘€ satisfeita se for positivo o determinante

Ii|. A primeira condigdo exprime-se: 3 (v yi)?= 3 (¥ — )2
a. 2 (#'—y )2 =(x'—y) (&'~ y)=(l} x* =1 ") (b, x"— 1 y")—
=BEx "+ B Ly 2L L xt g 2 (w2
+2 (¥)2—2 z x'y" e identificando as duas expressoes vem
Jj li=3%,, como condicdo necessiria e suficiente, acrescentan-
do-lhe |/ |>0. Estas duas condicies caracterizam a matriz
ortogonal de determinante 1. <
b) Seja w=c'e; o vector unitirio do eixo das rotacdes.
Qualquer vector P—O tem uma componente segundo w e
uma componente perpendiculara w: P—O=[(P—O0) | w]w+
+(P—0)—[(P—0)|w]w!|=(Q0—0)+(R—0). A rotacio deixa
invariante O—O; R—O sendo perpendicular a w é transfor-
mado em R—O=(R- O)cost+[w A(R—0O)|send, donde
P—0-0—0+R—0=(0— -~ 0)+ (R—0O)cosi+ [wA\(R—O)]sen =
=[(P—-0)|w]w+|(P—0)—[(P—0)|w]w|cost+w A | (P—O)—
[(P 0O) | w]w|sen 6=[(P—0)|w] (1--cos ) w+(P—O)cos b
tw A (P—O)seno. Tomando coordenadas P—O—(x'c;)(1—
—Cos0).cfe,+at e, cos i+l ¢l vie, senb—e, | i [c; ¢k (1—cos b))+
+dfcoso+te;ilcisend]|, ou l—cc" (1 -cos 0)+ S"‘ cosb+e¢; c'sen,
que € a expressdo pedida.
¢) Fazendo 7—% vem (sem somagdo) /i—c;¢'(1—cos6)+cos
ou em coordenadas cartesianas ortogonais Z—(¢;)? (1l cos 6)+

, li—coso
donde c? = Terount

V (xi— v‘)"

+4-cos o, e somando em 7 os valores de /

e notando que Z(c',-)f -1 vem Sl{' 1+2cos(. Veé-se ime-

i

; 0
diatamente que B—14-tg , WA em que w € o vector (¢cycy).

Aigualdade x=(5')"! Bx escre-

, 0 0
B x—Bx, ou =« -tg 2 WA ¥=x+tg -

e : 0
E também B'—1-tg 5 A

ve-se W) N ou

0 ¢
1) »—x=tg 5 WA (x+x). Consideremos o paralelogramo de

<

vertices O, x,x, v+ . Aigualdade (1) exprime que: @) v—x

¢ perpendicular a x{-a, ou seja que as diagonais do parale-

logramo considerado sdo perpendiculares, e que éle é um
losango : ou seja & e x tem o mesmo comprimento; b) ¥ —ux &
perpendicular a w,

As condicdes @) e §) chegam para caracterizar uma rota-
¢do em torno de w. Verifica-se igualmente que o angulo dessa
rotacdo € 6, notando que x -y existe num plano perpendi-

cular 2 w, e que o comprimento de w A (v+x) também per-

pendicular a w, € a projeccdo de x4+« sobre o dito plano.
Midrio de Alenquer

NOTA — Solugédo original para a qual se podera apenas
repetit a observacédo relativa ao problema 431, R.L.G.

0
552 — Seja S=2 n, Sendo S uma série de termos

m, =2

0 0
i 08 « -l
positivos podemos escrever S-— 2 S,, em que S,= z‘ R

n=2 m=2

/T
Ora.S, é uma progressdo geométrica, donde o : =
—n
ELAL S P el Tes ‘ 1
obe o _]) ortanto 5 1.9 T é 3 T RAT (nv—l) -, mas
dpss S s il S e '
nn—1) n—1 =n' dess K i + o - 3‘)+ T

n—1 n  n+1
troem-se 2 a 2 a excepcao do primeiro, donde vem S=1.
Madrio de Alenquer
NOTA—A resolugdo do problema anterior conduz ao cdlculo

1 1e\anefa: 1 o
S 7;)1* <~~~— ——= |+ .- e os termos desta série des-

00 1
_ Shit W i o .
g u
da soma da série numeérica convergente ‘ g 7 ("__1) cujo
té 1 pod ! : L
era re = ?
€rmo g pode escrever-se 1, 11 (ﬁ 1) ﬂ—l o

A aplicacdo do teorema adiante enunciado resolve, simul-
taneamente, o problema do estudo do seu caricter e do cal-
culo da sua soma. _

«Se o térmo geral duma série numerica for da forma

u, *Ea v(n+4), com Ea_(), e se llllll(ﬁ) é finito, a

i=0 i=0
serie de térmo geral u, é convergente e a sula soma €

S=ao4()+ (@o+a1)o @)+ (@ ta+ - +a,)e(p)+(ar+2as+
+ o Hpa)limo(n)».
n—>o0
E imediato que o térmo geral da série dada satisfaz a con-

;
digao necessaria de convergéncia lim #,=1im 2 as(n+ti) =

00 n—>®0 g
,,
=limo(n) . a;=0. Por outro lado é S,=aps(l)+
13200 .,g
+(@+a)e @)+ +(@+ai+ - +a,)o(@)+(@+a+ - +

+a)o(n t 1)+ -+ (g +a)o(n+p—-1)+a,0(ntp) e
S=1im S,=ayy (1) +(@+@)5(2) - +agta - +a,) o (p)+

+(ay+2ay+-- +pa,)limo ().
n-»00

A. Sa da Costa
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A Direccao da S. P. M, na sua ultima reiinido, deliberou
dirigir uma circular aos associados pedindo o envio de comu-

nicacoes cientificas para leitura em retinides da Socxedddc, a
realizar em breve.

Serao também possivelmente organizadas séries de con-
feréncias.
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